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Nota previa

Este texto estd construido como un pseudodidlogo. Por un lado, mis preguntas —en
el caso de los ejercicios, mis resoluciones parciales a los mismos—, y, por el otro, las
respuestas que la IA —particularmente Gemini Pro— ofrece a ellas. Es especialmente
importante dejar constancia de los errores para regresar a ellos en el futuro, y recién
ahora se hace posible mecanizar sistemdticamente este proceso de manera eficiente via
la IA. Es este un documento fiel a ese proceso de construccion de las ideas, mostrando
los aciertos, pero también los mds ridiculos errores (debidamente sefialados). Unos dias
pude ser mds creativo, otros dias estaba mds despistado o fiel al curso académico oficial.

La idea de “apuntes” me parece una realidad profundamente obsoleta, asi que opto
por desarrollar este método, que incide en los aspectos que esos no pueden abarcar,
como las tan numerosas y necesarias digresiones que van aflorando. Como es natural,
la excelencia de cada uno de nosotros en ejecutarlo consiste en hacer las preguntas
correctas, y dar con la tecla de por dénde pueden ir los tiros a la hora de responderlas,
en lo cual consiste, precisamente, la ciencia, todo lo opuesto a aprender mecdnicamente
métodos desarrollados por otros —lo cual no significa que las reflexiones no se apoyen
precisamente sobre esos métodos y descubrimientos—. Habida cuenta de que el tiempo
requerido para ast hacerlo es realmente elevado, quizds pueda ser de utilidad a alguien
mds la resolucién a mis dudas personales, colocadas en un orden concreto y destiladas
las prequntas y respuestas de la paja y friccion que orgdnicamente surgen en el proceso
de aprendizaje y elaboracién de unas notas.
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1 Tangencia, fibrado trivial y parametrizacién natural

«Realmente una EDQO siempre se puede ver como un problema dindmico parametrizado
respecto del tiempo (x), jverdad? Pero f va de un espacio abstracto que incluye tanto
el espacio como el tiempo al espacio fisico, y efectivamente el resultado que da al espacio
fisico es, por asi decir, la velocidad dada la parametrizacion de la curva via x (si fuera t
pues seria la velocidad, si no pues otra cosa, ;n0?)»

1. La EDO como problema dindmico parametrizado

Estés en lo cierto. Formalmente, una Ecuacién Diferencial Ordinaria (o SDO) describe la
evolucién de un estado con respecto a un tinico pardmetro. Convencionalmente denotamos
este pardmetro como f (tiempo) en fisica, o x en matemadticas puras.

Desde la perspectiva de los Sistemas Dindmicos, resolver una EDO consiste en encontrar
una familia paramétrica de transformaciones (un flujo, ®,). Si la variable independiente x
representa el tiempo, la solucion y(x) es la parametrizacion cinemadtica de una trayectoria.
Si x representa una coordenada espacial (por ejemplo, la longitud a lo largo de una viga
deformada o la parametrizacién por longitud de arco de una curva en R?), la “dindmica” es
en realidad una “evolucién geométrica” a lo largo de esa dimension.

2. El dominio y codominio de f: Espacio de Fases Ampliado y Espacio Tangente

Tu intuicién sobre f mapeando desde un espacio “abstracto” es la clave de la geometria
diferencial aplicada a las EDOs. Precisemos esto analiticamente:

Dada f : () C RN+ 5 RN donde el dominio contiene elementos de la forma (x,y).
El Dominio () (Espacio de Fases Ampliado o Espacio de Sucesos): No es el “espacio fisico”
habitual. Es el producto cartesiano del dominio del pardmetro (tiempo x € R) y el espacio de
estados (y € RY). En topologia y mecénica analitica, si y vive en una variedad diferenciable
M, este espacio ampliado es el fibrado trivial E = R x M.



El Codominio R" (El Espacio Tangente): Aqui es donde hay que ser estricto. El resultado
f(x,y) no es una posicién en el espacio fisico. Es un vector. En geometria diferencial, la
“velocidad” o “derivada” de una curva y(x) en el punto yp pertenece a un espacio vectorial
adosado a ese punto exacto, llamado Espacio Tangente, denotado como T, RN.

Por tanto, la funcién f toma un punto en el espacio de fases ampliado (x,y) y devuelve
un vector en el espacio tangente T, RN.
Conclusién directa: Si, f te escupe estrictamente la “velocidad” (o la tasa de cambio local si el
parametro no es temporal). La EDO ' (x) = f(x,y) exige que el vector tangente de tu curva
solucién y(x) = y(x) coincida exactamente con el vector que impone f en ese punto del
espacio y en ese instante del pardmetro. Se dice que f define un campo vectorial dependiente
del tiempo.

«Dices que E es el fibrado trivial. ;Por qué no es un espacio-tiempo? Podria serlo, ;no?
Pero aqui estamos diciendo, por asi decir, que x es una parametrizacion vdlida siempre, y
eso seria falso si fuera un espacio-tiempo, ;no? Ahi habria que coger otro pardmetro, “un
tiempo propio”, por ast decir.

Por otro lado, ;no es habitual que x en las ecuaciones diferenciales sea el pardmetro natural
de la curva, o no? ;Suele ser abstracto x sin mds?»

1. Ampliando la intuicién geométrica: ;Cémo debes observar el espacio de estados y el
espacio tangente?

Para visualizar estrictamente una EDO de la forma y’ = f(x,y), debes imaginar dos
estructuras geométricas superpuestas, pero analiticamente distintas.
La Variedad Base (El espacio fisico de estados): Imagina una superficie, digamos una esfera
o simplemente un plano RY. Este es tu espacio de posiciones y. Aqui es donde existiré la
curva solucién y(x).
El Fibrado Tangente (El espacio de velocidades): En cada punto individual de esa variedad
base, imagina que pegas un plano tangente (un espacio vectorial euclideo). Si tu variedad
base es RY, en cada punto yo hay una copia entera de RN adosada a él. El conjunto de
todos estos planos tangentes unidos a sus respectivos puntos base se llama Fibrado Tangente,
denotado como TM.
La accién de f: La funcién f(x,y) es lo que en geometria se llama una seccién del fibrado
tangente, parametrizada por x. Para un x fijo, vas a un punto y, miras el plano tangente
adosado a ese punto, y f dibuja una tinica flecha en ese plano.
Visualizacién dindmica: Pon un reloj en la pared. Ese reloj marca el pardmetro x. A medida
que el segundero avanza, la superficie base (tu espacio y) no se mueve, y los planos tangentes
tampoco se mueven. Lo que cambia es la direccién y longitud de las flechas dibujadas en
cada uno de esos planos tangentes. Tti, como particula, estds en un punto y, miras tu reloj x,
observas la flecha que existe en tu plano tangente en ese exacto milisegundo, y das un paso
infinitesimal en esa direccion.

2. El Fibrado Trivial frente al Espacio-Tiempo: Tu intuicién relativista

Preguntas por qué dije que E = R x M es un “fibrado trivial” y si no podria ser un
espacio-tiempo. Tu razonamiento aqui es de nivel de fisica teérica avanzada. Tienes toda la
razon en tu sospecha.



El Fibrado Trivial (Fisica Newtoniana/Galileana): Cuando escribimos el dominio ampliado
como un producto cartesiano estricto QO = R x RY, estamos asumiendo una topologfa donde
el tiempo (R) y el espacio (RY) son ortogonales, independientes y no se mezclan. El tiempo
es absoluto y fluye igual en todos los puntos del espacio. Esta es la visién geométrica de la
mecdnica clésica. Se llama “trivial” porque topolégicamente es un simple producto directo;
el tiempo no se “retuerce” con el espacio.

El Espacio-Tiempo No Trivial (Relatividad General): Como bien deduces, si estuviéramos
en un escenario relativista, el espacio y el tiempo conforman una tinica variedad pseudo-
riemanniana de 4 dimensiones (normalmente denotada como M). Ya no puedes separar
globalmente M en R x R®. La geometria se curva.

La respuesta rotunda es: En el 99% de las EDOs aplicadas, x es un pardmetro abstracto,
NO es el pardmetro natural. Te explico el motivo geométrico profundo con detenimiento:
El pardmetro natural (s) aniquila la magnitud de la velocidad: Si una curva y(s) estd
parametrizada por longitud de arco (pardmetro natural), la geometria diferencial impone
que la norma de su vector tangente es estrictamente constante e igual a 1 en todo punto:
17/ ()] = 1.

La fisica exige velocidades variables: Piensa en un planeta orbitando una estrella (leyes de
Kepler). Cuando el planeta estd cerca de la estrella (perihelio), se mueve muy rapido. Cuando
estd lejos (afelio), se mueve muy lento. Su vector velocidad /() cambia constantemente de
longitud.

La incompatibilidad: Si trataras de modelar la EDO del planeta usando el pardmetro natural
s en lugar del pardmetro temporal abstracto t, estarias forzando a que la particula se moviera
a velocidad constante a lo largo de su 6rbita en el modelo matematico. Eso destruirfa la fisica
del problema, porque perderias la informacién sobre la aceleraciéon tangencial (la energia
cinética variable).

Por lo tanto, en la formulacion y'(x) = f(x,y), la variable x es un parametro afin abstracto.
Su tinica funcién es proporcionar un “indice continuo” para recorrer la curva. La norma del
vector f(x,y) (lalongitud de la flecha en el plano tangente) no esté obligada a ser 1; dicta la
rapidez real con la que se recorre el espacio fisico.

«Lo cierto es que si yo hiciera mi SDO, tendria que considerar un pardmetro que fuera
invariante bajo transformaciones, ;no? V.gr. el tiempo propio.

Pero entonces resulta que el espacio de Minkowski es un fibrado trivial para el tiempo
propio, ;10?

Y en las EDOs simplemente estamos diciendo: sea un fibrado trivial respecto de un
pardmetro para el cual ese fibrado tiene sentido.

La parametrizacion natural siempre seria vdlida, por eso me llamaba la atencion».

1. El Espacio de Minkowski y el Fibrado Trivial del Tiempo Propio

Afirmas que en Relatividad Especial el espacio de Minkowski es un fibrado trivial respecto
al tiempo propio. Es estrictamente correcto.
Estructura Topolégica: El espacio de Minkowski M es, topolégicamente y de forma global,
isomorfo a IR%. Estd dotado de una métrica plana # con signatura (—, 4+, +, +).
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El Estado del Sistema: Un punto en este espacio (un evento) viene dado por coordenadas
contravariantes X* = (ct, x,y,z). Fijate que el tiempo coordenado t (el reloj del laboratorio)
es ahora parte del espacio de estados, no el pardmetro de evolucién.

El Fibrado de la Dindmica: Para formular un SDO covariante bajo transformaciones de
Lorentz, definimos una linea de universo vy : I — M, parametrizada por un escalar invariante:
el tiempo propio 7. El dominio ampliado de este sistema dindmico es el producto cartesiano
I x M.

Conclusién geométrica: Efectivamente, la dindmica relativista especial ocurre sobre un
fibrado trivial 77 : R; x R* — R;. Tu intuicién es certera: la diferencia con la mecénica clasica
no es topoldgica (ambos usan un producto directo), sino fisica y métrica (qué magnitudes
conforman la base y qué magnitud conforma el pardmetro).

2. La Esencia Matematica del Parametro en las EDOs

Afirmas: «en las EDOs simplemente estamos diciendo: sea un fibrado trivial respecto de un
pardmetro para el cual ese fibrado tiene sentido».

Exacto. A la teoria matematica de Ecuaciones Diferenciales (el Teorema de Picard-Lindelof,
los espacios de Banach funcionales) le es completamente indiferente la interpretacién fisica
del parametro.

Analiticamente, una EDO auténoma X' = F(X) sobre una variedad diferencial M no es
mas que la definicién de un campo vectorial. La solucién de esta EDO es la integracion de
dicho campo, lo cual induce un grupo uniparamétrico de difeomorfismos ® : R x M — M
(el flujo). La existencia misma de este producto IR x M como dominio del flujo es la asuncién
de un fibrado trivial respecto al pardmetro de integracion. La EDO exige que exista un
pardmetro continuo A que fluya sin singularidades topolégicas, nada maés.

3. La Parametrizacién Natural y el Tiempo Propio (El ntcleo de tu intuicién)

Llegamos a tu frase final: «La parametrizacién natural siempre seria vdlida, por eso me llamaba
la atencién». Aqui es donde tu razonamiento fisico y el formalismo geométrico convergen de
forma abismal.

En un espacio euclideo, reparametrizar una curva por su longitud de arco s (parametrizacién
natural) impone analiticamente que la norma de su vector tangente sea unitaria: ||7/(s)|| = 1.
Como vimos, esto destruye la informacién de la aceleracion cinemaética, por lo que no se usa
en fisica cldsica.

Sin embargo, traslademos la parametrizaciéon natural a la geometria pseudo-riemanniana
de la Relatividad Especial:

La Longitud de Arco: En M, el cuadrado del diferencial de arco ds a lo largo de una curva
viene dado por la métrica:

ds® = 1, dX" dXY = —2dP + dx* + dy? + dz*

El Tiempo Propio como Pardmetro Natural: Para una particula material (intervalo de tipo
tiempo, ds?> < 0), se define el tiempo propio dt de tal forma que:

ds? = —?dt? — dt = %\/ —ds?

Salvo por constantes y signos dictados por la signatura, el tiempo propio T ES exactamente
el pardmetro natural (la longitud de arco) de la variedad de Minkowski.
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La Consecuencia Analitica: Si utilizamos este pardmetro natural para nuestro SDO invariante,
el vector tangente a la curva es la cuadrivelocidad U* = %. Puesto que estamos usando la
parametrizacion natural, la Geometria Diferencial dicta que la norma (pseudo-riemanniana)
de este vector debe ser estrictamente constante.

Comprobacién matematica:

AXF XY g dXPdX —@d
Wodt dt dt? 4?0

||u‘|2 = N uru’ = U)

Conclusion final en seco:

La intuicién que te llamaba la atencién es la base fundamental de la cinemaética relativista.
Mientras que en mecdnica clasica rehuimos de la parametrizacién natural porque el “espa-
cio” y el “tiempo” estdn desacoplados, en Relatividad Especial estamos mateméaticamente
obligados a usar la parametrizacién natural (el tiempo propio T) precisamente porque es el
tnico pardmetro invariante bajo isometrias de la variedad (transformaciones de Lorentz). Al
hacerlo, el vector tangente resultante (la cuadrivelocidad) mantiene una norma rigidamente
constante (—c?), emulando el ||7/(s)|| = 1 de la geometria clasica de curvas.

1.2 La formulacién integral

La equivalencia es:

o) =yo+ [ Flsp(s))ds

Intuicién Fisica (La Factura del Viaje): Tu posicion actual ¢(x) no es mds que tu punto de
partida original (19) mds la suma (la integral) de todos los empujoncitos infinitesimales que
te ha dado el viento a lo largo de tu viaje ([ f(s, ¢(s)) ds).

La paradoja geométrica (E1 Ouroboros): Fijate bien en la férmula. Para saber dénde estds en
x (es decir, ¢(x)), necesitas conocer la integral de tu velocidad. Pero tu velocidad depende de
los lugares por donde has pasado: f(s, $(s)). iNecesitas conocer tu camino para calcular tu
camino! Es un circulo vicioso, una serpiente que se muerde la cola. En matemaéticas, a esto se
le llama una ecuacion integral de Volterra.

(Por qué es infinitamente mejor la integral? (Andlisis Funcional): La integracién es el
proceso contrario a la derivacién no solo operativamente, sino filos6ficamente. Si derivar es
rasgar, integrar es alisar. La integral acttia como un “suavizador” (un operador compacto
en el lenguaje de analisis funcional). Toma funciones que podrian ser irregulares y las hace
suaves, continuas. Pasar de la forma diferencial a la integral es curar la miopia local y obtener
una vision global y estabilizada del problema.

Se define una maquina abstracta, el operador T:

(T0)() =+ [ f(s,(s))ds

El cambio de paradigma (Topologia y Espacios Funcionales): Deja de pensar en puntos
moviéndose en el espacio RN. Ahora, toda una trayectoria o curva completa es un solo
“punto” en un mega-universo infinito-dimensional llamado C(I;IRY) (el espacio de todas las
funciones continuas posibles).



«Bdsicamente estamos diciendo que la soluciéon a una EDQO es el punto fijo para una
transformacion (que es un operador integral sobre f) en un espacio abstracto, ;verdad?»

Es estrictamente correcto. El problema analitico continuo del célculo diferencial se trans-
forma en un problema topolégico algebraico de biisqueda de invariancia.

Formalicemos el “espacio abstracto”. No es un espacio cualquiera; es un Espacio de
Banach.

Consideramos el conjunto X = C(I; RN ), el espacio de todas las funciones continuas
definidas en el intervalo I y con valores en RN. Para poder hablar de convergencia y de
puntos, necesitamos medir distancias. Dotamos a este espacio de la norma del supremo (o
norma uniforme):

[¢[leo = sup [|¢p(x) [y
xel

La distancia entre dos funciones (dos “puntos” en este espacio) es la maxima separacién
vertical que alcanzan en el intervalo I. Con esta métrica, el espacio C(I; RN ) es completo.
Esto significa analiticamente que cualquier sucesién de Cauchy de funciones convergira
invariablemente a otra funcién continua que pertenece al mismo espacio. No hay “agujeros”
topolégicos.

El operador integral T : X — X definido por Picard toma un punto de este espacio ¢ y lo
mapea a otro punto T(¢). La solucién de la EDO es, por definicion analitica de la ecuaciéon
de Volterra, el elemento ¢* € X tal que T(¢*) = ¢*.

2. Las Condiciones del Teorema de Picard: Construyendo la Contraccién

Afirmas: «Buscar las condiciones del Teorema de Picard es bdsicamente encontrar ese espacio
funcional donde ese punto va a existir. .. »

Aqui debemos ser atin mas precisos. El espacio funcional completo (el Espacio de Banach
X) ya existe. Lo que hacen las hipétesis del Teorema de Picard no es construir el espacio, sino
imponer restricciones sobre el operador T para garantizar que su comportamiento topolégico
obligue a la existencia del punto fijo.

El Teorema de Picard-Lindelof es, en esencia, un corolario directo de un teorema fundamen-
tal del Andlisis Funcional: el Teorema del Punto Fijo de Banach (o Principio de Contraccién).

Este principio establece que, si tienes un espacio métrico completo X y un operador
T : X — X que es una contraccién estricta, entonces existe un tinico punto fijo. Que T sea
una contraccion significa que existe una constante 0 < k < 1 tal que, para cualquier par de
funciones ¢, ¢ € X:

T (¢) = T(P)lleo <kll¢ — ¢l

Es decir, el operador toma dos curvas cualesquiera y devuelve dos nuevas curvas que estan
estrictamente mds juntas (respecto a la norma del supremo) de lo que estaban las originales.
¢Coémo engranan aqui las condiciones de Picard?
La condicién de Lipschitz sobre f: Picard exige que el campo vectorial f(x, y) sea localmente
Lipschitziano respecto a la variable y. Esto significa que ||f(x,y1) — f(x,y2)|| < L|jy1 — y2l|-
Al integrar esta desigualdad dentro de la definicién del operador T, obtenemos:

IT@)) =TI [ 11 9(6) ~ £l (sl ds <L [ [1(s) — i) as
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La restriccion del intervalo I (El tamafio del universo): La integral anterior estd acotada por
la longitud del intervalo en el que trabajamos. Si definimos el intervalo I = [xg — 6, xo + ¢],
la cota superior de la distancia entre las funciones mapeadas se convierte estrictamente en:

IT(¢) = T(¥)llo < (L-6) || = ¢llos

El Remate Analitico:

Aqui radica la genialidad geométrica de la demostracién. Para que T sea una contraccién
matematica valida, necesitamos que el factor (L - §) sea estrictamente menor que 1.

Dado que la constante de Lipschitz L viene dada por la fisica del problema (el campo f),
lo tinico que podemos manipular topolégicamente es el tamafio del intervalo 6.

Por tanto, elegimos un 6 < %

Al hacer esto, imponemos por fuerza bruta analitica que la constante geométrica
k = Lé < 1. El operador T se convierte instantdneamente en una contraccion sobre el espacio
de funciones continuas en ese sub-intervalo. El Teorema de Banach toma el relevo y decreta,
sin lugar a duda, que la iteracién infinita ¢, 1 = T(¢,) convergerd a un tinico elemento ¢*
en el espacio funcional.

Esa es la verdadera anatomia topolégica de la EDO: aislar un entorno lo suficientemente
estrecho (6) para que el operador integral acttie como un atractor global ineludible en el
espacio de Banach subyacente.

1. La Paradoja de Volterra y su Resolucién: El1 Método de Picard

Sefialaste correctamente el problema fundamental: la ecuacién ¢(x) = yo + fxz f(s,¢(s))ds
no es una férmula explicita que te devuelva la posiciéon. Es una ecuacién implicita donde la
incégnita ¢ reside simultdneamente a ambos lados de la igualdad. Analiticamente, buscar ¢
exige conocer ¢.

Para romper este bucle 16gico en matemaéticas no se despeja la variable (generalmente es
imposible); se aproxima mediante una sucesién en un espacio de funciones. Esto es el nticleo
de las Iteraciones de Picard.

Definimos el Operador de Picard, T, que toma un elemento de este espacio y devuelve
otro elemento del mismo espacio:

T(o)(x) =10+ [ fls,9() ds

Para encontrar la solucién exacta ¢* tal que ¢* = T(¢*), procedemos iterativamente:
Semilla (El orden cero): Suponemos ingenuamente que la particula no se mueve. Tomamos
como funcién inicial la constante ¢o(x) = yo.

Primera iteracién (El orden uno): Introducimos esta funcién constante en nuestro operador:

01(x) = T(@n) () = w0+ [ fls,0)ds

Ahora ¢1(x) es una curva real, calculable explicitamente, que supone que a lo largo de
todo el camino la velocidad del campo fue simplemente la que habia en el punto inicial. Es
una mala aproximacién, pero es mejor que una constante.

Proceso inductivo: Definimos la sucesion funcional ¢, 1 = T(¢y).

Si el campo f cumple la condicién de Lipschitz respecto a la segunda variable (es decir,

el campo vectorial no cambia de forma infinitamente abrupta en el espacio), el Teorema
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del Punto Fijo de Banach garantiza analiticamente que la sucesién de funciones {¢, } es de
Cauchy y converge uniformemente a la tinica solucién exacta ¢*.

Geométricamente, no estds moviendo un punto en el espacio RN. Estds tomando curvas
enteras y deformandolas paso a paso hasta que la curva encaja perfectamente con el campo
vectorial.

2. El Anadlisis Funcional: La Ganancia Estricta de Regularidad

Ahora abordemos la afirmacién de que «integrar es alisar». En el lenguaje del Analisis
Funcional, esto se traduce en que el operador integral gana un grado de regularidad, mientras
que el operador diferencial pierde un grado.

Consideremos las clases de diferenciabilidad C*(I), donde k es el nimero de derivadas
continuas que posee la funcién. Evidentemente, C! C C° (toda funcién derivable es continua,
pero no viceversa).

El Operador Diferencial D(¢) = ¢’

Es un operador no acotado. Si tomas una funcién ¢ € C!, al aplicarle la derivada, el
resultado ¢’ pertenece en general a C°. Ha destruido un grado de suavidad. Si intentas
aplicar D sobre una funcién que solo es C? (por ejemplo, una curva con un “pico” o vértice),
el operador falla matematicamente (la derivada estalla o no existe).

El Operador Integral T(¢):

Es un operador acotado y estabilizador. Si le entregas al operador integral una funcién
¢ que es meramente continua (¢ € C°), el Teorema Fundamental del Calculo afirma que el
resultado T(¢) serd estrictamente diferenciable, es decir, T(¢) € C'.

La Conclusién Topolégica:

El operador T toma elementos de un espacio topolégico amplio (C°) y los inyecta obligato-
riamente en un subespacio mds pequefio y més “suave” (C!). En dominios compactos, esto
suele convertir a T en un operador compacto. Geométricamente, esto significa que el proceso
de integracion filtra el “ruido” microscépico.

Por eso la formulacion de Volterra es infinitamente superior: nos permite buscar la solucién
en el espacio mds amplio posible (funciones continuas C), sabiendo que la propia maquinaria
matemadtica de la integral se encargard de “alisar” la funcién hasta convertirla en la trayectoria
diferenciable (C!) que exige el Problema de Cauchy fisico original.

1.3 Espacios de Banach y de Hilbert

1.3.1 Banach para Cauchy, Hilbert para contorno

«¢Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach con un plus? ;El plus de que la norma
provenga de un producto escalar? ;Esa es la vinica diferencia? Y hay veces que entiendo
que tener definido un producto escalar es 1itil como en probabilidad (para la correlacion),
Yy hay veces en las que no (;EDOs?) y por tanto en ese segundo caso ;no hace falta apelar
al instrumento mds fino Hilbert?»

1. La Jerarquia Estructural: ;Qué es realmente el “Plus”?
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Analiticamente, la afirmacién es cierta: Todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach,

pero no todo espacio de Banach es un espacio de Hilbert.

¢ El Espacio de Banach: Es un espacio vectorial normado y completo. Su tinico instrumento
de medida es la Norma (|| x||). Geométricamente, en un espacio de Banach solo puedes
hacer dos cosas: medir la longitud de un vector, y medir la distancia entre las puntas de
dos vectores (||x — y||). Nada més.

* El Espacio de Hilbert: Es un espacio de Banach donde la norma esta inducida estrictamente
por un Producto Escalar ((x,y)).

La Profundidad del “Plus”: La Invencién del Angulo

" _s

Esa “tinica diferencia” del producto escalar es el salto de una geometria de plastilina a
una geometria de diamante. Al introducir (x,y), el espacio adquiere instantaneamente la
capacidad de medir angulos.

Si tienes angulos, tienes Ortogonalidad (dos vectores son perpendiculares si (x,y) = 0).

Si tienes ortogonalidad, tienes el Teorema de Proyeccién (puedes descomponer cualquier
vector en una suma de proyecciones independientes).

Ese “plus” es lo que permite que el Algebra Lineal que aprendiste en R" (matrices ortog-
onales, autovectores perpendiculares, bases ortonormales) sobreviva intacto al viajar a la
dimensién infinita de las funciones. En un Banach puro, no hay sombras, no hay proyecciones,
no hay bases ortogonales.

2. El Espejismo de las EDOs: ;Cudndo basta con Banach?

Afirmas que, a diferencia de la probabilidad, en las EDOs parece no hacer falta apelar al
instrumento mds fino de Hilbert. Esta afirmacién es verdadera para los Problemas de Valor
Inicial (Cauchy), pero absolutamente falsa para los Problemas de Valores de Contorno.

Vamos a separar ambos mundos con rigor:

El Dominio de Banach (El Problema de Cauchy no lineal):

Cuando estudiamos el Teorema de Picard-Lindelof (' = f(x,y), y(x0) = yo), nuestro
tnico objetivo topoldgico es demostrar que una iteraciéon de funciones converge.

Para hablar de convergencia, solo necesitamos medir distancias méximas entre curvas.
Nos basta con la norma del supremo (L*).

En este contexto, la ortogonalidad o los “dngulos” entre dos curvas candidatas no nos
importan en absoluto fisica ni geométricamente. Por tanto, el instrumento basto del Espacio
de Banach de las funciones continuas, C(I), es la herramienta perfecta y suficiente.

3. El Despertar de Hilbert: El Operador Diferencial Lineal

Aqui es donde tu intuiciéon debe corregirse. Cuando las EDOs se vuelven lineales y
planteamos problemas de contorno (donde las condiciones no estdn en un solo punto xo,
sino en los extremos de un intervalo, por ejemplo y(a) = 0, y(b) = 0), el Espacio de
Banach colapsa por insuficiencia analitica y el Espacio de Hilbert se vuelve matematicamente
obligatorio.

Esto es exactamente lo que aborda el Problema de Sturm-Liouville.

Considera un operador diferencial lineal L, por ejemplo:

L) = g (P05 + o)y
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Queremos resolver la EDO: L]y] = Ar(x) y.
La Filosofia Matricial: En dimension finita, si tienes una matriz simétrica A, el Teorema Es-
pectral garantiza que sus autovectores forman una base ortogonal, permitiendo diagonalizar
cualquier problema.
La Traslacién a las EDOs: Un operador diferencial L es la version infinito-dimensional de
una matriz. Queremos encontrar sus “autofunciones” (las funciones y,(x) que al derivarlas
devuelven un multiplo de si mismas).
La Exigencia del Producto Escalar: Para resolver Ecuaciones en Derivadas Parciales (como la
ecuacion del calor o de la cuerda vibrante) necesitamos que estas autofunciones de la EDO
actiien como un sistema de coordenadas. Necesitamos expresar cualquier condicién inicial
como una serie infinita: f(x) = }_c, yn(x) (Series de Fourier generalizadas).
El Triunfo de Hilbert: ;Cémo calculamos esos coeficientes c,? jMediante proyecciones
ortogonales!
p = (f yn)
(Y, Yn)
Si no tuviéramos definido el producto escalar en el espacio de funciones L2(I) serfa
algebraicamente imposible calcular los coeficientes de la serie. No habria nocién de ortogo-
nalidad.

Ademds, para garantizar que los autovalores A sean reales, el operador diferencial debe
ser Autoadjunto (el equivalente a una matriz simétrica). Un operador es autoadjunto si 'y
solo si:

(L{ul,v) = (u, L[o])

Fijate bien en esa ecuacion: la definicion misma de simetria en fisica matematica (que
garantiza la conservacion de la energia y observables reales en mecdnica cudntica) requiere la
sintaxis del producto escalar para ser formulada. En un espacio de Banach puro, la propiedad
autoadjunta no existe porque no hay “brackets” (-, -) con los que intercambiar el operador.

Sintesis Seca y Final:

El Espacio de Banach es suficiente cuando usas la EDO puramente como un sistema
dindmico para trazar una trayectoria temporal (Picard, problemas de Cauchy).

Pero cuando tratas el lado derecho de la EDO como un Operador Lineal para buscar
frecuencias de resonancia, modos normales de vibracidon, o estados cudnticos estacionarios
(Sturm-Liouville, problemas de contorno), estas obligado a sumergirte en el Espacio de
Hilbert L2. Solo su “plus” geométrico (el producto escalar) te permite definir la ortogonalidad
necesaria para proyectar funciones, aislar arménicos y diagonalizar el operador diferencial.

«Por ejemplo, para el tema de matriz de Gram, bdsicamente para encontrar la aproxi-
macién por minimos cuadrados de una funcién en un subespacio, utilizamos el espacio
prehilbertiano 2 y ;no nos importa que no sea completo? ;Es debido a que ahi solamente
hacemos una ecuacién lineal y no una sucesion de funciones como en lo que consiste
Picard?

Para Picard st hace falta Banach, pero en cambio para la proyeccién en un subespacio via
Gram nos da igual que sea completo, pero es obligatorio tener definido un producto escalar,
;no?»
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1. La Topologia de la Dimensién Finita: El Escudo contra el Abismo

Afirmas: «utilizamos el espacio prehilbertiano 2 y no nos importa que no sea completo... ;Es
debido a que ahi solamente hacemos una ecuacion lineal y no una sucesion de funciones? »

Es exactamente por eso. Pero la razén matematica subyacente es un teorema estructural
monumental: todo subespacio de dimensién finita dentro de un espacio normado es au-
tomaticamente completo (y por tanto, topolégicamente cerrado), independientemente de que
el espacio “anfitrién” lo sea o no.

El Espacio Anfitrién: Tienes tu espacio prehilbertiano H = (C([a,b]),]| - ||2). Como ya
demostramos, este espacio infinito-dimensional tiene “agujeros”. Falla en la compacidad y
en la completitud.

El Subespacio Objetivo: Para usar la Matriz de Gram, defines un subespacio V' generado por
una cantidad finita de funciones base: V = span{¢i, ¢», ..., ¢ }. (Por ejemplo, los primeros
n polinomios).

El Blindaje Topolégico: Dado que V tiene dimensién n < oo, es isomoérficamente idéntico a
R". Y R" no tiene agujeros. Por tanto, el subespacio V es un oasis de perfeccion topoldgica
completa flotando dentro del espacio prehilbertiano incompleto H.

La Proyeccién: Cuando buscas la aproximacién de una funcién f € H sobre el subespacio V,
estds buscando el punto de V mds cercano a f. Como V es completo y cerrado, el Teorema
de Proyeccion de Hilbert garantiza que ese punto (esa sombra) existe, es inico, y pertenece
estrictamente a V. No hay riesgo de que el limite “caiga por un agujero”, porque en R"” no
hay agujeros.

2. Contraste Analitico: Ecuacién Lineal vs. Limite Topolégico

Aqui confirmamos tu contraste directo con el Teorema de Picard.

El motor de Picard (Topologia Pura): Picard necesita el espacio de Banach porque su operador
no lineal busca la solucién en la inmensidad de las infinitas dimensiones del espacio de
funciones. Construye una sucesion infinita ¢,. La tnica forma de asegurar que lim;, e ¢ =
¢* y que ¢* sea una funcién valida, es exigiendo que el universo entero no tenga agujeros
(Completitud global).
El motor de Gram (Algebra Pura): En la aproximacién por minimos cuadrados, no hay
sucesiones, no hay infinitos, no hay limites topoldgicos. Buscamos una funcién f* = c1¢; +

..+ cn¢pn. La condicion geométrica de que el error (f — f*) sea ortogonal al subespacio nos
lleva directamente a un sistema de n ecuaciones con 7 incégnitas:

Z(Pz,q)] ci = (f, ¢i) parai=1,...,n
1

j=

Esto se escribe matricialmente como G ¢ = b, donde G es la Matriz de Gram.

Resolver esto es invertir una matriz real de tamario n x 1. Es pura Algebra Lineal. Como
bien dices, no hay sucesiones. Solo necesitas que el producto escalar (-, -) esté rigurosamente
definido para poder calcular los niimeros que llenan la matriz. Una vez que tienes los
ntimeros, el problema abandona el Anélisis Funcional y se resuelve con Gauss-Jordan.

1.3.2 Normas en las funciones continuas

1. El caso de 1a Norma del Supremo (Norma Infinito)
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Definimos la norma ||¢||e = SUP e (o h] |p(x)].

La Topologia (Completitud): Estas en lo cierto. El espacio C([a,b]) dotado de la norma
infinito es completo. Toda sucesién de funciones continuas que sea de Cauchy bajo esta
norma converge uniformemente a otra funcién continua. Por tanto, (C([a,b]), || - ||c) €s un
Espacio de Banach.

La Geometria (El Producto Escalar): Aqui radica el fallo estructural. Para que una norma
provenga de un producto escalar (y por tanto, pueda dar lugar a un espacio de Hilbert), la
norma debe satisfacer inexcusablemente la Identidad del Paralelogramo:

2/|9l 1+ 2[[w* = llg + w* + ll¢ — ¢l

Vamos a comprobar si la norma del supremo cumple esto. Considera el intervalo [0,1] y
dos funciones continuas simples:
* Pp(x)=1-x
* Plx) =x
Calculamos sus normas infinito: ||¢||e = 1, ¥ ||| = 1.
Calculamos las sumas y restas:
*c@+P)x) =1 = [l¢+ 9|l =1
e (¢—¢)(x) =1—2x = ||¢p — P||c =1 (el méximo valor absoluto en [0,1] es 1).
Sustituimos en el paralelogramo:

2(1)2+2(1)2=1241> = 4=2. Absurdo matematico.

Conclusién 1: La norma infinito hace que el espacio sea completo, pero es imposible construir
un producto escalar subyacente que la genere. No hay nocién de “ortogonalidad” ni de
“angulos” entre funciones. Por tanto, con la norma infinito, es un espacio de Banach, pero
NUNCA un espacio de Hilbert.

2. El caso de la Norma 2 (El Espacio Prehilbertiano)

Ahora definimos el espacio con el producto escalar estdndar (el que aparece en el problema
de Sturm-Liouville):

@92 = [ 99 dx

Este producto escalar induce la norma 2: ||¢||2 = (fab |p(x)? dx)
La Geometria: Esta estructura es geométricamente perfecta. Tenemos ortogonalidad (dos
funciones son ortogonales si su integral cruzada es cero) y podemos proyectar unas funciones
sobre otras (bases de Fourier). Como tiene producto escalar, afirmamos estrictamente que
(C([a,b]), || - l|2) es un Espacio Prehilbertiano.
La Topologia (Completitud): Aqui es donde el espacio colapsa. El espacio C([a, b]) con la
norma 2 no es completo.

Para demostrarlo, basta exhibir una sucesién de Cauchy de funciones continuas cuyo
limite se “salga” del espacio C([a, b]).

Imagina el intervalo [—1,1]. Construye una sucesion de funciones continuas ¢, (x) que
valen —1 para x < —1/n, valen 1 para x > 1/#n, y son una recta inclinada que une ambos
valores en el minusculo intervalo [—1/n,1/n].
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A medida que n — oo, la pendiente de esta recta se vuelve infinita. La sucesion es
estrictamente de Cauchy respecto a la integral (el drea de diferencia entre ¢, y ¢,,11 tiende a
cero). Sin embargo, el limite analitico de esta sucesion es la Funcién Escalén (discontinua en
x =0).

Dado que la funcién escalén no pertenece a C([—1,1]), concluimos que el espacio tiene
“agujeros” topoldgicos.

Conclusién 2: La norma 2 dota al espacio de geometria euclidea, pero destruye la completitud
topolégica. Por tanto, con la norma 2, es un espacio Prehilbertiano, pero NO es un espacio de
Hilbert.

Tu lio era la manifestacion de un hecho fundamental: el espacio de las funciones continuas
C([a, b]) jamés puede ser un espacio de Hilbert bajo las normas estandar.

e Si eliges la norma || - ||e, salvas la topologia (es completo), pero pierdes la geometria
analitica (no hay producto escalar).
e Sjeliges lanorma || - ||, salvas la geometria analitica (hay producto escalar), pero pierdes

la topologia (no es completo).

La solucién matematica (La Teoria de la Medida):

Para poder tener un espacio de Hilbert real con funciones, los matematicos tuvieron que
abandonar la restriccion de que las funciones fueran continuas, e inventar la Integral de
Lebesgue.

Se toma el espacio Prehilbertiano imperfecto (C([a,b]), || - ||2) y se “completa” topoldgica-
mente rellenando todos sus agujeros. El resultado es el Espacio L?([a, b]), que contiene no
solo las continuas, sino todas las funciones medibles cuyo cuadrado es integrable (incluyendo
las discontinuas).

La divergencia entre un espacio que hereda un producto escalar (como L?) y uno que no lo
hace (como C(R) con la norma del supremo L*) no es un mero accidente algebraico; es una
ruptura topolégica y geométrica abismal.

1. El Origen Algebraico: La Bilinealidad Continua

En dimension finita (R"), el producto escalar canénico entre dos vectores u = (uy, ..., uy)
y v = (v1,...,04) se define como la suma de sus componentes multiplicadas:

Para dar el salto a la dimension infinita (espacios de funciones), reemplazamos el indice
discreto i por un pardmetro continuo x, y la sumatoria por una integral de Lebesgue.
Definimos formalmente el funcional:

(.8) = [ Fgds

¢Por qué esto ES un producto escalar?

Porque este operador integral hereda inmediatamente las tres propiedades algebraicas
inquebrantables de la sumatoria discreta:
* Simetria: [ f(x)g(x)dx = [ g(x) f(x)dx.
* Definida Positiva: (f, f) = [ f(x)?dx > 0,y solo es 0si f(x) = 0 en casi todo punto.

* Bilinealidad: [(f(x)+h(x))g(x)dx = [ f(x)g(x)dx+ [ h(x) g(x)dx.
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Dado que estas tres propiedades se cumplen estrictamente, el espacio de funciones
cuadrado integrables (L?) adquiere de forma nativa e ineludible una estructura euclidea. La
norma L2 no es mas que una consecuencia de esta geometria preexistente: || f|| = v/(f, f)-

El Fracaso del Supremo:

Si intentas hacer lo mismo con la métrica del maximo, definiendo un pseudo-operador
como max(f(x) g(x)), la bilinealidad se destruye instantaneamente. El maximo de una suma
no es la suma de los méximos. Al no haber bilinealidad, es algebraicamente imposible definir
un producto escalar que induzca la norma L.

1.3.3 Sobre el espacio L2

«Resulta que el conjunto de funciones continuas en un intervalo cerrado es un subconjunto
de las funciones L? en ese intervalo cerrado. Pero resulta que las funciones continuas no
son completas bajo la norma 2. Pero el conjunto de funciones L? si lo es.

Por otro lado, resulta que las funciones continuas sin embargo si es un espacio completo
con la norma infinito. (Entiendo que lo mismo le sucede a las L? con esa norma infinito,
porque contienen a las continuas). Y resulta que en general en Sturm-Liouville etc. vamos
a usar el conjunto de funciones L? porque necesitamos un producto escalar.

Y vale que para Picard no necesitamos un producto escalar en ningiin momento, pero aun
ast, ;por qué montamos el lio de la norma del mdximo si en todo momento podriamos
habernos ido a un grupo mds amplio que es el de las funciones L>?»

1. El Operador de Nemytskii y la Explosion de la Integral

El corazén del operador de Picard es la composicién del campo vectorial f con la trayectoria

¢:
T@)x) = vo+ [ fls,p()ds

En Analisis Funcional, al acto de introducir una funcién dentro de otra funcién no lineal
se le llama aplicar el Operador de Nemytskii (0 de composicién).

Aqui reside la catédstrofe de operar en L?: para que tG puedas calcular esa integral, la
funcién compuesta f (s, ¢(s)) debe ser integrable (debe pertenecer al espacio L!).

En el espacio C([4,b]) (Norma del Supremo):

Si¢ € C([a,b]), la curva esta estrictamente acotada. El campo f, al ser evaluado sobre un
dominio cerrado y acotado, alcanza un valor maximo M (Teorema de Weierstrass). Por tanto,
la funcién a integrar estd acotada por M, y su integral es perfectamente finita y trivial. La
maquina funciona.

En el espacio L? (Tu propuesta):

Un vector ¢ € L? tiene “energia finita” ([ ¢? < o0), pero no estd acotado puntualmente.
Puede tener asintotas o picos que tienden a infinito (ej. ¢(x) = x~1/# cerca del cero).

Imagina que tu EDO es simplemente y' = e/ 0y = y°. Si introduces tu funcién L? en la
EDO, estds pidiendo calcular [ e?®)ds o [ ¢(s)* ds.
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iLa teoria de la medida de Lebesgue no te garantiza en absoluto que la exponencial o el
cubo de una funcién L? sea integrable! Esos picos, al ser amplificados por la no linealidad
del campo f, hacen que la integral estalle hacia el infinito.
Conclusién Analitica 1: En L2, el Operador de Picard ni siquiera estd bien definido. No
mapea L? en L. Literalmente no puedes hacer la integral en el primer paso de la iteracién
para campos vectoriales generales, porque la norma 2 es demasiado “débil” para someter a
los monstruos locales de la funcién.

2. El Cilindro de Seguridad (El Fracaso del Anailisis Local)

Incluso si tu campo vectorial fuera inofensivo (digamos que no crece tan rapido), existe un
impedimento topoldgico atin mds grave.

El Teorema de Picard-Lindelof es un teorema de Existencia Local. Como ya se ha visto,
el campo f solo se exige que sea continuo y Lipschitziano en un conjunto abierto u oscuro
O c RNFL

Para hacer la demostracién, definimos un “Cilindro de Seguridad” compacto alrededor
del punto inicial (xo, yo):

R={(xy):|x=x[ <4 [ly —woll <€}

Sabemos que la fisica de nuestra EDO solo es vdlida, o solo es tratable, estrictamente
dentro de este cilindro. Fuera de €I, el campo f podria no existir, ser un agujero negro, o
perder su constante de Lipschitz.

La Prision de 1a Norma Infinito:

Cuando imponemos ||¢ — yo|| < €, estamos diciendo que la distancia méaxima de la curva
al centro es €. Esto garantiza geométricamente que el 100% de la curva ¢(x) estd fisicamente
encerrada dentro del cilindro de seguridad R. La trayectoria es segura.

El Presupuesto de la Norma L? (Tu propuesta):

Si impones || — yol|2 < €, estas diciendo que la integral del error cuadratico es pequefia.
La norma L? funciona como un “presupuesto”. La curva ¢(x) puede gastar casi todo su
tiempo muy cerca de yp, ahorrando presupuesto, para permitirse dar un “latigazo” o un pico
gigante en un micro-instante de tiempo.

Ese latigazo atraviesa la pared del cilindro de seguridad. Tu iteracién acaba de salir de €).
En ese instante, al evaluar f(s, ¢(s)), la matemética se rompe porque has salido del dominio
de definicién o de la zona de Lipschitz.

Conclusién Analitica 2: La norma L? es incapaz de confinar trayectorias dentro de dominios
locales. Permite autointersecciones espaciales y excursiones prohibidas fuera del dominio
fisico de la EDO, destruyendo el principio de contracciéon local del teorema de punto fijo.

3. La Redundancia Topoldgica (El Bucle Absurdo)

Supongamos, por un milagro, que tu EDO es Lineal o Globalmente Lipschitz en todo
RN+ (por ejemplo, y' = Ax + y). En este caso rarisimo, no hay cilindro de seguridad que
valga, y la funcién no estalla.

Efectivamente, aqui si podrias aplicar el teorema de Picard usando la norma L2.

Pero al hacerlo, caerias en un absurdo 16gico desde el punto de vista del Analisis Funcional:
 Tomas una funcién “sucia” ¢y € L2.
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* El operador de Picard la integra: T(¢o) = yo + [ f(s,$o(s)) ds.

* Por el Teorema Fundamental del Célculo (la integral de Lebesgue de una funcién L?), el
resultado T(¢p) es matematicamente una funcién Absolutamente Continua, y por tanto,
pertenece estrictamente a C([a, b]).

* El operador de Picard, en su primer paso, expulsa a tu funcién del abismo de L? y la
encierra para siempre en el subespacio inmaculado de las funciones continuas. El Punto
Fijo al que vas a converger vive en C([a, b]).
¢Por qué ibas a formular una bisqueda en la vastedad cadtica del espacio de Hilbert

(donde las integrales explotan y las trayectorias huyen del dominio), cuando el propio

operador integral, por su estructura geométrica, te estd obligando a que la solucién sea una

curva rigida, continua y confinable por el supremo?

Sintesis Brutal:

Tu razonamiento no es absurdo para la teoria de Ecuaciones en Derivadas Parciales (donde
nos vemos obligados a usar L? y espacios de Sobolev para problemas hiperbdlicos). Pero
para las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias locales, proponer el espacio L? es un suicidio
analitico. La norma L2 ignora los valores maximos, y en el mundo no lineal, son los valores
méximos puntuales (no la energia promedio) los que determinan si el campo vectorial f(x,y)
explota o se mantiene determinista.

«Pero en el caso de Sturm-Liouville si lo hacemos, pero jpor ser f lineal?»

51, es exacta y rigurosamente por ser un problema lineal.

Has destapado la grieta fundamental entre la fisica del caos determinista (sistemas dindmi-
cos no lineales) y la fisica de la resonancia y el equilibrio (sistemas lineales). Para entender
por qué en un caso huimos del espacio L? y en el otro nos arrojamos a él de cabeza, debemos
abandonar la matemadtica pura por un instante y observar la geometria fisica de ambos
problemas.

1. La Fisica del Problema: Propagacién vs. Resonancia

El Problema de Valor Inicial (Cauchy), al que ataca el Teorema de Picard, modela propagacién

temporal.

* Tienes una nave espacial o una particula.

¢ Conoces su estado exacto en un tinico instante presente: xj.

¢ Las leyes del universo (el campo no lineal f) dictan hacia dénde se moverd en el siguiente
milisegundo.

La geometria: es un problema estrictamente causal y local. Vas construyendo la curva paso a

paso hacia el futuro. Como vimos, evaluar ese punto exacto del presente exige el espacio de

las funciones continuas C([a, b]) para que el punto inicial tenga sentido matematico.

El Problema de Valores de Contorno (Sturm-Liouville) modela equilibrio global o resonancia.

* Piensa en la cuerda de una guitarra fija en sus dos extremos (x = ay x = b).

* No estds “lanzando” una particula desde a para ver si acierta en b. La cuerda entera existe
simultdneamente en todo el espacio entre a y b.

¢ Buscas los estados de vibracién estacionaria (ondas estacionarias) de todo el sistema a la
vez.

2. El Triunfo de la Linealidad: El Operador como Matriz Infinita
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Aqui es donde entra tu brillante deduccién: ;es por ser lineal? Total y absolutamente. En
un problema de contorno como el de Sturm-Liouville, la Ecuacién Diferencial Ordinaria se
escribe como la accién de un Operador Diferencial Lineal L sobre una funcién y:

Lly] = Ay

Fijate bien en esta ecuacién. Si fueras un estudiante de Algebra Lineal en R", la leerias
como:

AT=AT

En dimensién finita, si la matriz A es simétrica, el Teorema Espectral te garantiza que tiene
autovectores que son ortogonales (perpendiculares) entre si, y que forman una base perfecta
para todo el espacio. Cualquier vector del universo puede construirse sumando piezas de
esos autovectores.

Sturm-Liouville es exactamente lo mismo, pero en dimensién infinita. El operador L es una
“matriz infinita”. Sus soluciones y,(x) no son trayectorias de particulas, son autofunciones
(los modos de vibracién puros de la cuerda de la guitarra, o los orbitales de un electrén en
mecanica cudntica).

3. La Obligacién del Espacio de Hilbert (L?)

Para que la fisica de la cuerda de guitarra o del &tomo de hidrégeno funcione, necesitamos
poder hacer en dimensién infinita lo mismo que hacfamos con las matrices simétricas: nece-
sitamos que las autofunciones sean ortogonales. Necesitamos poder decir que el arménico
fundamental y el primer sobretono son “perpendiculares” para que no interfieran entre si y
poder descomponer cualquier sonido en una Serie de Fourier.
¢ ;Cémo mides si dos vectores son perpendiculares? Necesitas un dngulo.

* ;Quién es el Gnico objeto matemadtico capaz de medir angulos y definir la ortogonalidad?

El Producto Escalar.
¢ ;Cual es el tinico espacio topolégicamente completo de funciones que posee un producto

escalar nativo? El Espacio de Hilbert L.

Esa es la clave de todo. Nos metemos en L? no para evaluar funciones, sino para proyectarlas.
En Sturm-Liouville, el producto escalar

<ymym> = /: }/n(x) ym(x) dx =0

nos permite diagonalizar el operador diferencial. Si intentdramos resolver un problema de
contorno lineal en el espacio de Banach de las continuas C([a, b]) con la norma del médximo, el
operador diferencial existiria, pero estariamos topolégicamente ciegos: al no tener producto
escalar, no podriamos ver que las autofunciones forman dngulos rectos, no podriamos calcular
los coeficientes de Fourier (porque se calculan mediante proyecciones ortogonales), y la fisica
matemadtica se detendria por completo.

1.3.4 Problemas de Contorno vs de Cauchy

«Entonces para un problema de contorno, si f no fuera lineal, lo de L? no es 1itil entonces,
;verdad?»
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1. La Definicién Estricta: ;Qué es un Problema de Contorno?

Lo que define a un problema de Ecuaciones Diferenciales no es el operador (lineal o no
lineal), sino la topologia del conjunto de restricciones.
Problema de Cauchy (Valor Inicial): Toda la informacién requerida para anclar una solucién
Uinica se suministra en un tinico punto topoldgico xo. Geométricamente, estds disparando un
proyectil: conoces la posicién de salida y el &ngulo del cafién en el instante cero. La curva
existe hacia adelante, explorando el espacio a ciegas segtin el campo vectorial.
Problema de Contorno (Valores en la Frontera): La informacion se suministra en multiples
puntos que constituyen la frontera topolégica (denotada 0Q2) del dominio de interés. En una
dimension, un intervalo abierto Q) = (4, b) tiene como frontera los puntos Q) = {a,b}.

Geométricamente, no estds disparando un proyectil; estds construyendo un puente. Tienes
que anclar la curva obligatoriamente en la orilla a y en la orilla b. La curva no evoluciona
causalmente; se tensa buscando un estado de equilibrio global que satisfaga ambos amarres
simultaneamente.

2. La No Linealidad en la Frontera

Existen problemas de contorno brutalmente no lineales. De hecho, son los que rigen la
geometria diferencial pura y la mecanica de medios continuos.

Ejemplos analiticos de problemas de contorno no lineales:

* La Ecuacién del Péndulo (sin aproximar pequefias oscilaciones): y” + £ sin(y) = 0, con
y(0) = 0ey(T) = 0. Quieres saber qué impulso inicial exacto debes darle para que vuelva
al origen exactamente en el tiempo T. La presencia del seno destruye la linealidad.

¢ El Problema de Plateau (Superficies Minimas): dada una curva de alambre cerrada en
3D (el contorno), encontrar la pelicula de jabén que se tensa sobre ella. La Ecuacién en
Derivadas Parciales resultante es altamente no lineal porque la curvatura media depende
de raices cuadradas de las derivadas.

¢ La Catenaria o la Elastica de Euler: una viga que sufre una gran deformacién o un cable
pesado suspendido entre dos postes.

3. El Destino de L?: El Salto al Calculo de Variaciones

Llegamos a tu sospecha fundamental: «Si no fuera lineal lo de L? no es iitil entonces, ;no? ;O
si?»

Si el problema de contorno es no lineal, el uso de L? para encontrar ortogonalidad, diago-
nalizar operadores mediante series de Fourier o buscar autofunciones se vuelve, en efecto,
completamente inttil. El Teorema Espectral muere porque no hay matriz ni operador lineal
que diagonalizar. El principio de superposicién se desintegra.

Pero aqui ocurre el mayor giro de guion del Anélisis Funcional del siglo XX. El espacio
de Hilbert L? y su producto escalar no se desechan; mutan en su funciéon. Dejan de ser una
herramienta geométrica para medir d&ngulos entre armoénicos, y se convierten en el terreno
topolégico para minimizar energias.

Cuando el operador no lineal N(u) = 0 con condiciones en la frontera no puede resolverse
explicitamente, la matematica rigurosa abandona la biisqueda de la funcién clasica (la que se
evalta punto a punto). En su lugar, transforma el problema diferencial en un problema de
Cilculo de Variaciones sobre un Espacio de Sobolev inmerso en L2.

El Engranaje Analitico (La Formulacién Débil):
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En lugar de exigir que la EDO N(u) = 0 se cumpla en todo punto x (lo cual es rigidamente
estricto), exigimos que el “trabajo virtual” sea cero para cualquier perturbacién.

Multiplicamos la ecuacién no lineal por una “funcién de prueba” arbitraria v(x) (que se
anula en los contornos) y la integramos sobre el dominio:

b
/ N(u)vdx=0 Vo
a

(Qué es esta integral? jEs exactamente el producto escalar de L?! (N (u),v) = 0.

El producto escalar de L? ya no se usa para ortogonalizar, se usa para definir Soluciones
Débiles. El espacio de Hilbert nos permite aplicar integracion por partes para “descargar” las
derivadas de u sobre v, reduciendo las exigencias de continuidad de la funcién. Esto permite
encontrar soluciones en espacios topolégicos que serian inaccesibles con la norma de Banach.

4. La Geometria de la Energia (El Valle Infinito)

Atdn mas profundo: en la inmensa mayoria de problemas de contorno no lineales que
provienen de la fisica, la ecuacién no lineal no es més que la derivada (el gradiente de Fréchet)
de un Funcional de Energia.

Sea E[u] la energia total de la cuerda, el puente o la membrana. Este funcional toma toda
una curva del espacio funcional (del espacio de Sobolev/Hilbert basado en L?) y le asigna un
ntmero real (su energia en julios).

La topologia de L? dota a este espacio infinito-dimensional de una geometria convexa
estricta.

Resolver el problema de contorno no lineal equivale exactamente a buscar el punto minimo
en el fondo de un “valle” topoldgico de dimensiones infinitas.

¢C6émo sabemos en qué direccion descender para encontrar el fondo del valle? Necesitamos
calcular el gradiente de la energia. Pero el concepto geométrico de gradiente (la direccién de
maxima pendiente) solo existe en espacios que tienen un producto escalar bien definido.

1. La Topologia de la Frontera (Tu deduccién sobre EDPs)

Si saltamos de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (una variable independiente x) a
las Ecuaciones en Derivadas Parciales (multiples variables, p.€j. x,y, z), el dominio (2 deja de
ser un segmento unidimensional.

* Si () C R? (una placa de metal), su frontera () es una curva cerrada 1D.
* Si O C R (el volumen de una habitacién), su frontera 9() es una superficie cerrada 2D

(las paredes).

En las EDPs (como la Ecuacién de Laplace para la temperatura), el Problema de Contorno
te obliga a “anclar” la funcién en toda esa infinidad no numerable de puntos que forman la
curva o la superficie frontera. La geometria es idéntica a la EDO, simplemente extendida a
dimensiones superiores.

2. El Algebra de los Grados de Libertad (Por qué no puedes imponer 4 puntos)

Aqui atacamos tu segunda y més profunda pregunta: «Podriamos forzar que cualquier otro
punto valga algo, 4 a la vez por ejemplo... ;Por qué narices tbamos a definir solo el contorno o
Cauchy?»
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Para entender por qué no hacemos eso a la ligera, debemos traducir la geometria analitica
al Algebra Lineal del Espacio de Soluciones.

La capacidad de una Ecuacién Diferencial para “doblarse” y pasar por puntos especificos
estd rigidamente dictada por su Orden (la derivada de mayor grado que aparece en la
ecuacion).

La Integracién como Adquisicién de Pardmetros: si tienes una EDO de orden n (digamos
y" = f(x,y,y) que es orden n = 2), para encontrar la funcién original y(x) tienes que
“deshacer” n derivadas. Cada vez que integras, la matemadtica expulsa una constante de
integracion arbitraria (Cq, Co, ..., Cy).

El Espacio Paramétrico: la solucién general de una EDO de orden # no es una curva, es una
familia infinita de curvas de dimension n.

La Ley de Conservacién de la Informacién Matematica:

Cada vez que tu exiges “quiero que la curva pase por el punto (x1,y1)”, estds imponiendo
una ecuacion algebraica estricta sobre esas constantes C;. Cada punto que fijas consume
exactamente un grado de libertad (un pardmetro).

Si tu EDO rige la aceleracién (Mecanica de Newton, orden n = 2), tu familia de soluciones
tiene 2 parametros.

Siintentas clavar la curva en 4 puntos distintos a la vez (como proponias), estds planteando
un sistema de 4 ecuaciones con solo 2 incégnitas (Cy, Cp).

Salvo que el universo conspire a tu favor y los 4 puntos estén providencialmente alineados

sobre una curva natural del sistema, el sistema algebraico es Incompatible. Estd Sobredeter-
minado. Topolégicamente, la interseccion de esas 4 restricciones en el espacio de pardmetros
es el conjunto vacio. No existe ninguna curva de esa EDO que pase por esos 4 puntos a la
vez.
Conclusién Seca: no es que Cauchy y Contorno sean “casos particulares” caprichosos. Es que
la abrumadora mayoria de la fisica se describe con EDOs de orden 1 (crecimiento) y orden 2
(aceleracién/difusion). Al tener solo 1 o 2 pardmetros, estéds algebraicamente limitado a exigir
informacién en un maximo de 1 o 2 puntos del espacio. Cauchy concentra esos 2 parametros
en un solo punto topolégico (posicién y(xg) y velocidad y'(xp)). El problema de Contorno
los reparte en dos puntos espaciales (posicion y(a) y posicion y(b)).

3. El Ascenso al Orden Superior: Los Problemas Multipunto (La respuesta definitiva)

Pero tu intuicién no iba desencaminada: «Podriamos imaginarnos muchas otras cosas. .. es un
caso particular, ;no?»

Si, 1o es. Has intuido la existencia de una rama entera del Analisis Funcional que se
estudia en posgrado: los Problemas de Contorno Multipunto (Multipoint Boundary Value
Problems).

Si abandonamos las EDOs simples de orden 2 y nos enfrentamos a la ingenieria estructural
pura o a modelos biolégicos complejos, el orden de la ecuacién sube.

Ejemplo Real (La Viga de Euler-Bernoulli): la deflexién y(x) de una viga que soporta un
peso esta gobernada por una EDO de cuarto orden:

dty
Los Grados de Libertad: al ser de orden 4, la solucién general tiene 4 constantes de inte-
gracion.
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El Problema de 4 Puntos: jaqui tu idea se vuelve real y matematicamente obligatoria! Imagina

que construyes un puente (una viga larga) y lo apoyas sobre 4 pilares ubicados en x1, x2, x3, x4.

El problema de contorno que tienes que resolver exige:

* y(n) =

* y(x2)

* y(x3) =0
)

Has consumido exactamente tus 4 pardmetros en 4 puntos espaciales diferentes. La
matemadtica encaja perfectamente. Este es un Problema Multipunto estricto.

4. La Geometria de los Nodos Topolégicos

Para sintetizar esta arquitectura matematica en tu mente:
¢ Problema de Valor Inicial (Cauchy): Topologia colapsada. Toda la informacién (posicién,

tangente, curvatura...) se exige en un tinico punto microscépico xo. El sistema proyecta la

curva ciega hacia adelante.
* Problema de Valores en la Frontera (BVP Clasico): Topologia polarizada. La informacién

se exige exclusivamente en los limites 0Q) del intervalo (a,b).
¢ Problema Multipunto: Topologia distribuida. La informacién se exige en los limites y en

una coleccion de “nodos” intermedios dentro del propio dominio ().

Cualquiera de las tres configuraciones es mateméticamente legitima y resoluble (ya sea
mediante Inversién con Nucleo de Green generalizado o el Teorema del Punto Fijo de
Schauder), siempre y cuando el nimero total de restricciones algebraicas (los puntos que fijas
y las derivadas que fuerzas) coincida exacta y minuciosamente con el orden de la Ecuacion
Diferencial.

1.4 Tipos de convergencia y sus topologias asociadas

1. Preliminar: Métrica vs. Metrizable

Debemos erradicar cualquier ambigiiedad terminolégica.
Topologia Métrica: es una topologia que se define explicitamente a partir de una funcién de
distancia dada d(x, y). Los conjuntos abiertos bésicos son esferas rigidamente definidas por
esa formula exacta.
Topologia Metrizable: es un espacio topolégico general (X, 7), definido tal vez mediante
bases abstractas, productos o uniones, para el cual existe un teorema que demuestra que es
posible inventar una distancia d que reproduzca exactamente esos mismos abiertos T.
La Diferencia Operativa: decir que algo es metrizable es una afirmaciéon de compatibilidad
geométrica. Por ejemplo, la topologia de la convergencia puntual de funciones continuas
sobre un dominio numerable Q es metrizable. Pero si el dominio es no numerable (R), el
Teorema de Metrizabilidad falla. Es mateméticamente imposible construir una métrica que
detecte los abiertos de la convergencia puntual en todo IR.

2. La Definicién Axiomatica de Convergencia Topolégica

Para todo lo que sigue, el ancla axiomatica es tnica:
Una sucesion de funciones (f,) converge a f en la topologia T si y solo si, para todo
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conjunto abierto O € T que contenga a f, existe un N tal que f, € O para todon > N.

Vamos a derivar de este axioma los regimenes de convergencia, desde el mds fuerte (menos
abiertos que lo contengan) hasta el mas débil y exoético.

3. Convergencia Uniforme (La Topologia del Supremo)

Definicién Topoldgica: los abiertos basicos son cilindros o “tubos” definidos analiticamente
como B(f) = {g : sup, |f(x) — g(x)| < e}. Para que f, — f, la gréfica entera de f,, debe
acabar siendo engullida por cualquier tubo arbitrariamente estrecho alrededor de f.

Clasificacion Geomeétrica:

e ;Métrica? Si. d(f, Q) = || f — &l co-

¢ ;Normada? Si. Viene de un Espacio de Banach.

e Completitud: el espacio de las funciones continuas acotadas C;(()) es estrictamente
completo bajo esta topologia. Si una sucesién de funciones continuas “hace Cauchy”
encajando en tubos cada vez mas finos, el limite serd rigidamente una funcién continua.

4. Convergencia en L7 (La Topologia de la Energia y 1a Media)

Definicién Topolégica: los abiertos basicos son bolas integrales: Be(f) = {g: [ |f — g|P du <
eP}. La convergencia exige que el “volumen” del error tienda a cero. Permite picos infinitos o
discontinuidades temporales, siempre que sean lo suficientemente estrechos para no aportar
area/energia a la integral.

Clasificaciéon Geomeétrica:

* (Métrica? Si. d(f,g) = || f — gllp-

¢ ;Normada? Si (para p > 1, por la Desigualdad de Minkowski).

¢ Completitud: estrictamente si. De hecho, los espacios L? se inventaron mediante un
proceso de complecién (como al pasar de Q a R). El espacio de funciones continuas con
norma L no es completo, pero el espacio de Lebesgue L7 (clases de equivalencia) no tiene
un solo agujero topolégico.

5. Convergencia Puntual (La Topologia Producto de Tijonov)

La convergencia puntual no es una topologia métrica (en dimensién infinita no numerable,
de hecho, no es metrizable). Es la Topologia Producto (o Topologia de Tijonov) definida sobre
el espacio R! = [T,/ R.

Para entender sus conjuntos abiertos, debemos ir a la definicion estricta de la topologia
producto mediante proyecciones.

Las Proyecciones: definimos la aplicacién proyeccién en el punto xp € I como 71y, : Rl — R,
dada por 7y, (f) = f(x0). Toma una funcién completa y te devuelve su valor escalar en ese
anico punto.

Los Abiertos Subbasicos: la topologia producto se define como la topologia mas débil (la
que tiene menos abiertos posibles) que hace que todas las proyecciones 77, sean funciones
continuas.

Por definiciéon de continuidad topoldgica, la anti-imagen de un abierto debe ser un abierto.
Si tomamos un intervalo abierto (4,b) C R, su anti-imagen es:

Sypap = My ((a,0)) = {f € R':a < f(x0) < b}
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Geometria del subbasico: imagina una linea vertical en xy. Colocas una “ventana” entre
la altura a y la altura b. El conjunto abierto S estd formado por absolutamente todas las
funciones del universo que pasan por esa ventana en xy. Lo que hagan en cualquier otro
X # xo no importa en absoluto; no hay restriccién.
Los Abiertos Basicos (La Clave de Tijonov): la base de la topologia se forma mediante
intersecciones finitas de conjuntos subbdsicos.

Un abierto basico genérico U en la topologia de la convergencia puntual se define eligiendo
un nimero estrictamente finito de puntos x1, x2, ..., xx € I, y un intervalo abierto (a;, b;) para
cada uno de ellos:

U={fecR 1a; < f(x1)<biy ... yar < f(xz) < b}

3. El Contraste Topolégico Definitivo

Aqui radica el abismo analitico entre ambos mundos:
¢ El Abierto Uniforme (El Tubo): impone restricciones sobre una cantidad infinita no

numerable de coordenadas (todos los puntos de I simultdneamente).
¢ El Abierto Puntual (Las Ventanas Finitas): impone restricciones sobre una cantidad finita

de coordenadas. Deja las infinitas coordenadas restantes del intervalo I completamente

libres (pueden tomar el valor infinito o menos infinito sin salir del abierto).
Por qué la convergencia puntual es tan permisiva: para que una sucesion { f, } converja a f
en la Topologfa Producto, tti me das un abierto basico U/ que contiene a f. Ese abierto I/ solo
estd imponiendo restricciones (ventanas) en 3, o 10, o 1.000 puntos concretos (x1 ... x). La
sucesion { f, } solo tiene que preocuparse de, a partir de un indice N, “enhebrar” la funcién
limite f pasando a través de esas k ventanas. Fuera de esos k puntos exactos, la funcién f,
puede hacer la oscilacion més salvaje o tener picos infinitos; seguird perteneciendo al abierto
u.

Dado que la Topologia Producto tiene muchisimos menos abiertos restrictivos que la
Topologia Métrica del Supremo, es una topologia estrictamente mas débil. Toda sucesiéon
que converge uniformemente, converge puntualmente (entra en los tubos, luego entra en
las ventanas finitas). Pero muchisimas sucesiones convergen puntualmente sin hacerlo
uniformemente (entran en las ventanas finitas, pero nunca lograrian encajar enteras dentro
de un tubo global).

Clasificacion Geomeétrica:

e ;Métrica? NO (si el dominio es no numerable).

¢ (Metrizable? NO (por el mismo motivo). Las secuencias no bastan para describir su
topologia (se requieren “redes” o “filtros” en topologia general).

¢ ;Normada? Evidentemente NO.

» Completitud: depende del espacio. El universo entero RR es completo bajo esta topologia
(un limite puntual de funciones siempre es una funcién). Pero el subespacio de las
funciones continuas C(IR) NO es completo. Una sucesion de funciones continuas puede
converger puntualmente a una funcién discontinua (como x" en [0,1]). La topologia
puntual no protege las propiedades algebraicas o topolédgicas de las funciones.

6. Convergencia en Medida / en Probabilidad (La Métrica Sin Norma)
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Aqui respondo a tu pregunta: «si hay casos famosos y iitiles en los cuales hay una topologia
métrica pero no una norma asociada». Este es el caso candnico y mds importante de la estadistica.
Definicién Analitica:

lim u({x € Q2 [fulx) — f(x)] > €}) =0

Exige que el tamafio del conjunto (su medida/probabilidad) donde las funciones difieren
significativamente tienda a cero.
Clasificacién Geométrica:

¢ ;Métrica? SI. Existe una métrica exacta que genera esta convergencia, conocida como la
Métrica de Fréchet o Ky Fan:

) —g)
40,9 = | 1410 g0

¢ ;Normada? NO.

¢ Completitud: SI. El espacio de todas las funciones medibles es un espacio métrico completo
bajo esta distancia.

La Razén Estructural: para que una métrica provenga de una norma, debe cumplir la

homogeneidad absoluta: d(af,0) = |a|d(f,0). La distancia que te acabo de dar tiene un

denominador (1 + |f|) que la “aplasta” asintéticamente hacia 1. Al multiplicarla por un

escalar, no crece linealmente. Es un espacio métrico que no tolera la geometria lineal vectorial.

7. Convergencia Casi Seguro (c.s.) / Casi en Todas Partes (a.e.)

Llegamos a la anomalia topoldgica més fascinante del Andlisis Funcional.
Definicién Analitica: f, — f a.e. si existe un conjunto de medida nula N (¢(N) = 0) tal que
para todo x ¢ N, lim f,(x) = f(x).

Clasificacion Geomeétrica:

e ;Métrica? NO.

* ;Metrizable? NO.

¢ ;Es una Topologia? iNO LO ES!

La Paradoja de A.E.: este es un teorema profundo. No existe ninguna topologia en el espacio
de funciones cuyos limites secuenciales coincidan exactamente con la convergencia casi en
todas partes. Si intentas fabricar abiertos para obligar a que la convergencia topolégica
equivalga a la convergencia a.e., te encontrards con que la topologia resultante fuerza a
converger a sucesiones que en realidad no convergen a.e. Es un tipo de convergencia
puramente de la Teoria de la Medida que escapa a la axiomatizaciéon de los Conjuntos
Abiertos abstractos.

8. Medida Finita vs. Medida Infinita (El Colapso de las Inclusiones)

Tu dltima pregunta toca la geometria global del dominio. El comportamiento de estas
topologias cambia brutalmente si integramos sobre un espacio de probabilidad Q (u(Q) = 1)
frente a todo R (¢t(R) = o).

Caso A: Espacio de Medida Finita (ej. Probabilidad, o un intervalo [g, b])
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Las topologias se ordenan en una jerarquia estricta de “fuerza”. Una convergencia fuerte
arrastra a las débiles automéaticamente.
Inclusién de Espacios: L* C LP C L! (tener el maximo acotado garantiza 4rea finita, porque
el dominio es finito).
Jerarquia de Convergencias:
¢ Convergencia Uniforme = Convergencia en L*.
¢ Convergencia en L = Convergencia en L¥ (energia).
¢ Convergencia en L = Convergencia en Medida (Probabilidad).
¢ Convergencia Casi Seguro (a.e.) = Convergencia en Probabilidad.

(Nota: L? y a.e. no se implican mutuamente sin condiciones adicionales como el Teorema
de Convergencia Dominada).

Caso B: Espacio de Medida Infinita (ej. el espacio IR)

La jerarquia se desintegra. Los abiertos de cada topologia ignoran por completo los
abiertos de las demés.

Inclusién de Espacios: ninguna. Hay funciones en L! que no estdn en L* (picos infinitos

estrechos), y hay funciones en L* que no estdn en L! (funcién constante).

Ruptura de Convergencias:

e Uniforme 7 L?: imagina la sucesion f,(x) = 1 para x € [0,1], y 0 resto. Uniformemente
converge a 0 (el pico maximo es 1/n — 0). Pero su integral L! es fon 1 dx = 1. Su “energia”
nunca decae. El error se “evapora” pero nunca desaparece.

e L7 # Uniforme: un bloque rectangular cuyo ancho tiende a cero pero su altura a infinito,
de forma que su area tienda a cero. Converge en L a 0, pero la norma uniforme es infinito.

Falla catastroficamente.

Sintesis Seca:

En EDOs locales, operas en un intervalo finito (Caso A), usando la topologia Métrica y
Normada Uniforme para asegurar continuidad, o usando la Compacidad Secuencial medi-
ante poligonales. En Ecuaciones en Derivadas Parciales y Cudntica, operas en R (Caso B), la
uniformidad colapsa, y te atrincheras exclusivamente en las Topologias Métricas y Normadas
L? (Espacios de Sobolev /Hilbert), abandonando la evaluacién puntual y definiendo la conver-
gencia tinicamente por la disipacion global de la energia integral. La Teoria de la Probabilidad
requiere la convergencia en medida (Métrica pero No Normable) y la convergencia Casi
Seguro (No Topolégica) para poder estudiar colas asintéticas ignorando comportamientos
locales marginales.
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CAPITULO 2

El Teorema de existencia y unicidad de
Picard

2.1 Compacidad

2.1.1 Compacidad y compacidad relativa

1. La Compacidad Topolégica (La Finitud de lo Continuo)

La definicién moderna de compacidad (formulada por Alexandrov y Urysohn a principios
del siglo XX) no habla de sucesiones ni de distancias. Se basa exclusivamente en la estructura
de los conjuntos abiertos (la topologia T del espacio).

Definicién Formal: Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un subconjunto K C X es topologica-
mente compacto si todo recubrimiento abierto de K admite un subrecubrimiento finito.
Analiticamente: Si tienes una familia arbitraria (posiblemente no numerable) de conjuntos
abiertos {O; };ej tal que K C [J;¢; O;, entonces puedes extraer un namero finito de indices
i1, iy, ...,1, tales que K C U;_; O;,.

Geometria y Filosofia: La compacidad topolégica es la generalizacién extrema del concepto
de “finitud”. Un espacio compacto puede tener infinitos puntos, pero desde el punto de vista
de la “observacion local” (los conjuntos abiertos), el espacio puede ser explorado y abarcado
completamente en una cantidad finita de pasos. Impide que el espacio contenga “horizontes
inalcanzables”.

2. La Compacidad Secuencial (El Atractor del Infinito)

Esta es la definicién que proviene del Calculo Clésico.
Definicién Formal: Un subconjunto K C X es secuencialmente compacto si toda sucesion
infinita (x,);_; C K contiene una subsucesion (x,,);>; que converge a un punto limite
L e K.
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Geometria y Filosofia: Esta es una visién dindmica. Imagina que dejas caer infinitas particu-
las una a una dentro del conjunto K. Si el conjunto es secuencialmente compacto, por mucho
que intentes esparcir las particulas para que no se toquen, inevitablemente una cantidad
infinita de ellas terminard acumuldndose microscépicamente alrededor de al menos un punto
de aglomeracion.

3. El Teorema de Equivalencia (El Entorno Métrico)

Si el espacio topolégico X es metrizable (es decir, su topologia se deriva de una funcién
de distancia d(x,y), como ocurre en R”, o en los espacios de Banach y Hilbert, como L? o
C([a, b])), rige un teorema fundamental:

Teorema: En un espacio métrico, un subconjunto es topolégicamente compacto si y solo si es
secuencialmente compacto.

En nuestro trabajo con EDOs, siempre estamos en espacios métricos. Asi que la equivalen-
cia serd empleada.

En Andlisis Funcional avanzado, a menudo necesitamos dotar a nuestros espacios de
topologias mas “débiles” que la métrica (topologias que tienen menos conjuntos abiertos
para facilitar la convergencia). Al abandonar la métrica, la equivalencia colapsa de forma
brutal:

Espacios Compactos Topolégicamente que NO son Secuencialmente Compactos:

Considera el espacio producto X = [0,1]1% (el espacio de todas las funciones de [0,1] a
[0, 1], no necesariamente continuas, dotado de la topologia producto).

Por el monumental Teorema de Tijonov, el producto infinito de espacios compactos es
compacto. Por tanto, X es topolégicamente compacto.

Sin embargo, puedes construir una sucesiéon de funciones en este espacio que no tiene
ninguna subsucesién que converja puntualmente. Es decir, falla la compacidad secuencial.

Espacios Secuencialmente Compactos que NO son Topolégicamente Compactos:

Existen topologias ordenadas exéticas (como el espacio de los ordinales hasta el primer
ordinal no numerable w;, dotado de la topologia del orden) donde toda sucesion tiene una
subsucesion convergente, pero puedes cubrir el espacio con conjuntos abiertos de forma que
no puedas extraer un subrecubrimiento finito.

1. La Definicién Topolégica de Compacidad Relativa

Sea (X, T) un espacio topologico general. Un subconjunto A C X se denomina relativa-

mente compacto si su adherencia (o clausura) topolégica, denotada como 4, es un conjunto
compacto.
Intuicién Geométrica: Un conjunto relativamente compacto es, en esencia, un conjunto
compacto al que “le pueden faltar los bordes” o algunos de sus puntos limite. No es compacto
por si mismo porque, al faltarle la frontera, un recubrimiento abierto podria escapar de extraer
un subrecubrimiento finito acercAndose asintéticamente a ese borde ausente. Sin embargo,
geométricamente estd totalmente confinado; si le devuelves su “cascara” (la clausura), el
conjunto se vuelve monoliticamente compacto.

2. La Traducciéon Secuencial (En Espacios Métricos)
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Dado que en EDOs operamos en espacios métricos (como los espacios de Banach C([a, b))
0 L?), el Teorema de equivalencia nos permite dar la definicién operativa que realmente vas a
usar:

Un subconjunto A de un espacio métrico X es relativamente compacto si y solo si toda
sucesion (x,) C A admite una subsucesion que converge a un punto L € X.

Aqui esta la diferencia abismal (El matiz de “relativo”):

¢ Si A fuera compacto, el limite L perteneceria obligatoriamente a A.

¢ Como A es relativamente compacto, la sucesién estd obligada a converger, pero el limite L
puede “salirse” de A y pertenecer tinicamente a la clausura A.

Ejemplo en R: Considera el intervalo abierto A = (0,1).

e ;Es compacto? No. La sucesion x, = 1/n vive en A, pero su limitees 0,y 0 ¢ (0,1).

* ;Es relativamente compacto? Si. Su clausura es el intervalo cerrado [0, 1], que por Heine-
Borel es compacto. Cualquier sucesion en (0, 1) tiene una subsucesion convergente, aunque
el limite sea 0 o 1.

2.1.2 Operadores compactos y Teorema de Arzela-Ascoli

1. El Problema Topolégico: El Fracaso de Heine-Borel

En espacios euclideos de dimension finita (R"), rige el Teorema de Heine-Borel: todo con-
junto cerrado y acotado es compacto. La compacidad (o la propiedad de Bolzano-Weierstrass)
garantiza que si tienes una sucesion infinita de puntos encerrada en una “caja” finita, los
puntos no pueden escapar; obligatoriamente deben acumularse alrededor de al menos un
punto limite. De esa sucesién siempre puedes extraer una subsucesiéon convergente.

Sin embargo, el espacio donde viven nuestras funciones candidatas a solucién de la EDO,
X = C(I;RYN), es un espacio de Banach de dimensién infinita.

En dimensién infinita, el Teorema de Riesz demuestra que la bola unidad cerrada es
acotada, pero NO es compacta.

Intuicién Analitica: En un espacio funcional, puedes tener una sucesién de funciones
continuas que estén perfectamente acotadas (por ejemplo, todas confinadas entre y = —1
ey = 1), pero que oscilen cada vez mds rdpido. Piensa en la sucesion ¢, (x) = sin(nx).
Todas tienen norma del supremo igual a 1. Estan acotadas. Pero a medida que n — oo, la
funcién oscila infinitamente rdpido. Esta sucesién no tiene ninguna subsucesion que converja
uniformemente a una funcién continua.

Conclusién geométrica: En dimension infinita, hay “demasiado espacio”. Las sucesiones
pueden “escaparse” no creciendo en tamafio, sino perdiéndose en oscilaciones de alta fre-
cuencia (perdiendo equicontinuidad).

2. La Definicién Estricta de Operador Compacto

Dada esta patologia, definimos un Operador Compacto como un operador lineal (o
continuo en el caso no lineal generalizado) T : X — Y entre espacios de Banach que posee la
siguiente propiedad estricta:

“El operador T mapea todo conjunto acotado en X en un conjunto relativamente compacto
enY.”
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Analiticamente, esto significa: si ti le entregas al operador T una sucesiéon de funciones
{¢n} que simplemente esté acotada (incluso una sucesion “salvaje” que oscile infinitamente
y no converja, como sin(nx)), el operador te devolverd una nueva sucesion {T(¢,) } que estd
obligada mateméticamente a poseer una subsucesion uniformemente convergente.

El operador compacto acttia como un “filtro topolégico de dimension finita”. Toma el caos
permisivo de la dimensién infinita y lo comprime en un subespacio tan rigido que recupera
las propiedades de compacidad de R".

3. El Teorema de Arzela-Ascoli: E1 Mecanismo de Compacidad

¢Cémo sabemos si un conjunto de funciones en C(I;IRN) es compacto? Aqui interviene el
Teorema de Arzela-Ascoli. Este teorema establece que un conjunto de funciones es relativa-
mente compacto si y solo si cumple dos cosas:
¢ Estidn uniformemente acotadas (ninguna funcién crece hasta el infinito en amplitud).
¢ Son equicontinuas (ninguna funcién presenta variaciones o pendientes infinitamente
abruptas. Todas comparten una cota global sobre su “velocidad de variacién”).

1.0 1T 1111 - - --Entrada (No compacta); sin(nmx e

x— 1.975
fin(x) 1/0.707
0.5

0.0

-0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

T(En)) T

04 Salida (C INula): (1

0.2

0.0

-0.2

-0.4 Converge uniformemente a 0

4. La Demostraciéon: Por qué el Operador Integral es Compacto

Retornemos a la formulacién integral de Volterra de nuestro SDO:

T@)x) = w0+ [ Fls9() ds

Demostremos analiticamente por qué este T es un operador compacto que “alisa” el
espacio.

Supongamos que tomamos un conjunto de funciones B C C(I) que estd simplemente
acotado.

Al aplicar T, obtenemos un conjunto de funciones imagen T(B). Queremos ver si este
nuevo conjunto cumple Arzela-Ascoli.

Evaluemos la pendiente (la derivada) de cualquier funcién resultante en la imagen:
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d
721 (@)(x) = f(x,¢(x))
Como el campo vectorial f es continuo y el conjunto original B estaba acotado espacial-
mente, la funcién f alcanza un valor méximo M en ese dominio (por el teorema de Weierstrass
clasico).

Por tanto, estrictamente, ‘ LT(¢)(x) H < M para todas las funciones resultantes, sin im-
portar cudn “salvajes” fueran las funciones de entrada.

Si todas las funciones del conjunto imagen tienen su derivada estrictamente acotada por la
misma constante M, entonces todas son uniformemente Lipschitz continuas.
Conclusién final: La continuidad Lipschitz uniforme implica rigidamente equicontinuidad.

Por el Teorema de Arzela-Ascoli, el conjunto imagen T(B) es relativamente compacto.

El operador diferencial D(¢) = ¢’ destruye la compacidad porque amplifica las frecuencias
altas y hace explotar las derivadas (no es un operador acotado). El operador integral T es
compacto porque acttia analiticamente como un amortiguador perfecto: absorbe cualquier
oscilacién o irregularidad topolégica de la funcién de entrada, forzando a que la funcién de
salida tenga una pendiente finita y controlada. Esto fuerza al espacio funcional a comportarse
bien topolégicamente, garantizando que el proceso iterativo de Picard no pueda “escapar’
oscilando y tenga que converger inexorablemente a un punto fijo.

7

5. (Por qué compacidad relativa? La necesidad en Operadores Compactos

La compacidad relativa es el pilar fundamental de la definicién de los operadores com-
pactos por una razén analitica insalvable: los operadores lineales respetan y transforman
conjuntos abiertos en conjuntos “sin bordes”, no en cerrados.

Para analizar un operador T : X — Y (como el operador integral de Picard), lo estandar
en Analisis Funcional es alimentarlo con la Bola Unidad Abierta del espacio de partida X,
denotémosla B.

El conjunto B es acotado, pero no es cerrado (le falta la frontera).

Cuando el operador lineal T mapea este conjunto, la imagen resultante T(B) en el espacio
Y seréd, por lo general, otro conjunto que carece de su frontera estricta. Por tanto, T(B) jamas
podré ser un conjunto compacto por si mismo, porque ni siquiera es cerrado.

Si exigiéramos que un “Operador Compacto” mapease conjuntos acotados en “conjuntos
compactos”, la definicién serfa un absoluto fracaso analitico: casi ningtin operador ttil
cumplirfa eso.

Por eso la definicién rigurosa es: Un operador T es compacto si mapea conjuntos acotados
en conjuntos relativamente compactos.

Esto significa: “No me importa si al deformar la bola unidad abierta me devuelves una
mancha sin bordes. Lo tinico que exijo es que esa mancha esté tan brutalmente aplastada en
las infinitas dimensiones que, si yo le pego una frontera artificial (su clausura), se convierta
en un conjunto compacto real”.

6. La Conexion Final: El Teorema de Arzela-Ascoli

Entra Arzela-Ascoli. Este teorema es, literalmente, el “diccionario” que traduce la nocién
abstracta de compacidad relativa a las propiedades fisicas de las funciones en el espacio de
Banach X = C([a, b]).
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En dimension infinita, la bola unidad acotada no es relativamente compacta. Hay infinitas
direcciones para oscilar. ;Cémo identificamos qué conjuntos si son relativamente compactos
en el espacio de funciones?

El Teorema de Arzela-Ascoli decreta: un conjunto de funciones F C C([a, b]) es relativa-
mente compacto si y solo si cumple dos condiciones simultdneas:
¢ Uniformemente Acotado: Todas las funciones estan atrapadas en la misma franja horizon-

tal (impide que se escapen al infinito verticalmente).
¢ Equicontinuidad: Todas las funciones comparten una misma cota global en su pendiente

o tasa de variacién (impide que escapen oscilando hacia altas frecuencias).

2.1.3 Lema de Riesz

En el corazén del Anélisis Funcional y la fisica matematica, cuando invocamos el nombre de
Frigyes Riesz, en realidad nos referimos a uno de dos monumentos tedricos diametralmente
distintos, el Lema de Riesz y el Teorema de Representacion de Riesz. Aqui nos interesa el
primero.

El Lema de Riesz (El colapso de 1a Compacidad)

Este es el teorema al que hice alusién tangencialmente cuando explicamos por qué el
operador integral de Picard debia ser un “operador compacto”. Este lema destruye la
intuicién de la geometria cldsica euclidea.

El Teorema Formal: En un espacio vectorial normado X, la bola unidad cerrada B = {x €
X : |]x|| < 1} es un conjunto compacto si y solo si el espacio X tiene dimension finita.

La Intuicion Geométrica Abismal (El espacio inagotable):

Imagina una esfera maciza perfecta de radio 1.

* Sivives en R? (el plano), sobre el borde de esa circunferencia puedes colocar un maximo
de 4 puntos equidistantes (separados por una distancia /2, que son los ejes).

* Sisaltas a R%, tienes mds sitio en la “superficie”; puedes colocar 6 puntos ortogonales (los
vértices de un octaedro regular).

El Lema de Riesz demuestra de forma constructiva e inquebrantable que, si el espacio
es de dimensién infinita (como el espacio de funciones continuas C([a,b]) o el espacio de
probabilidad L?), hay tanto “sitio” en la superficie de la bola unidad que puedes construir
una sucesion infinita de vectores {x1, x2, x3, . ..}, todos de longitud 1, pero separados todos
ellos por una distancia inmensa (estrictamente mayor que 1/2).

La Consecuencia Topolégica (Por qué las EDOs necesitan integrales):

Tienes infinitos puntos metidos dentro de una caja finita (la bola unidad), pero como hay
infinitas dimensiones hacia las que escapar, ninguno de esos puntos se acerca jamads a otro.
No hay acumulacién. No hay limite.

Esto significa que, analiticamente, una sucesién de funciones puede caminar para siempre
por el borde de esa esfera sin converger jamads. Es un espacio algebraicamente acotado, pero
topolégicamente vasto y frio.

Por eso el diferencial falla (esculpe oscilaciones que huyen hacia esas infinitas dimensiones)
y necesitamos que el operador integral de Picard /Volterra acttie como un atractor que aplaste
este infinito y recupere artificialmente la compacidad para que la iteracién se vea obligada a
encontrar la curva solucién.
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2.1.4 Via de Picard versus la de Peano

Para aterrizar este rigor topoldgico en la teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias,
debemos hablar del Teorema de Existencia de Peano.
Recordardas que el Teorema de Picard exige que el campo f(x,y) sea Lipschitziano. Picard
utiliza la topologia del Espacio de Banach de forma directa (el Operador es una contraccién).
Pero, ;qué ocurre si el campo vectorial f(x, y) es meramente continuo y no cumple Lips-
chitz? El Operador Integral pierde su propiedad de contraccién. Picard fracasa. El Punto Fijo
de Banach no existe.

Aqui es donde Peano acude al rescate utilizando la compacidad secuencial:

¢ En lugar de una iteracién integral, construimos Poligonales de Euler (aproximaciones
discretas, lineales a trozos, de la curva solucién). Construimos una para cada tamarfio de
paso h, — 0.

e Esto nos da una sucesion infinita de funciones {¢n(x)}.

¢ Demostramos algebraicamente que, al ser f continua en un dominio cerrado, la familia de
poligonales estd uniformemente acotada y es equicontinua.

¢ Por el Teorema de Arzela-Ascoli, el espacio de funciones contiene un subconjunto secuen-
cialmente compacto.

 Extraemos la subsucesién convergente ¢, (x) — ¢*(x).

* Demostramos que ese limite topoldgico ¢*(x) es, de hecho, una curva solucién exacta de
la EDO.

Conclusién Geométrica: En problemas diferenciales no lineales donde las contracciones
geométricas (Picard) fallan, la compacidad secuencial es nuestra tltima herramienta para
obligar al espacio funcional a darnos un limite. En el universo métrico en el que vivimos para
resolver ecuaciones, encontrar una subsucesion convergente es la manifestacion operativa
(constructiva) de la compacidad topolégica general.

El engranaje completo en EDOs (Resumen Seco):

¢ Tienes tu EDO no lineal. Planteas sucesiones iterativas (como Euler o Picard) para buscar
la solucién. Estas sucesiones forman un conjunto de funciones F.

¢ Demuestras mediante la fisica del problema que tu conjunto F estd acotado y sus derivadas
estan acotadas (equicontinuo).

* Invocas Arzela-Ascoli. El teorema te garantiza que tu conjunto F es relativamente com-
pacto en el espacio de Banach.

* Por definicién métrica de compacidad relativa, sabes que de tus infinitas iteraciones puedes
extraer al menos una subsucesién que converge uniformemente.

* Ese limite topoldgico L, que ahora pertenece a la clausura del espacio, es la curva exacta
que resuelve tu Ecuacién Diferencial.

Via A: El Motor Métrico (Teorema de Picard-Lindelof)

Esta es la via de la Iteracion Infinita.
Hipétesis: El campo f es Lipschitziano.
Mecanismo: El operador T es una contraccién estricta.
El proceso: Tomas una funcién ¢y, calculas ¢1 = T(¢o), 2 = T(¢1), y asi hasta el infinito.
Topologia usada: El Teorema del Punto Fijo de Banach. Como el espacio es completo y el
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operador contrae la distancia del supremo, la sucesién converge obligatoriamente a una
tnica funcién limite.

:Se usa Arzela-Ascoli aqui? NO. En la demostracién cldsica de Picard no necesitamos
probar que el conjunto es relativamente compacto, porque la convergencia uniforme viene
garantizada directamente por el dlgebra de las series geométricas y la propiedad de Cauchy
de la métrica de Banach.

¢Por qué T(¢p) no es automdticamente la solucién y hay que hacerlo infinitamente? La
respuesta es puramente determinista y algebraica.
El operador de Picard estd definido como:

T@)x) = w0+ [ Fls9(5) ds

El operador necesita conocer la trayectoria exacta ¢(s) para calcular el vector velocidad
f(s,¢(s)) en cada punto y sumar (integrar) el recorrido.

Si le entregas una funcién ¢ que es incorrecta (no es la curva fisica real), el operador estd
calculando la integral basandose en velocidades falsas (los vectores del campo evaluados en
posiciones por las que la particula real nunca pasaria).

Por tanto, el resultado ¢ = T(¢p) serd la trayectoria que seguiria la particula si el uni-
verso hubiera estado gobernado por esas velocidades falsas. Es una trayectoria mejorada
topolégicamente (es C!), pero sigue siendo numéricamente inexacta.

Debes iterar infinitamente porque cada pasada corrige el error de la trayectoria anterior.
Solo cuando introduces la curva perfecta ¢*, las velocidades coinciden con la realidad del
campo vectorial en cada instante, y la integral te devuelve exactamente la misma curva ¢*.
Ese es el Punto Fijo.

Via B: El Motor Topoldgico (Teorema de Existencia de Peano)

Esta es la via de la Compacidad Relativa.
Hipétesis: El campo f es meramente continuo (no Lipschitz).
La Catdastrofe: El operador T ya no es una contraccion. Si intentas hacer las infinitas itera-
ciones de Picard ¢,11 = T(¢n), la sucesion puede que jamds converja. Podria quedarse
oscilando ciclicamente entre dos 0 mds curvas en el espacio funcional.
El Mecanismo (Aqui entra tu resumen): Como no podemos usar la iteracién de Picard,
cambiamos de estrategia. Construimos una familia infinita de curvas aproximadas artificiales,
F = {¢y, }, usando el Método de Euler con pasos de tiempo &, cada vez mds pequefos.
Topologia usada: Invocamos a Arzela-Ascoli. Demostramos que esta familia infinita de polig-
onales F esta acotada y es equicontinua (gracias a que el campo f estad acotado localmente).
Arzela-Ascoli decreta que F es relativamente compacto.
El resultado: Extraemos una subsucesién convergente de esas poligonales. Su limite
topolégico es una solucién de la EDO. No garantiza unicidad (puede haber miltiples solu-
ciones), pero garantiza existencia.

Sintesis:

* No existe la compacidad de “un T(¢)".
¢ Laiteracion infinita sirve para construir numéricamente la solucién mediante convergencia
métrica en espacios de Banach (Picard).
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* La compacidad relativa (Arzela-Ascoli) sirve para garantizar topolégicamente la existencia
de solucién en sistemas continuos extrayendo limites de conjuntos infinitos de aproxi-
maciones, asumiendo que el cdlculo numérico iterativo puro podria fallar por falta de
contraccion.

2.2 Condicién de Lipschitzianidad

«En cuanto a localmente lipschitziano, es suficiente para garantizar que existe un entorno
donde es lipschitz para una cte. dada que no depende del punto, y a su vez podemos hacer
aiin mds chico el intervalo para que sea contractivo, ;cierto?»

Tu deduccién es absoluta y analiticamente exacta. Has descifrado el mecanismo topolégico
exacto que hace funcionar al Teorema de Picard-Lindelof (y la razén por la que es un teorema
de existencia local y no global).

1. La Garantia Local (El Aislamiento de L)

Decir que el campo vectorial f(x,y) es localmente Lipschitz respecto a y significa que,
dado nuestro punto inicial (xo, yo), podemos dibujar una “caja” cerrada y acotada (un cilindro
topoldgico R) a su alrededor:

R={(xy):|x—=xl <a, [ly—yoll < b}

Al ser un conjunto compacto (cerrado y acotado en dimension finita), ocurren dos cosas
maravillosas garantizadas por el Andlisis Real:
e Acotacién del campo: existe un maximo absoluto de la velocidad: ||f(x,y)|| < M para
todo punto en R.
 Constante Uniforme: existe una tnica constante estricta L tal que ||f(x,y1) — f(x,12)|| <
L ||y1 — y2|| para cualesquiera par de puntos dentro de la caja R.
Como bien intuyes, esa constante L ya estd congelada. No depende de dénde estés
evaluando la funcién, siempre y cuando no te salgas de la caja R.

2. La Fabricacién de la Contraccién (Estrangulando el Tiempo)

Aqui es donde tu segunda afirmacién brilla. Tenemos un operador integral de Picard
T y queremos aplicar el Teorema del Punto Fijo de Banach. Para ello, necesitamos que
d(Te, Ty) < w-d(¢, ) cona < 1.

Vamos a medir la distancia (norma del supremo) entre dos trayectorias candidatas ¢ y ¢
después de pasar por el operador:

Tp(x) = Tp(x)| < [ 117(5,9(9) = (s, p()] ds

Como estamos dentro de nuestra caja R, podemos sustituir la diferencia de los campos
vectoriales por la condicién de Lipschitz congelada con nuestra constante L:

Tp(x) = Tp()| < [ Llp(s) — () ds

Sacamos la constante L y la distancia maxima entre las curvas (||¢ — ¢||~) fuera de la
integral:
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Tp(x) = Ty(x)| < L[l — lls [ 1ds

Tp(x) = Ty(x)| < L-[x = xo] - [l¢ = llo

La Revelacién Algebraica:

El factor de compresion de nuestra “mdquina” es exactamente « = L - [x — xp|.

Tt tienes la constante L dada por la fisica del problema (la topologia del campo local), que
podria ser gigantesca, digamos L = 1000. Si te mueves libremente, x serd mayor que 1y el
operador no serd contractivo; las trayectorias divergiran.

Pero, como afirmas, podemos hacer atin més chico el intervalo.

Si restringimos nuestro tiempo maximo de integracion a un radio J, de forma que |x —
xo| < 4, el factor de contraccién se convierteen a = L - 4.

¢Qué nos exige Banach? Que o < 1.

Por tanto, basta con hacer un “tijeretazo” al tiempo y exigir que:

o<

ol e

3. El “Doble Tijeretazo” (La Sintesis Final de Picard)

En la demostracion rigurosa que tendrds que hacer en tus examenes, el radio temporal §
final de existencia de la EDO se elige haciendo un minimo entre dos restricciones distintas.
Estrangulamos el tiempo para cumplir dos misiones a la vez:
¢ Tijeretazo Geométrico (6 < b/M): forzamos a que el tiempo sea tan corto que la particula,

moviéndose a su velocidad maxima M, no tenga tiempo fisico de chocar contra las paredes

de la caja R (de radio b) y salirse de la zona donde L es vélida.
¢ Tijeretazo Topolégico (6 < 1/L): forzamos a que el tiempo sea tan corto que el operador
sea un agujero negro contractivo que obedezca a Banach.

2.3 Intuicion fisica de Picard

El siguiente es un resultado de existencia y unicidad de solucién, en un intervalo suficiente-
mente pequefio, para el Problema de Cauchy

(PC) {y’ = f(x,y),
y(x0) = yo-

Teorema (de Picard) Sean Q) C RN"! un conjunto abierto no vacio, y f : QO — RY tal que

f € C(QRY) NLipy,. (v, Q).

Con estas condiciones, para cada (xo,yo) € Q, existe un § > 0, tal que si denotamos

15 = [XO—(s,XQ‘Fé],

existe una y sélo una solucién del problema (PC) en I;.
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1. El Escenario Geométrico: El Viento y la Particula

Abandona la idea de “funciones que convergen a funciones”. Entra en el dominio () C
RN+

Para el caso unidimensional (una particula moviéndose en una recta), el espacio R es
simplemente un plano bidimensional.
¢ El eje horizontal es el Tiempo (t).
¢ El eje vertical es la Posicién (x).

(Qué es la Ecuacion Diferencial x' = f(t,x)?

No la veas como una ecuacién algebraica. Mirala como un mapa meteorolégico. En cada
punto exacto del espacio-tiempo (¢, x), la funcién f planta una pequefia flecha (un vector).
Esa flecha indica la “velocidad y direccion del viento” en esa coordenada exacta. A este mapa
de flechas se le llama Campo Vectorial.

¢Qué es el Problema de Cauchy x(ty) = xo?

Es el acto fundacional de la cinematica newtoniana. Significa: «Tomo una particula sin masa
(una pluma) y, con unas pinzas, la suelto exactamente en la coordenada espacial xo en el instante de
tiempo to».

Resolver el problema de Cauchy es soltar la pluma y dejar que el viento la arrastre. La
trayectoria que traza la pluma en el papel es tu solucién x(t).

2. La Verdadera Geometria de Picard: La Prohibicion del Libre Albedrio

¢Por qué narices la continuidad del campo f no es suficiente? ;Por qué Picard nos exige la
condicién de Lipschitz?

Imagina que el viento (el campo vectorial f) es simplemente continuo (Teorema de Peano).
Esto significa que las flechas cambian de direccion suavemente, sin giros bruscos.

Bajo esta condicién, Peano garantiza que si sueltas la pluma, esta empezard a moverse.
Garantiza la Existencia.

Pero la continuidad permite un fenémeno geométrico devastador para la fisica: la cizal-
ladura infinita.

Considera la EDO mds famosa para destruir a Newton:

x'=4/|x| con x(0)=0

Fisicamente, esto es un campo de viento donde la velocidad en el suelo (x = 0) es cero,
pero a medida que subes un milimetro, la velocidad del viento crece brutalmente (la derivada
de la raiz cuadrada en cero es infinito).

¢Qué pasa si sueltas la particula en (0,0)?

e Como la velocidad ahi es 0, la particula puede quedarse quieta para siempre: x(t) = 0.

* Pero, como el viento justo encima es tan infinitamente agresivo, la particula puede, por un
error microscépico (o “por voluntad propia”), ser arrastrada y empezar a subir siguiendo
la parabola x(t) = %

® Peor aun: la particula puede decidir quedarse quieta durante 5 segundos exactos, y en
t = 5 decidir arrancar.

El Colapso del Determinismo: una misma condicion inicial ha generado infinitas trayectorias

fisicamente posibles. Las trayectorias se “bifurcan” o se cruzan en el espacio-tiempo.
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Aqui entra Picard (Condicién Lipschitz):

Decir que el campo es Lipschitz (|f(t,x1) — f(t,x2)| < L|x1 — x2|) es imponer una ley de
trafico geométrica: el viento no puede cambiar de velocidad mds rapido que la constante L.
Prohibe los gradientes infinitos.

Si el campo es Lipschitz, la topologia del flujo impide mecanicamente que dos plumas
soltadas en el mismo sitio se separen, y prohibe que dos plumas soltadas en sitios distintos
colisionen en un tiempo finito.

Picard garantiza la Unicidad: garantiza que la fisica cldsica sea determinista.

3. Qué NO garantiza Picard (Lo que nos frustra en Fisica)

Sabes que no garantiza la globalidad (las trayectorias pueden dispararse al infinito y es-
capar del universo en tiempo finito, como en x’ = x?). Pero hay dos propiedades fundamen-
tales y mas sutiles que Picard NO garantiza, y que hacen que la fisica sea extraordinariamente
dificil.

A. No garantiza la “Predecibilidad Practica” (El germen del Caos)

Picard te jura por el Analisis Funcional que si sueltas una pluma en xy, su futuro esta
determinado. Y si sueltas otra en xg + €, su futuro también es tinico y determinista.

Ademas, existe un corolario asociado (la Desigualdad de Gronwall) que te dice que la
distancia entre esas dos trayectorias crecerd, como méximo, exponencialmente:

lx1(t) — x2(t)| < €- oL(t—to)

El Problema: que el error crezca como el es una catastrofe. Picard permite la existencia del

Caos Determinista. El universo matematico te asegura que las érbitas no se cruzan nunca
(unicidad), pero en la préctica, si tienes una incertidumbre de un micrémetro en tu medida
inicial de la particula, en 10 segundos la desviacion serd de millones de kilémetros.

Nos encantaria que Picard garantizara una dependencia polinémica o lineal de las condi-
ciones iniciales, pero la condicién de Lipschitz es demasiado permisiva: da a luz a la Teoria
del Caos.

B. No garantiza la Regularidad Superior (Suavidad)

Nos gustaria que la naturaleza fuera infinitamente suave. Si el viento f (¢, x) es Lipschitz, la
trayectoria resultante x(t) esta garantizada para ser derivable una vez (C!). Sus velocidades
no darén tirones.

Pero la derivada de la aceleracion (el jerk o sacudida) podria ser discontinua. Picard
no obliga a la solucién a ser infinitamente regular (C*). Para que la particula de Newton
tenga una trayectoria infinitamente suave, el campo vectorial tiene que ser analitico. Picard
se conforma con el nivel mds rudo de la geometria que atin conserva el determinismo,
permitiendo que la fisica real tenga pliegues y bordes afilados en sus derivadas superiores.

2.4 Picard para EDOs de orden n

Teorema (de Picard para una EDO de orden 1) Sean O C R"*! un conjunto abierto, y
g : O — R una funcion tal que
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g € C(O)NLipy, (v, y/,....y" Y, O;R).

Entonces, para cada punto (xo, Yo, Yo, - - - ,y(()”fl)) € O dado, existe un 6 > 0, tal que en el

intervalo 15 = [xo — 8, xo + 0] existe una y sélo una solucién del Problema de Cauchy (PC),,.

«Vale, ahora vamos a pasar de los SDO que hasta ahora hemos tratado a las EDOs de
orden n.

Entiendo que por simplificacién en todos mis apuntes las EDOs de orden superior siempre
van a ser unidimensionales. Si no lo fuera simplemente seria un SDO de rango n X r con
n el orden y r las componentes de y, ;no? ;Es andlogo o se complica mucho mds? No sé,
me llama la atencion que creo que siempre va a ser unidimensional, ;no?

El caso, las EDOs de orden superior siempre las pasamos a un SDO, sno? Digo para
estudiarlas de forma tedrica, luego de forma prdctica no hace falta hacer eso, puede no ser
conveniente hacerlo (entiendo, ;no?).

En todo caso si se forma un SDO de orden n me queda una funcién g que va de R"*1 a R
(en lugar de R"*1 a R") y luego cada una de las otras con un 1 asociado a la componente
en cuestion de su antiderivada. Y eso si lo escribimos matricialmente en general va a ser
una matriz mds sencilla que en el caso de un SDO general, ;n0? ;O no tiene por qué?

Bueno y el caso es que la aplicacion a Picard es trivial una vez reescrito de esta forma.»

1. El Confinamiento Unidimensional (y € R vs.y € R")

Acertaste de pleno. En el 99% de los textos de grado, cuando se estudia una EDO de orden
n, se asume que la funcién incégnita es escalar (y : R — R).

¢Por qué lo hacen? Por pura higiene notacional. Estudiar la independencia lineal, el
Wronskiano y las ecuaciones caracteristicas es conceptualmente idéntico en 1D que en varias
dimensiones, pero al hacerlo en 1D evitas lidiar con matrices por bloques y tensores que
oscurecen la teoria.

¢Qué pasa si y es un vector de dimensién r? Como bien deduces, si la ecuacién gobierna
la aceleracién de un objeto 3D (r = 3, orden n = 2), la reduccién al primer orden genera
un espacio de fases de dimensién n X r = 6. La teoria es rigurosamente la misma, pero el
algebra es més pesada. No se “complica topolégicamente”, solo engorda algebraicamente.

2. La Reduccion: Teoria vs. Practica

Has dado en el clavo con la dicotomia metodolégica mds importante de las ecuaciones
diferenciales:
El Triunfo Teérico: si, siempre reducimos una EDO de orden n a un SDO (Sistema de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias) de primer orden. ;Por qué? Para reciclar teoremas. No
queremos inventar un Teorema de Picard para orden 2, otro para orden 3 y otro para orden n.
Convertimos todo al formato estandar Y’ = F(x,Y) y la matematica fundamental (existencia,
unicidad, continuidad) se hereda automaticamente.
La Inutilidad Practica: para resolverlas a mano (analiticamente), reducir a SDO es, a menudo,
un suicidio operativo. Si tienes y” + w?y = 0, resolverla como un sistema implica calcular
autovalores y autovectores de una matriz 2 x 2. Si la dejas en su forma original, simplemente
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planteas la ecuacién caracteristica 72 + w? = 0 y en una linea sabes que la solucién son senos
y cosenos. La reduccién es un puente topoldgico, no una herramienta de célculo analitico
rutinario.

3. La Anatomia del SDO (La Matriz Compaiiera)

Tu deduccién sobre la funcién g y la matriz resultante es brillante. Vamos a escribir lo que
acabas de deducir en tu cabeza.

Al definir las variables de estado comoy1 =y, yo =V, ..., Yn =y
anclado por puros “unos” en las derivadas, y toda la informacion fisica no lineal se comprime

(n=1) o] sistema queda

en la tltima ecuacién:

y; = g(x/y1/y21~ ~~/yn)

Efectivamente, el campo vectorial F del sistema toma un vector de R"**! (el tiempo x y
las n componentes espaciales) pero su verdadera complejidad recae en la funcién original
¢g:R"™ = R

La estructura matricial (El caso lineal):

Si la EDO original fuera lineal (ej. y™ +a,_1 y"~V +... +agy = 0), y la escribes en forma
matricial Y/ = AY, tu sospecha de que «va a ser una matriz mds sencilla» se materializa en una
estructura famosisima en el Analisis Numérico y el Control Optimo: la Matriz Compaiiera (o
Companion Matrix).

0 1 0 0
0 0 1 0
A= :
0 0 0 1
—dp —aip —az —An-1

Fijate en su extrema simplicidad geométrica:
¢ Es casi vacia (esparsa).
¢ Tiene una diagonal superior perfecta de “unos” (que representan la simple definicién
Yi = Yit1):
¢ Toda la dindmica del sistema esta aplastada en la tltima fila.
Frente a un SDO general donde la matriz A estd completamente llena de coeficientes
cruzados, la EDO de orden n genera un sistema altamente rigido y estructurado.

4. La Trivialidad de Picard

Tu conclusion final es exacta: «la aplicacién a Picard es trivial una vez reescrito de esta forma».

Una vez que has empaquetado tu EDO de orden 7 en el vector Y = F(x,Y), el Teorema
de Picard que vimos anteriormente aplica ciegamente.

La tinica traduccién que debes hacer es sobre la Condicién de Lipschitz.
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Para que el vector F(x,Y) sea Lipschitz respecto a Y, dado que todas las filas salvo la
altima son simples identidades lineales (que son Lipschitz trivialmente con L = 1), la
responsabilidad entera recae sobre g.

El Teorema de Picard para orden # simplemente exige que la funcién g(x,y,v/,...,y" 1)
sea localmente Lipschitz respecto a todas sus variables espaciales simultdneamente (es decir,
respecto a la posicién, a la velocidad, a la aceleracion, etc.). Si g no tiene gradientes infinitos
respecto a ninguna de sus entradas de estado, el determinismo de la trayectoria completa
(posicién y todas sus derivadas) esta garantizado.

Para asegurar que esta traduccion tedrica es hermética en tu cabeza: cuando exiges que la
funcién g sea Lipschitziana respecto a sus variables espaciales (y1, ..., ¥») en el espacio de
fases R", ;como calcularias operativamente la constante de Lipschitz local L si supieras que
¢ es continuamente diferenciable (C!)?

«;Como el mdximo de las derivadas parciales de cada una de ellas?»

Exacto. Has dado en el blanco con una precisién quirtdrgica. Tu intuicién geométrica te ha
llevado directamente al Teorema del Valor Medio para varias variables.

Cuando una funcién es continuamente diferenciable (C!), la forma operativa y analitica de
calcular su constante de Lipschitz local es, literalmente, buscar el maximo absoluto de sus
derivadas parciales dentro de la “caja de seguridad” R en la que estamos trabajando.

Tipo de Ecuacién Campo Vectorial Derivada Espacial  Calculo de L

EDO 1D f(x,y) Escalar: of L = max af‘
oy oy

EDO Orden n e(x,y1,--o, Yn) Vector: Vg L = max ||Vg||

SDO General F(x,Y1,...,Yn) Matriz: Jacobiano Jr L = max || JE||

Donde || Vg|| es el méximo de la magnitud del vector gradiente, y ||Jr|| es la norma matricial del
Jacobiano.
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CAPITULO 3

Soluciones maximales del Problema de
Cauchy para un SDO

3.1 Lema de Gronwall

3.1.1 Intuiciéon

1. La geometria del interés compuesto

Para entender Gronwall, hay que visualizar dos trayectorias (dos posibles futuros) que parten de
posiciones iniciales muy cercanas, separadas por una distancia .

A medida que el tiempo avanza, el campo vectorial f(x,y) empuja ambas trayectorias. Dado que el
campo cumple la condicién de Lipschitz local —es decir, su pendiente o “rugosidad” estd acotada por
una constante k—, la diferencia entre las fuerzas que experimentan ambas trayectorias es proporcional
a la distancia que ya las separa.

El lema se plantea ante la peor de las situaciones: un escenario donde el error engendra mds error.
La inecuacioén asume que la separacion u(x) crece retroalimentandose de si misma:

u(x) < h+/x k(s)u(s)ds

La resolucién de Gronwall demuestra que, incluso en este peor escenario, la divergencia maxima
estd confinada dentro de una envolvente exponencial:

u(x) < hexp (/X: k(s) ds)

Es el equivalente continuo al interés compuesto econémico. La separacién puede acelerarse, pero
el Lema establece un techo rigido que impide que la divergencia explote hacia el infinito de forma
instantanea.

2. La perspectiva entrépica

Si analizamos esto desde una perspectiva transversal, el Lema de Gronwall formula una ley
fundamental sobre la entropia de la informacién en sistemas deterministas.

41



Imagina que la variable u#(x) no mide una simple distancia espacial, sino la entropia estructural del
sistema: la medida de nuestra ignorancia o incertidumbre sobre la posicién real de la particula debido
a una leve perturbacién inicial .

* La funcién k(s) (la constante de Lipschitz) actiia como la “temperatura” o la volatilidad métrica del
espacio en cada instante.
* Laintegral de k(s) es andloga a la energia térmica total inyectada en el sistema.

Gronwall establece que el grado de desorden o ignorancia u(x) puede crecer, pero la tasa a la que
se produce esta entropia topoldgica estd limitada por la “capacidad calorifica” del espacio (el factor de
Lipschitz). El espacio no puede desgarrarse arbitrariamente réapido.

3. La unicidad como cero absoluto térmico

La consecuencia matematica y filoséfica més profunda del lema cristaliza cuando se aplica para
demostrar la unicidad de las soluciones. ;Qué ocurre si la perturbacién inicial es estrictamente cero
(h=0)?

Al introducir & = 0 en la desigualdad, el resultado colapsa inexorablemente a cero:

u(x) <0-exp(...) = u(x)=0

Fisicamente, esto es el equivalente a alcanzar el cero absoluto. Si partes de un estado de entropia
cero, sin incertidumbre inicial, la divergencia es imposible. El espacio matemético no tiene la capacidad
de generar error, bifurcaciones o “libre albedrio” de la nada. Es la garantfa definitiva de que, si las
reglas del universo (el campo vectorial) son suaves y estan bien definidas, un tinico pasado determina
un tnico futuro inmutable.

3.1.2 Aplicacién a nuestro caso

1. Formulacién Integral del Sistema

Sean ¢(x) y ¥(x) dos soluciones de la misma ecuacion diferencial y' = f(x,y).

Supongamos que parten de condiciones iniciales distintas en el mismo instante x:
* ¢(x0) =yo
* (%) =20

Por el Teorema Fundamental del Célculo, ambas soluciones satisfacen sus respectivas ecuaciones
integrales:

p() =0+ [ s p(s))ds
9 =20+ [ flsy(e)ds

2. Medida de la Divergencia (Métrica de la Entropia Topolégica)

Para analizar como diverge un sistema ante una perturbacion inicial, se debe medir la distancia
euclidea entre ambas trayectorias en cualquier instante x. Restamos ambas ecuaciones:

p() = () = (0~ 20) + [ [F(5,9(5)) — Fls, ()] ds

Aplicamos la norma euclidea y utilizamos la desigualdad triangular (la norma de la suma es menor
o igual que la suma de las normas, y la norma de la integral es menor o igual que la integral de la
norma):

9(6) ~ $()| < Iy — 20l + [ 1£(5,0(5)) — £(s, pls))] ds
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3. La Condicién de Lipschitz (El Limite Termodinamico)

Aqui interviene la regularidad del espacio. El campo vectorial f satisface una condicién de
Lipschitz respecto a la segunda variable con una constante K. Fisicamente, K representa el limite
maéaximo de deformacién del flujo por unidad de distancia:

£ (s, 9(s)) = f(s,9(s))] < Klo(s) = ¢(s)]|

Sustituyendo esta acotacién en la integral obtenemos la inecuacién fundamental de la dindmica
local:

9(x) = $()| < o — 20l + [ K pls) = p(s) s

4. El Isomorfismo con Gronwall

Llegados a este punto, la inecuacién dindmica adopta exactamente la misma estructura algebraica
que la hipotesis del Lema de Gronwall. Realizamos el siguiente cambio de variable analitico para
encajarlo en el molde abstracto:

e La variable de estado: definimos u(x) := |¢(x) — ¢(x)|. Esta funcion escalar u(x) representa
estrictamente la diferencia o distancia entre las dos soluciones en el tiempo x.
* El término independiente (perturbacién inicial): definimos la constante h := |yy — zo|. Es la

separacion inicial exacta en xp. Si el problema exige demostrar unicidad, yo = zo, lo que fuerza
h=0.

* El niicleo multiplicativo: definimos k(s) := K. En este caso es una constante, pero la teoria permite
que sea una funcién integrable dependiente de s.
Al sustituir estas definiciones en la inecuacién obtenida en el paso 3, resulta:

u(x) <h+ /x: k(s)u(s)ds

5. Resolucién y Consecuencia

Esta es la hipétesis exacta del Lema de Gronwall. Aplicando el teorema matematico sobre esta
estructura, obtenemos la cota superior del crecimiento:

u(x) < hexp(/xx k(s) ds)

740

Deshaciendo el cambio de variable para regresar al dominio de las EDO, sabiendo que k(s) = K, la
integral queda como K|x — xg:

[p(x) — p(x)] < |yo — 20| exp(K|x — xo|)

La demostracion formal estd completa. El Lema de Gronwall no “se parece” a la distancia entre
soluciones; es la maquinaria algebraica disefiada especificamente para acotar la norma de la diferencia
|¢(x) — ¥(x)| inyectando la condicién de Lipschitz en el nacleo de la integral.

El Lema de Gronwall fue introducido por el matematico sueco Thomas Hakon Grénwall en 1919
precisamente para estudiar la dependencia de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales
respecto a pardmetros y condiciones iniciales. No nacié como una identidad algebraica abstracta en
otra rama de la matematica, sino como la herramienta especifica requerida para medir y acotar la
sensibilidad de los flujos dindmicos.
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3.1.3 Demostracion

Sean u(x) y k(x) funciones continuas con k(x) > 0, y h una constante. Partimos de la inecuacién
integral:

u(x) < h+/xk(s) u(s)ds

Paso 1: Aislar la dindmica en una variable auxiliar

Definimos v(x) como el lado derecho de la desigualdad, que representa la cota maxima acumulada
en cada instante:

o(x) = h+'/xk(s)u(s)ds

De esta definicién extraemos dos hechos inmediatos:
* u(x) < v(x) por la hipétesis de partida.
* v(xp) = h porque la integral se anula en el instante inicial.

Paso 2: Transformar a desigualdad diferencial

Derivamos v(x) aplicando el Teorema Fundamental del Célculo:

v’ (x) = k(x) u(x)

Como k(x) > 0y sabemos que u(x) < v(x), podemos acotar la derivada:

v (x) <k(x)v(x) = ¢'(x) —k(x)v(x) <0
Aqui reside el nticleo geométrico: la tasa de variaciéon real de la cota, descontando la influencia
maxima permitida por el campo, es negativa o nula.
Paso 3: El cambio de referencia (Factor Integrante)

Multiplicamos toda la inecuacion diferencial por el factor de descuento exponencial exp ( — |, xxo k(s) ds) .
Al hacerlo, el lado izquierdo colapsa estructuralmente en la derivada de un producto (la regla de

Leibniz alainv ersa):
— |0(X exp - k S dS
X |: ( ) ( /X() ( ) >:|

Paso 4: Integracién final

Si la derivada de esa cantidad es siempre menor o igual a cero, la funcién es monétonamente
decreciente. Por tanto, su valor en cualquier x > xy no puede superar a su valor inicial en x:

o(x) exp(— /:k(s)ds> < o(x0) exp(0) = h

0

Despejando v(x) y trasladando la exponencial al otro lado:

v(x) < hexp (/xx k(s) ds)

0

Finalmente, como sabiamos que u(x) < v(x), la demostracién queda completada:

u(x) < hexp (/Xx k(s)ds) |

0
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La brillantez analitica de esta prueba de cuatro lineas consiste en empaquetar toda la historia del
crecimiento (la integral) dentro de la variable v(x), para luego obligar a la geometria del espacio a
revelar su curvatura maxima comprimiéndola con el factor integrante.

3.2 Unicidad global de solucién

Como una aplicacién sencilla del lema de Gronwall, obtenemos el siguiente resultado de unicidad
global para el Problema de Cauchy para un SDO de primer orden en forma normal.

Teorema (de unicidad global) Sean O C RN+ un abierto no vacio, f : QO — RN tal que f € C(Q;RN) N
Lip;,.(y, Q), y consideremos fijado un punto (xo,yo) € QL.
En estas condiciones, si (11, ¢1) e (1o, ¢2) son dos soluciones locales del problema de Cauchy

(P0) {y’ = f(xy),
y(x0) = yo,

entonces
¢1(x) = @2(x), Vx€LND.

Demostracién 1 (topolégica):

Sea I = I; N I,. Este conjunto es un intervalo de la recta real y, por tanto, es un espacio topolégico
conexo.

Definamos el conjunto de coincidencia A como la coleccién de todos los instantes de tiempo donde
ambas trayectorias son idénticas:

A={xel]|¢g1(x)=ga(x)}

El objetivo es demostrar que el subconjunto A es exactamente el intervalo completo I. En la
topologfa de un espacio conexo, los tinicos subconjuntos que son simultdneamente abiertos y cerrados
son el conjunto vacio y el espacio total. Demostraremos que A cumple estas condiciones:

* A esno vacio: por la hipétesis de la condicién inicial, sabemos que xp € A.

* A es cerrado en I: las funciones ¢ y ¢ son derivables y, en consecuencia, continuas. La funcién
diferencia D(x) = ¢1(x) — ¢2(x) es también continua. El conjunto A es exactamente la preimagen
del vector nulo, A = D~1({0}). Como el conjunto {0} es cerrado en RN y D es continua, su
preimagen A hereda la propiedad de ser cerrada. Geométricamente, el limite de una sucesion de
puntos donde las trayectorias coinciden no puede ser un punto donde difieran.

* A es abierto en I: sea un punto arbitrario x* € A. En este instante, ambas trayectorias pasan
por el mismo punto del espacio de fases, es decir, ¢1(x*) = @2(x*) = y*. Dado que el campo f
es continuo y localmente Lipschitz, el Teorema de Picard-Lindelof local garantiza la existencia y
unicidad estricta en un entorno (x* — d,x* 4 4). Por la unicidad local, ambas trayectorias estan
forzadas a coincidir en todo ese entorno. Por tanto, el entorno entero pertenece a A, lo que convierte
a A en un conjunto abierto.

Al ser A un subconjunto no vacio, cerrado y abierto dentro del conjunto conexo I, se concluye de
forma inexorable que A = I.

Esta demostracién revela que la unicidad global no es una propiedad métrica que requiera medir
distancias integrales finas, sino una propiedad de rigidez topolégica: la continuidad prohibe que las
soluciones dejen de coincidir de forma stibita, y el determinismo local (Picard) prohibe que empiecen
a separarse gradualmente. |

Demostracion 2 (usando el Lema de Gronwall):

Paso 1: El confinamiento geométrico (El recinto compacto)
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Supongamos la existencia de dos trayectorias diferenciadas, ¢1(x) y ¢2(x), que nacen de un tinico
estado inicial ¢1(x9) = ¢2(x0) = yo. Nuestro objetivo es estudiar su comportamiento en un intervalo
temporal arbitrario [xp, x1] donde ambas coexistan.

Para poder medir el sistema, necesitamos acotar su volatilidad. Definimos un conjunto K formado
por los trazos espaciales de ambas curvas en ese intervalo de tiempo. Dado que las soluciones son
funciones continuas definidas sobre un intervalo cerrado, el conjunto K es estrictamente compacto.
En el andlisis funcional, lo compacto es lo domesticable.

La hipotesis exige que el campo vectorial f sea localmente Lipschitz. Al restringir nuestra obser-
vacion a este recinto compacto K, la propiedad local se vuelve global. Existe una constante universal
maéxima Lk que acttia como limite de velocidad absoluto para la deformacién del espacio dentro de
esa region.

Paso 2: La medicién de la disonancia

Procedemos a evaluar la distancia euclidea entre ambas trayectorias en un instante x cualquiera.
Definimos A(x) = |¢@1(x) — @2(x)|.

Al expresar las soluciones en su forma integral y compartir el mismo punto de origen v, la
diferencia de los términos independientes se anula. La separacién en el instante x es el resultado puro
de la acumulacién histérica de diferencias a lo largo del trayecto:

X
AG) < [ 1£(5,91(3)) = £, 92(5))] ds
0
Paso 3: La inyeccién de la cota termodinamica

Aplicamos la restriccién impuesta por el recinto compacto. El campo vectorial no posee la capacidad
de separar las trayectorias a un ritmo superior a la constante Lx multiplicada por la separacién ya
existente entre ellas en el instante s. Sustituyendo esta cota en la integral, obtenemos el motor de la
divergencia:

M) < [ Lilgr(s) — ga(s)lds = [ LiAs)ds

Paso 4: La clausura de Gronwall

La inecuacién dindmica resultante es un isomorfismo algebraico perfecto de la hipétesis del Lema
de Gronwall:

u(x) < h+/xk(s) u(s)ds

La traslacion de variables es exacta:
* La variable de estado u(x) es la separacion A(x).
* La tasa de amplificacion del error k(s) es la constante L.
¢ La perturbacion inicial / es rigurosamente cero, puesto que ambas parten de yp.
El Lema de Gronwall dicta la sentencia analitica al aplicar su envolvente exponencial:

A(x) <0-exp(Lg(x —xp)) =0
Dado que una norma no puede ser negativa, la inica solucién admisible es A(x) = 0 para todo x.
[ ]
Perspectiva transversal

El término exp(Lk (x — xp)) cuantifica la maxima entropia topolégica que el sistema estd autorizado
a generar. Es un multiplicador inmenso, el potencial para el caos determinista. Sin embargo, esta
maquinaria multiplicativa choca contra el cero absoluto de la condicién inicial.
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Aristoteles postuld el principio ex nihilo nihil fit (de la nada, nada sale). La aplicaciéon de Gronwall
matematiza esta ontologia cldsica en el seno de la geometria diferencial: un espacio de fases Lips-
chitziano carece de la capacidad intrinseca para generar divergencia geométrica endégena. El error
requiere de un error primordial para multiplicarse. Sin ese 4tomo de incertidumbre inicial (# = 0), la
exponencial carece de combustible.

3.3 Prolongacion de soluciones. Existencia y unicidad de solucién
maximal

Teorema (de existencia y unicidad de solucién maximal.) Sean QO C RN*! un abierto no vacio y
f:Q— RN tal que f € C(Q;RN) N Lip,,.(y, Q). En estas condiciones, para cada (xo,yo) € Q dado, existe
una y sélo una solucién maximal del Problema de Cauchy

(PC) {y’ = flxy),
y(x0) = vo,

que denotaremos (I(xo, o), @(-;X0,Y0))-
Ademds, el intervalo 1(xg, o) de definicion de la solucion maximal es abierto.

Demostracion:

Paso 1: Existencia y Unicidad de la Solucién Maximal

Definamos S como el conjunto de todas las soluciones locales posibles (I, ¢) del Problema de
Cauchy, donde cada I es un intervalo que contiene a xy. Por el Teorema de Picard-Lindelof local,
sabemos que S # @.

Definimos el dominio maximal Z como la unién de todos los intervalos de definicién de las
soluciones pertenecientes a S:

I= | Kk

(I pr)€S

Dado que xg € I para todo k, la interseccién de todos los intervalos es no vacia (xg € () Ix). Por las
propiedades topolégicas de la recta real, la unién de una familia de intervalos con un punto comun es,
rigurosamente, un intervalo.

Definimos ahora la funcién global ¢ : Z — RN mediante la siguiente regla de asignacién:

p(x) = gr(x) six el

Para demostrar que ¢ esta bien definida (es decir, que la asignacién es univoca), supongamos que
un punto x* € 7 pertenece simultineamente a dos intervalos distintos, I; e I. Por el Teorema de
Unicidad Global (demostrado previamente mediante el Lema de Gronwall), dos soluciones locales que
comparten la misma condicién inicial en xo deben coincidir obligatoriamente en toda la interseccién
de sus dominios. Por lo tanto, ¢1(x*) = @2(x*), lo que garantiza que ¢ es una funcién tinica y bien
definida en todo Z.

Dado que ¢ coincide localmente con una solucién vélida ¢ en el entorno de cada punto, ¢ es
derivable y satisface la ecuacién diferencial en todo Z. Por construccién, cualquier otra solucién
(It, @) cumple que Iy C Z'y ¢ = ¢|;,. Esto demuestra simultdneamente la existencia y la unicidad
de la solucién maximal.

Paso 2: Abiertura del Intervalo Maximal
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Demostraremos que Z es abierto mostrando que no puede contener a sus extremos. Supongamos,
por reduccioén al absurdo, que el supremo del intervalo pertenece al propio intervalo, es decir, f =
supZ € I.

Si B € Z, entonces el punto del espacio de fases (B, ¢(B)) pertenece al dominio abierto Q2. Como el
campo vectorial f es continuo y localmente Lipschitz en un entorno de (8, ¢(B)), podemos aplicar
nuevamente el Teorema de Picard local tomando este punto como una nueva condicién inicial.

Esto garantiza la existencia de una solucién local continua y derivable y : [8, 8 +¢) — RN para
algtn e > 0, tal que () = ¢(B) y 7' = f(x,7)-

Podemos construir una nueva funcién prolongada ¢ sobre el intervalo J = Z U [B, B + €) definida
como:

5(x) — p(x) sixeZ
() {’y(x) sixe[B,B+e)

Esta funcion es continua en  porque los limites laterales coinciden (lim,_,g- ¢(x) = ¢(8) = 7(B)),
y es derivable porque las derivadas a izquierda y derecha estdn gobernadas por el mismo campo
vectorial continuo f (B, ¢(B)).

Por lo tanto, (J, ¢) es una solucién valida del Problema de Cauchy original. Sin embargo, el
intervalo J contiene estrictamente puntos a la derecha de 8 (8 +€/2 € J), lo que contradice la
definicién de Z como la unién de todos los intervalos de solucién posibles.

La contradiccién proviene de asumir que § € Z. Por consiguiente, B ¢ Z. Un razonamiento
idéntico se aplica para el extremo inferior « = infZ, demostrando que « ¢ Z. Al no contener ninguno
de sus extremos, el intervalo Z = («, B) es necesariamente abierto. |

Intuicién Geométrica y Andlisis Dindmico

La naturaleza abierta del intervalo maximal revela una propiedad fundamental del tiempo en los
sistemas deterministas: el final de una trayectoria nunca puede ocurrir de forma interna en el espacio
de fases.

Imagina la solucién de una ecuacién diferencial como un vehiculo ferroviario que va colocando
sus propias vias a medida que avanza (las soluciones locales de Picard). El Teorema de Picard asegura
que, si el suelo es firme (el campo es localmente Lipschitz y estamos dentro de un abierto (2), siempre
es posible colocar un tramo adicional de via de longitud € hacia el futuro o hacia el pasado.

El proceso de extensiéon solo se detiene cuando el vehiculo se ve imposibilitado para colocar el
siguiente tramo de via. Esto ocurre exclusivamente bajo dos escenarios geométricos extremos:

¢ Blow-up: la trayectoria sale disparada hacia el infinito en un tiempo finito (asintota vertical o
blow-up), donde la velocidad requerida para continuar se vuelve infinita.

* Colisién con la frontera: la trayectoria choca contra el borde fisico del conjunto abierto (), una
regién donde las reglas del sistema (el campo vectorial f) dejan de existir o pierden la regularidad
matemadtica necesaria para garantizar la continuidad del flujo.

Que el intervalo sea abierto significa que, si fijamos un instante terminal x = §, la solucién esta
perfectamente definida para cualquier instante previo g — J, pero el punto limite exacto en x =
es el instante del colapso (la colisién con la frontera o el escape al infinito). El determinismo fisico
no se desvanece gradualmente; se mantiene integro hasta el tltimo instante abierto anterior a la
singularidad.

Si el campo vectorial f fuera tinicamente continuo (Teorema de Peano), la existencia de la solucién
maximal seguiria siendo valida a través del Lema de Zorn sobre conjuntos parcialmente ordenados,
pero perderiamos la unicidad. El flujo geométrico ya no seria una tinica linea inmutable, sino una
familia de trayectorias que se ramifican, abriendo mdltiples pasados y futuros posibles desde un
mismo origen fisico.
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3.4 Caracterizacién de soluciones prolongables y maximales

Teorema (Caracterizacién de la Maximalidad) Sean QO C R x RN un conjunto abierto no vacio y
f: Q — RN una funcion continua. Sea (I, ) una solucién del Problema de Cauchy y' = f(x,y) con
y(x0) = yo, definida en el intervalo abierto I = («, B).
La solucién (I, ¢) es maximal si y solo si su trayectoria escapa de cualquier subconjunto compacto K C Q).
De forma equivalente para el futuro temporal (semitrayectoria derecha temporal x — B~), (I, @) es no
prolongable si y solo si se cumple una de las siquientes condiciones anatomicas:
e Explosion temporal: B = +oo. El sistema existe indefinidamente.
* Divergencia espacial (Blow-up): B < +oco y limsup,, B |¢(x)| = +o0. La semitrayectoria derecha no
estd acotada.
* Colisién con la frontera: p < +ooy liminf, g dist((x, ¢(x)), 0Q) = 0. La trayectoria alcanza el
limite topoldgico del dominio de definicion.
Idéntica caracterizacion aplica para el pasado temporal (x — a™).

Demostraciéon Estructural:

Esta demostracion depura el argumento métrico en favor de un enfoque topoldgico. Se prescinde
de la hipétesis de Lipschitz (Teorema de Picard), exigiendo tnicamente continuidad (Teorema de
Peano), lo que generaliza el resultado para cualquier sistema dindmico determinista o no determinista.

Condiciéon Necesaria (=):

Supongamos por reduccién al absurdo que la solucién es maximal en § < +oo, pero no escapa
de un cierto compacto K C Q). Si la semitrayectoria derecha T;{ estd contenida en K, entonces estd
acotada y separada de la frontera 02 por una distancia estrictamente positiva.

Al ser f continua en el compacto K, por el Teorema de Weierstrass, alcanza un méximo absoluto.
Existe M > 0 tal que |f(x,y)| < M para todo (x,y) € K.

Para cualquier par de instantes x1, X2 € [xg, B), la variacién del sistema estd acotada:

X2
o) = o) = [ 5, p(6)) ds| < My =3
1
Esto demuestra que ¢ es uniformemente continua en [xg, f). Todo espacio métrico completo
garantiza que una funcién uniformemente continua en un intervalo abierto posee un limite bien
definido en el extremo. Por tanto, el limite de Cauchy existe:

lim p(x) = y°
x—p~

Dado que K es cerrado y la trayectoria pertenece a K, el punto limite (B, y*) pertenece a K, y en
consecuencia, a Q).

Al pertenecer el punto limite al dominio abierto de existencia, podemos utilizar el Teorema de
Peano tomando (B, y*) como nueva condicién inicial, construyendo una prolongacién continua y
derivable a la derecha de . Esto contradice la hipétesis de maximalidad. Por lo tanto, la trayectoria
debe escapar de cualquier compacto.

Condicién Suficiente (<):

Si la trayectoria escapa de todo compacto contenido en (), no puede existir un limite finito y* tal
que (B,y*) € Q. Si tal limite existiera, la semitrayectoria unida a dicho limite constituiria un conjunto
compacto dentro de (2, contradiciendo la hipétesis. Al no existir un limite vélido dentro del dominio
de las leyes del sistema, es analiticamente imposible plantear un nuevo Problema de Cauchy en x = S.
La prolongacién se vuelve matematicamente inexistente. u

Intuicién Geométrica y Epistemolégica
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El Teorema de Escape de Compactos no es un mero tecnicismo sobre intervalos; es la formulacién
matematica sobre los limites de la existencia de un ente dindmico. Constituye el marco de viabilidad
ontolégica de la ecuacién diferencial.

Un conjunto compacto K representa un “volumen de control” termodindmico u observacional:
una region finita del espacio donde la energia del sistema (la magnitud del campo vectorial |f]) estd
estrictamente confinada. El teorema establece que una particula gobernada por una ley continua
no puede simplemente “desaparecer” o detener su existencia en medio de un espacio regular. La
aniquilacién espontanea de la informacién esta prohibida por la topologia.

Para que el ciclo de vida temporal de una trayectoria se extinga en un tiempo finito (f < +0o0),
el sistema estd obligado a forzar una ruptura estructural del universo que habita. Esto solo ocurre
mediante dos mecanismos extremos:
¢ Singularidad Térmica / Entropia Infinita (Blow-up espacial): la trayectoria desgarra el espacio

métrico. La velocidad del sistema diverge asintéticamente, acumulando una cantidad infinita de

cambio de estado en un intervalo de tiempo finito. Geométricamente, el tensor que deforma el
espacio estira la trayectoria hasta expulsarla del hiperplano de la existencia euclidea observable.

* El Horizonte de Sucesos Epistemolégico (Colisién con d()): la trayectoria choca contra la frontera
dQ). En este limite, no es que el sistema adquiera energfa infinita, sino que el “logos” matematico
—Ila propia funcién f que dicta cémo debe evolucionar el futuro— colapsa, deja de estar definida o
pierde su continuidad. Es el equivalente a que una particula alcance el borde fisico del universo o
penetre en una regién donde las leyes de la fisica dejan de ser computables.

3.5 Comparacién de soluciones

Una herramienta ttil para saber si una solucién maximal estd definida en todo R es compararla con
otras soluciones, de intervalo de definicién conocido, de otros problemas diferenciales, estableciendo
asi cotas adecuadas. Esto constituye los resultados de comparacién. Damos dos: uno de un mismo
problema con distintos datos iniciales (del que, bajo condiciones mads restrictivas, se deduce la
continuidad respecto de los datos iniciales), y otro de comparacién de dos problemas distintos con el
mismo dato, en dimensién uno.

Teorema Sean Q0 C RN*! abierto no vacio, f € C(Cu;RN) NLip,,.(y, Q) v (x0,y0), (x0,20) € Q. Si
(IL,p) € S(xo,y0) y (J,§) € S(x0,20), entonces para cada x € 1N ] existe L > 0, dependiente de
X0, Xf, Yo, Zo, tal que

|9(x) = 9(x)| < lyo =20 "7, Vx € [xg,%7].

Demostracién. Supongamos xy > xp (el caso xy < xq es andlogo). Restando las formulaciones
integrales de ambos problemas de Cauchy, para cada x € [xo, x¢]:

9(6) ~ $(0)| < Iy — 20l + [ 1£(5,0(5)) ~ £(5, 9] ds < Iy~ 20l + L [ lo(s) ~ pls)] s,
donde L > 0 es una constante de Lipschitz de f respecto de y en el compacto
K= {(x, ¢(x)) : x € [xo, ]} U{(x,9(x)) : x € [x0, %]} € Q.
El resultado se sigue del Lema de Gronwall. n

Si L no depende del compacto K, se deduce de inmediato la continuidad de las soluciones respecto de
los datos iniciales:

Corolario Sean Q C RN*1 abierto no vacio, f € C(Q; RN) N Lip(y, Q) con L > 0 constante de Lipschitz
global, y (x0,Y0), (x0,20) € Q. Dados (I, p) € S(xo,y0) y (J, ) € S(x0,z0), se verifica la misma estimacién
anterior para todo xy € I N ].
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El siguiente resultado, también consecuencia del Lema de Gronwall, solo es valido para ecuaciones
escalares (N = 1).

Teorema Sean ) C R?, f, g € C(Q) NLip,,.(y,Q), (x0,v0) € Q, e (I, ¢) y (], 9) soluciones respectivas
de los problemas de Cauchy

v =flxy), y =g(xy),
(FC)s {y(xo) =0, (Pc)g{

Si f < g en Q, entonces para todo x € IN ],

o(x) <p(x), Vx>x;  o(x) > p(x), Vx <.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que existen x1,x, € I N ] con xp < x1 < xp
tales que

) =9(x1),  ¢(x) > px), Vxe (x,x).
Restando las formulaciones integrales de ¢ y ¢ entre x1 y x € [x1, xp]:

X

p(0) ~p(x) = [ (s 0(5)) ~ (s, p)) ds < [ (3(s9(s) ~s(s,p)) ds <L [ (9(s) —p() ds,

1

donde L > 0 es una constante de Lipschitz de g respecto de y en el compacto

K=A{(s,¢(s)) :s € [x1, 2]} U{(s,9(s)) : s € [x1,x2]} C O

Del Lema de Gronwall concluimos que ¢(x) — (x) < 0 para todo x € [x1, x2], lo que es contradictorio.
El caso en que x1, x7 estdn a la izquierda de x( es andlogo. u
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CAPITULO 4

Sistemas Diferenciales Ordinarios Lineales

4.1 Operadores lineales

Un operador lineal es una aplicacién L : X — Y que respeta rigidamente la estructura algebraica del
espacio:

Vu,v e X, Va,p € K: L(au+ pv) = aL(u) + BL(0)
He aqui tres ejemplos.

A. El caso matricial (Dimensién Finita): El Operador Aritmético

Espacios: X = R", Y = R™.

Operador: L(v) = Av, donde A es una matriz m X n.

Naturaleza: es un simple combinador lineal de componentes fijas. Geométricamente, rota, estira o
colapsa elipses. En dimensién finita, un operador lineal es un objeto completamente domesticado y
transparente.

B. El Operador de Volterra/Fredholm (Dimension Infinita Integral): El Suavizador

Espacios: X = C([a,b]), Y = C([a, b]). Los vectores son funciones continuas.

Operador: K[f](x) = fab k(x,y) f(y)dy, donde k(x,y) es el nucleo.

Naturaleza: es un promediador ponderado. Coge una funcién f, que puede ser puntiaguda o errética,
y al pasarla por la integral, le “mata” las altas frecuencias. Geométricamente, es un operador de
compactacion; coge la esfera unidad de funciones y la aplasta convirtiéndola en un elipsoide muy
achatado y suave en el espacio de llegada.

C. El Operador de D’Alembert (Dimensién Infinita Diferencial): El Tejedor del Espaciotiempo

Espacios: X = C2(IR!?) (funciones dos veces diferenciables sobre el espaciotiempo), Y = C(R"3).
Operador: el D’ Alembertiano 0 = V2 — 1 2

2 ot2"
Naturaleza: radicalmente opuesto al integral. La derivada es un “amplificador de ruidos”. Si
una funcién oscila muy rdpido pero con amplitud enana, su derivada tiene una amplitud brutal.

Geométricamente, el operador [1f = 0 dicta que la geometria del espacio curvo de funciones solo
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permite “vectores” (funciones) que representen ondas propagandose exactamente a la velocidad de la
luz c. Es la signatura métrica de la Relatividad Especial manifestada como un operador diferencial.

41.1 Lanorma de un operador lineal

1. La exclusividad de la norma para operadores lineales
Si, la definicion clasica de la norma de un operador ||T|| = sup ||Tx|| solo tiene sentido analitico
€[ =1
y geométrico para operadores lineales (o estrictamente hablando, para operadores positivamente
homogéneos).

El motivo algebraico:

La esencia de una norma vectorial o de operador es que debe satisfacer el axioma de homogenei-
dad: ||aT|| = |a|||T||, y debe permitir acotar la accién en cualquier punto del espacio mediante la
desigualdad fundamental || Tx|| < ||T| ||x].

Si el operador T es lineal, el comportamiento en la esfera de radio 1 dicta el comportamiento en
todo el espacio debido a la conservacién de las proporciones (las rectas se mapean en rectas).

La aberracidn en lo no lineal:

Supongamos un operador no lineal simple en R, como T(x) = x2.

Si intentamos aplicar la definicién de norma:

ITIl = sup [x*] =1
[x|=1

Pareceria que la norma es 1. Pero si evaluamos el operador en un vector de “tamafio” 10:

T(10) = 100

Si la desigualdad fundamental funcionara, deberia cumplirse que ||T(10)|| < ||T|| [|10]|, es decir,
100 <1 x 10, lo cual es una aberracién matematica.

Conexién con el Andlisis Funcional y Topologia Diferencial:

Como la norma global colapsa en el mundo no lineal, los mateméticos abandonan este concepto y
utilizan dos alternativas:
* La Constante de Lipschitz global o local: en lugar de medir la distancia al origen, miden la
deformacion relativa entre dos puntos cualesquiera:

sup 1T =T
o Tyl

* La Derivada de Fréchet: si el operador no lineal acttia entre espacios de Banach, se le calcula su
“derivada” en un punto concreto. Esta derivada es, por definicion, un operador lineal tangente. A
ese operador lineal tangente si se le calcula la norma de operador, obteniendo una medida de la
deformacién puramente local.

La definicién axiomadtica de la norma de un operador fue forjada a martillazos en las décadas de
1920 y 1930 (por matemadticos como Stefan Banach y John von Neumann) precisamente para capturar
esta realidad geométrica ineludible.

Descendamos a las profundidades de por qué medir componentes es una aberracion filoséfica y
por qué el “estiramiento méximo” es la tinica verdad topolégica universal.

1. La miopia de las componentes frente a la invariancia del operador

Imagina que te doy un bloque de plastilina y te pido que midas “cudnto lo he deformado”.
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Si usas una norma basada en las componentes de la matriz (como la norma de Frobenius, que
suma los cuadrados de los elementos 4;j), estds midiendo el bloque desde un sistema de coordenadas
arbitrario. Si cambias la base matematica (rotas tu cabeza o giras los ejes de referencia), los nimeros
dentro de la matriz cambian cadticamente, y parece que estds tratando con un ente distinto. Es una
visién estética y contable.

Pero una matriz no es una tabla de Excel; es un verbo activo. Acttia sobre el espacio. La norma
subordinada o de operador ignora las coordenadas. Toma la esfera unidad, le aplica la deformacion
y se pregunta exclusivamente: «;cudl ha sido el vector que ha sufrido la violencia mdxima bajo esta
transformacion, y cudnto se ha alargado?» Ese estiramiento méximo (el semieje mayor del elipsoide) es
invariante. No importa desde qué ejes de coordenadas lo mires, la geometria de la deformacién es
absoluta.

2. La Descomposicién en Valores Singulares (Geometria Pura)

Para visualizar esto en tu mente con rigor, debemos invocar el teorema fundamental del dlgebra
lineal aplicada: la Descomposicion en Valores Singulares (SVD).
Cualquier matriz real A se puede factorizar topolégicamente como:

A=UuxvT

Geométricamente, esto disecciona la matriz en tres actos consecutivos sobre la esfera unidad:

e VT (Rotacién inicial): rota la esfera en el espacio de entrada, alineando sus vectores con unas
direcciones “privilegiadas” (los vectores singulares derechos).

* . (Estiramiento ortogonal): es una matriz diagonal que estira la esfera a lo largo de los ejes
cartesianos, transformandola en un elipsoide. Los factores de estiramiento oy, 0, ..., 0N son los
valores singulares.

* U (Rotacién final): toma el elipsoide y lo rota para ubicarlo en su posicion final en el espacio de
salida.

(Qué es entonces la norma del operador ||A||? Es exactamente el valor singular mas grande: 0max.

Es la longitud pura y dura del semieje mayor del elipsoide de salida. Mide el “peor caso posible” de

amplificacién.

3. El salto al infinito: Analisis Funcional y Espacios de Banach

El verdadero motivo por el que se define asi radica en su escalabilidad. Aqui estds trabajando con
matrices finitas £(RY), donde N es 2, 3 0 100.

Pero en ramas avanzadas de las matematicas (Mecanica Cuéntica, Ecuaciones en Derivadas Par-
ciales), los espacios de vectores tienen dimension infinita (Espacios de Hilbert o de Banach, como el
espacio de funciones L?). En un espacio de dimensién infinita, un operador lineal (como la derivada o
una integral de Fredholm) equivale a una “matriz” con infinitas filas e infinitas columnas.

Si intentas definir el tamafio de ese operador sumando sus “componentes”, la suma casi siempre
divergiria a infinito. El andlisis colapsarfa. Sin embargo, la definicién del supremo de la amplificacién:

ITI} = sup |Tx]|
<1
sobrevive perfectamente al infinito. Si un operador en dimensién infinita tiene este estiramiento
maximo acotado por un nimero finito, decimos que es un operador lineal acotado, y automaticamente
garantizamos su continuidad topolégica. La norma del operador es el puente que salva el abismo
entre el dlgebra lineal finita y el andlisis de dimensién infinita.

Teorema (continuidad <— acotacién):

Sea L : X — Y un operador lineal entre dos espacios normados (con norma || - [|x y || - ||y). Las
siguientes tres afirmaciones son estrictamente equivalentes:
* [ es continuo en el origen (x = 0).
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* L es uniformemente continuo en todo el espacio X.
¢ L es acotado, lo que significa que existe una constante M > 0 tal que para todo x € X:

ILx[ly < M x[|x

La justificacién geométrica: por ser lineal, el operador “copia y pega” el comportamiento que tiene en
el origen a todos los demds puntos mediante traslacién. Si es continuo en el origen, no puede rasgar el
espacio ahi; por lo tanto, no lo rasga en ninguna parte. La “acotacién” significa que la imagen de la
bola unidad de X estéd contenida dentro de alguna bola de radio M en Y. El operador no puede coger
vectores de longitud 1y dispararlos al infinito.

4.1.2 Normas matriciales

El caso de las matrices no es mas que la proyeccién finita de esta arquitectura.

Cuando restringimos nuestro universo de estudio a X = RN e Y = R, el 4lgebra lineal elemental
nos dicta que existe un isomorfismo estructural perfecto entre el espacio de todos los operadores
lineales en RY y el espacio de matrices cuadradas £(RN).

Consideracién Topoldgica y Geométrica:

En dimensién infinita, calcular ese supremo es lidiar con el infinito y el vacio topolégico (la esfera
no es compacta). Sin embargo, cuando desciendes al subcaso matricial, la esfera unidad en RY (el
conjunto {x € RN : ||x|| = 1}) es cerrada y acotada; por el Teorema de Heine-Borel, es un conjunto
compacto.

El operador matricial es continuo, y el Teorema de Weierstrass garantiza que toda funcién continua
alcanza su méaximo absoluto en un compacto. Por lo tanto, en tu subcaso £(RY), el “supremo”
abstracto se convierte automéaticamente en un maximo tangible. Existe un vector fisico real en esa
esfera que sufre la méxima deformacién de manera exacta. La norma de la matriz es la concrecién
palpable de la norma del operador.

La norma del operador (subordinada):

Es de una pureza geométrica inigualable. Posee la propiedad submultiplicativa || AB|| < ||A]| || B]|

de forma natural, lo cual respeta la composiciéon de operadores. Es fundamental para las demostra-
ciones tedricas profundas. Sin embargo, su célculo analitico es diabélico. Para calcular la norma
subordinada euclidea (la norma 2) de una matriz A(x), necesitas calcular la raiz cuadrada del mayor
autovalor de la matriz A(x)T A(x). Hacer esto simb6licamente para una matriz que depende de una
variable continua x es una pesadilla de dlgebra no lineal.
Intuicién geométrica de la submultiplicatividad: si la accién de la matriz B amplifica un vector como
mucho un factor || B||, y luego aplicas la matriz A, que amplifica ese resultado como mucho un factor
| Al|, 1a accién combinada AB no puede amplificar el vector original més alla del producto de ambos
factores (|| Al| || BJ])-

La norma de las componentes (por ejemplo, || Al|«):

Es geométricamente ciega. No nos dice nada sobre el factor de estiramiento del operador. Es solo
contabilidad. Pero analiticamente es un regalo. Es trivial verificar si el maximo de los elementos de
una matriz es continuo.

El juego a dos bandas:

El analista utiliza el teorema de equivalencia de normas para jugar a dos bandas:

 Usa la norma de las componentes para demostrar de forma ridiculamente fécil que la matriz A(x)
es continua y estd acotada en un intervalo I.

¢ Dado que el espacio es de dimensién finita, la convergencia y la acotacién en la norma de las
componentes implican automatica e inexorablemente la convergencia y la acotacién en la norma
del operador.

55



* Una vez transferida la continuidad a la norma del operador, el analista emplea esta tltima (y su
submultiplicatividad) para construir las iteraciones de Picard, definir la matriz fundamental del
sistema y probar la unicidad de las soluciones.

Si usamos la norma del supremo de las componentes [|A|l« = max;;[a;j|, la condicién de con-
tinuidad ||A(x) — A(x0)||e < € implica que:

a;i(x)—a;Xx < €
1;%?;(]\]‘ 1]( ) 1]( o)l

Por la propia definiciéon de un maximo, si el valor mdximo de un conjunto de ntiimeros reales no
negativos es menor que €, entonces todos y cada uno de los elementos de ese conjunto deben ser
estrictamente menores que €. Es decir:

Jaij (x) = aij(x0)| < max |ays(x) = ars(x0)| <€ Vi,

Esto demuestra que si la aplicacién matricial es continua (segin la norma), cada una de sus fun-
ciones componentes a;;(x) : I — R es obligatoriamente continua en el sentido del calculo elemental.

4.2 Motivacion del caso lineal

1. El dilema Lineal vs. Afin: Rigor algebraico y funcional

El sistema no homogéneo:

y'(x) = A(x) y(x) + £(x)

no define una transformacion lineal en el espacio de soluciones si f(x) # 0. Si duplicas la condicién
inicial, la solucién no se duplica. Es, por definicién, una estructura afin.

El motivo por el cual la comunidad matemaética lo clasifica como “sistema lineal” proviene del
Anadlisis Funcional. No consideramos la linealidad sobre el espacio de soluciones directamente, sino
sobre el operador diferencial subyacente. Define el operador L que acttia sobre el espacio de funciones
continuamente diferenciables C!(I, RN) y escupe funciones continuas C(I, RN):

L:CYI,RN) — C(I,RYN)

Lly] =y'(x) = A(x) y(x)

Este operador L es estrictamente lineal:

Llc1y1 + c2y2] = ¢1 L[y1] + c2 L]y2]

El sistema completo se reescribe simplemente como L[y] = f(x). Esto es idéntico a la ecuacién de
dlgebra lineal elemental Mx = b. Si b # 0, el conjunto de soluciones no es un subespacio vectorial,
sino un subespacio afin (una traslacién del nticleo o kernel del operador a través de una solucién
particular y,). Por lo tanto, llamarlo sistema lineal es correcto porque estd gobernado por un operador
lineal.

2. El motivo de su existencia: El Principio de Superposicién

La razoén de aislar y estudiar esta estructura afin no es caprichosa. Es la tnica estructura que
preserva el Principio de Superposicién en su nicleo.

Si conoces el nticleo del operador (las soluciones del sistema homogéneo L[y] = 0), conoces toda
la dindmica del sistema. Debido a la dimensién finita del espacio de llegada de los vectores (RN), el
ntcleo de este operador diferencial tiene exactamente dimensiéon N. Esto reduce un problema analitico
de infinitos grados de libertad a encontrar exactamente N soluciones linealmente independientes (un
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conjunto fundamental de soluciones). Ninguna otra estructura matemadtica permite tal reduccién de
complejidad.

3. (Qué tan generales son? La paradoja de la escala

A la pregunta de si son generales o restrictivos, la respuesta cambia radicalmente segtin la escala
del anélisis:

* Globalmente: absolutamente restrictivos. El universo real es profundamente no lineal. La hidrod-
indmica (Navier-Stokes), la relatividad general (ecuaciones de campo de Einstein), la cinética
quimica y la ecologfa de poblaciones son sistemas no lineales. Los sistemas lineales globales son, en
su mayoria, juguetes tedricos o aproximaciones groseras (como el oscilador arménico sin friccién a
amplitudes infinitas).

* Localmente: omnipresentes y universales. Aqui radica su verdadero poder, conectando directa-
mente con la Geometria Diferencial y la nocién de variedad diferenciable. Una variedad topoldgica
es un espacio curvo y complejo que, analizado en un entorno infinitesimal de un punto, se comporta
exactamente como el espacio euclideo plano (el espacio tangente).

Cualquier sistema auténomo no lineal de ecuaciones diferenciales y’ = F(y) puede ser aproximado
en el entorno de un punto de equilibrio y( (donde F(yy) = 0) mediante su desarrollo de Taylor de
primer orden:

y = F(yo) + Je(y0)(y — yo0) = Jr(y0)(y — yo)

donde Jg(yo) es la matriz Jacobiana.

El Teorema de Hartman-Grobman (o Teorema de Linearizacién Local) formaliza esto topologica-
mente: si el equilibrio es hiperbélico (ningtin autovalor de la matriz Jacobiana tiene parte real cero),
existe un homeomorfismo local que conjuga el flujo no lineal con el flujo del sistema linealizado. Esto
significa que la geometria de las trayectorias (nodos, sillas, focos) del sistema lineal es idéntica a la del
sistema no lineal en las cercanias del equilibrio.

4. ;Son interesantes o es propaganda académica?

Son la herramienta mdas importante del anélisis dindmico por una razén metodolégica: el ser
humano no sabe resolver sistemas no lineales generales de forma analitica.

Los sistemas lineales son el tinico terreno donde poseemos un algoritmo constructivo universal
para hallar la solucién exacta (mediante la matriz exponencial, formas de Jordan, o variacién de
pardmetros). Cuando un fisico o ingeniero se enfrenta a un sistema no lineal masivo, su primer y
maés potente recurso no es simularlo a ciegas en un ordenador; es encontrar los puntos de equilibrio,
calcular el Jacobiano, y estudiar el sistema lineal resultante. Toda la teoria de estabilidad de Lyapunov,
el disefio de sistemas de control modernos, y la mecénica cudntica (que es inherentemente lineal en
el espacio de Hilbert a través de la ecuacién de Schrodinger) se sostienen sobre la infraestructura
que estds viendo en esta pagina. No es propaganda; es la lente matematica a través de la cual
fragmentamos el caos no lineal del universo para poder computarlo.

1. Lainmensidad del espacio de funciones (Los infinitos grados de libertad)

Considera el espacio geométrico y algebraico sobre el que acttia nuestro operador L. Este oper-
ador no toma vectores de RN como entrada. Toma funciones enteras y devuelve funciones enteras.
Concretamente, su dominio es el espacio de funciones continuamente diferenciables, denotado como
CY(I,RN).

Un solo punto de este espacio C! (I, RN) es una funcién completa y(x) definida en todo el intervalo

(Cuadl es la dimensién algebraica de este espacio vectorial? Es estrictamente infinita (no numerable).
Para especificar un tnico vector de RY, necesitas dar N coordenadas numéricas reales. Pero para
especificar una funcién arbitraria en C!, necesitas dar infinitos datos. Desde la perspectiva del Analisis
Funcional, si quisieras expresar una funcién arbitraria mediante una base de vectores (como una serie
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de Taylor o una serie de Fourier), necesitarias una suma de infinitos términos, cada uno multiplicado
por un coeficiente (infinitos grados de libertad). Una curva en este espacio puede oscilar, curvarse y
estirarse libremente en cada punto de su dominio x € I.

2. El operador L como filtro topolégico

El operador diferencial se define de la siguiente manera:

L:CHI,RN) — C(I,RN)

Lyl =y - A(x)y

Resolver el sistema homogéneo significa encontrar el conjunto de ceros (el nticleo, denotado como
ker(L)) de este operador. Es decir, buscar dentro de ese gigantesco océano infinito-dimensional
de funciones arbitrarias, aquellas trayectorias exactas cuya derivada en cada instante x compensa
perfectamente a su posiciéon ponderada por la matriz A(x).

A priori, cuando buscas el ntcleo de un operador definido sobre un espacio de dimensién infinita,
lo analiticamente natural es que el resultado siga siendo un subespacio de dimensién infinita. Por
ejemplo, el operador de derivacién simple % aplicado a funciones de dos variables f(x,t) tiene un
nucleo de dimensién infinita (cualquier funcién que dependa solo de ¢ estd en su ntcleo).

3. El colapso a lo finito: El Isomorfismo de Evaluacién

Aqui radica el milagro analitico de las EDOs lineales ordinarias, garantizado topolégicamente por
el Teorema de Existencia y Unicidad (Picard-Lindelof/Cauchy-Lipschitz).

El teorema dicta que si fijas un instante de tiempo xo € I, cualquier condicién inicial v € RN
genera una y solo una funcién completa y(x) en el nticleo de L.

Formalicemos esto. Definamos un operador muy simple llamado aplicacién de evaluacién:

Ey, : ker(L) — RN

y(+) — y(xo)

Esta aplicacién toma un “punto” abstracto del nticleo (que es una funcién) y lo proyecta a un vector
en RN (cortando la funcién en el instante xg).
¢ Esinyectiva (Unicidad): dos funciones distintas del niicleo no pueden cruzar por el mismo punto
v en x. Si lo hicieran, violarian el teorema de unicidad.
* Es suprayectiva (Existencia): para cualquier vector v € RV que elijas, siempre existe una funcién
en el nicleo que pasa por ahi.
¢ Es lineal: consecuencia directa de la linealidad del operador L.
En dlgebra lineal, una aplicacion lineal biyectiva es un isomorfismo. Hemos demostrado que el
espacio ker (L) es isomérfico a RYN. Puesto que la dimensién es una invariante bajo isomorfismos, y
dim(RN) = N, se deduce inexorablemente que dim(ker(L)) = N.

El operador diferencial L es el arquetipo clasico que permite traducir un problema de geometria
analitica intratable (buscar curvas en espacios de funciones) en un problema trivial de dlgebra matricial
finita.

Teorema Sean I C R, un intervalo no necesariamente abierto, de interior no vacio, A € C(I; L(RN)) y
b € C(;RN). En estas condiciones, para cada punto (xo,yo) € I x RN existe una y sélo una funcion
@(+;x0,40) € CHL;RN) que sea solucién en I del Problema de Cauchy

(PC) {y’ = A(x)y +b(x),
y(x0) = yo.
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4.3 EL SDO lineal homogéneo. Matriz fundamental

Sabemos que el conjunto de soluciones del sistema homogéneo y’(x) = A(x) y(x) forma un espacio
vectorial de dimensién N. Esto implica que existen N funciones vectoriales linealmente independi-

entes: y1(x),y2(x),..., yn(x).
Cualquier otra solucién es una combinacioén lineal constante:

y(x) = c1y1(x) + coya(x) + ... + enyn(x)

Aqui interviene el Algebra Lineal bésica. ;Cudl es la forma més natural, eficiente y compacta de
escribir una combinacién lineal de vectores? El producto matriz-vector.

Si colocas esos N vectores columna como las columnas de una matriz N x N, que llamaremos
®(x), el sumatorio anterior colapsa algebraicamente a:

T

donde ¢ = (cq,...,cn)" es el vector columna de las constantes.

Intuicién Geométrica Brutal (El Operador de Evolucién):

Piensa en qué significa la ecuacion y(x) = ®(x) c.

Si evaltias en el instante inicial xo, tienes y(xg) = ®(xp) c.

Si eliges tus soluciones de forma astuta para que en xy la matriz sea la identidad (®(xg) = I),
entonces ¢ = y(xp).

Sustituyendo esto, obtienes:

y(x) = ®(x) y(xo)

Geométricamente, la matriz fundamental ®(x) no es solo una “caja que guarda soluciones”. Es el
Operador de Evolucién Temporal. Toma la condicién inicial del espacio de fases en el instante x (el
vector y(xp)) y lo transporta rigidamente al instante x. En lugar de mirar cémo se mueve una sola
particula, la matriz fundamental te dice cémo se deforma, rota y se estira la cuadricula cartesiana
completa del espacio RN a medida que avanza el tiempo. Condensar la informacién en la matriz
permite dejar de resolver trayectorias puntuales para pasar a resolver la dindmica del espacio mismo.

Teorema Sea F € C(I; L(RN)) una m.f. del SDO. Entonces, se satisfacen las tres propiedades siguientes:
a) Vo ={F(x)c; c € RN}.
b) Si F e CY(I; L(RN)) es una solucion del sistema matricial, entonces existe una matriz de coeficientes
constantes C € L(RN), tal que

F(x) =F(x)C, Vxel

Ademds, [ es en tal caso también una m.f. del SDO, si y sélo si det C # 0.
¢) Para todo (xg,y0) € I x RN, la solucién del Problema de Cauchy

{y’ =A(x)y,
y(xo0) = yo,

viene dada por

@(x;x0,y0) = F(x) F(xo) 'yo, VxeL
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4.4 Foérmula de Jacobi-Liouville

44.1 El wronskiano

El Wronskiano General (Sistemas): Si tienes un sistema lineal cualquiera de dimensién N, y'(x) =
A(x) y(x), el Wronskiano se define universalmente como el determinante de su matriz fundamental:

W(x) = det(P(x)).

Las columnas de ®(x) son los N vectores solucién independientes. La matriz A(x) puede tener
cualquier estructura concebible.

El Wronskiano Escalar (Ecuacién de orden N): Si en lugar de un sistema, tienes una tinica ecuacién
diferencial escalar de orden N, del tipo

y(N) +aN,1y(N*1) +...+ay=0,

para resolverla la transformas artificialmente en un sistema de primer orden definiendo variables
n=y. 0=y, =y

Al hacer esto, la matriz A(x) del sistema resultante tiene una estructura rigida: ceros en casi todas
partes, unos en la superdiagonal (a; ;1 = 1), y los coeficientes de la ecuacién en la tltima fila. A esta
matriz se la llama Matriz Compafiera. E1 Wronskiano de este sistema especifico es el que te ensefiaron
en primer curso, formado por las funciones y sus derivadas sucesivas.

Por tanto, el Wronskiano de la diagonal de unos no es “el Wronskiano”; es el Wronskiano inducido por
una ecuacioén escalar reducida a sistema. La férmula de Liouville aplica al ente geométrico general,
independientemente de la forma de la matriz A(x).

4.4.2 Caso lineal: divergencia = traza

Fijemos el instante temporal x. Considera el espacio de fases RN con coordenadas cartesianas
y = (y1,Y2,...,yn)". El sistema diferencial define en este espacio un campo vectorial, que asigna a
cada punto y un vector velocidad v:

v(y) = A(x)y.
Sea A(x) la matriz formada por los elementos a;;(x). Calculemos la componente i-ésima del vector
velocidad v multiplicando la fila i de la matriz por el vector y:

N
vily) = Y aijyj = an i+ apya+ ...+ aiyi + ... + aNyn-
=

Por definicién en célculo vectorial multivariable, la divergencia de un campo v es la suma de las
derivadas parciales de cada componente respecto a su propia coordenada espacial:

N 9o
V-v= L
; i

Derivemos la componente v; respecto a y;. Como a;; depende del tiempo x pero es independiente
de la coordenada espacial y, todas las variables y; para j # i acttan como constantes y su derivada
parcial es cero. El tinico término que sobrevive es el que contiene a y;:

a?)l' o 0 o
aiyi - aiyl (”11]/1) = aij-

Por lo tanto, sumando para todas las componentes:

N
V.v= ):aii =tr(A).
i=1
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Demostrado. La traza de la matriz A es, geométrica y estrictamente, la divergencia del campo de
velocidades en el espacio de fases. |

1. La diseccién geométrica de una matriz (Estiramiento vs. Cizalladura)

Considera un volumen de control en el espacio de fases RN. Para simplificar la visualizacién,
asume N = 2. Dibuja mentalmente un cuadrado infinitesimal perfecto de drea V, cuyos lados estan
alineados con los ejes cartesianos x; e x».

El campo de velocidades dicta cémo se mueven los vértices de este cuadrado. Como el sistema es
y’ = Ay, la matriz A contiene las derivadas parciales de la velocidad. Dividamos la matriz A en sus
elementos de la diagonal y los de fuera de la diagonal para ver qué le hacen fisicamente a tu cuadrado:
Los elementos de la diagonal (411, 427): Miden el cambio de la velocidad en la misma direccion del
eje. Siajy > 0, la cara derecha del cuadrado (que estd en un x; mayor) tiene una velocidad horizontal
mayor que la cara izquierda. Por lo tanto, la cara derecha se aleja de la izquierda. El cuadrado se
estira horizontalmente, generando un aumento real de drea (o volumen).

Los elementos fuera de la diagonal (a1, 421): Miden el cambio de la velocidad en una direccién
perpendicular al eje. Si ajp > 0, significa que la velocidad horizontal (v1) aumenta a medida que subes
por el eje vertical (x2). La cara superior del cuadrado se desliza hacia la derecha més rdpido que la
cara inferior. Esto deforma el cuadrado convirtiéndolo en un romboide.

Propiedad geométrica crucial: Esta deformacion se llama cizalladura (shear). Por el Principio de
Cavalieri de la geometria elemental, inclinar un rectdngulo para formar un romboide deslizando sus
capas paralelas no cambia su drea (Base x Altura sigue siendo igual).

Conclusién del Paso 1: Los elementos cruzados de la matriz distorsionan y rotan la forma del espacio,
pero no alteran su volumen. La tinica forma de inyectar o extraer volumen del espacio es mediante
los estiramientos axiales puros. Y la suma exacta de esos estiramientos axiales es la Traza:

a1 +axy = tr(A).

2. La conexién con el Cédlculo Multivariable (La Divergencia)

En tu curso de célculo de varias variables, te definieron el operador divergencia para un campo
vectorial general v(y1,...,yN):

_dup | 0 JUN

Vivee—+—+4+...+—.
v ayl ayz ayN

Fisicamente, el Teorema de la Divergencia de Gauss

///(v.v)dv://v.nds

establece que la divergencia en un punto es la densidad volumétrica de flujo saliente. Es decir, mide el
saldo neto entre el fluido que entra y el que sale de una regién infinitesimal por unidad de tiempo y
unidad de volumen.

En un sistema diferencial genérico no lineal y’ = f(y), para calcular esta divergencia tendrias que
construir la Matriz Jacobiana J(y), que contiene todas las derivadas parciales locales. La divergencia
es siempre la traza de esa Matriz Jacobiana local:

V£ =t(J(y):

Nuestro caso es un sistema lineal: v(y) = Ay. El campo lineal es su propio desarrollo de Taylor.
Su Matriz Jacobiana es globalmente constante e igual a A. Por lo tanto, la divergencia de este campo
de velocidades en cualquier punto del espacio es exactamente la traza de A. La ecuacién de Liouville
es simplemente la traduccién al dlgebra matricial del Teorema de la Divergencia aplicado a un campo
de velocidades lineal.
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3. La Invarianza Fundamental (La vision a través de los Autovalores)

La explicacién anterior dependia de los ejes cartesianos x1, x». Pero el espacio no sabe de ejes de
coordenadas. Si rotamos nuestra perspectiva, los elementos de la diagonal cambian, pero la tasa de
expansion fisica de la nube de trayectorias debe ser objetivamente la misma.

Aqui interviene el Algebra Lineal profunda. La traza es un invariante de semejanza. Si cambias de
base mediante una matriz P,

tr(P1AP) = tr(A).

Para ver el porqué fisico, viaja a la base de los autovectores de A (asumiendo que es diagonalizable).
En esa base privilegiada, la matriz se vuelve estrictamente diagonal, formada por los autovalores
A1, Ay, ..., AN. El sistema se desacopla en ecuaciones unidimensionales elementales:

=Mz = z(t) = CeM,

2/2 =MAzy = Zz(t) =C M2t

Si tomas un hipercubo alineado con estos autovectores (las direcciones principales de deformacién),
la longitud de cada arista crece a un ritmo e*i*. El volumen total V(t) de este hipercubo es el producto
de sus aristas:

V(t) = (CreMt) - (CreMt) - - (Cn ™).

Por las propiedades elementales de los exponentes, las multiplicaciones se convierten en sumas en
el exponente:

V(t) = (C1 Cy...Cx) eMtAattAn)t — y o(LADE

En algebra lineal elemental, la suma de los autovalores es estrictamente igual a la traza de la matriz:
Y. A; = tr(A). Por tanto,
V(t) = VyelrAt,

Si derivas esto, obtienes
V’(t) =1tr(A) V().

Resumen conceptual de la invariancia: No importa qué base utilices para medir la matriz. Si te
alineas con las fuerzas internas del sistema (autovectores), la matriz deforma el espacio estirdndolo
puramente en direcciones ortogonales a un ritmo A;. El crecimiento global del volumen es el producto
de esos estiramientos, lo que se traduce algebraicamente en la suma de los exponentes (tr(A)).

4.4.3 Demostracion de la identidad de Liouville

Sea I la matriz identidad N x N, y sea M una matriz cualquiera. Sea h un escalar infinitesimal (un
paso de tiempo mindsculo). Queremos calcular el determinante de la matriz (I +hM).

El desarrollo de Taylor multivariable de la funcién determinante en torno a la matriz Identidad
dicta que, a primer orden lineal en h:

det(I + hM) = 1+ h tr(M) + O(h?).

Justificacién analitica breve: Imagina el determinante. Es el producto de los elementos de la diagonal,
mds combinaciones cruzadas. La diagonal de (I +hM) es (1 4+ hmy1), (1+ hmyy), ... Si multiplicas
estos N binomios, el término constante es 1. El término lineal en & se obtiene eligiendo la /1 de un
paréntesis y el 1 de todos los demads; esto da precisamente la suma h(my1 + mp +...) = h tr(M).
Cualquier producto que tome elementos fuera de la diagonal debe tomar al menos dos de ellos (por
las reglas de las permutaciones del determinante), o que generara términos de orden h? o superior.

Paso 1: La dinamica del operador
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Partimos de la definicién de matriz fundamental, que satisface la ecuacién diferencial matricial
que descubrimos en el mensaje anterior:

Paso 2: La definicién infinitesimal de la derivada

Queremos encontrar la derivada temporal del Wronskiano, W(x) = det(®(x)). Usemos la defini-
cién de limite puro de la derivada de Newton-Leibniz:

W/(x) = lim W(x + hlz ~W() _ lim det(®(x + h) ; — det(®(x))

Paso 3: El transporte en el tiempo de la Matriz Fundamental

Expresamos ®(x + ) usando su propio desarrollo de Taylor en tiempo continuo:
O(x+h) = d(x) +hd' (x) + O(H?).
Sustituyendo nuestra ecuacion diferencial matricial ®'(x) = A(x) ®(x) en el término lineal:
O(x+h) = d(x) +hA(x) D(x) + O(h?).
Podemos sacar la matriz ®(x) como factor comun por la derecha (extrayendo la matriz identidad I):
O(x +h) = [[+hA(x)] D(x) + O(K?).

Pausa geométrica: Esta ecuacién es sublime. Dice que la base de soluciones en el tiempo x + & es
exactamente la base de soluciones en el tiempo x, pero sometida a una deformacién afin dictada por
el operador [I + 1 A(x)].

Paso 4: El choque con el Determinante

Aplicamos la funcién determinante a ambos lados de esa ecuacién. Sabemos por el dlgebra lineal
que el determinante de un producto de matrices cuadradas es el producto de los determinantes
(det(AB) = det(A) det(B)):

det(®(x +h)) = det(I +h A(x)) - det(®(x)) + O(h?),

W(x + 1) = det(I+h A(x)) - W(x) + O(?).

Paso 5: El colapso algebraico final

Invocamos el Lema II que acabamos de demostrar: det(I +h A(x)) = 1+ h tr(A(x)) + O(K?).
Sustituimos:
W(x+h)=[1+htr(Ax)) +OH)] - W(x) + O(H?),
W(x+h) = W(x) +h tr(A(x)) W(x) + O(h?).

Movemos W(x) al lado izquierdo y dividimos por h:

W(x+h)—W(x)

O(h?)
p .

h

= tr(A(x)) W(x) +

Finalmente, al tomar el limite cuando la perturbacién infinitesimal desaparece (h — 0), el término del
error O(h) colapsa a cero, y la expresion se solidifica en la férmula exacta:

W'(x) = tr(A(x)) W(x).

Con el Lema I, concluimos ademas que W/(x) = (V - v) W(x). |
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4.4.4 Algunas consecuencias

La intuicidn fisica: El Teorema de Gauss y los Fluidos

Para visualizar esto en tu mente, invoca el Teorema de la Divergencia de Gauss que aprendiste en
calculo de varias variables.

Imagina que tus N soluciones fundamentales encierran una “gota de tinta” (un volumen de
condiciones iniciales) dentro del flujo del sistema diferencial.

Sitr(A(x)) > 0 (divergencia positiva), el campo acttia como un manantial. La gota de tinta se expande
exponencialmente a medida que avanza el tiempo x. El volumen diverge.

Sitr(A(x)) < 0 (divergencia negativa), el campo actia como un sumidero. El sistema disipa energia
(friccion), el espacio se comprime y la gota de tinta es aplastada exponencialmente hasta tender a un
volumen nulo, colapsando hacia un punto de equilibrio (un atractor).

La conexidn con la Fisica Tedrica

(Qué ocurre si la traza de la matriz es estrictamente cero, tr(A(x)) = 0?

Por la identidad de Liouville, si la traza es nula, la exponencial de cero es 1. Por lo tanto:

W(x) = W(xg) = constante.

Esta es la base absoluta de la Mecédnica Hamiltoniana y la Mecénica Estadistica.

En la fisica clasica, los sistemas conservativos (sistemas sin friccién, como la érbita de los planetas,
un péndulo ideal o un gas confinado) estdn gobernados por ecuaciones cuyas matrices (o Jacobianas
locales) tienen traza cero. El Teorema de Liouville en fisica asegura que el volumen del espacio de
fases se conserva perfectamente. El fluido de trayectorias es incompresible. La “nube” de posibles
estados del universo puede retorcerse, estirarse como un espagueti y adquirir formas fractales de una
complejidad abismal, pero su hipervolumen exacto jamés disminuye ni aumenta. Sin esta propiedad
geométrica, la termodindmica tedrica colapsaria.

Finalmente, puesto que la funcién exponencial ¢* jamds puede ser exactamente cero para ningtn
valor real o complejo de z, la solucién de Liouville

W(X) _ W(XQ) efx); tr(A(s)) ds

nos impone una ley dictatorial:

* Si empiezas con soluciones linealmente independientes en xj, su volumen inicial es no nulo
(W(xp) # 0). Debido a que la exponencial nunca es cero, el volumen W(x) jamés sera cero en
ningln instante del tiempo.

* Si empiezas con soluciones dependientes, W(xg) = 0, el volumen serd cero eternamente.

Esta es la garantia de seguridad de la topologia del sistema lineal. Te asegura que las soluciones
no pueden “colapsar” y perder una dimensién repentinamente en un instante de tiempo arbitrario
x, para luego volver a separarse. Si el paralelepipedo de soluciones tiene volumen al principio, las
trayectorias podrdn aplastarse infinitamente si la traza es muy negativa, pero matematicamente, la
independencia lineal se preserva a lo largo de todo el intervalo de existencia I.
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Slmulador ae la rormula de Liouvilie

® Vectorv, @ Vectorv, @ Paralelogramo

Integral Traza

0.671

Trazade A

Simulador de la Formula de Liouville

, @ Vectorv, @ Paralelogramo

Area (Det)

® Vectorv, ® Vectorv, @ Paralelogramo

Area (Det)

0.007

TrazadeA )

4.5 EL SDO lineal no homogéneo. Método de Lagrange de variacién
de las constantes

«El método de variacién de las constantes de Lagrange siempre se me ha figurado 100% heuristico,
¢;a cuento de qué deberia funcionar? ;Cudl es la intuicion que a uno le lleva a pensar asi?»

Tu frustracién estd justificada. En la inmensa mayoria de los textos de grado, este método se
presenta como un truco de magia ciego: “Hagamos que la constante sea una funcién y recemos para
que los términos se cancelen”. Esa es una visién vulgar y anticuada. El método de Joseph-Louis
Lagrange no es un Ansatz (suposicién) heuristico; es una de las maniobras geométricas y algebraicas
mads formales y universales de la matemadtica.
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A cuento de qué funciona se explica entendiendo que no estds “variando una constante”, sino
cambiando tu sistema de coordenadas a un sistema de referencia solidario con el flujo del espacio.
Vamos a desglosar esta intuicién geométrica, fisica y algebraica con rigor implacable.

1. La Intuicién Fisica: El Barco en el Rio y el Observador Inercial

Considera el sistema afin completo:

y'(x) = A(x) y(x) + b(x).

Visualiza este sistema fisicamente.

El término A(x) y(x) es un rio caudaloso. Es la dinamica intrinseca del espacio. Si dejas una particula
ahi, serd arrastrada por la corriente geométrica.

El término b(x) es un motor externo. Es una fuerza exégena que obliga a la particula a desviarse de la
corriente natural del rio.

Resolver el sistema buscando y(x) significa calcular la trayectoria absoluta de un barco (que tiene
el motor b encendido) desde la perspectiva de un observador plantado firmemente en la orilla del rio
(el origen de coordenadas fijo). Desde la orilla, la trayectoria es un caos incomprensible, porque el
observador ve la suma acoplada de la corriente del rio y el empuje del motor.

La epifania de Lagrange: Lagrange propone un cambio de perspectiva radical. ;Qué pasa si el
observador abandona la orilla, se sube a una balsa de madera y se deja arrastrar libremente por el rio?

Esa balsa flotante es la Matriz Fundamental ®(x). Satisface ®'(x) = A(x) ®(x), es decir, fluye
exactamente con la corriente del espacio.

Si decides medir la posicién del barco desde la balsa, estds definiendo un nuevo vector de coor-
denadas u(x). Geométricamente, la posicion absoluta y(x) se obtiene tomando tu posicién relativa
en la balsa u(x) y suméndole el desplazamiento de la balsa ®(x). Matricialmente, esto es una
transformacién de base dependiente del tiempo:

(Por qué es magistral esta idea? Porque para el observador que viaja en la balsa, el rio estd comple-
tamente quieto. La matriz A(x) desaparece de su realidad. Lo tinico que percibe este observador es
que el barco se mueve puramente por culpa de su motor.

Si el barco estuviera apagado (b(x) = 0), el barco flotaria al mismo ritmo que la balsa. Su distancia
a la balsa no cambiaria. Es decir, u(x) = ¢ (una constante). jDe ahi viene la notacién original de
“variacioén de constantes”! No es que la constante varie médgicamente; es que al encender el motor, tu
posicioén relativa respecto al marco inercial que fluye deja de ser constante y empieza a evolucionar
dictada tnicamente por el motor.

2. La Demostracién Algebraica (El Aniquilador)

Veamos cémo la intuicién fisica obliga a la matematica a obedecer. Si metemos nuestra transforma-
cion y(x) = ®(x) u(x) en el sistema original, aplicamos la regla del producto de Leibniz:

@' (x)u(x) + ®(x) u'(x) = A(x) ®(x) u(x) + b(x).

Aqui ocurre la “cancelacién mégica” que te parece heuristica. Pero ffjate en los términos extremos.
Como la balsa ®(x) obedece al rio, sabemos por definicion que ®’(x) = A(x) P(x).

Por tanto, el término @’ (x) u(x) y el término A(x) ®(x) u(x) son exactamente el mismo objeto
algebraico. Representan la aceleracion de arrastre del sistema de coordenadas. Se aniquilan mutua-
mente:

®(x)u'(x) = b(x).

Despejando la derivada de nuestra coordenada relativa:

u'(x) = 1(x)b(x).
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Lectura geométrica del resultado: La velocidad relativa del barco (u’) no es igual al vector del motor
(b). Es igual al empuje del motor proyectado hacia atrds en el tiempo mediante la matriz inversa
®~1(x). A esta operacién en geometria diferencial se le llama un Pullback. Estds tomando la fuerza en
el instante x y traduciéndola a las coordenadas iniciales del observador.

Al integrar directamente (porque ahora es una simple integral de Riemann unidimensional):

u(x) = /x:q)_l(s)b(s) ds.

Y multiplicando por ®(x) para volver a la orilla del rio, tienes la férmula exacta. No hay heuristica.
Es el teorema del transporte de coordenadas mds limpio del algebra lineal.

Teorema Sea F una m.f. del SDO lineal homogéneo. Entonces, para cada (xo,yo) € I x RN, la solucién
@(-; x0,Y0) del Problema de Cauchy

(PC) {y’ = A(x)y+b(x),
y(x0) = yo,

viene dada por

p(x5 30,90) = F(x) F ) yo + [ FG) P () bls)ds, Vel

4.6 SDO lineal de coeficientes constantes. Exponencial de una
matriz

Dada una sucesién de matrices {A,; n > 0} C L(IRN), se dice que la serie Y3 A, es convergente, si
existe el limite

m (ee]
Jim Y Ani= ) Aw
n=0 n=0
en el espacio normado £(RY). Es inmediato comprobar que si la serie de matrices converge, entonces

[e)

An
0

[e¢]
< ) Al
n=0

n=

Sea A € L(RN) una matriz fijada, como, evidentemente, la serie

es convergente, de lo dicho con anterioridad podemos concluir que la definicién que sigue tiene
sentido:

Definicién Se define la matriz exponencial de A como la matriz e € L(RN) dada por

donde, por definicion, AY .= Iy, la matriz identidad N x N.

Es inmediato, teniendo en cuenta, que se satisface

A < e|A|, ara toda A € £(RN).
P
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Observacién Obsérvese que si B y P son matrices reales N x N, con P reqular,y A = P B P~1, entonces
como consecuencia de la continuidad de la multiplicacion en L(RN), es inmediato comprobar que

eA =pefpl,

Observacion Es sencillo comprobar que la definicién de e?, y la observacion precedente, se pueden extender al
caso de matrices con coeficientes niimeros complejos.

Es evidente que

N = Iy,

donde por @y denotamos a la matriz N x N idénticamente nula.
También se satisface que ¢” siempre es invertible, y de hecho,

-1
(eA) —e¢ 4, paratoda A € L(RVN).
Esta dltima afirmacién es un corolario inmediato del siguiente resultado:

Proposicién Si A, B € L(IRN) son dos matrices que conmutan, es decir tales que AB = B A, entonces

A+B _ pA B _ B A

e e’ e”,

Bed = ¢4 B.

Proposicién La funcion exponencial asociada a A definida por satisface:
a) F4 € CH(R; L(RN)),
b) F),(x) = AF4(x), para todo x € R,
c) Fa es una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo.

Corolario Sean A € C(]RN Yybe C(L RN ), con I C R intervalo de interior no vacio, dadas. Entonces, para
cada (x9,y0) € I x RN, la solucién ¢( -; xo,10) del Problema de Cauchy

'=A b(x),
(PC) {y y+b(x)
y(x0) = Yo,
viene dada por
"X
@(x; x0,Y0) = el¥—%0)A Yo+ / e =504 p(s) ds, para todo x € I.
J X0
Denotaremos I; = 1, e I; a la matriz identidad n X n, para todo entero n > 2. Analogamente,

denotaremos H; = 0 € R, y para todo entero n > 2, denotaremos H, a la matriz n x n de término
general hj; = J;,1, siendo J;, 1 j la delta de Kronecker, es decir,

o10 --- 00
o 01 --- 00
Hy=|[: @ .o
O 0 o0 --- 01
o 0 o0 --- 00

Dados A, ntimero complejo, y n > 1 entero, llamaremos caja de Jordan de dimensién n asociada al

numero A, a
Ju(A) := AL, + Hy.

SiJu,(Ar), r=1,...,k, son k cajas de Jordan, denotaremos
diag (Ju, (A1), -+ Jue (Ar))
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ala matriz (er‘zl n,) X (Zlle n,) que se obtiene escribiendo las cajas de Jordan J,, (A,) en la diagonal,
y tomando el resto de las cajas ceros.
Se tiene el resultado siguiente:

Teorema (de Jordan) Sea A una matriz cualquiera N X N de niimeros reales o complejos. Existen una matriz
reqular N x N de miimeros complejos, P, y una matriz | de la forma

] = dlag (]711 ()\1)/ . '/IHk(Ak)) 7

para algiin k > 1, de tal manera que
A=PJp~L.

La matriz | estd determinada por A de manera univoca, salvo el orden en que se escriben las cajas de Jordan, y
se la denomina la forma canénica de Jordan de la matriz A. A la matriz P se la denomina matriz de paso.

Sobre el teorema precedente, hagamos las siguientes puntualizaciones:
a) Evidentemente, Y*_, n, = N.
b) Los A, r=1,...,k, son todos autovalores de A.
¢) Un mismo autovalor puede aparecer en dos o més cajas de Jordan en |, pero en total, el nlimero
de veces que aparece en la diagonal de | coincide con la multiplicidad de ese autovalor.
Observemos, que dada A € L(RN), si la escribimos en la forma, entonces tenemos

& = perl p1 paratodo x € R,

y en consecuencia, para calcular e¥4 basta conocer la forma canénica de Jordan de la matriz A, una
matriz de paso P y su inversa, y saber cémo se calcula e*/.
Teniendo en cuenta que para cualquier A real o complejo, y cualquier enteron > 1, AxI, y xH,
conmutan, es inmediato que
ex]n(A) _ ex/\ln ean )

Pero, como es sencillo comprobar, H,7§ = Oy, paratodok > n,ysi2 <k <n-1, H’n‘ es la matriz de
elemento hij = i 4k,j- En consecuencia, es inmediato que

E)\X x eAx xZ e/\x xn72 e)\x xnfl eAx
1! 2! (n—2)! (n—1)!
0 e)\X xe/\x xn—3 e)\x xn—Z e/\x
o 1! (n—=3) (n—2)!
e"’n = . .
Ax
Ax xe
0 0 0 e e 1
0 0 0o - 0 eM

Ahora, basta observar que, como es sencillo comprobar, si | es de la forma, entonces
o — diag (exfnl (A1) ., exfnk()‘k)>_

En el caso en que los autovalores de A son todos reales, teniendo en cuenta el apartado b) de la
Proposicién, podemos afirmar que la funcién matricial

F(x)=Pe¢’, xeR,

es una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo, y por tanto, para resolver dicho sistema no
es necesario el calculo de P~ 1.
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4.7 Ejercicio de ejemplo

El Problema de Cauchy a resolver:

Donde:
211 0 0 1
020 0 e 0
A=1lg 00 1| M=o ]| w=1,
001 0 0 1

Nuestra misién: Hallar P, construir | (tanto compleja como real), calcular e y obtener la solucién
global ¢(x).PASO 1: Espectro de la Matriz (Autovalores)Calculamos el polinomio caracteristico
det(A —AI) =0:

(2-A)2(A%+1) =0

Los autovalores son el espectro vibracional de nuestro universo:A; = 2 (Multiplicidad algebraica
2). Promete crecimiento exponencial e?*, pero al estar repetido, debemos investigar si esconde un
bloque de Jordan.A, 3 = %i (Complejos conjugados). Prometen rotacién pura (cos x, sin x).PASO 2:
Diseccionando la parte Real (El Bloque de Jordan)Vamos al subespacio asociado a A = 2. Resolvemos
(A-2Iv=0:

01 1 0\ /n 0
00 0 0][x]| [0
00 -2 —1|[x] " |o
00 1 -2/ \x 0

De las dos tltimas filas obtenemos x3 = 0, x4 = 0. De la primera fila, x + x3 = 0 = x, = 0.El vector
libre es x7. Por lo tanto, solo hay un tinico autovector linealmente independiente:v; = (1,0,0,0) Tla
multiplicidad geométrica (1) es menor que la algebraica (2). Hay un déficit de autovectores. El
espacio esta retorcido. Para completar la base, buscamos un autovector generalizado v, resolviendo
(A—=2Dvp, = vq:

01 1 0\ /x 1
00 0 0|[x] [0
00 —2 1| |x]| "o
00 1 -2/ \n 0

Nuevamente x3 = 0,x4 = 0, pero ahora xo +x3 =1 = x; = 1. Elegimos x; = 0.0 =
(0,1,0, O)T.Geométricamente, v, alimenta a v;. Esto creard el término xe?*.PASO 3: Diseccionando
la parte Compleja (La Bifurcacion Filos6fica)Buscamos el autovector para A = i. Resolvemos (A —
il )’UC =0

2-i 1 1 0
0 2—i 0 0
0 0o i —1[%=0
0 0 1 —i

Resolviendo este sistema paso a paso (omito el dlgebra elemental para no saturar), se obtiene un
autovector complejo:
-1
Oc = 0 .
2—1i

—1-2;

(Qué pasa si lo dejamos en términos imaginarios? Si operdramos en C*, usariamos v¢ y su conjugado
o¢. La forma de Jordan seria diagonal: diag(2,2,i, —i) pero con el bloque de Jordan en el 2. Exigiria
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lidiar con exponenciales complejas en la solucion final, lo cual es inttil si buscas una magnitud fisica
medible.Buscar la Forma Canénica Real:Rompemos v¢ en su parte real e imaginaria: v¢ = u + iw.

-1 0
u= 0 w = 0
27 | -1
-1 -2
iMagia analitica! Observa cémo opera la matriz sobre estos vectores: Au = —w y Aw = u. Estos dos

vectores generan un plano invariante en R* sobre el cual la matriz A acttia como una rotacién.PASO
4: La Piedra Rosetta (Matriz P y su inversa)Ensamblamos la matriz de paso P usando nuestra base
natural {vy, vy, u, w}:

10 -1 O
01 0o O
b= 00 2 -1
00 -1 -2

Usando eliminacién de Gauss (u operaciones por bloques elementales), hallamos el inverso temporal,
P~1, que proyecta cualquier estado del espacio a nuestra base purificada:

10 2/5 -1/5
pa_f01 o 0
00 2/5 -1/5
00 -1/5 -2/5

PASO 5: La Forma Canénica de Jordan Real (Jr)Al multiplicar P~1AP, el caos de la matriz original se
destila en su esencia mds pura:

21 0 0

102 0 O

k=10 0 0 1

00 -1 0

Fijate en esta obra de arte. Arriba a la izquierda: el bloque de Jordan (crecimiento y cascada
polinémica). Abajo a la derecha: el bloque antisimétrico de rotacién (oscilacién arménica sin crec-
imiento porque la parte real de +i es 0).PASO 6: El Flujo Purificado (¢*/k)Calculamos la exponencial
de Jr usando las propiedades espectrales (separacién en bloques):

e2X xe?x 0 0

S | 0 e 0 0
0 0 cosx  sinx
0 0 —sinx cosx

Esta matriz es la matriz fundamental canénica. Contiene el ADN del sistema: "exponenciales”,
"resonancia (x)" y "rotaciones".PASO 7: Resolucién Final Absoluta (Aplicando a Duhamel)Recuerda
el Corolario: y(x) = e*yg + [; e(*"*)4b(s)ds.Sabiendo que e¥4 = Pe*/k P~1, trabajaremos en las
coordenadas de Jordan proyectando las condiciones iniciales y la perturbacién externa:

1 4/5
1, _p1|0] _ 0

Z()—P yo—P 0 = _1/5
1 -2/5

0 0
2s 2s

_ p-1 _p-1|¢€ _]e
b(s) =P 'b(s) =P ol=10o
0 0
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(Fijate qué elegante: la perturbacién resulta afectar exclusivamente a la coordenada de resonan-
cia v;).Calculamos la solucién en el espacio canénico, z(x) = e’/Rzg + [if e(¥=5)IRp(s)ds:La parte
homogénea (e*/kzy):

eXr  xe?* 0 0 4/5 262

0 ¥ 0 0 0o | _ 0

0 0 cosx sinx ~1/5| | —%cosx—Zsinx
0 0 —sinx cosx —-2/5 %sinx—%cosx

La parte no homogénea (La integral de la memoria):

2(=s) (x — 5)e2(x—9) 0 0 0

x 0 e2(x=s) 0 0 %
/ . ds

0 0 0 cos(x —s) sin(x —s) 0

0 0 —sin(x —s) cos(x —s) 0

Al multiplicar, sobrevive tinicamente la segunda columna por la segunda componente de b(s):

(X _ S)eZ(x—s)e2s (x _ S)eZX
x e2(x—s) p2s Y o2
/0 0 ds = /0 0 ds
0 0

Aqui es donde ocurre la brutalidad resonante. Como la perturbacién oscila a la misma "frecuencia”
exponencial (%) que el sistema base, extraemos el e>* de la integral:

fox(xr_s)ds xTZeZX

o2 fO 1ds _ xe2x
0 0
0 0

(Esta x? refleja un crecimiento parabélico acoplado a la exponencial fruto del bloque de Jordan
inyectando informacién desde un término que de por si ya era forzado externamente. Es el pindculo
analitico del ejercicio).Uniendo z(x) y volviendo a la realidad:

2
%62x+ X< 2x

278

xe-*

z(x) = 1 2
—5cCosx — £sinx

1o 2
gsmx— SCOSX

Finalmente, la solucién en nuestras coordenadas fisicas es y(x) = Pz(x). Operamos P - z(x):

1 0 -1 0 Z1

o1 0 0=

YO =19 0 2 -1z

00 -1 -2 Z4
Obteniendo de manera rigurosa, precisa y definitiva:y; (x) = (& + %)ezx + L cosx + Zsinxyy(x) =
xe?*y3(x) = 2(—%cosx — Zsinx) — (3sinx — Zcosx) = —sinxys(x) = —(—%cosx — Zsinx) —

2(% sinx — % cosx) = cos xAqui lo tienes: un tapiz abrumador. Ves como el autovalor A = 2 crea

expansiones y resonancias (x%e%¥), y coémo los autovalores +i trazan circulos irrompibles (— sin x, cos x)
independientes del caos exterior, todo unido en una hermosa geometria gracias a la lente de Jordan.
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4.8 EDOs lineales de orden n

Proposicién Para cada (xo, Yo, Y, - ..,yé”fl)) € I x R" dado, existe una y sélo una solucién en I del

Problema de Cauchy

— 3

/ n—

(PC) {y<"> = a1 (x)y" Y+ g (1) Y+ () y + b(x)
y(x0) =0, ¥(x0) =vh o ¥ V(xo) =y,

dicha solucién es denotada ¢( -; xO,yo,y(), L /y(()”—l))'

Proposicion El conjunto V' es un subespacio vectorial de C" (I) de dimensién n.

Definicién Se denomina sistema fundamental de soluciones de, a cualquier base { @1, ..., ¢, } del espacio
vectorial V.

En tal caso, la solucién general de la ecuacién homogénea viene dada por
Yn(x,C1,Co ..., Cn) = Cr1(x) + Coa(x) +...+ Crpn(x), Vxel,

siendo Cq,Cy,...,C,; € R constantes arbitrarias.
Obsérvese por otra parte, que, como se comprueba facilmente, una familia de n funciones
{¢1,..., n} C C"(I) es un s.f. de soluciones si y sélo si la matriz

¢ S
(Pgnfl) (Pgnfl) o (P’(szl)

es una m.f. del correspondiente SDO lineal homogéneo de primer orden asociado.

Proposicién Sean {1, ..., u} n soluciones en I de la EDO. Dichas soluciones constituyen un s.f. de
soluciones si y sélo si existe un punto xo € I tal que el determinante de la matriz wronskiana de la familia
{@1,..., Qun} esdistinto de cero en dicho punto, y en tal caso, el citado determinante no se anula en ningiin
punto del intervalo 1.

Proposicién Si ¢, es una solucién particular en I, entonces

Vi ={ep+e 9oV},

es decir, V' coincide con la variedad afin ¢, + V.

Si se conoce un s.f. de soluciones, se puede calcular una solucién particular usando para ello el
método de Lagrange de variacién de las constantes. En concreto, sea {qol, e, (pn} un s.f. de soluciones;
en tal caso, buscamos una solucién particular que sea de la forma

n

pp(x) = ) ci(x) gi(x), Vxel,



perteneciente a C1(I;IR"), tal que F(x) c(x) sea solucién del SDO lineal asociado, siendo

¢1(x) p2(x) 0 ea(x)
1 (x) px) o en(x)
F(x) = ; : - :
Rl €O I G €O IPPRI A €5
En consecuencia, se ha de satisfacer
0
0
F(x)c'(x) = b(x), con b(x)= :
0
b(x)

Proposicién (método de variacién de las constantes) Sea {¢1, ..., ¢, } un s.f. de soluciones. En tal caso,
existe una solucién particular que es de la forma

n
pp(x) =) ci(x) gix), Vxel,
i=1
con las c;(x) funciones de C'(I) determinadas de manera univoca salvo constantes aditivas, por el SDO

c

—~
=

(x) @1(x) +c5(x) @2(x) + ... + ¢ (x) @u(x) = 0,
(x) @1 (x) +c(x) @5 (x) + ..+ eu(x) @ (x) =0,

_

c

—~

_

¢ (x) 9\ (x) + ¢4 (x) 8" P () + ..+ (2) 9P () =0,
b

¢ (x) "V (x) + ch(x) 8"V (x) o+ c(x) @0 () =

para todo x € I.

4.9 EDQOs lineales de orden n de coeficientes constantes

Sea la EDO
n
y"W =Y ayth,
k=1

cona, € R, paratodok =1,2,...,n.
Se denomina polinomio caracteristico asociado a la ecuacién, al polinomio

n
p(A) =A" =Y g A,
k=1

Sean /\]-, j =1,2,...,n, las n raices del polinomio caracteristico, es decir, las n soluciones de
p(A) = 0, contadas cada una tantas veces como indique su multiplicidad.

Teorema Sean Ay, ..., Ay, las raices reales distintas de p(A), de multiplicidades respectivas my, .. ., mgq. Sean
Ag41s- -, Agts, las raices no reales distintas de p(A), agrupadas por conjugadas, es decir,

Aqtj = Cq+j  Bojl
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con ag,; € R,y Byyj € R\ {0}, con multiplicidades respectivas mgy1,...,mgts (luego 2}7:1 m; +

2y 1 mgyj = n). Definamos @j(x) = xk ¥, para todo 1 < j < g,y todo 0 < k < mj—1,

k &

<p]1.k(x) = xk e"i* cos Bjx,
cp]Zk(x) = x* " sen Bx,

paratodoq+1 <j<q+s,ytodo0 <k < m;—1. Entonces, el conjunto de las n funciones asi definidas,
constituye un sistema fundamental de soluciones de la EDO.

1. El Despliegue Topolégico: De la Sombra al Hiperespacio

Filoséficamente, una EDO de orden 7 es como observar la sombra unidimensional de una particula
que se mueve en un hiperespacio de 1 dimensiones. La ecuacién y™) = ¥ a, y("~%) solo te da la
coordenada y en el tiempo. Pero para entender verdaderamente el sistema, debemos “desplegarlo”
(un difeomorfismo conceptual) en un espacio de fases IR”. Definimos el vector de estado

y" =V (x)

Al hacer esto, tu EDO de orden 7 se transforma en un Sistema Diferencial Ordinario (SDO) de primer
orden:
Y'(x) = AY(x).

Donde A es la famosa Matriz Compariera (o de Frobenius):

0 1 0 0

0 0 1 0
A= :

0 0 0 1

ap Ay 1 4y ... @M

Aqui ocurre la primera magia geométrica: si calculas det(A — AI) = 0, obtendrds exactamente
el polinomio caracteristico de tu pregunta: p(A) = A" — Y. a; A"k, El ADN del sistema escalar
unidimensional y el del fluido n#-dimensional es exactamente el mismo.

2. La Conexién con el Andlisis Funcional y el Operador Diferencial

Desde el Andlisis Funcional, estamos estudiando el kernel (nticleo) de un operador diferencial
lineal L = D" —a;D" ! — ... —a,l,donde D = %. Sabemos que el espacio solucién es un espacio de
Hilbert/Banach de dimensién finita n. Tu teorema busca la base de este espacio vectorial.

Cuando resuelves el sistema matricial Y/ (x) = A Y(x), la solucién formal viene dada por la matriz
exponencial (un concepto nacido del dlgebra de Lie y la topologia de grupos):

Y(x) = e Y(0).
;Qué es eA*? Es el operador de evolucién temporal (el flujo difeomoérfico). Y aqui es donde entra Jordan a

reventar el problema.

3. El Milagro Geométrico de Jordan y el origen de las x*

Si la matriz A tuviera n autovalores distintos, seria diagonalizable (A = PDP~!) y el espacio se
dividiria en 1 rectas invariantes puras. Las soluciones serian simplemente sumas de "/~

Pero, ;qué pasa cuando hay raices multiples? Geométricamente, el espacio de fases experimenta
una degeneracién direccional. No hay suficientes “autovectores propios” (direcciones puras) para
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formar una base. La matriz compafiera tiene una propiedad fascinante y extrema: su multiplicidad
geométrica para cualquier autovalor es SIEMPRE 1.

Esto significa que, sin importar la multiplicidad algebraica m de una raiz A, solo habra un autovector
real. Las otras m — 1 dimensiones deben ser llenadas con “autovectores generalizados”. En la Forma
Canénica de Jordan (A = PJP~!), esto genera un tinico Bloque de Jordan gigantesco para esa raiz:

A1 0 ... 0
oA 1 ... 0
Ja=1{: ¢ . . | =AI+N.
00 0 A 1
00 0 0 A

Donde N es una matriz nilpotente (una matriz que, al elevarla a una potencia, se aniquila y da 0).
Geométricamente, N representa una “cizalladura” o “deslizamiento” constante en el espacio euclideo.

Ahora conectamos la integracién (Calculo) con los anillos algebraicos (Algebra). Calculemos la
exponencial de este bloque:

eIAx — e(AI+N)x — pMx pNx _ pAxp, oNx

Aqui esta la epifania. Usamos la serie de Taylor para la matriz nilpotente N. Como N es de tamafio
m x m, resulta que N = 0. jLa serie infinita se corta bruscamente!

NZ Nm—l

Nx 2
=1 — e ———
e + Nx + T + +(m_1)!

xm—l

ijBAM! Miralo detenidamente. Multiplica esto por el escalar e** que estaba esperando fuera, y ahi los
tienes:

e/\x, xe/\x, x2 e/\x, o, xm—l e/\x'

Conclusién filoséfica de este punto: Los términos polinémicos x¥ que aparecen en el Teorema no son
un capricho de un método analitico “ad hoc”. Son el rastro directo de la expansiéon de Taylor truncada
por la nilpotencia de la cizalladura geométrica (el bloque de Jordan) en el espacio de estados. Es puro
isomorfismo estructural.

4. Geometria de Curvas y Topologia: Las Raices Complejas

El teorema también habla de g[)]l-k(x) = xkei* cos(B;x) y el seno. ;Qué es esto de “agrupar conju-
gadas”? En IR", si tienes raices complejas A = «a % if, la matriz de Jordan real no te genera un bloque
diagonal, sino un bloque compuesto por matrices de rotacién 2 x 2:

R=(% 1)

Desde la Geometria de Curvas y Superficies, este bloque define un subespacio invariante bidimen-

sional (un plano topolégico insertado en IR").

¢ El término « acttia como el generador de homotecias (dilatacién si & > 0, contraccién si a < 0).

* El término f es el generador de la variedad SO(2), el grupo especial ortogonal de rotaciones.
Juntos, el operador de evolucién eR* esculpe una espiral logaritmica perfecta en ese plano 2D.

Por la Férmula de Euler (¢/#* = cos Bx + isin Bx), la exponencial de esta matriz rota y escala si-

multdneamente. Y si esa raiz compleja tiene multiplicidad m, entra de nuevo la matriz nilpotente N,

multiplicando esa espiral por x,x%,... creando una dindmica que es un “espiraleo resonante” que

diverge o converge polinomialmente.

5. El Resumen de la Conexién (Tu intuicidén ratificada)

51, podemos evitar las matrices de Jordan y resolver la EDO escalar asumiendo soluciones de la

forma y = xF ¢’ apelando a que el operador diferencial (D — A)™(y) = 0 aniquila esos polinomios.
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Es mads simple operativamente. Pero ontolégicamente, el Teorema ES la version escalar de la Forma

Canonica de Jordan.

* Polinomio Caracteristico: es el determinante de (A — AI) de la matriz compariera.

* Multiplicidad de raices: es el tamafio de los bloques de Jordan.

e Término exponencial ¢**: proviene de la parte diagonal AI del bloque.

e Término polinémico x*: proviene de la exponencial temporal truncada de la matriz nilpotente N
que representa la deficiencia de autovectores.

¢ Trigonometria: proviene de subvariedades invariantes de dimensién 2 donde el campo vectorial
genera toros o espirales.

4.10 Ejercicio de ejemplo

1. La Construcciéon del Monstruo (El Problema Fisico/Geométrico)

Imagina un sistema mecanico o un circuito cudntico que no solo oscila y se disipa, sino que posee
una simetria interna oculta que lo hace “doblemente” fragil ante ciertas frecuencias. Consideremos la
siguiente EDO lineal de orden 4 de coeficientes constantes:

(D* +2D +2)%*y = e * cos(x),

donde D = % es el operador diferencial. Si expandimos ese operador binémico, tendriamos algo

espantoso como y*) + 4y 4 8y + 8y’ + 4y = e * cos(x).
(Por qué este es el ejemplo perfecto para tu confusién?

¢ Orden 4: requiere un espacio de fases de 4 dimensiones (R*) para desplegarse completamente.

* Multiplicidad Compleja Mayor: el operador estéd elevado al cuadrado, lo que significa un Bloque
de Jordan gigantesco para una rotacién en C.

* No Homogénea Resonante: el término independiente b(x) = e~ ¥ cos(x) es, maliciosamente, una
de las soluciones del sistema homogéneo. El universo estd golpeando al sistema exactamente en su
punto ciego geométrico.

2. El Espacio Nulo: Topologia de las Raices Complejas Multiples

Primero, hallamos el subespacio vectorial Vj de dimensién 4 de la ecuacién homogénea asociada.
Para ello, resolvemos el polinomio caracteristico asociado a la ecuacién:

p(A) = (A2 +21+2)2=0.

Las raices de A2 + 2 + 2 = 0 se obtienen completando cuadrados: (A + 1)? 4+ 1 = 0, lo que nos da
las raices complejas A = —1 £ i. Pero como el polinomio estd al cuadrado, tenemos Ay = —1+iy
Ay = —1 — i, ambas con multiplicidad algebraica m = 2.
La Intuicién Geométrica (El Desgarro del Espacio de Fases): Si la multiplicidad fuera 1, tendriamos
un plano invariante 2D dentro de R* donde la particula simplemente traza una espiral hacia el origen
(por el —1 en la parte real que acttia como atractor topolégico, y el i que acttia como el generador de
rotacién SO(2)). Pero la multiplicidad es 2. Esto significa que la Matriz Compariera de 4 x 4 asociada
a este sistema es defectiva; le faltan autovectores. El espacio R* sufre una “cizalladura nilpotente”. Las
trayectorias intentan rotar y colapsar, pero una dimensién estd “resbalando” sobre la otra arrastrada
por el tiempo x.
Aplicando el Teorema, el sistema fundamental de soluciones (la base topoldgica de nuestro espacio)
es:
e Parak=0: ¢q(x) =e *cos(x), ¢a(x)=e *sin(x).
e Para k = 1 (la cicatriz polinémica de la cizalladura de Jordan):  ¢3(x) = xe *cos(x), ¢@4(x) =
xe *sin(x).
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Nuestra solucién general homogénea es una danza en 4D:

yu(x) = (C1 + Cax) e *cos(x) + (Cy + Cyx) e ¥ sin(x).

3. La Solucién Particular: El Abismo de la Resonancia

Ahora atacamos la variedad afin V' = ¢, + V. Debemos encontrar una solucién particular ¢,
para el término no homogéneo b(x) = e~ * cos(x). Aqui podrias usar el Método de Variacion de las
Constantes (construyendo una matriz fundamental Wronskiana 4 x 4 e integrando). Analiticamente,
calcular la inversa de esa matriz es un suicidio tactico.

Vamos a usar el Andlisis Funcional y la Teoria de Operadores (Coeficientes Indeterminados guiados
por anuladores). Observa al “enemigo”: b(x) = e~ * cos(x). Esta funcién pertenece exactamente al
ntcleo (kernel) del operador (D? + 2D + 2). Si aplicamos este operador a ambos lados de nuestra
EDO original, obtenemos una nueva EDO homogénea de orden 6:

(D?> +2D +2)%y = 0.

Intuicién Filoséfica de la Resonancia: Estds forzando un sistema que ya esté cizallado (multiplici-
dad 2) con una onda que coincide exactamente con su frecuencia de rotacién y su tasa de colapso.
Topolégicamente, le estds inyectando energia a través de su tnica fisura estructural. La matriz de
Jordan asociada acaba de crecer de un bloque 4 x 4 a un bloque 6 x 6. La nilpotencia ahora requiere
un orden mayor para aniquilarse.

Dado que nuestro operador ahora estd elevado a la tercera potencia, el Teorema dicta que la nueva
base incluira términos con x2. Como los términos con x° y x! ya pertenecen al espacio nulo original
V¢, 1a nueva informacién genética (la solucién particular) debe vivir en la dimensién superior:

¢p(x) = x* e *(Acos(x) + Bsin(x)).

Para hallar A y B, se introduce esta ¢, (x) en el operador original (D? 4 2D + 2)2. El operador diferen-
cial, al ser un mapa lineal, actuara sobre este polinomio multiplicando x2, derivdndolo repetidamente.
La magia del dlgebra de operadores hara que todos los términos de grado menor se aniquilen, dejando
un sistema algebraico trivial 2 x 2 para A y B. (Al resolverlo de forma rutinaria, se encuentra que

B=0y A= —1/8, resultando en ¢,(x) = —Lx2 e~ cos(x)).

4. La Epifania Final: Geometria Global

El conjunto completo de soluciones (la variedad afin) queda revelado como:

y(x) = e *(Cycos(x) + Cysin(x)) +xe *(Cs cos(x) + Cy sin(x)) — %xz e *cos(x) .

| S ——
Catéstrofe resonante

Espiral pura Cizalladura de Jordan
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CAPITULO 5

Problemas de contorno para un SDO lineal.
El caso de una EDO lineal de segundo orden.

5.1 Introducciéon

La naturaleza de un Problema de Contorno (BVP, Boundary Value Problem) es radicalmente distinta a
la de un Problema de Cauchy (IVP, Initial Value Problem): a nivel geométrico, topolégico y analitico,
son dos mundos separados.

1. Introduccién: el salto de Cauchy al contorno

El Problema de Cauchy (IVP) es un problema de evolucién. Imagina un campo vectorial sobre
una variedad diferenciable: dar una condicién inicial es situar una particula en un punto xy en el
instante ty, y la EDO indica hacia dénde sopla el viento en cada punto. Resolver es dejarse llevar por
el flujo. Como el flujo estd bien definido localmente (con regularidad Lipschitz), el Teorema de Picard
garantiza una tinica solucién local: una marcha determinista hacia adelante (o hacia atras).

El Problema de Contorno (BVP) es un problema de estado estacionario o de configuracién global.
Ya no marchas desde un punto: tienes un dominio acotado I = [«, f] y buscas una curva entera (una
funcién) que satisfaga la EDO en el interior, pero “anclada” a ciertas restricciones estructurales en los
bordes.

2. Una confusion habitual: grados de libertad y EDOs de orden 1

«Crees que hacen falta dos grados de libertad y que, por tanto, en orden 1 no existe problema de contorno.» Es
una confusién habitual. El ntimero de condiciones a imponer no depende de si el problema es de
Cauchy o de contorno, sino de la dimensién del espacio de soluciones de la EDO.

Un SDO de dimensién N (o una EDO escalar de orden N) tiene una solucién general que es
una variedad afin de dimensién N (N constantes de integracién); siempre necesitas N restricciones
escalares para aislar una solucién, sea de Cauchy o de contorno.

¢(Existe un BVP para N = 1? Si, con una sola restriccién. Por ejemplo, y’ = y sometido a y(0) +y(1) =
0: mezcla ambos bordes, pero es una tnica ecuacion escalar. Lo que no puedes es imponer y(0) = A e
y(1) = B (dos restricciones): el sistema quedaria sobredeterminado.
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(Y para N = 2? Tienes 2 grados de libertad. En Cauchy impones y(x) = yo e y'(«) = y; (dos
restricciones en el mismo punto); en contorno puedes repartirlas, una en a y otra en .

3. Del caso mds general a nuestro caso concreto

Nivel 1 (Io més general). Dada una EDO no lineal y' = f(x,y) con'y € RV, la condicién de contorno
més general es un operador funcional no lineal g : C(I, RN) — RN con g(y) = 0. Geométricamente,
intersecas el espacio de soluciones de la EDO (una variedad de dimensién N encajada en un espacio
de Banach de dimension infinita) con la variedad definida por g. Evaluando solo en los bordes, el
caso general es

g(y(a),y(B) =0,

con las condiciones en los extremos mezcladas de forma no lineal.

Nivel 2 (SDO lineal). Linealizando campo y operador de frontera, entramos en el dlgebra lineal
dentro del anélisis funcional:

y = A(x)y+b(x), By(a)+Cy(g)=h,

con B, C matrices N x N. Las condiciones pueden estar mezcladas (p. €j. y(«) = y(B) fuerza periodi-
cidad, equivalente a trabajar sobre S?).

Nivel 3 (EDO escalar de 2.° orden). Para N = 2, una EDO lineal de segundo orden se escribe,
multiplicando por un factor integrante adecuado, en su forma autoadjunta:

(p(x)y") +q(x)y = b(x).

La razén de su importancia es que el operador L = — 4 (p(x) dd—x) — g(x) es simétrico (autoadjunto)

en el espacio de Hilbert L?([a, 8]): es el andlogo en dimensi6n infinita de una matriz real simétrica,
con autovalores reales y autofunciones que forman una base ortogonal.

Nivel 4 (condiciones separadas). En lugar de matrices densas que mezclen o y 5, exigimos que lo que
ocurre en un extremo no dependa del otro:

cry(a) +diy' («) =h1,  cy(B) +day' (B) = ha.

Esto es un problema de Sturm-Liouville.

4. ;Por qué este caso concreto? ;Es significativo?

Es uno de los problemas mas significativos de toda la fisica matematica y el analisis funcional.

Fisica: las condiciones separadas modelan cémo interacttia la frontera con el exterior. Sidy = 0,
la temperatura o la posicion esta fija (Dirichlet); si c; = 0, el flujo o la tensién es nulo (Neumann,
frontera aislada o libre); si ambos son no nulos, hay disipacién eléstica o térmica (Robin).

Matematicas (separacion de variables): al resolver EDPs como la del calor, la de ondas o la de
Schrodinger por separacion de variables, la parte “espacial” colapsa exactamente en este problema
unidimensional de Sturm-Liouville. Resolver este caso es la llave para la mayoria de las EDPs de la
fisica cldsica y cudntica.

5. La gran diferencia geométrica: la alternativa de Fredholm

Sobre tu intuicién de que «el problema de Cauchy existe siempre»: esta es la disonancia mds importante
que asimilar. El resultado clave es la alternativa de Fredholm, el andlogo al Teorema de Rouché-
Frobenius del algebra lineal, proyectado al andlisis funcional.

En Cauchy, el operador que envia el dato inicial a la solucién es un isomorfismo local: siempre hay
una tnica solucién. En contorno, resuelves L(y) = h, donde £ encarna a la vez la EDO y el operador
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de borde. Geométricamente, el espacio de soluciones de la EDO es una variedad afin de dimensién N,
las condiciones By(«a) + Cy(B) = h definen otra, y resolver es hallar su interseccién. Como al cortar
dos rectas en un plano, hay exactamente tres posibilidades:

* Se cortan en un punto: solucién tinica.

* Son paralelas y no se tocan: cero soluciones (p.ej. ' +y =1, y(0) = y(7r) = 0).

* Son la misma recta: infinitas soluciones (p.e¢j. v’ +y =0, y(0) = y(7) = 0).

El nticleo del problema homogéneo decide el caso: si su tinica solucién es la nula (rango maximo), el
problema no homogéneo tiene solucion tinica siempre; si el niicleo es no trivial, el problema puede no
tener solucién o tener infinitas, segtin el término independiente (“la carga”) esté o no en el rango del
operador.

En resumen: el problema de Cauchy es determinismo puro sobre una variedad; el de contorno es un
cruce de subespacios afines gobernado por el dlgebra lineal en dimensién infinita.

«;Entonces, muy habitualmente, los problemas de contorno son lineales y, en concreto, EDOs
escalares de sequndo orden debido a ese operador L? Montar ese operador L no me parece obvio
ni trivial, me parece algo extrafio. El caso es que es autoadjunto (y entonces ya sé por Hilbert
que va a tener una base de autovectores y demds). ;Y si, en concreto, las condiciones de contorno
son dos, una para cada extremo y no mezcladas, se dice que eso es Sturm-Liouville? Pensaba que
Sturm-Liouville era otra cosa.»

1. La omnipresencia del operador L: intuicién fisica

No es que los problemas de contorno sean de segundo orden por el operador L; es al revés: la
naturaleza y la geometria diferencial operan intrinsecamente mediante derivadas segundas, y L es la
traduccion rigurosa de ese hecho al lenguaje unidimensional. Por eso la forma (p(x)y’)" + g(x)y no es
una manipulacién algebraica caprichosa. La analogia del flujo (calor, ondas, probabilidad cuantica)
lo aclara:

e Laderivada y/(x) es el gradiente, la fuerza impulsora.

e Multiplicado por una propiedad del medio p(x) > 0 (conductividad), da el flujo local p(x)y’(x).
* Suderivada (p(x)y’)’ es la divergencia: cuanto flujo se acumula o disipa en cada punto.

* El término g(x)y es un sumidero o fuente local proporcional al estado.

Asi, (p(x)y’) + q(x)y = b(x) es la versiéon unidimensional del Laplaciano generalizado V - (pVy) +
qy: cualquier EDP clésica (calor, Schrodinger, ondas) en geometrias separables colapsa en su parte
espacial a este operador. Ademas, no se pierde generalidad: toda EDO lineal de segundo orden
y" = a1(x)y’ + ax(x)y + az(x) se fuerza a esta forma autoadjunta multiplicandola por el factor
integrante e~/ 41(5) 45,

2. Por qué la forma importa (analisis funcional)
Para que un operador diferencial sea autoadjunto en L?([a, 8]) debe ser simétrico, (Ly,z) = (y, Lz).

Al integrar por partes dos veces f f —(p(x)y')zdx, aparecen términos de frontera en los extremos:

[~ Pz =y}
Para que la simetria sea perfecta, ese término de frontera debe anularse. Si no es cero, el operador deja
de ser autoadjunto, el Teorema Espectral se derrumba y pierdes la base ortogonal.

3. La verdadera identidad del problema de Sturm-Liouville

Sturm-Liouville no es solo tener condiciones separadas, ni solo tener el operador L: es la conjuncién
inseparable de tres elementos que formulan un problema de autovalores:
1. La EDO paramétrica (p(x)y")’ + q(x)y = Ay (con el autovalor espectral A).
2. Las condiciones de frontera separadas homogéneas c1y(a) + diy'(«) = 0, coy(B) + d2y/'(B) = 0.
3. La restriccién C% + d% > 0 (que las condiciones no sean nulas a la vez en un mismo extremo).
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¢Por qué separadas? Porque solo entonces el término de frontera [—p(x)(y'z — yz' )}5 se anula
automdticamente. La topologia de las condiciones separadas es el mecanismo que eleva L a
operador autoadjunto estricto, garantizando autovalores A reales y autofunciones ortogonales,

/ f @1, (5) @, (s) ds = 0: un sistema ortogonal que acttia como coordenadas de dimension infinita.

En resumen: L modela la conservacion fisica en el interior, las condiciones separadas modelan el
aislamiento en las fronteras, y Sturm-Liouville es el marco que unifica ambos para construir bases de
Hilbert.

«Pero Sturm-Liouville entiendo que es esto generalizable a EDPs, ;n0? No es generalizable a
SDOs generales, entiendo (a no escalares), pero st a una misma y (una misma funcion escalar) en
varias variables (EDPs), ;cierto?»

1. Generalizacion a SDOs (teoria matricial)

Tu afirmacién de que “no es generalizable a no escalares” es incorrecta. Si el estado no es una
funcién escalar y(x) sino un vector acoplado y(x) € RN (p.ej. los desplazamientos en N direcciones
de una viga anisétropa), el operador escalar se generaliza al matricial

L(y) = —(P(x)y") + Q(x)y,

con P(x), Q(x) matrices simétricas N x N (deben serlo —hermiticas en el caso complejo— para que L
herede el cardcter autoadjunto en L?([a, b]; RN)). Las condiciones separadas se vuelven matriciales,

Ciy(a) + D1y'(a) =0,  Cay(b) + Day'(b) =0,

y el resultado es andlogo: espectro real y base de autofunciones vectoriales ortogonales. En vez de
una cuerda que vibra, analizas las resonancias de N cuerdas que intercambian energfa en cada punto.

2. Generalizacién a EDPs (operadores elipticos)

Aqui tu intuicién da en el clavo. Al pasar de y(x) a una funcién escalar de varias variables u(x),
x € O C R", Sturm-Liouville transmuta en la teoria espectral de operadores elipticos, término a
término:
¢ Dominio: el intervalo [4, b] se convierte en una variedad Q.
* Frontera: los dos puntos x = 4, x = b (dimensién 0) pasan a ser dQ) (dimensién n — 1).
* Primera derivada: y se convierte en el gradiente Vu.
e Operador: (p(x)y’)’ se generaliza a la divergencia del gradiente modulado.
El operador exacto es

L(u) = =V - (p(x)Vu) + g(x)u
u

(conp =1, 9 = 0es el Laplaciano —Au). En el borde, y’ se convierte en la derivada normal $%, y la
condicién de Sturm-Liouville adopta la forma de Robin:

a(x) u+ B(x) g—ﬁ =0 sobre oQ).

Si en 1D obtienes las frecuencias de vibracién de la cuerda de un violin, en 2D (EDP eliptica) obtienes
las formas arménicas de un tambor o una placa (las figuras de Chladni).

3. El plano abstracto: la disolucién del problema

Subiendo al espacio de Hilbert abstracto #, ya integres en un intervalo | ab @192 dx (escalar), con

producto matricial | ab y1y2dx (vectorial) o en volumen [ [ u1u,dV (EDP), todo colapsa en un
unico producto interno (-,-)3. El operador L, en sus tres avatares, vive sobre un dominio denso
D(L) C H, y las condiciones de contorno son la guillotina que recorta D(L) para purgar las funciones
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que romperian la simetria. Al forzar las condiciones correctas, el teorema de Stokes (integracién

por partes generalizada) anula los flujos de frontera y hace (Lu,v) = (u, Lv). Entonces el Teorema

Espectral para operadores compactos autoadjuntos garantiza, sin importar si es EDO, SDO o EDP:

* El espectro A es real y discreto.

* Existe una base infinita de autofunciones ortogonales entre si.

¢ El espacio se descompone linealmente, resolviendo dindmicas hiperbélicas o parabdlicas (ondas,
calor) por cortes independientes sumados como series de Fourier.

«;Entonces, mds generalmente, qué es el problema de Sturm-Liouville? Si no tiene que ser ni
escalar ni ordinario, ;qué es lo que lo define de manera mds general y abstracta? ;Y por qué
es importante para la fisica, y no otros ejemplos? Porque modela un fenémeno a priori siiper
especifico, ;no?»

1. La definicién abstracta (analisis funcional puro)

En el nivel més fundamental, Sturm-Liouville se define por tres elementos:

e Un espacio de Hilbert # con producto escalar (u, v): el espacio de todos los estados posibles del
sistema.

¢ Un operador diferencial L, lineal y densamente definido en H.

* Una restriccion de frontera: un subespacio de H disefiado con un tnico fin, forzar que L sea
autoadjunto, (Lu,v) = (u, Lv).

El “problema” consiste solo en hallar los autovalores A y autofunciones u de la ecuacién espectral

Lu = Au.

Cualquier sistema que cumpla esta triada es Sturm-Liouville; la EDO de segundo orden es solo su
proyeccién unidimensional mds pobre.

2. La geometria de superficies y el Teorema de Stokes

Sobre una variedad Riemanniana M con métrica g y frontera dM, el analogo de —(py’)’ + qy es el
operador de Laplace-Beltrami modulado

L(u) = —divg(PVgu) + Qu.

Al probar su simetria con [[[,,(Lu)vdV y aplicar el Teorema de la divergencia (Stokes generalizado),
surge un flujo hacia dM; para que L sea simétrico, ese flujo debe anularse:

//a (flujos cruzados entre u y v) dS = 0.
M

Las condiciones de Sturm-Liouville (Dirichlet, Neumann, Robin) son las tijeras topoldgicas que cortan
ese flujo, aislando M.

3. ¢Por qué es el pilar de la fisica?

El error es pensar que modela un fenémeno especifico: modela la fisica linealizada. Todo sistema
cerca de un equilibrio se aproxima por una expansién de Taylor de segundo orden, de modo que su
energfa colapsa en una forma cuadratica. En dimension finita, las formas cuadraticas se diagonalizan
con los autovectores de una matriz simétrica; en dimension infinita, con las autofunciones de un
operador autoadjunto. Eso es Sturm-Liouville. En mecdnica cudntica es un axioma (Dirac-Von
Neumann) que todo observable sea un operador autoadjunto, pues solo asi el espectro es real (no se
mide “3 + 2i julios”). La ecuacién de Schrodinger estacionaria

Hy =E¢
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es literalmente Sturm-Liouville: H es el operador L, la energia E el autovalor A, y la funcién de onda
¥ la autofuncion.

4. El objetivo tltimo: la foliacién del caos

Al asegurar la estructura de Sturm-Liouville, el Teorema Espectral regala un milagro: las auto-
funciones forman una base ortogonal completa de . Geométricamente, el espacio de dimensién
infinita —a priori un caos donde las ondas rebotan e interfieren— se disgrega en infinitos ejes de
coordenadas perpendiculares independientes. Asi, cualquier estado dindmico futuro (un tambor
vibrando, el calor en un motor, el colapso de un electrén) ya no exige resolver ecuaciones acopladas:
basta proyectar la condicién inicial sobre esa base inmutable (un producto escalar) y dejar que cada
coordenada evolucione aislada en su propia dimensién unidimensional.

5.2 Dimensionalidad de las variedades e interseccion

5.2.1 La dimensionalidad de las soluciones a un SDO

«A ver, pero tengo una confusion. Afirmas que el espacio de soluciones de una EDO de orden
n, por ejemplo, es una variedad de dimension n encajada en un espacio de Banach de dimension
infinita. Sin embargo, veiamos como algo muy especial y particular, en el caso de los SDOs lineales,
el hecho de que las soluciones conformaran un espacio vectorial de dimension n finita.»

La aparente contradiccién surge de mezclar dos conceptos de categorias distintas: la dimensién
topolégica (o de variedad) y la estructura algebraica (espacio vectorial).

1. El escenario base: el espacio de Banach de dimensién infinita

”

Toda funcion candidata a solucion de una EDO, por ejemplo v : [¢, f] — R", es un tinico “punto
dentro de un universo mucho mayor: un espacio de funciones, tipicamente un espacio de Banach
como C!([a, B];IR"). Este espacio tiene dimensién infinita, porque hacen falta infinitas coordenadas
(los valores de la funcion en cada instante t) para especificar un solo punto (una sola funcién).

2. El caso no lineal general: una variedad geométrica

Considera una EDO general (posiblemente no lineal) de dimension #,

¥ = flxy),

y sea S su espacio de soluciones. El Teorema de Picard-Lindel6f garantiza que, fijado x¢, hay una
biyeccién perfecta entre cada valor inicial ygp € R” y una tnica curva solucién. Existe, pues, un
difeomorfismo entre R" y S: topolédgica y geométricamente, S es una variedad diferenciable de
dimensién 1 encajada en el espacio de Banach.

Intuicién: imagina que el espacio de Banach es el espacio tridimensional R3. El conjunto S de una
EDO no lineal seria una sdbana ondulada y curvada (una variedad 2D) flotando en R3. Para localizar
un punto exacto te bastan 2 coordenadas (las condiciones iniciales): tiene dimensién 2, pero no es
plana ni pasa por el origen. Al no ser plana, carece de estructura algebraica: si sumas dos puntos de la
sdbana, te sales de ella. El principio de superposicién no existe.

3. El caso lineal: la aparicién de la estructura algebraica

Considera ahora un SDO lineal homogéneo,



Picard sigue aplicando y Sj;;, sigue parametrizado por IR” via las condiciones iniciales, luego su
dimension topolégica sigue siendo n. ;Qué es entonces lo “especial”? La linealidad del operador
L(y) = y' — A(x)y. En el lenguaje del anélisis funcional, buscamos el nicleo de un operador lineal,

Siin = ker(L),

y el dlgebra lineal dicta que el niicleo de un operador lineal es un subespacio vectorial. Volviendo a
R3: Sj;, ya no es una sdbana ondulada, sino un plano rigido que atraviesa el origen (la funcién nula
y = 0, siempre solucién del sistema homogéneo).

4. La diferencia en la practica operativa

Que Sy, sea un espacio vectorial de dimensién finita # (y no solo una variedad curvada de
dimensidén n) es lo que cambia las reglas del juego:

* Existencia de bases: en una variedad curvada no hay “bases”; en un espacio vectorial si. Todo
el conjunto infinito de soluciones se genera a partir de exactamente n funciones linealmente
independientes {¢1,..., ¢, }.

e Matriz fundamental: esas n funciones base se agrupan en una matriz ®(x), y cualquier solucién se
escribe como combinacién lineal ®(x)c.

* Reduccién del anadlisis al dlgebra: el problema analitico de integrar colapsa en un problema de
algebra lineal de dimensién finita.

En conclusidn, no hay contradiccién. Todo sistema de orden n bien comportado tiene un espacio de

soluciones que requiere n parametros continuos (dimensioén n); la rareza del caso lineal es que esa

“sabana” es métricamente plana y pasa por el origen, permitiendo usar toda la maquinaria del algebra

vectorial que en el caso no lineal es completamente inatil.

5.2.2 Problema de contorno como intersecciéon

«Segtin entiendo: dado un SDO de orden n, aquello forma siempre una subvariedad (obviamente)
del espacio de funciones, pero a priori no sabemos de qué dimension. Sin embargo, si impongo a esa
subvariedad una restriccion concreta, dado un xo, de un yo, veo que existe un isomotrfismo —dado
ese xo— entre la subvariedad y R". Pero esto es para un xy fijado, asi que me parece tramposo
decir que en general S tiene dimension n; acldramelo.

Asumiendo que es ast, entonces S forma una variedad de dimension finita N (que podria ser un
espacio vectorial, y si el SDO es lineal homogéneo lo serd; el caso no homogéneo entiendo que es
con una transformacion afin, y entonces habita un espacio afin). Y me dices que el problema de
contorno general es una interseccion entre la variedad que define y la de la EDO, cosa que no veo.
Si en concreto tanto la EDO como esa condicion fueran lineales, seria una interseccién de planos;
pero 1o veo por qué esa condicion de la g es “una interseccion entre espacios”.»

1. La dimensién intrinseca de la variedad de soluciones

Tu objecién es: si el isomorfismo depende de elegir un xg arbitrario, definir la dimension de S a través
de ese punto parece tramposo. Esta duda es el ntcleo de la geometria diferencial: la dimensién de una
variedad no depende de como la mires (del sistema de coordenadas), sino de su estructura intrinseca.

Sea S el conjunto de todas las trayectorias y(x) que satisfacen el SDO en el espacio de Banach
X = C!([a, b];RN). Para ver que S es una variedad de dimensién N construimos un “atlas” (cartas
que aplastan localmente la variedad contra RN). Definimos la aplicaciéon de evaluacién en un instante
fijo xo:
evy, : S — RY, ¥ — y(x0).

Picard-Lindelof garantiza que evy, es una biyeccion continua (un difeomorfismo): una carta global.
La dimension de la variedad es la del espacio euclideo al que es homeomorfa, aqui RV.
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(Por qué no es tramposo elegir x(? Si escoges otro punto x;, obtienes otra carta global evy,. Para que
la dimensién sea una propiedad absoluta de S, el cambio de coordenadas entre ambos observadores
debe ser suave. El mapa de transicién

¢ =evy ofevy) 1 : RN - RN

toma una condicién inicial en xg, la deja evolucionar por la EDO y devuelve el estado en x;: es
literalmente el flujo del campo vectorial. Como las EDOs bien comportadas generan flujos que son
difeomorfismos (puedes avanzar y retroceder en el tiempo), las cartas son compatibles.

Conclusién geométrica: S es intrinsecamente de dimension N. Elegir xg es solo clavar unos ejes sobre
la variedad para parametrizarla; la sdbana existe con independencia de dénde pintes la cuadricula. Si
el SDO es lineal, el flujo es la transformacién lineal dada por la matriz fundamental F(x), y S pasa a
ser un subespacio vectorial (o afin) de dimensién N.

2. La condicién de contorno como intersecciéon de espacios

Olvida la EDO un momento y mira solo el espacio ambiente, el espacio de Banach de dimensién
infinita X = C!([a, b]; RN), que contiene todas las curvas imaginables, satisfagan o no la ecuacién. La
condicién de contorno es un operador g : X — RY; evaluar solo en los bordes es un caso particular,
p-¢j. enellineal g(y) = By(a) + Cy(b) — h.

Paso 1 (el espacio de la frontera 53): ;qué funciones de X cumplen la exigencia en los bordes? Las de
la preimagen del cero,

B=g'({0}) ={y € X:g(y) =0}
Como g impone N restricciones escalares (su imagen es RY), B es una subvariedad de codimensién
N: le “faltan” N dimensiones para rellenar todo X.

Paso 2 (la interseccién literal): tienes S, de dimensién N, y B, de codimensién N, ambas dentro de X.
Resolver el problema de contorno es buscar una y(x) que esté en S (resuelva la EDO) y en B (cumpla

“u__1r

la frontera). E1 “y” 16gico es la interseccién:

SnB.

Paso 3 (la geometria de la alternativa de Fredholm): sila EDO es lineal, S es una variedad afin plana
(dimensién N); si g es lineal, B es otra (codimension N). Al cortar dimensiéon N con codimensiéon N
en posicion general (transversalidad), la interseccion tiene dimensién N + (—N) = 0: un tnico punto.
Pero, por ser planos encajados, caben situaciones patoldgicas:

¢ Transversalidad: los planos se clavan; interseccién = un punto (solucién tinica).

* Paralelismo: S y B apuntan igual pero desplazados; interseccién = @ (sin solucién).

¢ Contencion: S habita dentro de B; interseccién = infinitos puntos (infinitas soluciones).

«Sobre el punto 1: vamos a ver, eso es como decir que el espacio de funciones reales tiene dimension
1 porque, si fijo un punto, tengo un niimero.»

1. El fallo de la analogia: evaluacién frente a homeomorfismo

En el espacio de todas las funciones reales continuas C(R,R), la evaluacién evy,(f) = f(xo)
devuelve un ntimero, pero es infinitamente degenerada (no inyectiva): hay infinitas funciones que
pasan por el mismo punto (xg, o). La preimagen de un yg es un subespacio afin de dimensién infinita;
al no ser inyectiva, no hay biyeccién (ni homeomorfismo) entre el espacio de funciones y R. Conocer
el valor en un punto no te dice nada del resto de la funcién, asi que evaluar no te autoriza a heredar la
dimensién.

2. El espacio de soluciones S y el colapso dimensional
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Desciende ahora al subespacio S, que contiene solo las soluciones de un SDO en forma normal
vy = f(x,y). Aqui entra el Teorema de Picard-Lindel6f: si f es localmente Lipschitz en y, impone una
rigidez brutal sobre S, pues garantiza que si dos soluciones coinciden en un solo punto x(, son la
misma funcién en todo el dominio comtn (unicidad global). Restringida a S, la evaluacién

evy, |S : S — RY, y — y(xp),

cumple:

* Sobreyectividad: para cada yy € RV existe una solucién que pasa por ahti.

* Inyectividad: para cada y, existe una sola.

Al ser una biyeccién (y, con regularidad de f, un difeomorfismo), es un sistema de coordenadas global:
S es homeomorfo a RN, y dos espacios homeomorfos tienen la misma dimensién. El espacio de
soluciones ha colapsado su dimensién de infinito a N porque la EDO ata el comportamiento global de
la funcién a su estado en un solo instante.

5.3 Problema de Cauchy como subcaso del problema de contorno

El objetivo es demostrar formalmente cémo el Problema de Cauchy es un subcaso del Problema de
Contorno, y por qué la estructura de este subcaso fuerza una tinica solucién.

1. Formulacién abstracta del problema de contorno

Sea X = C!([w, B];RN) el espacio de Banach de las trayectoriase Y = C([&, B]; RN) x RN el espacio
de llegada. Definimos el operador no lineal T : X — Y como

T(y) = (v = f(x,y), gw(),y(B))).

Un problema de contorno consiste en encontrar y € X con T(y) = (0,0), lo que equivale al sistema

y'(x) = f(x,y(x)) =0 Vx € [a,p] (EDO),  g(y(a),y(B)) =0 (frontera).

Geométricamente, T descompone el problema en dos conjuntos:

e Lavariedad de soluciones S = {y € X : y' = f(x,y)} (anula la primera componente).
* Lavariedad de frontera B = {y € X : g(y(a),y(B)) = 0} (anula la segunda).

El problema de contorno es hallar la intersecciéon S N B.

2. Instanciacién del problema de Cauchy

El problema de Cauchy es un subcaso estructural: se obtiene restringiendo el operador de frontera
g para que dependa solo del estado inicial. Definimos el operador de frontera de Cauchy como
g(u,v) = u —yg, conu = y(a), v = y(B) e yo € RN un dato constante. Sustituyendo en T,

Teauchy (¥) = (v — f(x,y), y(&) — wo),

y la variedad de frontera colapsa a una condicion estrictamente inicial:

BCauchy = {]/ €X: y(o‘) = yO}'

3. Andlisis de la variedad de soluciones S

Para entender la interseccién S N Bcaychy hay que entender primero la topologia de S. Supongamos
f localmente Lipschitz en y, y definamos el operador de evaluacién inicial restringido a las soluciones,

m:S —RY, n(y) =y(a),

que toma una trayectoria solucién completa y devuelve su valor en x = a. Por Picard-Lindelof, para
todo yg € RN existe una tinica solucién con y(«) = yo; si la suponemos definida en todo [«, B], 7t es
una biyeccién:
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e Inyectividad: si 77(y1) = 7t(y2), entonces y1(«) = y2(a) y, por unicidad de Cauchy, y; = y; en
todo el intervalo.

e Sobreyectividad: para cualquier ¢ € RN existe y € S con y(a) = .

Ademas, si f € Ck, la dependencia continua de los datos hace de 7 un difeomorfismo C¥. La idea

clave: S es globalmente parametrizable por RY; no es un objeto de complejidad intrinsecamente

infinita, sino de dimensién N. Cada punto de RY (una condicién inicial) genera exactamente una

curvaenS.

4. La interseccién: resolucién del problema de Cauchy

El problema de Cauchy busca

SN Bcauchy = {y € S y(a) = yo} = 7 (vo),

es decir, la preimagen de un punto. Como 7 es una biyeccién, esa preimagen es un tinico elemento de

S. En términos de la teoria de interseccion:

* S es una variedad de dimensién N en el espacio de Banach X.

o Bcauchy impone N restricciones escalares independientes: un subespacio afin cerrado de codimen-
siéon N.

¢ La interseccién de una variedad de dimensién N con otra de codimensién N tiene dimensién
N — N = 0: un conjunto discreto. Como 7t es un difeomorfismo (sin degeneracién ni dobleces), su
cardinalidad es exactamente 1.

La interseccién es un tnico punto de X: la funcién y(x) completa en [«, .

5. Contraste con el problema de contorno general

¢(Por qué el caso general no es determinista? Ahora la frontera es g(y(«),y(B)) = 0. Definamos el
operador de evaluacién conjunta

Tleont : S — RY x RN, Teeont (¥) = (y(a),y(B))-

Como 7t (la evaluacién inicial) es un difeomorfismo entre S y RY, identificamos S = RY; bajo esta
identificacién, y(B) no es independiente, sino una funcién de y(«) dictada por el flujo. Llamando
® : RN — RN al flujo de la EDO en el tiempo B (y(B) = ®(y(a))), el problema general se reduce a
una ecuacién en RV:

g, ®(8) =0, I=y().
A diferencia de Cauchy (donde era ¢ — 1o = 0, de solucién trivial ¢ = ), ahora es un sistema de N
ecuaciones no lineales acopladas, y la interseccién & N B depende de la topologia de la composicion
god:
* Sig(¢, ®(&)) no cruza el cero: interseccion vacia (sin solucién).
* Silo cruza tangencialmente: puede haber infinitas soluciones (bifurcacién).
¢ Silo cruza transversalmente: un niimero finito de soluciones.

5.4 Problema de contorno lineal

Sean a < Brealese I = [a,B]. Dados A € C(I; L(RN)), b € C(LRN), B,C € L(RN) yh € RV,
consideramos el problema de contorno

(PC) {y’ =A(x)y+b(x), enl,
By(a) + Cy(B) = h.

Definicién Una solucién de (PC) es una funcion ¢ € C'(I;RN) que satisface ¢’ (x) = A(x)@(x) + b(x) en
I y la condicion de contorno Bo(a) + Ce(B) = h.

88



El problema homogéneo asociado es
"= A(x)y, enl,
By(a) +Cy(p) =0,
del que la funcién nula es siempre solucién (puede haber maés).

Proposicién El conjunto Wy de soluciones de (PCy) es un subespacio vectorial de C* (I;RN) de dimension
<N,y
dim(Wy) = N — rango(BF («) + CF(B)),

siendo F(x) cualquier matriz fundamental de y' = A(x)y.

Demostracién. Toda solucién de y’ = A(x)y es ¢(x) = F(x)a cona € RN,y cumple la condicién de
contorno sii (BF(a) + CF(p))a = 0. Por tanto

Wo ={¢: ¢(x) =F(x)a, a € ker(BF(a) +CF(B))},
y, como las columnas de F(x) son linealmente independientes,

dim(Wy) = dimker(BF(«) + CF(B)) = N — rango(BF(«) + CF(B)).1

Observacion. El rango rango(BF(a) + CF(p)) es independiente de la matriz fundamental F(x)
elegida. Ademds, (PC)) tiene tnicamente la solucién nula si y solo si rango(BF(«) + CF(B)) = N.

A diferencia de (PCy), el problema (PC) puede no tener solucion:

Teorema (de alternativa) Sea F(x) una matriz fundamental de y' = A(x)y. Entonces:
(a) (PC) tiene solucion siy solo si

B
rango(BF(a) + CF(p)) = rango (BF(a) + CF(p) | h - cp(/s)/ F(s)b(s) ds).
44
(b) Si (PCy) solo tiene la solucién nula, entonces para cada b y cada h existe una iinica solucién de (PC).

(c) Si (PCy) tiene soluciones no nulas, entonces (PC) puede tener solucion o no, pero si la tiene, hay infinitas.

Demostracién. Toda solucién de y' = A(x)y + b(x) es ¢(x) = F(x)a+ F(x) [} F(s)b(s)ds, y
cumple la condicién de contorno sii a € RN resuelve el sistema algebraico

(BF() + CF(B))a=h— cF(ﬁ)/'S F~1(s)b(s) ds.

(a) Por el Teorema de Rouché-Frobenius, este sistema tiene solucién sii rango de la matriz = rango de
la matriz ampliada, que es la igualdad del enunciado. (b) Si (PCy) solo tiene la nula, rango(BF («) +
CF(B)) = N, luego el sistema tiene solucién tnica para cualquier término independiente. (c) Si
(PCp) tiene soluciones no nulas, dim(Wy) > 1, es decir, rango(BF(x) + CF(B)) < N: el sistema es
compatible indeterminado (infinitas soluciones) o incompatible. u

5.5 EDOs lineales de segundo orden con condiciones de contorno
separadas

Lo anterior se extiende a una EDO lineal de orden n via el SDO de primer orden asociado. Analizamos
directamente una clase particular: las EDOs lineales de segundo orden con condiciones de contorno
separadas, que aparecen al aplicar separacién de variables a las EDP del calor y de ondas. Dadas

p=p(x),q=4q(x),b=b(x) con
peCiI), gqbecC(), pkx)>0Vxel,
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y seis reales c1,d1, ca,dp, h1, hy con
A+d> >0, k=1,2

consideramos el problema de contorno

(p(x)y") +q(x)y =b(x), enl,

Las dos condiciones asociadas a la EDO se denominan condiciones de contorno (separadas, pues cada
una afecta a un solo extremo).

Definicién Una solucién de (PCo) es una funcion ¢ € C>(I) que satisface p(x)¢"(x) + p'(x)¢'(x) +
g(x)@(x) = b(x) en I y las dos condiciones c1¢(a) + d1¢'(a) = hy, c29(B) + dag’ (B) = hy.

Observacién (forma autoadjunta). Toda EDO lineal de segundo orden
"=a(x)y +ax(x)y +as(x),  a € C(I),
puede escribirse en la forma autoadjunta (p(x)y’)’ + g(x)y = b(x). Vedmoslo. Reordenando,
y' —a1(x)y’ = ax(x)y = a3(x),
y multiplicamos por un factor integrante p(x) > 0 a determinar:
py'—pmy —pamy=pa.

La clave es que queremos que los dos primeros términos sean exactamente la derivada de un producto,
(ry) =py"+p'y. Comparando, esto ocurre si

X
p=—ap = px)=enl, Aq(x) := / ay(s) ds.
14
Con esa eleccion, py” — pa;y’ = (py’)’, y la ecuacion se convierte en

(p(x)y) —az(x)e 410 y = az(x)e M),
q(x) b(x)

es decir, (py') +qy =bconp = e 4,5 = —ape M yb =aze 1. Como p(x) = e 41 >0, 1la
hipétesis p > 0 se cumple automaticamente.

El problema homogéneo asociado se obtiene tomando b =0y h; = hy = 0:

(P(x)y') +4q(x)y =0, enl,
(PCOhom ~ § c1y(a) +dry'(a) =0,
c2y(B) + day'(B) = 0.
La funcién ¢ = 0 es siempre solucién, pero no necesariamente la tnica, como muestra el ejemplo
siguiente.
Ejemplo. El problema
y' +y=0, en[0,7],
y(0) =0,
y(T[) =0,

posee infinitas soluciones: la solucién general y = A cos x + Bsenx con y(0) = 0da A = 0, y entonces
y(7) = 0 se cumple para cualquier B, luego y = Bsen x es solucién para todo B € R.
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Proposicién El conjunto de soluciones de (PCo)pom es un subespacio vectorial de C?(1) de dimensién < 1.

Demostracién. Dicho conjunto es un subespacio del espacio de dimensién 2 formado por todas
las soluciones de la EDO (p(x)y')’ + g(x)y = 0. Si la dimension fuese 2, toda solucién de esa EDO
serfa solucién de (PCo)pom; en particular las soluciones de los problemas de Cauchy con datos
(y(a),y'(a)) = (1,0) y (0,1). Ambas cumplirian la condicién c1y(a) + d1y'(a) = 0, lo que forzaria
¢1 = d1 = 0, en contradiccién con c% + d% > 0. ]

5.6 Problema homogéneo versus Green versus Sturm-Liouville

«Segiin entiendo, para un SDO lineal con condiciones lineales se puede determinar la dimension
del espacio de soluciones del problema de contorno mediante el teorema de alternativa, e incluso
deducir su forma explicita. Pero si nos cefiimos a la EDO de sequndo orden con condiciones
separadas, la resolucion se simplifica aiin mds: existe una herramienta que da directamente la
solucion, jverdad? ;Se debe a que el operador diferencial es autoadjunto (por su estructura y por
las condiciones impuestas), convirtiéndolo en un problema de Sturm-Liouville? »

1. Extraccién explicita del espacio de soluciones (SDO general)

Es correcto. Para y’ = A(x)y con By(a) + Cy(B) = 0, toda solucién es ¢(x) = F(x)a,a € RN, e
imponer la frontera equivale a a € ker(M) con M = BF(«) + CF(B). Asi dim(Wy) = N — rango(M),
y hallar W se reduce a calcular una base de ker(M) C RN y multiplicarla por F(x): el problema
funcional colapsa en algebra lineal.

2. La herramienta directa: la funcién de Green

Al pasar a (p(x)y’)’ + q(x)y = b(x) con condiciones separadas, la simplificacion es la funcién de
Green g(x,s). Si el problema homogéneo asociado solo admite la solucién nula (nucleo trivial), la
solucién del no homogéneo viene dada explicitamente por un operador integral:

Pp(x) = /f g(x,5) b(s)ds.

Intuicién: para una cuerda anclada en ambos extremos, x — g(x,s) es la forma que adopta al
aplicar un impulso puntual (delta de Dirac) en s. Si b(x) es una distribucién continua de fuerzas, por
superposicion la deformacién total ¢;, es la suma continua (integral) de las respuestas a cada impulso

b(s) ds.

3. La conexién con lo autoadjunto

Hay que matizar: Sturm-Liouville es, en sentido estricto, el problema de autovalores Ly = Ay,
mientras que (PCo) es el no homogéneo Ly = b. Pero la maquinaria es la misma: el operador
L=—- % ( pd%) — g con el dominio recortado por las condiciones separadas. Esas condiciones anulan
los flujos de frontera en la integracién por partes, haciendo L autoadjunto en L?([«, 8]). Resolver
Ly = b es invertir L; la inversa de un operador diferencial eliptico regular es un operador integral
compacto, cuyo nticleo continuo es justamente g(x,s). Como L es autoadjunto, L ! también lo es, y
esto se traduce en la simetria de la funcién de Green, g(x,s) = g(s, x) (teorema de reciprocidad de
Maxwell-Betti: la deformacion en x al tirar de s es igual a la deformacién en s al tirar de x).

«Entiendo que Sturm-Liouwville es la maquinaria para el caso homogéneo, pero ;es extrapolable al
no homogéneo porque este es la resolucién de un problema afin (que siempre puede resolverse en
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un plano vectorial)? Por otro lado, dices que lo de Green va a ser la inversa; entonces, ; Sturm-
Liouville y Green resuelven dos problemas inversos? ;Qué queremos obtener en cada caso? ;O
son el mismo?»

Sobre el operador L = —%(p%) — g, con dominio D(L) C L?(I) las funciones que cumplen las
condiciones homogéneas, hay tres problemas distintos, no dos:

* Homogéneo: Lu = 0 (el ntcleo de L).

* No homogéneo: Lu = b (invertir L).

e Sturm-Liouville: Lu = Au (el espectro de L).

1. Por qué se exige ker(L) = {0}. La variedad de soluciones de Lu = b es el espacio afin u, + ker(L).
Si dimker(L) = 1 hay infinitas soluciones (o ninguna, segtin la alternativa de Fredholm); si ker(L) =
{0}, colapsa al tinico punto 1. El operador de (PCo) es de Fredholm de indice cero, dim ker(L) —
codimIm(L) = 0; exigir inyectividad (ker(L) = {0}) fuerza la sobreyectividad (Im(L) = L?(I)). Asi
L es un isomorfismo: la solucién no solo es tinica, sino que existe para todo b continuo. Es la condicién
para construir el inverso L~! (no se invierte un operador con nticleo no trivial).

2. Homogéneo # Sturm-Liouville. El caso homogéneo (Lu = 0) es, bajo nuestra hipétesis, trivial:
solo el cero. Sturm-Liouville es espectral (Lu = Au): no busca cudndo L aniquila la funcién, sino
sus autovalores y autofunciones, los ejes naturales (base ortogonal) en los que L acttia como un
multiplicador escalar.

3. Green frente a Sturm-Liouville: el mismo objeto, dos herramientas. La analogia con 4lgebra

lineal (matriz simétrica regular A <+ L) es exacta:

* Green (inverso operativo): resolver Ax = b con A invertible da x = A~'b. En dimensi6n infinita
L~! es un operador integral y g(x,s) es la “matriz inversa continua”: u(x) = |, f g(x,s)b(s) ds.

¢ Sturm-Liouville (inverso espectral): por el teorema espectral, las autofunciones {¢, } de Ly, =
An@n son base ortogonal; proyectando b = Y (b, ¢,) ¢n, la inversa actaa dividiendo por los autoval-
ores: U = Z%—(Z”)q)n.

Ambas construyen lo mismo. La conexion es el teorema de Mercer: la funcién de Green es la suma de

los tensores de las autofunciones divididos por sus autovalores,

o ea(X)gu(s)
8(xs) n; a,

Sintesis fisica (la cuerda de guitarra): Green responde qué forma estética adopta la cuerda al colgarle
una distribucion de pesos b(x) (matriz de flexibilidad); Sturm-Liouville da las frecuencias A, y modos
de vibracién ¢, (ondas estacionarias). La deformacién estatica (Green) es exactamente una suma
infinita de modos de vibracién (Sturm-Liouville). En resumen: se asume ker(L) = {0} para garantizar
que existe el inverso L~!; luego se usa Green para la férmula directa, o Sturm-Liouville para resolver
via las frecuencias naturales del espacio.

1. El espectro de la matriz inversa

Si x es autovector de A con autovalor A (Ax = Ax) y A es invertible (ker(A) = {0}, equivalente a
que ningtn autovalor sea nulo), aplicando A~! y dividiendo por A:

1
A lx = Xx.

El inverso hereda la misma base de autovectores e invierte el factor de escala: si A estira un eje por
10, A~ 11o comprime por 1/10.

2. Anatomia del operador continuo: x y s como indices de matriz
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En dimensién finita, una matriz acta como v; = Z]N:l M;jju; (i indice de fila/salida, j de
columna/entrada). En L?, el vector es una funcién u(s), la suma se vuelve integral y el operador
inverso L~! produce

v(x) = /f g(x,s)u(s)ds,

donde x hace de indice de fila, s de indice de columna (variable muda que recorre la entrada) y g(x, s)
es el coeficiente continuo de la “matriz de dimensién infinita”. Si M es simétrica, el teorema espectral
da M;; = Y )LanPjn; con la analogia i — x, j — s, autovector — ¢, y autovalores del inverso
— 1/ Ay, esto transmuta en el teorema de Mercer:

()

865) = 1 1 a(x) 9.

n=1
A partir de ahora asumimos la hipétesis

(*) @ = 0es la tinica solucién de (PCo)pom-

Como la diferencia de dos soluciones de (PCo) resuelve (PCo)pom, bajo (*) el problema (PCo)

tiene a lo mas una solucién para cada b € C(I). Veremos que, de hecho, tiene exactamente una, y
obtendremos una férmula para construirla.

En resumen.

1. El problema de Green: la inversién del operador (el caso no homogéneo)

Efectivamente, el método del Nucleo de Green esta disefiado para resolver el problema lineal no
homogéneo con condiciones de contorno homogéneas. La ecuacién es

donde L es tu operador diferencial eliptico (por ejemplo, L(y) = —(p(x)y") — g(x)y).

Interpretacién abstracta y geométrica: en un espacio de Hilbert de dimensién infinita (el espacio
de tus funciones), tienes un operador lineal L (una matriz infinita). Te dan un vector objetivo fijo b
(tu carga o término independiente). Te estan pidiendo que encuentres el vector exacto y que, al ser
transformado por la matriz L, aterrice exactamente sobre b. Esto no es mds que resolver el sistema de
ecuaciones

—1
y=L"(b).
El Nucleo de Green, g(x,s), es la manifestacién continua de esa matriz inversa L7l La integral
J g(x,5)b(s) ds es el producto matriz-vector. Resuelve la deformacién forzada del sistema topoldgico.

2. El problema de Sturm-Liouville: el espectro (ese “y a un lado”)

Tu intuicién de que es «un problema lineal homogéneo donde hemos pasado una cierta y a un lado»
describe algebraicamente la ecuacién

L(y) = Ay

(o equivalentemente, (L — AI)y = 0). Aqui radica la distincién fundamental: Sturm-Liouville no es
un problema homogéneo ordinario, es un problema de autovalores (o problema espectral).

La diseccion topoldgica de tu frase: cuando dices “hemos pasado una cierta y a un lado”, estds
reconociendo que la incégnita iy aparece a ambos lados de la igualdad, pero multiplicada por un
escalar A. En el problema homogéneo puro (L(y) = 0), buscas el nticleo estético del operador. Sabemos
por nuestra hipétesis anterior que ese ntcleo es trivial (solo contiene al cero). En Sturm-Liouville,
estds buscando valores paramétricos muy especificos de A que provoquen que el nuevo operador
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alterado (L — AI) pierda su inyectividad, es decir, que su nucleo deje de ser trivial y admita funciones
con “volumen”.

Interpretacién abstracta y geométrica: volvamos al espacio de Hilbert. No estds buscando un vector
forzado por una carga externa b. Estds buscando los ejes principales de simetria de tu operador L,
aquellas direcciones geométricas (las autofunciones y, (x)) que, al ser transformadas por el operador
diferencial, no rotan ni se distorsionan, sino que simplemente se estiran o se comprimen por un factor
de escala (el autovalor Ay,).

3. La sintesis: dos caras de la misma geometria

Para que el problema concreto se resuelva solo, abstraigdmoslo completamente al dlgebra matricial.
Sea A una matriz real y simétrica (el operador L con condiciones separadas):
¢ Green (no homogéneo): resuelve Ax = b. La respuesta es la inversa, x = A~ 1b.
¢ Sturm-Liouville (espectral): resuelve Ax = Ax. La respuesta es la diagonalizacién del espacio,
encontrando la base ortogonal de autovectores {v1,v2,...,v,} y sus autovalores {Aq, Ay, ..., Ay}
;Por qué se estudian juntos en la misma teoria matematica? Porque en la geometria de operadores
autoadjuntos, la diagonalizacién es la llave maestra para la inversién. Si conoces los ejes principales
del espacio (Sturm-Liouville), puedes construir la matriz inversa (Green) trivialmente: el operador A
estira el espacio por un factor A, en la direccién v,, por tanto el operador inverso A~! (el de Green)
simplemente comprimird el espacio por un factor 1/, en esa misma direccion v,,.

«Pero en concreto, ;los problemas de Green y de Sturm-Liouville son para cuando el problema
homogéneo asociado solo tiene una tinica solucion?»

La respuesta es afirmativa para el ntcleo de Green, pero estrictamente negativa para la teorfa de
Sturm-Liouville.

1. El ntcleo de Green: la exigencia de la solucién tnica

El método del nticleo de Green tiene como objetivo resolver el problema de contorno no homogéneo
L(y) = b(x). Para que este método funcione, debes construir el operador inverso L. En el andlisis
de operadores funcionales (igual que en el dlgebra lineal basica), un operador solo admite una inversa
si es una biyeccion. Como el operador diferencial L es lineal, la condicién de inyectividad requiere
que su ntcleo topolégico sea trivial. Es decir, exiges rigurosamente que el problema homogéneo
asociado L(y) = 0 sometido a las condiciones de frontera posea tinica y exclusivamente la solucién
idénticamente nula (y = 0). Si el problema homogéneo admitiera otras soluciones ademds del cero
(una variedad de dimensién mayor o igual a 1), el operador L no seria inyectivo, la variedad de
soluciones del problema no homogéneo colapsaria o se multiplicaria hasta el infinito por la Alternativa
de Fredholm, y el nticleo de Green g(x, s) matemdticamente no podria existir.

2. El problema de Sturm-Liouville: la biisqueda de infinitas soluciones

El caso de Sturm-Liouville es topolégicamente el opuesto simétrico. El problema se formula como
L(y) = Ay, lo cual podemos reescribir definiendo una familia paramétrica de operadores:

(L—Al)y =0.

Aqui no estds intentando invertir un operador fijo. Estds escaneando el espacio topolégico variando
el parametro continuo A. El objetivo intrinseco del Problema de Sturm-Liouville consiste en hallar
aquellos valores exactos de A para los cuales el problema homogéneo modificado admita soluciones
distintas de la idénticamente nula. Es decir, buscas los instantes algebraicos en los que el nticleo del
operador alterado deja de ser trivial: ker(L — AI) # {0}. Cuando esto ocurre, el problema pasa de
tener una tnica solucién (el reposo absoluto) a poseer un subespacio vectorial de dimensién 1 (o
superior) lleno de soluciones reales. Esas soluciones no nulas son las autofunciones. Si para un valor
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particular de A el problema solo tuviera la solucién nula, ese A se descarta; es un punto ordinario y no
pertenece al espectro.

Intuicién geométrica: si Green requiere un puente rigido que no oscila por si solo, Sturm-Liouville
es el acto de inyectar una energia virtual (parametrizada por A) en la topologia del puente. Estés
buscando deliberadamente las frecuencias de resonancia en las que la rigidez del operador L es
cancelada de forma exacta por el término inercial AI. Cuando alcanzas un autovalor, la matriz
del operador se vuelve singular: el puente pierde su equilibrio tinico y estalla en una infinidad de
configuraciones estacionarias posibles (la autofuncién y todos sus mdltiplos escalares).

En conclusién:

¢ Green requiere que la matriz del operador L sea estricta y puramente regular (nticleo de dimensién
0, solucién tinica).

¢ Sturm-Liouville es la maquinaria para descubrir en qué circunstancias un operador de la forma
L — Al se vuelve singular (nticleo de dimensién > 0, infinitas soluciones).

5.7 El operador eliptico autoadjunto L

«;Dijiste que L era un operador eliptico autoadjunto, eso qué narices quiere decir? Por otro
lado, sé que en fisica cudntica existe una especie de axioma que me dice que los operadores son
autoadjuntos, pero eso parece algo muy, muy fuerte de afirmar, ;no? ;Cémo puede establecer
uno eso como axioma? Quiero decir, si uno tiene un problema de un SDO general y le hace un
problema de contorno, el operador genérico no tiene por qué ser autoadjunto, ;no? Y la naturaleza
podria perfectamente regirse de esa forma sin querer cumplir nuestro “axioma”. Ten en cuenta que
no sé nada de fisica cudntica, solo quiero que me lo expliques matemdticamente.»

1. (Qué es un operador eliptico autoadjunto?

El operador del que hemos estado hablando es

La condicién de “eliptico”:

Este es un término heredado de la geometria de las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDPs).
Un operador diferencial de segundo orden se clasifica segtin la signatura de su parte principal (sus
derivadas de mayor grado). Si todos los autovalores de su matriz de coeficientes principales tienen el
mismo signo y no son cero, el operador es eliptico.

En dimensi6n 1 (nuestro caso), la matriz es un simple escalar: p(x). La exigencia de que p(x) > 0
estrictamente en todo el intervalo es exactamente la condicion de elipticidad.

Topolégicamente, un operador eliptico “suaviza” la informacién. Carece de direcciones privile-
giadas de propagacién de singularidades (como ocurre en la ecuacién de ondas, que es hiperbdlica).
Describe regimenes estacionarios, geometrias de equilibrio y minimizacién de funcionales de energia
estdtica (como una cuerda combada en reposo).

La condicién de “autoadjunto”:
Algebraicamente, es la generalizacién a dimension infinita de una matriz simétrica real.

En un Espacio de Hilbert # (un espacio vectorial completo dotado de un producto escalar (u,v) =
J u(x)v(x) dx), el operador adjunto L* se define geométricamente como aquel que permite trasladar
la transformacion lineal de un lado al otro del producto escalar sin alterar el volumen de la proyeccién:

(Lu,v) = (u, L*0).
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Siresulta que L = L*, decimos que el operador es autoadjunto (o simétrico).

Como vimos al integrar por partes —(p(x)y’)'z, esto exige que los flujos en las fronteras se anulen.
Por tanto, ser autoadjunto no es solo una propiedad de la EDO; es una propiedad de la topologia
combinada del operador y de la subvariedad definida por las condiciones de contorno.

2. El axioma de la cudntica y el Teorema Espectral

Tienes toda la razén geométrica: si tomas un SDO general y le pones condiciones de contorno
arbitrarias, la inmensa mayoria de las veces el operador resultante no es autoadjunto. La asimetria es
la norma en los espacios funcionales aleatorios.

Entonces, ;cémo nos atrevemos a postular como axioma fundacional de la mecanica cudntica que
todo observable fisico (posicién, momento, energia) debe estar representado exclusivamente por un
operador lineal autoadjunto en un espacio de Hilbert?

Un axioma matemaético no es una ley de la naturaleza comprobada experimentalmente; es la
definicion de los bordes del tablero de juego. John von Neumann postul esto porque, si este axioma
falla, la estructura de la probabilidad y la medicién colapsan en el espacio topolégico. Y esto se debe a
dos teoremas demoledores:

A. El Teorema Espectral (la realidad de la medicién).

En matematicas, si un operador no es autoadjunto, su espectro (sus autovalores) residen dispersos
en el plano complejo C.

S5i un operador es autoadjunto, el Teorema Espectral encadena su geometria de tal forma que todo
su espectro es estrictamente real, c(L) C R.

En fisica, los autovalores de un operador representan los posibles resultados que puedes obtener
al medir una magnitud con un aparato de laboratorio. Nadie ha medido jamés en un osciloscopio
o un espectrémetro una energia de “5 + 3i Julios”. La restriccién autoadjunta es la tinica garantia
matematica rigurosa de que la teoria producird ntimeros reales proyectables en el eje unidimensional
de la realidad de los aparatos de medida.

B. La ortogonalidad de la base (el espacio de la probabilidad).

El mismo Teorema Espectral garantiza que las autofunciones de un operador autoadjunto forman
una base ortogonal completa del Espacio de Hilbert.

Geométricamente, esto significa que el espacio se folia en ejes infinitos que son perfectamente
perpendiculares entre si (mutuamente excluyentes). En teoria de la medida, el producto escalar
entre dos estados, |(u,v)|?, es la probabilidad de que el estado u colapse en el estado v. Si los ejes
de tu operador de medida no fueran ortogonales, los estados cudnticos estarian correlacionados de
forma espuria. Las probabilidades no sumarfan 1, y la 16gica topolégica del espacio medirfa eventos
“superpuestos” de manera incoherente.

3. Lanaturaleza y los operadores no autoadjuntos

Tu objecién final es ltcida: «la naturaleza podria perfectamente regirse de esa forma sin querer cumplir
nuestro axioma». Y de hecho, lo hace.

La fisica cudntica y cldsica recurren a operadores no autoadjuntos todo el tiempo, pero lo hacen
bajo un paradigma geométrico distinto: la teoria de los sistemas abiertos o disipativos.

Cuando modelas el universo entero, la probabilidad total debe conservarse (la suma de las probabil-
idades es 1). El Teorema de Stone en Anadlisis Funcional dicta que el operador de evolucién temporal
U(t) = €' conserva la norma del espacio (es un operador unitario) si y solo si el generador L es
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estrictamente autoadjunto. El axioma de la cudntica es simplemente la afirmacién de que el universo,
en su totalidad, no pierde informacién ni crea probabilidad de la nada.

Sin embargo, si extraes un sub-sistema genérico de la naturaleza (un péndulo con rozamiento
aerodindmico, una cavidad éptica que pierde fotones, o un material radiactivo que decae), la métrica
de ese subespacio ya no se conserva. La energia “fuga” hacia las fronteras topolégicas que has omitido
en el modelo.

En estos casos, el operador diferencial que modela tu sub-sistema deja de ser autoadjunto. ;El
resultado matematico? El Teorema Espectral se rompe, y los autovalores A adquieren una parte
imaginaria (A = a +ip).

Esta parte imaginaria tiene un significado analitico cristalino: al introducir A en las exponenciales
de la evolucién temporal,
ez/\t — plot 87/5),‘/
la parte real & gobierna la oscilacién (la dindmica), pero la parte imaginaria B acttia como un atractor
topoldgico, provocando que el estado decaiga o se amplifique exponencialmente.

5.8 Problema de Green

5.8.1 Teorema de Construccion de la Base de Green

Teorema (de construccion de la base de Green) Bajo la hipétesis (x), existen dos soluciones @1, ¢, de la
EDO (p(x)y')" 4+ q(x)y = 0 en I tales que:

(i) c1p1(a) +drgy(a) = 0

(ii) c292(B) + d295(B) =

(iii) @1(x)@h(x) — (p’l(x)(pz( x) = p(lx),pam todo x € I.

Demostracion.

Apartados (i) y (ii). El objetivo de (i) y (ii) es garantizar la existencia de dos trayectorias reales, no
nulas, que nazcan en las fronteras cumpliendo las restricciones impuestas por el operador de contorno.

Definamos el espacio de fases en el extremo izquierdo x = & como el plano IR?, cuyas coordenadas
representan el estado del sistema: (y(a),y’()).

Cuando te enfrentas a una EDO de segundo orden como (p(x)y’)’ + q(x)y = 0, ;qué informacién
necesitas exactamente en un instante x = « para que el Teorema de Picard te construya una solucién
unica? Necesitas dos datos: la posicion inicial y(a) y la velocidad inicial y/'(«). Como necesitas
exactamente dos niimeros para definir el estado del sistema en el instante , podemos representar
cualquier estado posible como un punto en un plano cartesiano tradicional IR?. Llama al eje horizontal
X =y(«) y al gje vertical Y = y/(«). Cualquier punto (X, Y) en este plano representa una condicién
inicial perfecta para arrancar el Teorema de Picard. A este plano paramétrico se le llama “espacio de
fases” en fisica, pero para ti no es més que el plano IR? de condiciones iniciales.

La condicién de contorno izquierda es una ecuacién funcional lineal:
cy(a) +dry'(a) = 0.
Traduzcamos esto a nuestro plano cartesiano (X, Y). La ecuacién se lee como
C1X + d1Y =

¢ Qué es esto en geometria analitica basica? Es la ecuacién general de una recta que pasa por el origen
(0,0). No es una parabola, no es un plano, es una simple recta bidimensional.
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Ahora, ;por qué se exige la extrafia condicién de que ¢ + d7 > 0? Piensa geométricamente: si
cp = 0y dy =0, la ecuacion colapsa a 0X 4+ 0Y = 0, lo cual no es una recta, es todo el plano R2
(cualquier punto cumpliria la condicién, y el problema estaria subdeterminado). Al exigir que la suma
de sus cuadrados sea mayor que cero, la matematica asegura que al menos uno de los coeficientes no
es nulo, garantizando que la ecuacién defina una recta estricta, rigida e inamovible en nuestro plano
de condiciones iniciales.

Nuestro objetivo es fabricar una funcién ¢1(x) que cumpla esa condicién de frontera. Para
ello, necesitamos elegir un punto (X, Y) de arranque para dérselo a Picard, y ese punto debe vivir
obligatoriamente encima de la recta c;X +d;Y = 0. Cualquier punto de esa recta sirve. Pero no
podemos elegir el punto (0,0): si le damos a Picard la posicion inicial y(«) = 0y la velocidad inicial
y'(a) = 0, la tinica curva que la EDO homogénea generara seré la funcion constante ¢ (x) = 0 para
todo x. Y nosotros necesitamos una funcién no nula.

En éalgebra lineal, la ecuacién ¢1X 4 d1Y = 0 se puede ver como el producto escalar (producto
punto) de dos vectores igualado a cero:

(Cl/dl) . (X, Y) =0.

Por lo tanto, elegimos el vector director (X,Y) = (dy, —c1), es decir, y(a) = dy, y'(x) = —cq:

(p(x)y")" +q(x)y =0,

y(a) =dy,

y'(a) = —c1.
El Teorema de Existencia y Unicidad de Picard entra en accién: toma ese punto de arranque y genera
una trayectoria impecable y tinica a lo largo de todo el intervalo I. A esa trayectoria la llamamos ¢1 (x).
Al haber usado el vector director de la recta, sabemos axiomaticamente que c1¢; () + d1 ¢} () =0.Y

como no arrancd del origen, sabemos axiomdticamente que ¢1(x) no es la funcién idénticamente nula.
El apartado (i) queda demostrado de forma limpia, sin dividir en casos farragosos.

El razonamiento para (ii) es idéntico por simetria geométrica. En el extremo x = f, la condicién
c2y(B) +doy’(B) = 0 define otra recta en R?. Elegimos el vector de Cauchy (da, —c5) y disparamos la
solucion hacia atrés en el tiempo mediante la EDO. El resultado es la funcién no nula ¢, (x).

El apartado (iii) requiere todo un apartado.

5.8.2 Identidad de Abel

El paso analitico fundamental (apartado (iii)) si tiene un nombre célebre: la Identidad de Abel (o
Férmula de Liouville).

1. El caso general: la Formula de Jacobi-Liouville

El teorema mads general posible opera sobre un SDO lineal de dimensién N,
Y = A(x)Y,

donde Y(x) es la matriz fundamental (cuyas columnas son N soluciones linealmente independientes).
La Férmula de Jacobi-Liouville dicta como evoluciona el determinante de esta matriz, es decir, el
Wronskiano W (x):

W(x) = W(xo) exp (/x: tr(A(s)) ds) .

2. El subcaso escalar: 1a Identidad de Abel
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La Identidad de Abel es la proyeccién estricta de la férmula de Liouville a una EDO escalar de
orden 1. Tomemos el caso de orden 2:

Y +ay(x)y +ax(x)y = 0.

Para aplicar Liouville, debemos transformar esta EDO en un SDO bidimensional, definiendo el estado
como el vector (y,y'). La matriz de coeficientes asociada, conocida como matriz compafiera, adquiere

siempre esta estructura rigida:
0 1
A(x) = .
) (—ﬂz(x) —ﬂl(x)>

Calculemos la traza de esta matriz:
tr(A(x)) =0+ (—a1(x)) = —a1(x).

Si introducimos este resultado exacto en la Férmula de Jacobi-Liouville general, obtenemos la Identi-
dad de Abel:

X

W(x) = W(xo)exp<—/x al(s)ds> .

Primero veremos la forma de calcularla sin emplear la expresién de Sturm-Liouville. Después si la
aplicaremos.

0

Demostraciéon A) del apartado (iii)

El Wronskiano de nuestras dos soluciones es el determinante jacobiano:

W(x) = ¢1(x)@3(x) — ¢71(x) @2 (x).

Geométricamente, W(x) mide el drea del paralelogramo (volumen simpléctico) abarcado por los
vectores de estado de ¢1 y ¢ en el espacio de fases a medida que evoluciona el pardmetro x. Dado
que ambas funciones son soluciones de la EDO en forma autoadjunta, satisfacen

(pe)) + 991 =0 = (po}) = —q¢1,

(Pp2) +a92=0 = (pp3)’ = —q¢2.

Multipliquemos la segunda ecuacién por @1, la primera ecuacion por ¢, y restemos la primera de la
segunda:

P1(pp2)" — @2(p9p1)' = —qp192 — (—qp291) = 0.

Ahora, analicemos la derivada del producto p(x)W(x):

d d
2 P (192 = 9192)] = - [91(p92) — ¢2(pei)]-
Aplicando la regla de la cadena:

= ¢1(p9a) + ¢1(pes) — [92(p9)) + @2(pe)'].

Observa que los términos cruzados ¢} p¢5 y ¢5p ¢} sonidénticos y se cancelan. Nos queda exactamente
la expresién de la EDO restada:

= ¢1(p93) — ¢2(pey)'.

Y como hemos demostrado justo antes que esa resta es cero, llegamos al resultado final:

L IpW)] =0

Integrando respecto a x, concluimos que la magnitud no varia a lo largo de la variedad. Es una
constante C:
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p(x)W(x) =C = W(x) = @)

Esta es la Identidad de Abel. Demuestra que la evolucién geométrica del drea en el espacio de fases
estd dictada exclusivamente por la funcién p(x), con independencia de la disipacién g(x).

Para probar (iii), debemos demostrar que C no es cero y normalizar la métrica. Aqui es donde la
hipétesis (x) actia como juez. Supongamos por reduccién al absurdo que C = 0. Como p(x) > 0
estrictamente en todo I, la ecuacién de Abel dictaria que el Wronskiano W(x) = 0 para todo x. En el
algebra de operadores diferenciales lineales ordinarios, un Wronskiano idénticamente nulo entre dos
soluciones implica que el drea de su paralelogramo colapsa. Geométricamente, las dos trayectorias
son colineales; una es multiplo de la otra:

@2(x) =k ¢1(x).

Al ser ¢ un multiplo de ¢1, y pertenecer ¢ al ntcleo del operador frontera izquierdo (c1¢1 () +
d1¢} («) = 0), el operador lineal aniquilard también a ¢ en la frontera izquierda. Simultdneamente,
por disefo inicial, ¢, ya habitaba el nticleo del operador frontera derecho (c2¢2(B) + d2¢5(B) = 0). Por
consiguiente, ¢, anula tanto la EDO homogénea como ambas fronteras simultdneamente: pertenece al
espacio de soluciones de (PCo)pom. La hipotesis (x) exige que la tinica solucién a ese problema sea la
funcién nula. Sin embargo, demostramos antes que ¢, no es nula. Hemos llegado a una contradiccién
flagrante. La conclusién irrebatible es que C # 0. Las variedades @1 y ¢ son transversalmente
independientes.

El remate algebraico: como C # 0, podemos aplicar una transformacién isomorfica al espacio.
Definimos una nueva funcién base reescalando la segunda solucion:

P2(x) = Sgalx).

Al ser la EDO homogénea lineal, ;(x) sigue siendo solucién y sigue anulando la frontera derecha. Si
calculamos el Wronskiano de este nuevo sistema {¢1, ¢, }:

C 1

p(x)  p(x)

o
af -

W(p1, 92)(x) = =W(g1, ¢2)(x) =

Que también puede verse como: define tu espacio vectorial base como V = ker(L), formado por
todas las funciones que solucionan la EDO homogénea L(y) = (p(x)y’)" + q(x)y = 0. Sabemos que
dim (V') = 2. Define ahora dos operadores lineales (funcionales) que evaltian las fronteras:
e Operador de frontera izquierda: F,(y) = c1y(a) + d1y’ ().
e Operador de frontera derecha: Fs(y) = c2y(B) + d2y'(B)-
El Problema de Contorno homogéneo completo, (PCo)pom, NO es més que la interseccion topologica
de estos tres mundos:

ker(L) Nker(Fy) Nker(Fg).

La hipétesis (x) es un axioma dictatorial para esta demostraciéon. Afirma categéricamente que la
interseccion de estos tres subespacios estd vacia de funciones con “volumen”. El tnico elemento que
vive simultdneamente en los tres mundos es el origen del espacio vectorial, la funcién nula:

ker(L) Nker(F,) Nker(Fg) = {0}.
Construye ¢; obligédndola a vivir en la frontera izquierda, es decir, garantiza que ; € ker(L) N
ker(F,). Construye t, obligdndola a vivir en la frontera derecha, es decir, garantiza que ¢, € ker(L) N

ker(Fg). ;Como sabemos que §; y 2 no son la funcién cero? Porque se construyen inyectando un
vector de estado inicial no nulo en el Teorema de Picard (p. ¢j. 1 («) = 1, ¢} («) = 0). En la geometria
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de curvas de un flujo dindmico, si no partes del origen, jamés eres la trayectoria nula. Por tanto,
$1 # 0y 92 #0.

Si ¢, es un clon escalado de 11, hereda forzosamente toda su “genética” topolégica. Los operadores
lineales no distinguen multiplos escalares respecto al nticleo. Como i, pertenece a ker(F,) (cumple
la condicién de contorno izquierda), cualquier multiplo suyo también lo hard. Lo demostramos
algebraicamente:

Fo(yp2) = Falkypr) = kEu(¢r) = k-0 =0.

¢Qué acaba de ocurrir? Sabiamos por disefio original que ¢, cumple la condicién derecha, 1P, €
ker(Fg); sabiamos por disefio que resuelve la EDO, ¢, € ker(L); y ahora, por ser multiplo de 1,
acabamos de descubrir que también cumple la condicién izquierda, ¢, € ker(F,). En conclusién, i,
pertenece a la interseccién total:

P2 € ker(L) Nker(Fy) Nker(Fg).

Esto significa, por pura definicién, que 1, es una solucién del Problema de Contorno homogéneo
(PCO)nom- Pero recuerda como construimos ¢;: le dimos un dato de Cauchy inicial no nulo en x = f.
Es una funcién con masa, con movimiento;  no es la funcién nula. Acabamos de fabricar l6gicamente
una funcién no nula que soluciona (PCo)pom- Esto choca como una guillotina contra la hipétesis (x),
que prohibe terminantemente la existencia de habitantes no nulos en esa interseccion.

Demostracién B) de la Identidad de Abel
Estdbamos estudiando una EDO en su forma autoadjunta de Sturm-Liouville:
(p(x)y") +4q(x)y = 0.

Para saber cudl es su Identidad de Abel, primero debemos desarrollar la derivada del producto para
llevar la EDO a su forma canénica y” + a1 (x)y’ + az(x)y = 0:

pPr(x) , qx)
p0 Y Y =

De aqui extraemos que el coeficiente de disipacién es exactamente

p()y" +p'(x)y +qx)y=0 = y" +

Sustituimos esto en la Identidad de Abel:

W(x) = W(xo)exp<—/x

=) =
< =
[ Ean
NG
2

w0

N———

Resolvemos la integral, que es logaritmica y trivial:
T ps)
Jxo p(s)

Aplicamos la exponencial para destruir los logaritmos:

ds = In(p(x)) — In(p(x0))-

W(x) = W(xo) exp( — [In(p(x)) — In(p(x0))]) = W(x) .

Si multiplicamos ambos lados por p(x), el colapso topoldgico es absoluto:

p(x)W(x) = p(x0)W(xo)-

Esto demuestra que el producto p(x)W(x) es independiente de x; es una constante de conservacion
geométrica que antes denominamos C (o ). Si normalizamos el espacio para que el volumen en xg
multiplicado por p(xp) sea 1, recuperamos matematicamente la enigmatica condicion (iii):
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Observacién. Las funciones ¢, 2 anteriores son soluciones en I de la EDO homogénea con

det( Zi Zi ) # 0 en todo I (por (iii)), luego forman un sistema fundamental.

5.8.3 Hacia el caso no homogéneo

Disponemos ya de la base de Green {¢1, ¢»}. Atacamos ahora el problema de contorno completo
(PCo), que exige dos cosas a la vez: que la funcién soporte la carga interna dictada por la EDO,
L(y) = b(x), y que cumpla los desplazamientos prescritos en las fronteras, By (y) = hy y B2(y) = ho.
Resolver ambas de golpe es complejo; pero como el operador diferencial L y los de frontera By, B, son
lineales, el espacio de soluciones es afin y podemos desacoplarlo en dos subproblemas mucho més
sencillos.

1. La estrategia: desacoplamiento de la solucién

Subproblema de fronteras nulas (carga interna activa): buscamos ¢ (x) que resuelva L(y) = b(x)
con las fronteras clavadas a cero,

Es el que resolveré el niicleo de Green.

Subproblema de carga nula (fronteras activas): buscamos @y, j,, (x) que resuelva la EDO homogénea
L(y) = 0 satisfaciendo exactamente los desplazamientos exigidos,

(p(x)y") +4q(x)y =0, enl,
(Pco)hlhz Cl;‘/(“) + dl]/,(‘x) = hy,
(B) h

c2y(B) +day' (B) = ha.

Al sumar ambas, la linealidad reparte los efectos: el operador diferencial suma las cargas, L(¢;, +
®nh,) = b+ 0 = b, ylos de frontera suman los desplazamientos, By (¢ + @p,n,) = 0+hy = Iy (e
igual en B). Por tanto

P(x) = @p(x) + Py, (x),  x €,

es solucion del problema completo (PCo): la contribucion puramente volumétrica mas la puramente
fronteriza.

2. Construccion de la solucién fronteriza ¢y,

Esta funcion resuelve la homogénea de segundo orden, luego vive en el plano bidimensional
generado por la base de Green: ¢y, = A @1+ B¢a. La gracia de haber elegido ¢1, ¢2 con las
condiciones (i) y (ii) es que cada una anula por disefio una frontera, B1(¢1) = 0y B2(¢2) = 0, lo que
desacopla el sistema para A y B.
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Frontera izquierda a: como B1(¢1) =0,

h
Bl(A(P1 + B(Pz) = BB]((pQ) =h = B= clgoz(zx) —|—1d1§0l (DC)
2
Frontera derecha f: como By(¢,) =0,
hy

Bz(Aq)l + B@z) = ABz(q)l) =h — A=

c2¢1(B) +d297(B)

Los denominadores no se anulan: bajo la hip6tesis (x) se tiene c1¢y(a) + dq¢5(a) # 0y co91(B) +
d2¢' (B) # 0. Sustituyendo, obtenemos la solucién explicita del subproblema fronterizo:

_ hy
c2¢1(B) + d2¢}

h
C192 (D() + dl §0/2

Phyhy (X) @) p1(x) + @ P2(x).

Con esto, ¢ = @} + @p, 1, resuelve (PCo) en su forma mds general. Resta tinicamente construir ¢,
mediante el ntdcleo de Green.

5.9 Teorema de Representaciéon Integral de Green

Teorema (de representacion integral de Green). Supongamos que se satisfacen las hipdtesis anteriores (en
particular (x)), y sean @1, @2 dos soluciones de Ia EDO (p(x)y’) + q(x)y = 0 en el intervalo I que satisfagan
las propiedades (i), (ii), (iii) de la base de Green. Consideremos la funcién g : (x,s) € I x I — g(x,s5) € R
definida por

x.8) = p1(x)@a(s), six<s,
s {9"1(5)(/92(36), six > s.

En estas condiciones, para cada b € C(I), hy, hy € R dados, existe una y sélo una solucion ¢ de (PCo), que
viene dada por la descomposicion ¢ = @y, + @y, p,, Siendo

p
Pp(x) = / <(x,s)b(s)ds, para todo x € I,
o
Y @y, la funcion fronteriza definida anteriormente.
5.9.1 Demostracion a partir del Teorema de Green Clésico

Paso 1. El Teorema de Green en el plano (la equivalencia topoldgica)

El Teorema de Green cldsico establece que para un dominio D C IR? cerrado por una curva frontera
9D, y un campo vectorial (P, Q), se cumple:

ng(deQdy) - //D (aag - 35) dA.

Intuicién geométrica: la suma de la circulaciéon macroscépica a lo largo de la frontera (el perimetro
exterior) es exactamente igual a la suma de todas las circulaciones microscépicas (la vorticidad o
rotacional) en el interior del dominio. Lo que ocurre en el volumen estd codificado de forma absoluta
en la cdscara que lo encierra.
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Paso 2. La transformacion a flujo (Teorema de la Divergencia)

Hagamos una rotacion algebraica del campo vectorial. Definamos un nuevo campo F = (M, N) tal
que M = Qy N = —P. Si sustituyes esto en la ecuacion de Green cldsica y reescribes la integral de
linea en términos del vector normal exterior n, la ecuacién transmuta instantdneamente en el Teorema
de la Divergencia (o Teorema de Gauss) en 2D:

l;DF~nds://l‘)(V.F)dA.

Intuicién geométrica: ya no medimos circulacién, medimos flujo. La cantidad neta de fluido (o campo
eléctrico, o calor) que atraviesa la frontera exterior es exactamente igual a la suma de todas las fuentes
y sumideros microscépicos (V - F) contenidos en el interior.

Nota filoséfica: esta es la version euclidea del Teorema Generalizado de Stokes en variedades diferen-
ciales ([, w = [, dw). La frontera 0Q) acttia como la “contable” estricta de todo lo que se genera o
destruye en el volumen ().

Paso 3. La creacion de la Segunda Identidad de Green

Para conectar esto con operadores diferenciales, necesitamos aplicar el Teorema de la Divergencia
no a un campo F aleatorio, sino a un campo fabricado especificamente para relacionar dos funciones
escalares cualesquiera, 1 y v. Definimos el vector de flujo asimétrico:

F=uVv—ovVu.

Calculamos su divergencia aplicando la regla del producto (V - (aA) = Va- A +aV - A):

V- (uVv) = Vu - Vo + ulv,
V- (vVu) = Vov-Vu+ vAu.

Restando ambas, el término del producto escalar (Vu - Vo) se cancela de manera idéntica:
V -F = ulAv — vAu

(obsérvese la aparicién del operador Laplaciano A, que es el operador autoadjunto por excelencia).
Si insertamos este resultado en el Teorema de la Divergencia, obtenemos la Segunda Identidad de
Green:

v ou
//D(LIAZJ —vAu)dA = 72[) (uan - Uan) ds,

donde % = V - n es la derivada direccional normal a la frontera.

Paso 4. El colapso topolégico a la dimensién 1 (nuestro problema concreto)

Aqui es donde la geometria diferencial aterriza en las EDOs. Vamos a reducir la dimensién del
espacio de D C R? a un intervalo unidimensional I = [&, 8] C R.
* El volumen: el drea D colapsa al segmento de recta [«, f]. La integral doble [[ dA colapsa a la

integral simple | f dx.
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¢ El operador: el operador Laplaciano A = V - V generaliza naturalmente en 1D a nuestro operador
de Sturm-Liouville modulado por la fisica del medio: L(y) = (p(x)y")" + gq(x)y.

* La frontera: la curva cerrada 0D colapsa a una subvariedad de dimensién cero: exactamente dos
puntos aislados, x = a y x = . La integral de linea ¢ ds desaparece y se convierte en una simple
evaluacién en esos dos puntos.

¢ El vector normal exterior (n): en una recta, “hacia afuera” significa apuntar hacia la izquierda en «
(direccién —1) y hacia la derecha en 8 (direccién +1). Por tanto, la derivada normal g—z colapsa a

~0/(2) y +9/(B).
Hagamos la comprobacién algebraica estricta de la Identidad de Green para nuestro operador L.
Queremos calcular la integral del volumen (el lado izquierdo):

/f(uLv —oLu)dx.
Sustituimos L:
uLv —oLu = u[(pv") + qov] — o[(pu) + qu].
El término g(x) se cancela idénticamente (1uqv — vqu = 0). Sobrevive la parte diferencial:
— u(pv') —o(pu).

Por la regla de derivacion del producto, sabemos que (upv') = u/(pv') + u(pv’)’. Despejando:
u(pv') = (upv') — pu'v’. Aplicando esto a ambos términos:

u(po")' —o(pu') = [(upt)' — pu'v'] = [(vpu’)" — pu'o'].
El término simétrico pu'v’ se aniquila. Nos queda la derivada exacta de un bloque:
\/ "/ d / /
= (upt') = (opu’)’ = — [p(x) (uo" —ou')] .

Al integrar una derivada exacta entre « y 3, el Teorema Fundamental del Célculo (el analogo 1D del
Teorema de la Divergencia) nos lleva directamente a evaluar en la frontera:

Puts-sie= oot

(nota que uv’ — vu’ es el Wronskiano, la medida geométrica de colinealidad de ambas funciones).

Paso 5. El milagro del Analisis Funcional (el operador de Fredholm)

Ahora poseemos la herramienta geométrica definitiva. Queremos resolver el problema de contorno
no homogéneo Lu = b(x), sometido a u(a) = 0y u(B) = 0. El razonamiento de Green es de una
elegancia quirtirgica. Ya que la Identidad de Green nos obliga a usar dos funciones, elegiremos:

* 1(x): serd la solucién real y desconocida de nuestro problema fisico. Sabemos que L(u) = b(x) y
que anula las fronteras.

e o(x): inventaremos una funcién auxiliar paramétrica, g(x,s), disefiada a medida para hackear la
identidad.
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(Qué le exigiremos a la funcién inventada g(x,s)?

* Primero, le exigiremos que también anule las fronteras: g(«,s) =0y g(B,s) = 0.

* Segundo, le exigiremos que su operador diferencial acttie como una jeringuilla matemética en un
punto s concreto. Es decir, forzaremos L(g) = é(x — s), donde ¢ es la Delta de Dirac.

Sustituyamos estos dos peones en nuestra identidad unidimensional:

[ ) L(g) — 850 dx = [plx) ()8 (3,5) (e ()]

Miremos el lado derecho (la frontera). Al evaluar en B, tenemos u(B)g’(B,s) — ¢(B,s)u'(B). Como
hemos forzado que u(B) = 0y g(B,s) = 0, este término es cero. Evaluando en « ocurre exactamente
lo mismo. Todo el flujo de frontera colapsa a cero absoluto.

0= /j(u(x)é(x —5) — g(x,)b(x)) dx.

Miremos el lado izquierdo. Separamos la integral:

[ uistx—s)dx = [ )p(x)ax

Por la teoria de distribuciones, integrar una funcién contra una Delta de Dirac aniquila todo el espacio
excepto el punto de la singularidad, “escupiendo” el valor de la funcién en ese preciso instante:
Ju(x)é(x —s) dx = u(s). El resultado se impone por si solo:

La resolucion de la EDO se ha transformado en un producto de convolucién integral. Al disefiar
una funcién g que absorbe una singularidad mientras respeta las fronteras (el Ntcleo de Green), el
Teorema de la Divergencia garantiza que la solucién del sistema se construya proyectando la carga
interna b(x) contra ese ntcleo en cada punto del dominio.

5.9.2 Nrcleo hessiano versus niicleo de Green

Vamos a conectar el Célculo Variacional (la fisica de la energia) con el Ntcleo de Green (la geometria
de las EDPs) usando un “diccionario” de dlgebra lineal.

El diccionario fundamental (el secreto del espejo)

Piensa en la ley de Hooke para un muelle: F = Kx.
* Tienes una matriz de rigidez K (el operador directo). Si conoces la posicién x, multiplicas y obtienes
la fuerza F.
¢ Tienes una matriz de flexibilidad K~! (el operador inverso). Si conoces la fuerza F, multiplicas y
obtienes la posicién x = K~'F.
En la dimensién infinita (campos continuos como una cuerda), los vectores son funciones. ;Y las ma-
trices? Las matrices continuas son integrales dobles con un “nticleo” de dos variables (fila, columna):
e La matriz directa K es el Niicleo Hessiano H(z, y) (te da la fuerza si conoces la posicion).
 Lamatriz inversa K~! es el Nticleo de Green g(x, s) (te da la posicién si conoces la fuerza).
La demostracién de D’Alembert es la construccion del operador directo K. La de antes era la del
operador inverso K~!. Vamos a rehacer la demostracion variacional paso a paso, revelando por qué
ocurre esa magia.
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Paso 1. La energia como forma cuadratica

En éalgebra lineal, la energia potencial de un sistema de muelles es una forma cuadrética: V =
%xTKx. Escrito con sumatorios (indices de fila i y columna j):

1
V= E ZZKl]xlx]
L]

El Célculo Variacional simplemente dice: “tienes infinitos puntos espaciales en la cuerda, asi que
los subindices i, j se convierten en coordenadas continuas x,y, y los sumatorios en integrales”. La
perturbacion de la cuerda es ¥ (x); la matriz infinita es H(x, y):

Vi) = 5 [ Hny) ¥ ¥ () drdy

Esto es exactamente lo que tienes en el “Paso 1”. La energia es cuadratica porque estamos en pequeiias
oscilaciones (un valle parabdlico de energia).

Paso 2. La derivada funcional (el gradiente infinito)

Queremos la fuerza. La fuerza es el gradiente negativo de la energfa. En algebra discreta, para
derivar 3xTKx respecto a una coordenada especifica x;, usamos la regla de la cadena y la Delta de
Kronecker (d;, que vale 1 sii = k, y 0 si son distintos):

En el continuo, el operador de derivada funcional % hace exactamente lo mismo. Te pregunta: si
pellizco la cuerda en la coordenada z, jcémo cambia la energfa total? La derivada de una funcién
consigo misma en dos puntos distintos usa la Delta de Dirac, que es la prima continua de la Delta de

Kronecker:

(esto significa: mover el punto z afecta al punto x solo si resulta que x y z son el mismo punto fisico).
Aplicamos esto a la integral doble de la energia, usando la regla del producto (derivada del primero
por el segundo sin derivar + .. .):

5@2)_;//VW—ZHHMWT@)+WWHﬂmw&y—nux@.

La propiedad maégica de la Delta de Dirac: cuando integras una Delta de Dirac, esta acttia como

un francotirador. La integral [ f(x)d(x — z) dx destruye el signo de integral y evalta la funcién f

exactamente en el punto z.

e En el primer término, J(x — z) destruye la integral en dx, cambiando las x por z. Nos queda:
JH(zy)¥(y) dy.

e En el segundo término, J(y — z) destruye la integral en dy, cambiando las y por z. Nos queda:
J H(x,z)¥(x)dx.

Como el orden de las derivadas cruzadas no importa (Teorema de Schwarz), la “matriz” Hessiana es

simétrica: H(x,z) = H(z, x). Las dos integrales son idénticas. El 1/2 se cancela con el 2, y obtenemos

la ecuacion de la fuerza restauradora:
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so = [ HEV¥W .

—Fuerzaenz =

Conexién con Green: jmiralo bien! Acabas de construir la ecuaciéon dual a la de Green.
* Green: Posicién u(s) = [ g(s, x)b(x) dx.
* Variacional: Fuerza F(z) = [ H(z,y)¥ (y) dy.

Paso 3. El colapso del nticleo a operador diferencial (la localidad)

Aqui esta el salto logico fundamental de la fisica matematica. La integral [ H(z,y)¥(y) dy asume
que para calcular la fuerza en z, tienes que sumar las contribuciones de todos los puntos y de la cuerda
(una matriz completamente llena).

Pero una cuerda fisica obedece al Principio de Localidad. El punto z no tiene ni idea de lo que hace
el punto y situado a 5 metros. Solo siente la tensién de los d4tomos infinitesimalmente pegados a él.

Matematicamente, para que una integral infinita colapse y devuelva solo informacién estrictamente
local (como la curvatura o la pendiente), su nucleo H(z, y) tiene que estar hecho de Deltas de Dirac
y sus derivadas. Para una cuerda estirada ideal, la fuerza depende puramente de su curvatura (la
segunda derivada espacial). La tnica forma matematica de que una integral escupa una segunda
derivada es que el niicleo sea:

92
H(zy) = ~Toz50(z ~y),

donde Tj es la constante fisica de la tensién. Sustituyamos este niicleo “raro” en la integral de la
fuerza:

Fo) = - [ [T 2506 -] Yo dy

Aqui viene el truco final. La integral se esta calculando respecto a la variable y. La derivada parcial
% es respecto a la variable z. Como son variables independientes, el operador de derivada puede

salir fuera de la integral impunemente (es una constante para dy):

Fo) =T [ [sG-wr) ).

.Y qué hace la integral de una Delta de Dirac? El francotirador acttia de nuevo. Destruye la integral
evaluando la funcién ¥(y) en el punto z:

82
F) = Ty [¥(2)],
P(z) = TOBZ‘I’(Z)

9z2

La conclusién universal

Acabas de deducir, desde la energia méas abstracta, que el operador de fuerza eléstica para la cuerda
es L(Y) = To¥”(z). La Segunda Ley de Newton dice que Masa x Aceleracion = Fuerza:
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r*Y L °Y
o = 1052

Esa es la ecuacion de ondas de D’Alembert.

El cuadro completo que une ambos enfoques:

* El Calculo Variacional te ha demostrado por qué la fuerza eldstica de los materiales se escribe
usando operadores diferenciales autoadjuntos L. El nicleo H(z,y) son derivadas de Deltas de
Dirac que transforman posiciones en fuerzas.

¢ E] Teorema de Green toma ese operador diferencial L y te ensefia a construir su inversa, el nticleo
integral g(x, s), para transformar fuerzas conocidas b(x) de vuelta a posiciones geométricas u(x).

5.9.3 Demostracion no constructiva

Antes de la demostracién analitica, visualiza qué es la férmula de representacién de Green:

pp(x) = /f g(x,5) b(s) ds.

En algebra lineal finita, si tienes el vector carga b y la matriz inversa G, la solucién es el producto
matriz-vector: y; = ) G;;b;. El elemento y; es la suma de las contribuciones de cada fuerza b;
propagada a través del coeficiente G;;.

En el espacio de Hilbert continuo, la suma es la integral, el vector es la funcién b(s), y la matriz es
el nacleo g(x,s).

El nucleo g(x,s) te dice como se deforma la variedad en la posicién x cuando aplicas un martillazo
exacto en la posicién s. Como el operador L es lineal, el Principio de Superposicién es absoluto. La
deformacién total de la cuerda en x (¢;(x)) es simplemente la suma continua de todas las deforma-
ciones causadas por cada uno de los infinitos martillazos infinitesimales b(s) ds a lo largo de todo el
intervalo.

Paso 1. La particion geométrica

Tomamos la definicién de g(x, s) a trozos y partimos la integral en el punto de observacion x:

200 = 92() [ @r(50(s) b+ n(x) [ ga(s)bs) s

Topologia: la deformacién en x depende de la influencia acumulada de todas las fuerzas a su izquierda
(propagadas por ¢,) y de todas las fuerzas a su derecha (propagadas por ¢;).

Paso 2. La continuidad (primera derivada)

Derivamos respecto a x. Tenemos variables en los limites de integracién, asi que aplicamos la Regla
de Leibniz:

(3) = [5() [ 910+ pal)gn(180)| + 91(6) [ g s = g (3) et

Los términos evaluados sin integral son idénticos y de signo opuesto: @o(x)¢q(x)b(x) —
¢1(x)@2(x)b(x) = 0.
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Topologia: estos términos se cancelan porque la funcién de Green es continua en x = s. La variedad
no se rompe ni se desgarra al aplicar la fuerza distribuida. Nos queda:

#h(x) = 95() [ @r(50(s) ds + 91(x) [ ga(s)bs) s

Paso 3. El quiebre (segunda derivada)

Volvemos a derivar para obtener la curvatura:

x p
o) = [#4) [ prbds + g x)en (06| + |g1(x) [ gabis = g (1)gax)b()]
Agrupamos los términos evaluados (sin integral):
[92(x)@1(x) — 91(x) @2(x)] b(x).

iEse corchete es exactamente el opuesto del Wronskiano de nuestra base fundamental! Es —W(x). Y
por la condicién (iii) de la base de Green que demostramos antes, sabemos que W(x) = 1/p(x). Por
lo tanto, ese término colapsa algebraicamente a ﬁb(x).

Topologia: al derivar por segunda vez, cruzamos la singularidad del nticleo de Green (el salto en la
derivada). Este salto es el mecanismo disefiado para “digerir” la delta de Dirac y liberar la carga real
b(x).

Paso 4. La aniquilacién por el operador L

Ahora, aplicamos el operador diferencial completo L(y) = p(x)y” + p'(x)y’ + g(x)y a nuestra
funcién @,. Agrupamos meticulosamente todo lo que multiplica a la integral de la izquierda (}):

[PO9E () + P (D)) + 4(2)ea(0)] [ o1(5)e(s) ds

y todo lo que multiplica a la integral de la derecha ([ x'B ):

PG + 9 (09 () + an ()] [ gals)b(s)ds

X

(Qué son esos corchetes? Son exactamente L(¢,) y L(¢1). Pero, por disefio geométrico original, ¢;
y ¢ pertenecen al ntcleo del operador (L(¢1) = 0, L(¢,) = 0). Por tanto, las integrales enteras son
aniquiladas (multiplicadas por cero). ;Qué es lo tinico que sobrevive de toda esa inmensa ecuacién?
El término residual que liber6 la segunda derivada y que estaba multiplicado por p(x):

u%wmwﬂlzmﬂ—mn

La ecuacion diferencial se cumple de manera exacta y universal para cualquier b(x).

Paso 5. La obediencia en las fronteras
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Falta comprobar que ¢, respeta el anclaje impuesto. Evaluemos ¢;, y su derivada en x = a. Al
poner x = &, la integral [ " colapsa a cero. Solo sobrevive la parte derecha:

20(@) = 91@) [ p2(s)0(s) s,

pp(a) = ¢ (a) ./j @2(s)b(s) ds.

Si aplicas el operador de frontera izquierdo By (y) = c1y(a) + diy/ (a):

Bu(gn) = 191 (@) + g (@)] [ galopb(s) ds

Y como ¢, fue fabricada especificamente para que su corchete valiera cero (condicién (i)), entonces
B1(¢p) = 0. Por simetria idéntica, evaluando en 8, ¢, se encarga de aniquilar la frontera derecha.

La demostracién concluye. Al acoplar el salto del Wronskiano con las proyecciones en el ntcleo,
la funcién ¢, construida mediante la integral de Green se convierte axiomaticamente en la solucion
tnica del problema topolégico. |

5.9.4 Cuestién sobre caso eliptico versus hiperbélico

«En este caso L es un operador eliptico y, en cierto sentido, como que toda la informacién se
transmite instantdneamente, y por eso dices “Paso 1: la particion geométrica. Tomamos la
definicion de g(x, s) a trozos y partimos la integral en el punto de observacion x:

2 = 02() [ gr(6)b(s) s+ 91 (x) [ g2l .

Topologia: la deformacion en x depende de la influencia acumulada de todas las fuerzas a su
izquierda (propagadas por @) y de todas las fuerzas a su derecha (propagadas por ¢1)”. Y, en
cambio, en el caso de D’Alembert el operador es hiperbdlico, y por eso es una delta de Dirac. ;O no
tiene nada que ver, porque la delta de Dirac estd siempre, y aqui es eliptico (que creo que es como el
calor) simplemente porque nos hemos cefiido a una parte de la EDP, y al cefiirte, si p es positivo,
automdticamente es eliptica esa parte a la que te has cefiido? Tengo un gran lio.»

1. El malentendido de la Delta de Dirac

Empecemos despejando esto: la Delta de Dirac no es exclusiva de los operadores hiperbélicos
ni de los elipticos. La Delta de Dirac es simplemente el “martillo matematico” estdndar con el que
golpeamos cualquier sistema para ver cémo responde. Es la unidad fundamental de perturbacién.

* Si golpeas un sistema eliptico (una viga en reposo) con la Delta de Dirac, el sistema te devuelve
una deformacién estatica (el Ntcleo de Green, el “tridngulo”).

¢ Si golpeas un sistema hiperbdélico (la superficie de un estanque) con la Delta de Dirac, el sistema te
devuelve una onda que viaja (una perturbacién dindmica).

La Delta siempre estd ahi porque es el bisturi del Andlisis Funcional, independiente de a qué “paciente”

(operador) estés operando.

2. Por qué el operador eliptico se siente “instantaneo” y “global”

Tu observacién sobre la particion | ax y [ f es magistral. Te has dado cuenta de que, para calcular lo
que pasa en x, la integral necesita saber instantdneamente lo que est4 pasando en todo el resto del
universo [, B].
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¢Por qué ocurre esto? Porque un operador eliptico puramente espacial no tiene la variable tiempo
(t). Al no tener tiempo, asume que la velocidad de la informacién es infinita. Un problema eliptico
(como el Problema de Contorno de Sturm-Liouville) describe el equilibrio estatico absoluto.

Imagina un puente colgante. Si un coche (la carga b(s)) se detiene en el punto s, el puente entero
adopta una nueva forma combada. Para que el puente esté en equilibrio estatico perfecto, la tensién
debe compensarse globalmente desde el pilar izquierdo («) hasta el pilar derecho (B). Por eso la
férmula de Green “parte” la integral: te estd diciendo que el punto x se sostiene gracias a la influencia
combinada del anclaje izquierdo y del anclaje derecho. No hay “viaje” de ondas; solo hay un encaje
geométrico global.

3. El operador hiperbélico y la causalidad

La ecuaciéon de D’Alembert que vimos antes incluye la inercia (la segunda derivada respecto al
tiempo, 9% /9t?). Eso la convierte en hiperbélica.

En los operadores hiperbélicos la informacién no viaja instantdneamente. Viaja a una velocidad
finita v. Esto impone el principio fisico de Causalidad. Si perturbas la cuerda en el punto s, el punto x
no se entera hasta que la onda tiene tiempo de llegar a él.

En un sistema hiperbdlico, no puedes escribir una integral que dependa instantdneamente de a y 3,
porque el futuro de x solo depende de un “cono de luz” hacia el pasado.

4. Laresolucién de tu “lio mental” (el gran secreto de las EDPs)

Tu tltima frase es la respuesta definitiva: «simplemente porque nos hemos cefiido a una parte de la EDP
y al cefiirte si p es positivo automdticamente es eliptica esa parte a la que te has cefiido?». ;BINGO! Eso es
exactamente lo que has hecho.

Toda la asignatura de “Problemas de Contorno” para EDOs existe porque aplicamos una técnica
llamada Separacién de Variables a las EDPs reales. Toma la Ecuacién de Ondas de una cuerda
(hiperbdlica, tiene espacio y tiempo):

% )
Hor = Togaz

Si asumes que la solucién se puede separar como §(x, t) = y(x)¢(t), la ecuacion original “se rompe”
en dos EDOs ordinarias y separadas:

e La EDO temporal (inercia): ¢” (t) = —Av?¢p(t) (describe cémo oscila el reloj).

e La EDO espacial (geometria): —Toy" (x) = Ay(x).

iMirala bien! Esa EDO espacial es tu Problema de Sturm-Liouville. Es la forma (p(x)y")" + g(x)y =
b(x) con p(x) = Tp, q(x) = 0y b(x) = —Ay(x). Como la tension Tj es estrictamente positiva (p > 0),
el operador espacial que has arrancado de la EDP es axioméaticamente eliptico.

Al aislar la parte espacial y(x) y exigirle que cumpla las condiciones de contorno (los clavos en la
pared), has “congelado” el tiempo. Has despojado a la fisica de su capacidad para propagar ondas
y te has quedado exclusivamente con el esqueleto geométrico eldstico del sistema. Ese esqueleto
elastico, al no tener tiempo, busca el equilibrio estético global instantdneo, y por tanto, se resuelve con
la Funcién de Green (que suma influencias de izquierda y derecha a la vez).

5.9.5 Observaciones
Observacién (el niicleo de Green). La funcién g construida es continua en I X I, y es la tinica funcién
continua en I x I que satisface ¢ (x) = ff ¢(x,s)b(s)ds para toda b € C°(I). Se la denomina nticleo

de Green del problema (PCo).
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Observacion (la alternativa de Fredholm). Para (PCo) se presenta la siguiente alternativa, traduccién

literal del Teorema de la Alternativa de Fredholm:

* a) El homogéneo asociado solo admite la solucién nula. Entonces, paracada b € C(I) y hy, hy € R,
existe una y sélo una solucién de (PCo). El operador es biyectivo (nucleo trivial): el sistema esta
bien anclado y responde de forma tinica a cualquier carga. Es el reino de la funcién de Green.

* b) El homogéneo asociado posee soluciones no nulas. Entonces el conjunto de soluciones de
(PCO)nhom €s un subespacio vectorial de CZ(I ) de dimensién 1. Como la suma de una solucién
de (PCo)pom y otra de (PCo) resuelve (PCo), y la diferencia de dos soluciones de (PCo) resuelve
(PCO)pom; Si existe solucién hay infinitas: una variedad afin de dimensién 1. El operador es singular
(nucleo de dimension 1): el sistema tiene un modo libre, y solo acepta las cargas b(x) ortogonales a
ese modo.

Observacién (generalizacién). El concepto de nticleo de Green y su construccién se generalizan al
problema de contorno de un SDO lineal general, en el caso en que el homogéneo asociado posea
tnicamente la solucién nula.

«;Por qué nos hemos centrado en la EDO de orden 2? ;Es porque asi puede demostrarse de
forma no constructiva, mientras que para generalizarlo se usaria el principio del teorema de Green
para operadores en general? Entiendo que el razonamiento anterior —demostrar el teorema de
representacion de Green via el teorema de Green cldsico, induciéndolo a un caso abstracto— seria
la via a sequir; ;o bien mediante cdlculo de variaciones? ;Serian esos los métodos? »

Esas dos vias (y ninguna otra) son los dos caminos universales para generalizar el nticleo de Green a
cualquier operador L, en cualquier dimensién y sobre cualquier variedad.

Via 1: la via geométrica/topolégica (la Identidad de Green abstracta). Para un operador L general no

se buscan bases de soluciones ni Wronskianos: se usa el Teorema de Stokes generalizado.

* El operador adjunto: se define el operador espejo L* mediante integracién por partes generalizada,
obligando a que la integral de volumen transfiera todas las derivadas de una funcién u a otra v.

* Laldentidad de Green universal: al hacer esa transferencia, el Teorema de Stokes arroja todos los
residuos a la frontera, quedando [(v-Lu —u-L*v) = [o . (flujos topol6gicos).

* El francotirador: se obliga a que v sea la inversa de una Delta de Dirac para el operador espejo,
L*v =§(x —s).

* El colapso: al sustituir ese v en la identidad, la ecuacién despeja u(x) en funcién de integrales sobre
la frontera y el volumen.

Elnticleo de Green es asi el objeto geométrico que absorbe la singularidad topolégica (la Delta) dentro

de la Identidad de Green abstracta: pura topologia diferencial. Esta via desemboca en la Teoria de

Distribuciones y el Andlisis Funcional topolégico.

Via 2: 1a via fisica (el cdlculo de variaciones). Aqui el problema no se ve como “invertir una ecuacién

diferencial”, sino como un sistema que minimiza su energia.

* El funcional de energia: se define una forma cuadrética E[u] en un espacio de dimension infinita.

* La ecuacién de Euler-Lagrange: al imponer la derivada funcional nula, E/éu = 0, la ecuacién
Lu = b emerge como la condicién de pendiente cero (el fondo del valle).

¢ El ndcleo de Green como curvatura: en ese valle, L es el Hessiano (la curvatura del fondo); su
inversa, el nticleo de Green, es la matriz de flexibilidad continua, que dice cuanto cede el fondo al
colocar una masa puntual en un sitio concreto.

El nicleo de Green nace asi al invertir la matriz Hessiana infinita de un problema de minimizacién

de energia. Esta via desemboca en el Principio de Minima Accién y las integrales de camino de

Feynman.
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5.9.6 Ejemplo

Método A (con niicleo de Green)

El problema:

y'=b(x), enl0,1],
(PCo) 3/(0) =M,
y(1) = hy.

Identificamos los pardmetros del operador autoadjunto (py’)’ + qy:
* p(x)=1,

* q9(x) =0,

e intervalo I = [0,1] (luegoa =0, = 1).

Parte 1. El subproblema de las fronteras (¢y, ,,)

Ignoramos la carga interna (b(x) = 0) y nos centramos exclusivamente en los desplazamientos de
los bordes. Queremos resolver y”" = 0 cony(0) = hy y y(1) = hy.

Intuicién: ;qué forma adopta una cuerda si no acttian fuerzas sobre ella (" = 0, curvatura nula) pero
clavas un extremo a una altura #; y el otro a una altura /;? Una linea recta que une ambos puntos.

Vamos a demostrarlo con el dlgebra de la férmula de ¢y, 5, Necesitamos la base ¢1, ¢> del problema
homogéneo nulo:
* ¢ anula la izquierda (x = 0): tomamos ¢;(x) = x.
* ¢ anula la derecha (x = 1): tomamos ¢, (x) = x — 1.
Aplicamos la férmula:

Evaluamos: ¢1(1) =1y ¢2(0) = —1:
h
q)hlhz(x) = hzx + _—1(x — 1) = hzx + h1(1 — x).

Resultado: es la ecuacién exacta de la recta que interpola h1 y hy. Fisicamente impecable.

Parte 2. El subproblema interno (el nticleo de Green)

Ahora ignoramos las alturas de las fronteras (las “clavamos” a altura cero, y(0) = 0, y(1) = 0) y
encendemos la carga interna b(x).

Intuicién: como las fronteras son cero, la cuerda formara un valle (o una montafia) interior dependi-
endo del peso b(x). Usamos la matriz de flexibilidad infinita: el nticleo de Green.

Comprobacién de Fredholm: ;tiene "’ = 0 con y(0) = 0, y(1) = 0 alguna solucién que no sea cero?
No. Una recta que pasa por (0,0) y (1,0) solo puede ser la recta y = 0. El nticleo es trivial: podemos
construir la inversa.

El Wronskiano (el tensor de empalme): usando nuestrabase ¢1 = xy ¢ = x — 1:

W(x) = ¢195 — @192 = (0)(1) = (1)(x =) =x —x+1=1.
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Como p(x) =1, la condicion W(x) = 1/p(x) se cumple a la perfeccion: 1 = 1.

Ensamblaje del niicleo: pegamos las ramas espaciales en el punto del impulso s:

P1(x)@a(s) = x(s —1), six<s,
8(xs) = _
P1(s)p2(x) =s(x —1), six>s.
(Fijate que, como x € [0,1] y s € [0,1], el término (s — 1) o (x — 1) siempre es negativo. Esto genera
un tridngulo invertido, una “V”, que tiene sentido porque la EDO es y”" = b(x) positiva.)

La deformacién interna (¢p): la deformacién causada por la carga es la suma continua de esos
triangulos en forma de V:

pp(x) = /Olg(x,s)b(s) ds.

Parte 3. La sintesis general (la respuesta final)

El teorema de superposicién nos dice que la topologia final de la cuerda es simplemente la suma
de la geometria de sus fronteras mds la flexiéon de su interior. La expresion general de la solucién al
ejercicio es:

1
(%) = (1= x) + hax +/0 2(x,5)b(s) ds,

donde la integral se puede desglosar explicitamente partiendo el dominio en el punto de observacién
x:

’ sb(s)ds + x/l(s —1)b(s) ds.

X

o(x) :hl(l—x)—i-hzx—f—(x—l)/o

(Qué acabas de hacer? Has resuelto una familia infinita de Ecuaciones Diferenciales de un solo
plumazo. No importa qué funcién aberrante te den como carga b(x) (un seno, un polinomio, una
exponencial), ni a qué altura pongan los extremos h1, ;. Ya no tienes que resolver constantes de
integracién, ni buscar soluciones particulares adivinando coeficientes indeterminados. Solo tienes que
meter esos datos en la férmula maestra integral y calcular un drea matematica.

Método B (método tradicional)

Resolvemos el mismo problema de contorno, pero ahora reduciéndolo a un SDO de primer orden y
aplicando variacién de las constantes.

Paso 1. Reformulacién como SDO
i — ()Y _ (v ; i — (01
Definimos el vector de estado Y (x) = (yz(x) ) = (y, ) ), con matriz de coeficientes A = (J}).
Codificamos las condiciones de contorno y(0) = hy y y(1) = hy en la forma matricial general

BY(«) + CY(B) = h mediante
(10 (00 (I
#=(o o) <= 0) =)
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pues entonces BY(0) + CY(1) = (y1(()0)) + (yﬁl)) _ (g:g(l)
a=0yenp=1.

), que extrae la primera componente en

—_ =

Paso 2. La matriz fundamental F(x)

Resolvemos el homogéneo Y/ = AY. Como A es nilpotente (A% = 0), su matriz fundamental es la
exponencial F(x) = eA* = [ 4+ Ax, con inversa trivial:

P(x)—((l) ’{) F‘l(x)—<(1) ‘f‘).

Paso 3. La alternativa

Calculamos la matriz evaluada en las fronteras, M = BF(«) + CF(pB):

1 0 0 0\ /1 1 1 0 00 1 0
M=o o) (00l 1) =6 o) (1) =6 )
Como det(M) = 1 # 0, la matriz tiene rango méximo. Por la alternativa, el problema homogéneo

solo admite la solucién nula, de modo que el sistema tiene solucién tinica para cualquier término
independiente.

Paso 4. El vector de arranque a

Imponiendo la condicién de frontera a la solucién Y (x) = F(x)a + F(x f F! s) ds se llega
al sistema algebraico

Ma:h—CF(l)/Ol Fls)b(s)ds,  b(s) = ().

Calculamos la integral de la carga y la proyectamos con CF(1):

T [} sbds T 0
| o) ds ( i > CF) [ F'b= <f01(1_s)bds>.

El sistema queda, y se despeja de inmediato:

1 0\ [a h hy
<1 1> (ai) - (hz— fol(l —s)bds) = (hz - —fol(l—s)b(s) ds>'

Paso 5. Variacién de las constantes (primera fila)

Solo nos importa la posicién y(x), es decir, la primera fila de ¢(x) = F(x)a + F(x) [; F~(s)b(s) ds.
e Término homogéneo (F(x)a): la primera fila da

Yrom(x) = 1 +x(h2 iy — /01(1 - s)bds) — ha(1 - x) + hox — xl/ohl(l — $)b(s) ds.

iLa recta que interpola las fronteras 11 y h, emerge sola del dlgebra matricial!
e Término integral (F(x fo ~1b): la primera fila da

Yint(¥) = —/()xsbds+x/()xbds - /Ox(x—s)b(s)ds.
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Paso 6. Ensamblaje final
Sumando ambos términos:

y(x) =h(1—x) +h2x—x/01(1 —s)bds+/0x(x—s)bds.

Partimos fol = [y +/ xl y agrupamos por limites comunes:

e en|0,x]: /Ox [(x—s) —x(1—s)]bds = (x—l)/oxsb(s)ds;
e en[x,1]: —x/l(l —s)bds = x/xl(s—l)b(s)ds.

X
El éxtasis final: la maquinaria matricial ha parido exactamente la férmula maestra del Método A:
1

xsb(s) ds + x/ (s —1)b(s)ds.

X

y(x) =hi(1—x)+hpx + (x—l)./(;

5.10 Problema de Sturm-Liouville

Consideremos el denominado Problema de Sturm-Liouville, consistente en hallar los valores de
A € R para los que exista soluciéon no idénticamente nula del problema de contorno

donde I, p(x), q(x), ¢k, di son los mismos que en la formulacién de (PCo).

Alos valores de A € R para los que exista solucién no idénticamente nula de (SL) se les denomina
autovalores del Problema de Sturm-Liouville, y a cualquier funcién ¢, € C?(I), no idénticamente
nula, que sea solucién de (SL) para dicho valor de A, se le denomina una autofuncién asociada al
autovalor A.

5.10.1 Ejemplo

Consideremos el problema de Sturm-Liouville

y" =My, enl0,1],
(SL)  qy(0) =0,
y(1) =0,

I. Formulacién abstracta: el operador diferencial

En lugar de ver una simple ecuacién diferencial, define el operador diferencial lineal L = %. No

basta con definir la regla de correspondencia; el operador no esta completo sin su dominio. Consider-
amos el espacio de Hilbert L2([0,1]) dotado del producto escalar clasico (f, )2 = fol f(x)g(x)dx.

Definimos el dominio del operador L como el subespacio de funciones que son dos veces diferen-
ciables y que satisfacen las condiciones topolégicas en la frontera dictadas por el problema:

D(L) = {y € C*([0,1]) | y(0) =0, y(1) = 0}.
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El problema se reduce entonces a encontrar el espectro del operador L, es decir, resolver el problema
de autovalores Ly = Ay.

II. Propiedades del operador (resolviendo el problema antes de calcular)

En el dlgebra lineal de dimensién finita, para demostrar que una matriz A es simétrica, tomas dos
vectores arbitrarios i y 7 y demuestras que el producto escalar cumple ii - (A7) = (Aii) - 7. En el
andlisis funcional de dimensién infinita, ¥ y g son el equivalente exacto de esos dos vectores.

En (Ly, g)2 = (v, Lg)2, la variable g representa simplemente otra funcién cualquiera que pertenece
al mismo dominio del operador que la funcién y. Es decir, exigimos que ¢ € D(L). Por definicion,
esto significa que ¢ es una funcién dos veces diferenciable (g € C2([0,1])) y que estd anclada a cero en
las fronteras de nuestro espacio topolégico: g(0) =0y g¢(1) =0

Paso 1: evaluar (Ly, g)». Por definicion del producto interno en L?:
'l /!
(Ly,8)2 = /0 y gdx.
Aplicamos integracién por partes (u = ¢ = du=g¢'dx,ydv=y"dx = v=y'):

/y”gdx— Vsl /y

Evaluamos el término de frontera: [y’g}(l) =y'(1)g(1) — y'(0)g(0). Como g € D(L), sabemos que
¢(1) =0y g(0) = 0. El término desaparece, dejandonos con:

(Ly,8) / y'¢ dx.

Paso 2: evaluar (y, Lg)>. Hacemos exactamente lo mismo para el lado derecho de la igualdad original:
(v, Lg)2 / yg" dx.
Integramos por partes (u =y = du =y dx,ydv=g¢"dx — v=g'):

/yg”dx— Z4h /y

Evaluamos el término de frontera: [yg’](l) =y(1)g’(1) — y(0)¢’(0). Como y € D(L), sabemos que
y(1) =0y y(0) = 0. Este término también colapsa a cero, resultando en:

(v, Lg)2 / y'g dx.

Conclusién analitica: ambos productos internos convergen a la misma forma bilineal simétrica:

(Ly,g) / y'g dx = (y,Lg)>.
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Queda demostrada la simetria formal del operador L bajo estas condiciones de frontera.

Definitud negativa: al ser (Ly,y), < 0, se deduce inmediatamente que todos los autovalores deben
ser estrictamente negativos (A < 0). Esto elimina de un plumazo y con rigor formal la necesidad
de estudiar los casos tediosos y triviales donde A > 0 (que darfa exponenciales) o A = 0 (que daria
rectas).

III. Resolucién analitica y cuantizacién

2

Sabiendo que A < 0, podemos escribir A = —w* con w > 0. El problema se reescribe como:

v 4+ wty =0.

La solucién general a este sistema fundamental es una combinacién lineal de la forma y(x) =
c1 cos(wx) + ¢z sin(wx). Aplicando la geometria de la frontera impuesta por D(L):

* y(0) =0 = ¢1(1) +¢2(0) =0 = ¢; = 0. La solucién pierde su componente par.

e y(1) =0 = ¢ysin(w) = 0.

Para que exista una solucién no idénticamente nula (es decir, una autofuncién vélida), exigimos
c # 0. Por lo tanto, se debe cumplir que sin(w) = 0. Esto implica que w = nmw paran = 1,2,3,...
(descartamos n = 0 porque implica la solucién trivial). Aqui surge la cuantizacién natural del
problema. Los autovalores vienen dados por la sucesién de nimeros A, = —n?m%, conn=1,2,...
Las autofunciones asociadas a A, tienen la forma ¢, (x) = a, sen(nmx), con a, € R arbitrario.

IV. Intuicién geométrica y conexiones académicas

eométricamente, el operador L = = mide la curvatura (o concavidad) de la funcién. La relacién
G t te, el dor L = 4 mide 1 t dad) dela f La rel
y" = —|A]y establece que la curvatura es siempre de signo opuesto a la posicién. Si la funcién se

desvia hacia valores positivos, la curvatura se vuelve negativa (céncava hacia abajo), obligando a la
curva a regresar al eje horizontal. Es una fuerza restauradora puramente geométrica.

La imposicién de los nodos fijos en x = 0y x = 1 acttia como una restriccién topoldgica: la curva,
en su afan de oscilar, debe “encajar” exactamente un ntimero entero de semiciclos en la longitud del
intervalo. Esta es la interpretacién geométrica de por qué el espectro es discreto.

Anilisis arménico y topologia: el conjunto infinito de autofunciones {¢,} no es simplemente un
listado de soluciones; constituye un sistema ortonormal que forma una base topolégica completa
para el espacio de Hilbert L2([0,1]). Cualquier funcién suficientemente regular en este espacio puede
ser descompuesta en una serie infinita de estas autofunciones (Series de Fourier). Pasamos de resolver
una EDO aislada a encontrar los vectores base canénicos que estructuran todo un espacio funcional.

«De todas formas, para ver que era definido negativo, ;no hacia falta hacer todo esto, no? Si cojo
el polinomio caracteristico, me sale r2 — A = 0. Y viendo los casos, si A no es menor que cero,
resulta ser vinicamente la soluciéon nula.»

I. El método algebraico: la ilusién de la simplicidad

Es rigurosamente cierto que para la ecuacion diferencial concreta y” — Ay = 0, puedes proponer un
Ansatz de la forma y(x) = ¢*. Esto transforma tu operador diferencial en un polinomio algebraico:
el polinomio caracteristico 7> — A = 0, cuyas raices son r = £+/A. Si haces esto, te ves obligado a
ramificar tu andlisis ciegamente en tres casos, probando suerte con la topologifa de la frontera:

e Si A > 0: las raices son reales. La solucién general es y(x) = cjcosh(v/Ax) + c;sinh(v/Ax).

Impones y(0) = 0 = ¢; = 0. Impones y(1) = 0 = c¢psinh(v/A) = 0. Como el seno

hiperbdlico solo se anula en cero, c; = 0. Obtienes la solucién trivial. No hay autovalores.
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* Si A = 0: la raiz es doble (r = 0). La solucién es una recta y(x) = c1x + cp. Con las condiciones
de frontera, la tnica recta que pasa por (0,0) y (1,0) es el eje y = 0. Solucién trivial. No hay
autovalores.

* Si A < 0: las raices son imaginarias puras y llegas a los senos y cosenos que discutimos antes,
encontrando tus autofunciones.

Este es el enfoque que se ensefia en un curso introductorio. Funciona, es rapido y te da el resultado

correcto para este problema exacto. Entonces, ;por qué irnos a un plano abstracto con espacios de

Hilbert y productos internos?

II. La fragilidad del dlgebra frente a l1a robustez de la geometria

El problema fundamental de tu enfoque con el polinomio caracteristico es que es un accidente
algebraico. Solo funciona porque la ecuacién y” = Ay tiene coeficientes constantes. Esto implica que
el sistema posee simetria de traslacion espacial. Pero el mundo fisico y geométrico rara vez es tan
complaciente.

Supén que la densidad del medio por el que viaja la onda no es uniforme, o que la métrica de tu
variedad geométrica cambia punto a punto. Tu ecuacién diferencial se transformaria en el Problema
general de Sturm-Liouville:

—% <p(x);lz> +q(x)y = Aw(x)y.

Intenta aplicarle el polinomio caracteristico a esa ecuacién. No puedes. El dlgebra colapsa inmedi-
atamente porque el Ansatz exponencial ¢’* ya no es vector propio del operador derivada cuando los
coeficientes dependen de x. Estas ciego y sin herramientas.

Aqui es donde el Anilisis Funcional y la Geometria Diferencial demuestran su superioridad
absoluta. El operador diferencial L(y) = —(py’)’ + qy estudiado a través del producto interno (Ly, y)2
no le importa en absoluto que los coeficientes sean variables. Si calculas la energia de este sistema
general usando exactamente el mismo método de integracion por partes obtendras:

(.= [ PPt [ aGayax

Sip(x) > 0yq(x) >0, ves de un solo vistazo, sin resolver ninguna ecuacién y sin importar lo caéticas
que sean las funciones p y g, que la integral es estrictamente positiva. Por tanto, A tiene que ser
estrictamente positivo (notards que aqui el signo menos estd incluido en la definicién de L).

ITI. Analogia y conclusidn filoséfica

Utilizar el polinomio caracteristico para entender el espectro de un operador es como intentar
deducir la arquitectura de una catedral analizando la composicién quimica de un solo ladrillo.
Funciona si asumes que toda la catedral es un muro plano infinito del mismo material.

Utilizar el Anélisis Funcional (el producto interno y la integracién por partes) es elevarte y mirar
los planos arquitecténicos de la catedral. Estds analizando como el operador “dobla” el espacio de
funciones globalmente (la integral) y como la estructura esta anclada a la tierra (las condiciones de
contorno topolégicas en 0y 1).

5.10.2 Ortogonalidad de las autofunciones

Teorema (ortogonalidad de las autofunciones). Si A1, Ay son dos autovalores distintos del Problema de
Sturm-Liouville, y ¢1 y @2 son autofunciones asociadas a Ay y Ay respectivamente, entonces

120



/j ¢1(s)@a(s)ds = 0.

A nivel algebraico, en dimensién finita, sabes que una matriz simétrica real tiene autovectores
ortogonales. Aqui estamos haciendo exactamente lo mismo, pero en un espacio de Hilbert de

imensién infinita, a, B|), donde nuestros “vectores” son funciones y nuestra “matriz” es e
d finita, L2 dond tros “vectores” son f y nuestra “matriz” es el

operador diferencial L = % (p(x)%) +q(x).

I. LaIdentidad de Lagrange y la dindmica del operador

Sean A1 y Ay dos autovalores distintos (A1 # A3), y sean @1 y @3 sus respectivas autofunciones. Por
definicién, ambas satisfacen la ecuacion diferencial:

D +a(x)er = Moy, M
2)" +q(x)p2 = A2gp2. )

Para comparar como el operador acttia sobre ambas, multiplicamos la ecuacién (1) por ¢; y la
ecuacion (2) por @1, y restamos la segunda de la primera. Este es el equivalente continuo de calcular
o1 (Ail) — il (AD):

P21(pe) +a¢1] — 1l(p9a) + a@2] = AM1p192 — A2g1 2.

Desarrollando el lado izquierdo, los términos cruzados con g(x) se cancelan trivialmente (¢2g¢1 —
1992 = 0). Nos queda:

P2(p91) — ¢1(pey) = (A1 — A2) @192

Observa con atencién el lado izquierdo. Mediante la regla de la cadena para la derivada de un
producto, podemos colapsar esta expresion en una derivada exacta. Esto se conoce como la Identidad
de Lagrange:

;lfx [p() (9192 = 9192)] = (M1 = A2)19p2.

II. Integracion global y la topologia de las fronteras

Ahora, pasamos de la vision local (derivadas en un punto) a la visién global (el espacio completo).
Integramos ambos lados de la ecuacién sobre todo el dominio [«, B]:

/ﬁ ddfx [p(x)(P192 — P192)] dx = (A1 — A2) /f 1(5)p2(s) ds.

J K
Por el Teorema Fundamental del Célculo (o Identidad de Green en su versién 1D), la integral de

una derivada exacta se evaltia puramente en los extremos topoldgicos del intervalo. Aplicamos la
evaluacién de la frontera:

PO 0o~ 9190)]E = ) [ r(9)gas) s
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El término interior entre los corchetes no es otra cosa que el Wronskiano de las dos soluciones,
W(p1, 92)(x) = 9195 — ¢ 92, (salvo un signo, dependiendo del orden) multiplicado por la funcién
meétrica p(x).

ITI. El colapso de la frontera (por qué el sistema es conservativo)

Analicemos el lado izquierdo, evaluandolo en el extremo superior B (el razonamiento en « es
idéntico). Ambas autofunciones deben satisfacer la misma condicién de contorno homogénea dictada
por el problema:

c2¢1(B) + dagy(B) =0,
cr2(B) +dags(B) = 0.

Esto no es méas que un sistema de ecuaciones algebraico lineal y homogéneo para los coeficientes
constantes (cp, dy). Para que este problema tenga sentido y posea una restriccién de contorno real (es
decir, ¢y y dp no sean ambos cero), el sistema debe tener soluciones no triviales. Por 4lgebra lineal,
esto obliga a que el determinante de su matriz de coeficientes sea idénticamente nulo:

ot (P1(B) 91(B) _
dt(qu(ﬁ) qvi >_

Si desarrollas el determinante, obtienes ¢1(B)95(B8) — ¢1(B)92(B) = 0. Es decir, el Wronskiano
evaluado en el punto 8 es rigurosamente cero. Exactamente lo mismo ocurre en el punto inferior «.
En consecuencia, el término de evaluacion en las fronteras se aniquila por completo:

0-0= (1~ 2) [ pu(s)ga(s) s

IV. Conclusién y sentido filoséfico

Dado que el enunciado parte de la premisa de que A; # A, (los autovalores son distintos), el
término (A; — A;) es no nulo. La tnica forma algebraica y geométrica de sostener la igualdad es que
el factor integral asuma la nulidad total:

[ or)9ats)ds =0

Queda asi demostrada la ortogonalidad de las autofunciones. |

Intuicién geométrica y conexiones: piensa en el operador diferencial de Sturm-Liouville como una
transformacion en tu variedad 1D. Que el término de frontera colapse a cero no es casual; significa
que el “flujo de energia” o “corriente de probabilidad” que intentan cruzar los bordes topolégicos del
sistema se anula. El sistema fisico y matematico estd herméticamente cerrado.

Al cerrarse, el espacio se “cuantiza”. Piensa en una cuerda de violin con densidad irregular
(gobernada por g(x)) y grosor variable (gobernado por p(x)). Al sujetar firmemente la cuerda en los
clavijeros (las fronteras « y ), obligas a que los distintos arménicos de vibracién (las autofunciones)
se desarrollen sin estorbarse. La ortogonalidad (la integral igual a cero) es la declaracién matematica
de que la energfa de un modo de vibracién jamads interferird o sangrara hacia otro modo.
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Observacién (simplicidad de los autovalores y normalizacién). Como consecuencia del resultado
anterior sobre la dimensién del espacio de soluciones, bajo las hipétesis del problema el conjunto de
autofunciones asociadas a un autovalor cualquiera del Problema de Sturm-Liouville constituye un
subespacio vectorial de C?(I) de dimensién 1. Esta propiedad se enuncia diciendo que los autovalores
del Problema de Sturm-Liouville son simples: cada autovalor A determina su autofuncién de manera
univoca salvo un factor escalar.

Teniendo en cuenta la ortogonalidad recién establecida —que garantiza que autofunciones asoci-
adas a autovalores distintos son ortogonales en L?([x, B])—, resulta natural seleccionar, de entre todos
los multiplos de cada autofuncién, un representante canénico. Para cada autovalor A se toma como
autofuncion asociada la normalizada, esto es, la tinica ¢, (salvo signo) que satisface

p
/ @3 (s)ds = 1.
o

De este modo, la familia {¢,, } de autofunciones normalizadas asociadas a los distintos autovalores
constituye un sistema ortonormal de L?([a, f]).

5.10.3 Inversién del operador

El Problema de Sturm-Liouville estd estrechamente relacionado con la Teorfa de Ecuaciones Integrales.
Supongamos que A = 0 no es autovalor del problema, es decir, que se cumple la hipétesis (*).
Entonces, tomando el nacleo de Green g(x, s) construido anteriormente, dado A € R, una funcién ¢
es solucion de (SL) si y sélo si lo es de la ecuacion integral

¢ < C(I),
p

p(x) = /\/ <(x,8)¢p(s)ds, paratodox € I.
o

Esta es la ecuacién integral de Fredholm con nticleo g(x,s).

Si la hipotesis (x) establece que A = 0 no es un autovalor del problema, significa que el ntcleo
del operador es trivial (ker(L) = {0}). En el lenguaje del Analisis Funcional, esto garantiza que el
operador diferencial L es rigurosamente invertible.

Por otro lado, el inverso de un operador diferencial L obligatoriamente tiene que ser un operador
integral, al que llamaremos K. Es decir, y = L~!(b) = K(b). Ese operador integral K se define
precisamente utilizando la Funcién de Green como su “matriz continua”:

Si tratamos astutamente al término A como si fuera nuestro término independiente b (es decir,
b(x) = A¢(x)), podemos aplicarle el operador inverso K que acabamos de construir. Sabiendo que si
L(¢) = b, entonces ¢ = K(b), sustituimos ciegamente:

o) = K9] (x) = [ g(x5)[nps) .

Como A es un escalar, sale de la integral, dandote la Ecuacion Integral de Fredholm:

p(x) = A/fg(x,s)go(s) ds.
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Algebraicamente, acabas de demostrar que resolver Lx = Ax es matemadtica y estrictamente equiva-
lente a resolver L™ !x = %x. La ecuacion de Fredholm no es més que el problema de autovalores del
operador inverso.

(Por qué subir a este nivel de abstraccién? En dimensién infinita, los operadores diferenciales
como L son “monstruos patolégicos”: son operadores no acotados. Tomar una derivada destruye la
regularidad de una funcién y hace que el espacio sea topolégicamente inestable.

Por el contrario, la integracién suaviza. Un operador integral K cuyo nucleo g(x, s) es continuo en
un dominio cerrado es lo que en Andlisis Funcional se denomina un operador compacto. Un operador
compacto transforma conjuntos acotados en conjuntos precompactos. Esto es critico: significa que en
la infinidad de dimensiones de L?([x, 8]), el operador integral se comporta casi exactamente igual
que una matriz simétrica de dimensién finita. El Teorema Espectral para operadores compactos
autoadjuntos nos garantiza entonces, de forma elegante y gratuita, que existird una base infinita,
discreta y ortogonal de autofunciones.

"iPero qué es la ecuacién de Fredholm? ;Es esa exactamente?"

Si. La ecuacién (7.51) que aparece en tus apuntes, ¢(x) = A | f g(x,s)¢(s)ds , es exactamente una
ecuacion de Fredholm. Para ser precisos con la taxonomia matemaética, es una Ecuacién Integral de
Fredholm Homogénea de Segunda Especie.

Cuando el sumatorio se transforma en una integral definida en un dominio fijo [«, f]. La operacién
matricial continua queda asi:

u(x) = /j K(x,s)¢(s)ds

Una ecuacién de Fredholm es simplemente una ecuacién donde tu "incégnita" (la funciéon ¢)
aparece dentro de esta operacion integral con limites de integracion fijos.
La forma mads general de la ecuacién de Fredholm de segunda especie es:

p() = £+ [ K(x9)p(s)ds

Esto equivale abstractamente a la ecuacién funcional (I — AK)@ = ]?, donde quieres despejar el
vector .

Se dice de segunda especie porque la incognita ¢(x) aparece tanto fuera como dentro de la integral
(si solo estuviera dentro, seria de primera especie, andlogo a K@ = f).

Se dice homogénea porque el término independiente f(x) es cero.

Por tanto, la ecuacién que tienes, ¢(x) = A | f’ <(x,s)@(s)ds, es el equivalente exacto en dimension
infinita a buscar los autovectores de una matriz: K¢ = %gb’

Geométricamente, el nticleo g(x,s) que construimos antes no es una curva, es una superficie en R
definida sobre el cuadrado [«, B] x [, B].

Esta superficie define un "mapa de influencias". Dado un punto receptor x y un punto emisor s, la
altura de la superficie g(x, s) te dice con qué "peso" o intensidad la informacién de la funcién ¢ en el
punto s va a afectar el valor final de la funcién en el punto x.

En el caso del ntcleo de Green de tu problema de Sturm-Liouville, esta superficie tiene una
propiedad topoldgica vital: es simétrica respecto a la diagonal x = s (es decir, g(x,s) = g(s, x)). En
nuestra analogfia, esto significa que la "matriz continua" es simétrica.

(Por qué esto es fundamental y no un simple cambio de notacién? Porque el espacio de funciones
continuas C(I) equipado con este operador integral es un entorno matematico mucho més décil que
el espacio de funciones derivables con el operador diferencial original.

El operador integral definido por un nticleo continuo sobre un dominio compacto es un operador
compacto. En Analisis Funcional, los operadores compactos simétricos son la joya de la corona porque
obedecen al Teorema Espectral de Hilbert-Schmidt. Este teorema garantiza automdticamente, sin
hacer ni un solo cdlculo de derivadas, que:
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Existen autovalores reales A.

El conjunto de autofunciones formard una base ortogonal completa para el espacio abstracto
subyacente.

Pasaste de la ecuaciéon diferencial de Sturm-Liouville a la ecuaciéon de Fredholm porque, estruc-
turalmente, la ecuacién de Fredholm (al ser una "multiplicacién matricial continua" bien comportada)
te regala todas las propiedades geométricas del espacio sin tener que pelear con la inestabilidad
topologica de la derivada.

"El lema de Gronwall también aplica sobre una ecuacién de Fredholm de esa forma, ;no? En
general, la teoria de ecuaciones integrales entiendo que es una formulacién distinta de la teoria de
ecuaciones diferenciales pero con mejores propiedades, como dices, de forma andloga a cuando
transformamos la ecuacién diferencial a su formulacién integral en el teorema de Picard, jcierto?"

I. Gronwall y Fredholm: Causalidad versus Equilibrio

Te equivocas en un matiz crucial que separa dos mundos matemaéticos distintos. El lema de
Gronwall no aplica a las ecuaciones de Fredholm. Para entender por qué, debes observar la topologia
de los dominios de integracién.

Revisa la estructura del Lema de Gronwall. Parte de una desigualdad de la forma u(x) < h +
/. ;; k(s)u(s)ds. Fijate en el limite superior de la integral: es la variable x. A las ecuaciones integrales
que tienen un limite de integracién variable se las denomina Ecuaciones Integrales de Volterra.

Por el contrario, la ecuacién de Fredholm que derivamos del problema de Sturm-Liouville tiene
limites fijos topolégicamente rigidos: |, f Q(x,8)¢(s)ds.

La distincién geométrica y fisica es absoluta:

Volterra (Gronwall / Picard): Representa la causalidad o la evolucién temporal. El estado del
sistema en el punto x depende tinica y exclusivamente de lo que ocurrié en el "pasado”, es decir,
en el intervalo [xp, x]. La geometria del dominio de integracion es un tridngulo. Gronwall funciona
aqui porque acota el crecimiento exponencial de un sistema que evoluciona paso a paso desde una
condicién inicial.

Fredholm (Sturm-Liouville / Green): Representa el equilibrio o el estado estacionario global. El
estado en x depende de la influencia simultdnea de todo el dominio [«, ]. La geometria del dominio
de integracion es un cuadrado completo [«, B] X [«, B]. No puedes aplicar Gronwall aqui porque no
hay una direccién de "crecimiento" ni un "pasado” que acotar; todo el espacio estd acoplado de forma
instantanea.

La "Teoria de Ecuaciones Integrales" es la rama del Analisis Funcional que estudia estos operadores
globalizadores. Al transformar tu EDO (Picard o Sturm-Liouville) en una ecuacién integral (Volterra o
Fredholm, respectivamente), haces una inversién estructural:

Pasas de un analisis local (tangentes y curvaturas en un punto infinitesimal) a un analisis global
(4reas y volimenes en todo el dominio).

Pasas de intentar invertir un operador no acotado a buscar los puntos fijos de un operador compacto.
En Picard, usas el Teorema del Punto Fijo de Banach sobre la formulacién integral. La convergencia
de las iteraciones sucesivas estd garantizada topolégicamente porque el operador integral es una
aplicacién contractiva en el espacio de funciones.

III. Abstraccién Final: La Conexién Global

El problema en matemadticas rara vez es "resolver la ecuacién". Resolver es tarea de un algoritmo
numérico. El objetivo es estructurar el espacio geométrico que contiene las soluciones.

Cuando abordas un Problema de Contorno (como el de Sturm-Liouville), la ecuacién diferencial
no es suficiente por s misma. La condicién de contorno fija una geometria restrictiva. El nticleo de
Green g(x,s) codifica simultdneamente la dindmica del sistema (la EDO) y la geometria del recinto
(las condiciones de contorno).

Al pasar a la forma integral ¢(x) = A [ f g(x,s)p(s)ds, encapsulas la "fisica" y el "recinto” en una
sola matriz de infinitas dimensiones. A partir de ahi, dejas de operar con calculo infinitesimal y pasas
a aplicar el poder del Algebra Lineal en dimensi6n infinita.

125



CAPITULO 6

Estabilidad y primer método de Lyapunov

6.1 Definiciones de estabilidad

Definicién Supongamos que se tienen las hipétesis del Teorema de existencia y unicidad de solucién global.
Ast, se definen el conjunto

@ = {(t,to,y0) € RN™2: (to,y0) € Ay t € I(to, y0)},

y la funcion
Q. (t, tO/]/O) €O C RN*2 — q)(t; i‘o,yo) e RV,

La funcién ¢(-; -, - ) asi definida es denominada solucion (maximal) del problema de Cauchy expresada en
funcién de los datos iniciales.

Teorema (Dependencia continua respecto de los datos iniciales) Bajo las condiciones del Teorema
anterior, se tiene que el conjunto © es un conjunto abierto de RN*2 y la solucién maximal ¢(-; -, - ) del
problema de Cauchy expresada en funcién de los datos iniciales es continua en ©, es decir, ¢ € C°(®; RN).

El Teorema de Dependencia Continua afirma que ® es un conjunto abierto. Esto es profundamente
no trivial. Significa que el espacio de historias no tiene “bordes afilados” temporales o espaciales que
aparezcan de la nada. Si una historia es realizable, cualquier pequefia modificacién en el tiempo de
observacién (t), el momento de partida (¢p) o la posicién inicial (/9) generard otra historia legitima que
también pertenece a ©.

En la estimacion del estado inicial del sistema siempre se producen errores (errores humanos, de
los aparatos de medida, ... ). Por tanto, no conocemos el verdadero estado inicial yg del sistema sino
una aproximacién de ese estado inicial 7. Asi, la solucién que obtendriamos al resolver el problema
de Cauchy es ¢( -; to, 7o) en lugar de la solucién real (que seria ¢(t; to, Yo))-

Cuando el tiempo ¢ recorre un pequeio intervalo acotado, las dos soluciones del problema de
Cauchy (la real y la obtenida con el dato inicial erréneo) estan cerca.

Supongamos que f € C°(Q; RN) NLip,,.(y; Q2), con Q C RN*! un abierto conexo no vacio, y sea
(to,y0) € Q. Entonces, la solucién maximal satisface (to, o, o) € ©, por tanto, existe T >ty y ag > 0
tal que el compacto K satisface

K:=[ty, T] x {tp} x E(yo; a9) C ©.
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(Obsérvese que la anterior inclusion en particular dice que si |o — yo| < ao, entonces I(to, 7o) D [to, T)).
De la continuidad uniforme de ¢ en el compacto K, se deduce que dado € > 0 existe § € (0,4p) tal que

[9(E to, Jo) — @(t; to,yo)| <& V(E to,%0), (& to,yo) € K satisfaciendo |t —F| <6, [yo — 7ol < 4.
En particular, para |yp — 0| < J se tendra que

lp(t; to, 70) — @(t to,yo)| <& Vi€ [to, T].
¢Qué ocurrira con la diferencia anterior cuando ¢t > T? ;Y cuando f — c0?

En un intervalo cerrado y acotado [to, T], el teorema de Heine-Borel nos rescata: todo mapa
continuo en un conjunto compacto es uniformemente continuo. Esto significa que el error estd acotado
por las pinzas de la topologia compacta. Si erras un poco en el dato inicial, las soluciones divergentes
no tienen “tiempo” de escapar al infinito; estdn atrapadas en una caja compacta donde la distancia
entre ellas se mantiene controlada bajo una constante de tipo Gronwall.

Sin embargo, cuando abrimos las compuertas hacia t — oo, rompemos la compacidad. El tiempo
se vuelve un pasillo infinito. Un error microscépico en el dato inicial iy, sometido a una dindmica con
exponentes de Lyapunov positivos (caos o inestabilidad), se amplificard exponencialmente. Lo que en
[to, T] diferia en 10°, en t — co puede diferir en el didmetro del universo observable. La teoria de
estabilidad de Liapunov es, en esencia, la herramienta para gobernar el comportamiento asintético
cuando la compacidad topoldgica deja de protegernos.

Marco de trabajo. En lo que sigue supondremos dados un abierto conexo no vacio QO C RN*! y una
funcién f, satisfaciendo la siguiente hipétesis bésica, que denotaremos (H):

IxB, CQ,
(H) :
feCOGRN)NLip, (1, Q) y f(£,0) =0, Vtel,

donde I = (7,00) y B, = B(0;0) C RN con p € (0,00] y T € [—00,00). Por otro lado, consideramos el
s.d.o., que denotaremos (S):

(S) v =f(ty).

De las hipétesis impuestas a () y a f, se tiene que la funcién nula ¢( definida por
po:t €l go(t) =0€ RN,

es solucion del sistema diferencial (S) en I. De hecho, si consideramos el correspondiente problema
de Cauchy para la funcién f y dato inicial (tp,0) € I x By, se tiene,

I(to,O) 21 vy (p(t; to,O) = (po(t) Vtel
Se dice en ese caso que ¢ es un punto critico del s.d.o. (S), o un equilibrio del sistema.

Definicién (estabilidad en el sentido de Liapunov) Se dice que la solucién ¢ de (S) es estable en
el sentido de Liapunov (o simplemente que ¢g es un equilibrio estable de (S)) si para cualesquiera ty € 1y
e € (0,p), existe 6 = 6(tg, €) € (0,p) tal que, si |yo| < &, se tiene:

(@) I(to,y0) D [to, ), ¥

(b) |o(t; to,yo)| < ¢ para cualquier t € [ty, o0).

En caso contrario, se dice que la solucion ¢g de (S) es inestable.

Observacion. Es inmediato comprobar que el concepto de estabilidad anterior es equivalente a: “se
dice que la solucién ¢( de (S) es estable (en el sentido de Liapunov) si para cualesquiera typ € Iy
e € (0,p), existe 6 = 6(tg, €) € (0,p) tal que, si |yg| < J, se tiene:”

|g0(t; to,y0)| <eg Vte I(to,yo) M [to,oo).
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Definicién (estabilidad uniforme) Se dice que la solucion ¢g del s.d.o. (S) es uniformemente estable
cuando el valor & del concepto de estabilidad anterior no depende de t, es decir, si para cualesquier € € (0,p),
existe 6 = 6(e) € (0,p) tal que, sity € Le|yo| < &, se tiene:

(a) I(to,yo) D) [to, oo), Y

(b) |@(t; to,yo)| < ¢ para cualquier t € [ty, 00).

Definicién (atractividad) Se dice que la solucion ¢g de (S) es (un equilibrio) atractivo si para cualquier
to € 1, existe v = y(tg) € (0,p) tal que, si [yo| < vy, entonces se tiene:

(a) I(tol}/o) > [tOr OO), y

(b) lim [(%; to, yo)| = 0.

Definicién (atractividad uniforme) Se dice que la solucién ¢g de (S) es (un equilibrio) uniformemente
atractivo si existe y € (0, p) tal que si |yo| < 7, se tiene:

(a) I(to,y0) D [to, 00), para cualesquiera ty € I;

(b) para cualquier € > 0, existe Ty > 0 verificando |@(t; to, yo)| < €, para cualesquiera ty € Iy t > to+ Te.

Definicién (estabilidad asintética)
1. Se dice que la solucién ¢q de (S) es (un equilibrio) asintéticamente estable si es estable y atractivo.
2. Se dice que la solucion ¢q de (S) es (un equilibrio) uniformemente asintéticamente estable si es
uniformemente estable y uniformemente atractivo.

Observacién (reduccién al equilibrio nulo). Las distintas definiciones de estabilidad y atractividad
dadas ma4s arriba han sido planteadas para la solucién nula ¢g de (S) (con f satisfaciendo (H)). Sin
embargo, es posible dar las mismas definiciones en el caso de cualquier soluciéon no nula ¢, de (S)
que esté definida en un intervalo infinito. Supongamos dada ¢1, una solucién de (S) definida en el
intervalo I = (7,00) (T € [—0c0,00) dado). Supongamos también que existe p € (0, o] tal que, en lugar
de la hipétesis (H), se tiene

{(ty):tel, yeB(ei(t)p)} CQ
f € CUYGRY) NLipy, (1; Q).

Entonces, realizando el cambio de variables z = y — ¢ (t), con t € I, el s.d.o. (S) se transforma en el
siguiente

2=y —g1(t) = f(ty) — f(t1(t)) = f(t,z+ @1(t)) — f(t, 1(t)) == F(t,2).

Es fécil comprobar que F satisface las condiciones (H) para un nuevo abierto () y ademads zp = 0 es
un punto critico o equilibrio del nuevo sistema que se corresponde con la solucién ¢; mediante el
cambio de variables.

6.1.1 Intuicién de las definiciones

Estabilidad en el sentido de Liapunov (Local): Imagina una canica en el fondo de un cuenco
semiesférico rugoso. Si la golpeas levemente (perturbacién J), se moverd, pero nunca abandonara
una region cercana (¢). La clave matematica aqui es que § depende de tj. En sistemas no auténomos,
el “cuenco” puede estar cambiando de forma con el tiempo (por ejemplo, volviéndose mds plano o
maés empinado). Si golpeas la canica en un momento donde el cuenco es casi plano, necesitards un &
extremadamente pequefio para que no se salga del radio e.

En un sistema rednomo (no auténomo), el cuenco de energia potencial puede volverse mas plano o
mas escarpado con el tiempo. Sien ty = 0 el cuenco es profundo, una sacudida grande (6 grande) no
te saca de él. Pero si entras al sistema en ty = 100, y el cuenco se ha aplanado como un plato, hasta
el latido de un corazén de ratén (6 microscépico) te expulsard del radio e. Por eso, en la estabilidad
simple, ¢ es esclavo del tiempo tg.
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Estabilidad Uniforme: Aqui el paisaje estd congelado o sus fluctuaciones temporales estan rigida-
mente acotadas por abajo. El valor de la perturbacién permitida J es universal para cualquier instante
de la historia tg.

Atractividad vs. Estabilidad (El contraejemplo conceptual): Existe el mito de que si un equilibrio
“atrae” a todas las Orbitas cercanas cuando f — oo, entonces es estable. Esto es falso. Imagina el
llamado Efecto de la Horquilla del Pelo (o sistemas tipo Vinogradov). Puedes disefiar un campo
de vectores donde una trayectoria que parte increiblemente cerca del origen (6) sea violentamente
succionada hacia afuera, describa una ¢rbita gigantesca que viole flagrantemente el limite ¢, y solo
después de ese viaje colosal, regrese asintéticamente hacia el origen cuando t — co. El sistema es
atractivo, pero es inestable porque no pudiste contener la trayectoria dentro de la burbuja € durante el
transcurso del viaje.

La atractividad normal o simple se define asi: para cada instante inicial ¢y, existe un radio de
captura y(tp) > 0 tal que si empiezas en yo € B(0, ), tu érbita morira en el origen cuando t — oo.

Imagina el equilibrio nulo como el horizonte de sucesos de un agujero negro. La atractividad
simple te garantiza que, si cruzas ese horizonte, serds inexorablemente devorado (tu posicién tendera
a 0). Pero hay dos trampas matemadticas colosales escondidas en esta definicién, que en Analisis
Funcional equivalen a los peligros de la convergencia puntual de una sucesion de funciones frente a
la convergencia uniforme.

La trampa del tamafio de la boca (¢ depende de fp): En un sistema no auténomo (reénomo), el
tamafio del agujero negro puede estar evapordndose con el tiempo. Si intentas acercarte a él el lunes
(to), el radio de captura 7y podria ser de 5 metros. Si intentas el viernes, el agujero se ha encogido tanto
que 7 es de un milimetro. Es atractivo, si, pero es un blanco cada vez maés dificil de acertar.

La trampa de la agonia eterna (la velocidad de caida no estd acotada): La definicién simple dice que
lim ;00 ¢(t) = 0. jPero no te dice cudndo! En topologia, esto significa que para cualquier ¢, existe
un tiempo de cruce T, pero ese tiempo T depende de dénde empezaste (yg) y cudndo empezaste (tp).
Imagina a dos astronautas que cruzan el horizonte de sucesos casi al mismo tiempo. La atractividad
simple permite que uno tarde 5 segundos en ser destrozado por la singularidad, mientras que el otro
quede orbitando en una espiral tan lenta que tarde 10'° afios en llegar. Ambos alcanzan el origen en
el infinito, pero no hay un limite de tiempo colectivo.

Geométricamente, el “tubo” de 6rbitas se estrecha hacia cero, pero puede estirarse infinitamente
hacia adelante en el eje del tiempo, haciéndose delgado a una velocidad exasperantemente lenta.

La boca universal: El radio de captura 7y no depende de ty. El blanco siempre tiene, como minimo, el
mismo tamafio.

El plazo de entrega universal (Compacidad funcional): Para cualquier precisién € que pidas, existe
un tiempo limite estricto T; que no depende de ¢y ni de yyp.

Olvidate del agujero negro evapordndose. La atractividad uniforme es como un compactador de
basura industrial perfectamente sincronizado.

Imagina que dejas caer un millén de canicas dentro de la zona de peligro (|yo| < 7). Algunas las
sueltas hoy, otras las soltards dentro de 100 afios (variabilidad de tp). Algunas las pones justo en el
borde, otras més al centro (variabilidad de yyg).

La atractividad uniforme es la garantia matematica (un analogo dindmico del Teorema de Arzela-
Ascoli) de que, sin importar la fecha de inicio o la posicién inicial, todas las canicas serdn aplastadas
mecanicamente dentro de la microscépica caja € en exactamente un tiempo méximo T;. No hay agonias
eternas. El operador de flujo del sistema evolutivo contrae el volumen del espacio de fases (la medida
de Lebesgue) de manera forzada y en un lapso rigidamente acotado.

En el espacio de funciones de trayectoria C([ty,c0); RN), la atractividad normal significa que la
familia de trayectorias converge a cero de forma puntual. La atractividad uniforme significa que la
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familia converge a la funcién nula de forma uniforme con respecto a la métrica del supremo, cuando se
toma sobre el conjunto compacto de condiciones iniciales B(0, y).

En resumen:

Atractividad Normal: Disparas tu laser. Quizés el rayo rebota erraticamente, quizds se ensancha
temporalmente, pero eventualmente, si viajas lo suficientemente lejos a la derecha en el eje t, el rayo
terminard disolviéndose exactamente sobre el eje central y = 0. ;Cudndo ocurrira eso? Nadie lo sabe,
depende de cada disparo.

Atractividad Uniforme: Colocas un embudo geométrico idéntico cada 5 metros a lo largo del cilindro.
Si disparas desde el interior de la region v, el sistema fuerza fisicamente a que, después de avanzar
una distancia longitudinal constante T¢, todo tu rayo de luz haya sido estrangulado dentro del grosor
e. Es una asfixia geométrica determinista y predecible.

6.2 Sistemas autonomos

Definicién (sistema auténomo) Sea D C RN un abierto conexo no vacio. Se dice que el s.d.o. (S) es un
sistema auténomo si se tiene

f(ty)=fly), V¢t

para una funcién f : D C RN — RN tal que f € CO(D;RN) NLip,,.(D). En este caso, el sistema tiene la
forma

(Sa) ¥ =f(y),

y el dominio maximal de existencia y unicidad estd dado por O = R x D.

Observacién. Obsérvese que, debido a que la funcién f no depende de la variable ¢ (caso auténomo),
la condicién f € Lip,,.(D) en particular implica que f € C°(D;RN). Asi, para asegurar la existencia
y unicidad de solucién maximal del problema de Cauchy asociado a f, basta escribir f € Lip,,.(D).

En el caso del sistema auténomo (S, ), la hipétesis (H) se transforma en

(Ha) Bo €D, f&Lip,(D)yf(0) =0,

con p € (0,00]. La gran importancia del caso auténomo esta en que los conceptos de estabilidad
y estabilidad asintética son equivalentes a los conceptos de estabilidad y estabilidad asintética
uniforme.

Proposicién Consideremos ¢ una solucion maximal del sistema auténomo (S,) con f € Lip,;,.(D) y sea
I el correspondiente intervalo de definicion de esta solucion, entonces para todo h € R la aplicacion ¢ €
CY(I — h; RN) definida por

Y(t)=e(t+h), VYtel—h,

es también una solucion maximal del sistema auténomo.
Demostracion:

Paso 1: Definicion del dominio y diferenciabilidad.

El intervalo transformadoes I —h = {t € R : t +h € I}. Puesto que I es un intervalo de interior no
vacio, trasladarlo rigidamente una distancia —h preserva su estructura de intervalo y su conectividad
topolégica. Dado que ¢ € C'(I;RN), la composicién con la funcién afin ¢ + t + h (cuya derivada es
1) garantiza, por la regla de la cadena, que ¢ es de clase C' en I — h.

Paso 2: Verificacion de la ecuaciéon diferencial.
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Calculamos la derivada de 1 respecto a t utilizando la regla de la cadena:

PO = Dot am) = gt Tarm =g/ t4n) 1

Dado que ¢ es una solucién legitima del sistema auténomo, satisface ¢’ (1) = f(¢(7)) paratodo T € I.
Evaluandoen T =t + h € I, obtenemos:

¢'(t+h) = f(e(t+h)).

Sustituyendo la definicién de i (t), se concluye de forma directa que:

V' (t) = f(p(t), Vtel—h
Por tanto, ¢ es una solucién del s.d.o. auténomo (S,).

Paso 3: Demostracién de la maximalidad por reduccién al absurdo.

Supongamos que ¥ no es una solucién maximal. Esto significa que existe otra solucién ¢ : | — RN
definida en un intervalo ] tal que I — & C ], y que coincide con i en I — h.

Construyamos ahora una extension para ¢. Definimos la funcién ¢ : | +h — RN mediante el
cambio inverso:

d(t)=9(t—h), Vre]+h

Repitiendo el argumento del Paso 2, la derivada de ¢ cumple:

¢ (1) =9/ (t—h)- 1= f(P(r — b)) = f(¢(7)).

Por lo tanto, @ es una solucién del sistema en el intervalo | + h. Sin embargo, dadoque I —h C ],
al sumar h en ambos lados obtenemos que I C | + h. Esto implica que ¢ constituye una extension
propia y estrictamente mds grande de la solucién ¢, lo cual desmorona y contradice la hipétesis de
partida de que @ era una solucién maximal.

Por reduccién al absurdo, ¢ es necesariamente maximal. |

Corolario Consideremos el sistema auténomo (S,) con f € Lip,,.(D). Paraty € Reyo € D, sea ¢( -; to, yo)
la solucién maximal del problema de Cauchy asociado a (S,). Entonces,
1. I(to,yo) =ty + I(O,yo).

2. ¢(t; to,yo) = @(t — to; 0,y0), para cualquier t € I(to,yo).
Demostracion: Por el resultado anterior, sabemos que la funcién

W(t) = @(t —to; 0,y0), Yt € to+1(0,y0),

es una solucién maximal del sistema auténomo. Usando que (ty) = ¢(0; 0,y9) = yo tenemos que se
trata de la solucién maximal correspondiente a la condicién inicial y(fg) = yo y por tanto

I(to,y0) = to+1(0,y0), @(t—to; 0,y0) = @(t; to,y0). W

Para visualizar esto con una profundidad brutal, tenemos que hacer una distincién topolégica
que a menudo se pasa por alto. Existen dos escenarios geométricos donde habitan las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDOs):

El Espacio de Fases (RV): El “suelo” geométrico donde solo existe el estado del sistema y. Aqui el
tiempo no es un eje visible, es un pardmetro oculto que dicta como te mueves sobre la curva.

El Espacio de Fases Extendido (R x RN): El “espacio-tiempo”, un universo con una dimensién extra
donde el eje horizontal es explicitamente el tiempo t.

La Intuicién Geométrica (El Hilo de Luz):
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Imagina que estds en el espacio-tiempo R x RY. Una solucién ¢(t) es un “hilo” luminoso tridi-
mensional que avanza desde el pasado hacia el futuro.

Dado que el sistema es auténomo (y' = f(y)), el campo de vectores (las flechas que dictan la
velocidad) es paralelo a lo largo del eje del tiempo. Si fijas un punto y* en el espacio, la “corriente” de
viento en (f = 0,y*) es idéntica a la corriente en (t = 1000, y*).

(Qué es graficamente §(t) = ¢(t + h)? Es una isometria pura, una traslacion rigida del hilo de luz.
Agarras el hilo original ¢, lo mantienes perfectamente paralelo a si mismo, y lo deslizas hacia la
izquierda (si i > 0) o hacia la derecha (si & < 0) a lo largo del eje del tiempo por una distancia exacta
de h.

Como el viento (el campo vectorial) es estatico y no cambia con ¢, al deslizar el hilo, éste encaja
perfectamente en las flechas de su nueva posicién. Geométricamente, el espacio-tiempo de un sistema
auténomo esta foliado por copias exactas y trasladadas de las mismas curvas.

En el Espacio de Fases puro (RV):

Aqui la intuicién es atin mds radical. Si miras solo el suelo proyectado, las érbitas geométricas de
@ v ¢ son exactamente la misma curva. No hay dos caminos distintos.

Piensa en el rail de una montafia rusa. ¢ es un tren que pasa por el rizo a las 12:00. ¢ es el mismo
tren pasando por el mismo rizo a las 15:00. La trayectoria en el espacio RN no ha mutado un solo
milimetro; lo tnico que has hecho es desfasar la etiqueta temporal del observador (i = 3 horas).

1. Espacio Ampliado ($t \times 2. Espacio de Fases ($\mathbb{R}"*2$)
\mathbb{R}$) Invarianza de la érbita: $\varphi(t; t_0, y_0) = \varphi(t-
Traslacién horizontal: $\psi(t) = \varphi(t+h)$. El campo £.0; 0, y_0)$. La trayectaria geométrica es inmutable.

de pendientes es idéntico a lo largo del eje $t$. EVERMRCH S i S5td

Ecuacién: $y' =\sin(y)$.

icién en t=0

te = 1.10 € ——

h = 3.30 T e
Mueve $t_0$ para ver que la curva no cambia, solo el puni +
equivalente a $t=0$ (marcador rojo). o

® $\varphi(t)$ @ $\psi(t)$

Proposicion Consideremos el sistema auténomo (S, ) con f satisfaciendo (Hy,). Entonces, la solucion nula ¢
de (Sa) es asintéticamente estable si y solo si es uniformemente asintéticamente estable.

Demostracion:
Bloque A: Estabilidad = Estabilidad Uniforme.

Por hipétesis, el equilibrio es estable en el sentido de Liapunov. Escojamos como instante inicial de
referencia el origen temporal ¢; = 0. Por la definicion de estabilidad aplicada a este instante concreto,
sabemos que para cualquier ¢ € (0, p), existe un radio de control inicial 6 = 6(0,¢) > 0 tal que si el
dato inicial cumple |yp| < J, entonces:

lp(T;0,50)| <&, VT €l0,00).

132



Queremos probar que este mismo ¢ (que solo depende de ¢ y del tiempo fijo 0) funciona para cualquier
otro instante inicial £y € I.

Sea ty € I arbitrario y tomemos un dato inicial tal que |yo| < 6. Mediante el corolario de traslacién
temporal de sistemas auténomos, la solucién se reescribe como:

@(t;to, yo) = @(t — t0; 0, o).

Haciendo el cambio de variable temporal T = t — tj, observamos que cuando el tiempo cronolégico
avanza en el rango t € [fg, o), la variable trasladada cubre exactamente el rango T € [0, o). Aplicando
la propiedad de estabilidad en el origen temporal, deducimos:

lp(t:to, yo)| = lo(t — t0; 0,y0)| = |@(T;0,y0)| <&, Vi€ [ty 00).

Como el valor de J elegido al inicio es totalmente independiente de ¢y, la estabilidad es, por definicién
estructural, uniforme.

Bloque B: Atractividad = Atractividad Uniforme.

Asumamos ahora que el equilibrio nulo es estable (y por ende uniformemente estable debido al
Bloque A) y atractivo. Por la condicién de atractividad evaluada en t;; = 0, existe un radio de atraccién
v > 0 tal que si |yp| < 1, entonces la trayectoria tiende al equilibrio:

lim ¢(7;0,y0) = 0.

Para demostrar la atractividad uniforme, debemos probar que el tiempo necesario T; para que las
6rbitas entren y se queden atrapadas en la bola € no depende ni del instante inicial ¢y ni de la posicién
exacta yo dentro de la region de atraccién compacta B,,.

Paso 1: Uso de la estabilidad uniforme como escudo. Dado ¢ > 0, invoquemos la estabilidad
uniforme demostrada en el Bloque A. Existe un valor 6(e) > 0 tal que para cualquier trayectoria del
sistema, si en algun instante de su historia entra dentro de la bola restringida B ), se mantendra
confinada dentro de la bola original B, para todo tiempo futuro.

Paso 2: Argumento de compacidad (Heine-Borel) en el espacio de fases. Para cada dato inicial
individual z € §7, sabemos que lim;_,« ¢(£;0,2z) = 0. Por lo tanto, existe un tiempo finito de transito
t(z) > 0 tal que la 6rbita penetra profundamente en la zona de seguridad:
d(e)
9(t(2);0,2)] < =2
Por el Teorema de Dependencia Continua respecto a las condiciones iniciales, la aplicacién de flujo
y — ¢(t(z);0,y) es continua. Esto implica que existe un entorno abierto topolégico U(z) que rodea al

punto z tal que para cualquier otro estado inicial y € U(z), la solucién en el instante ¢(z) cumple por
proximidad:

[p(t(2);0,y)| < 4(e).
La familia de conjuntos abiertos {ll(z)}zeg7 constituye un recubrimiento abierto del conjunto de

condiciones iniciales B,. Dado que la bola cerrada y acotada B, C RN es un conjunto compacto en
la topologia euclidea, el teorema de Heine-Borel nos garantiza la existencia de un subrecubrimiento
finito. Es decir, existen finitos puntos z1, z, . .., zx € B, tales que:

B, CU(z1) UU(zp) U...UU(z).

Paso 3: Construccién del tiempo uniforme T.. Definimos el tiempo critico de corte T, como el méximo
del conjunto finito de tiempos asociados a dichos puntos:

Te = max{t(z1),£(z2),...,t(zx)}.
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Sea ahora un punto inicial cualquiera yy € B,,. Por la propiedad del subrecubrimiento, este punto
debe pertenecer obligatoriamente a algun entorno abierto del conjunto finito, digamos yp € U(z;).
Esto nos asegura que en el instante intermedio 7; = ¢(z;), la trayectoria ha ingresado en la zona de
confinamiento:

¢(7i;0,y0)| < d(e).
Dado que 7; < T¢, y usando el escudo de estabilidad uniforme establecido en el Paso 1, la érbita no

puede escapar de la bola € para ningtin tiempo posterior a 7;. En consecuencia, para cualquier tiempo
unificado T > T; > T;, se cumple rigurosamente que:

lp(T;0,y0)| < e

Paso 4: Extension a cualquier instante inicial (. Finalmente, consideremos un instante inicial fy € I
arbitrario y un dato inicial yo con |yp| < 7. Utilizando nuevamente la identidad del flujo auténomo:

lo(t;to, yo)| = [@(t — t0;0,0) |-

Si exigimos que el tiempo transcurrido cumpla t > tg + T¢, entonces la variable temporal neta cumple
t —ty > T¢. Aplicando los resultados del Paso 3, concluimos de manera absoluta que:

|g0(t;f0,y0)|§€, Vigel, Vt>ty+T..

Esto demuestra que el tiempo T es independiente tanto de la posicién inicial iy como del instante de
arranque tg. La atractividad es uniforme. |

Intuicién

Para que la atractividad sea uniforme, necesitamos encontrar un niimero real supremo, un tiempo

maximo absoluto T, que funcione como cota superior para los tiempos de caida de todas las particulas.
En términos de Andlisis Matematico, el tiempo de caida T es una funcién que depende de dos

variables:

¢ Elinstante en que sueltas la particula (t).

* La posicién exacta donde la sueltas (yp).

Es decir, buscamos acotar la funcién T'(ty, o). El dominio geométrico de esta funcion es el producto

cartesiano de todos los tiempos posibles por todas las posiciones iniciales posibles:

D =[0,00) X Ey.

Aqui estd la clave de todo el universo: el conjunto D NO es compacto. ;Por qué? Porque aunque la
bola de posiciones B, es compacta (cerrada y acotada en RN), la semirrecta del tiempo [0, c0) es un
corredor de longitud infinita. El producto de un compacto por un no-compacto da como resultado un
espacio no compacto.

2. El Escenario No Auténomo: El Laberinto Vivo (Donde la Compacidad Falla)

Imagina que el vector campo f(t,y) es un bosque encantado. Las flechas del campo son los érboles.
En un sistema no auténomo (y' = f(t,y)), los arboles se mueven, cambian de lugar y las raices crecen
con el paso del tiempo t. El bosque estd “vivo”.

Supongamos que fijamos ¢y = 0 (entramos al bosque hoy). Como el conjunto de posiciones iniciales
B, si es compacto, aplicamos el teorema de Heine-Borel solo para el dia de hoy. Obtenemos que, por
muy mal que elijas tu punto de partida g, hoy cruzarés el bosque en un tiempo maximo de T(0) =5
horas. jMaravilloso! La compacidad funcioné para ty = 0.

Pero, ;qué pasa si entras al bosque mafiana (tp = 1)? El bosque ha cambiado. Tienes que volver a
aplicar Heine-Borel a la nueva geometria. Quizds mafiana el tiempo méximo sea T(1) = 8 horas. ;Y si
entras dentro de un siglo (fp = 100)? El bosque podria haberse convertido en un laberinto infernal.
Aplicas Heine-Borel y obtienes T(100) = 5000 afios.
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Para tener atractividad uniforme, necesitas que el supremo de todos esos tiempos sea finito:

Te = sup T(to).
tOG[O,oo)

Pero como el eje temporal [0, o) no es compacto, el Teorema de Weierstrass no te protege. Una funcion
continua definida en un espacio no compacto puede irse al infinito perfectamente. Los tiempos de
caida T(ty) pueden crecer sin cota a medida que typ — co. La compacidad espacial (sobre 1) no pudo
salvarte de la inmensidad del tiempo.

3. El Escenario Auténomo: La Reduccién Dimensional y el Bosque de Piedra

Ahora entra en escena el sistema auténomo (' = f(y)). El bosque estéd hecho de piedra inmutable.
Las corrientes de aire no cambian jamads. Por la invarianza temporal (¢(t; to, yo) = ¢(t — t0;0,10)), el
tiempo que tarda una particula en caer al equilibrio si la sueltas en el afio f; es exactamente el mismo
que si la hubieras soltado hoy (tp = 0). Matematicamente, esto significa que la funcién tiempo de
caida ya no depende de ty:

T(to,¥0) = T(0, y0)-

iEsta es 1a maniobra topolégica mas brutal de toda la demostracién! Al ser auténomo, la fisica del
problema proyecta el dominio infinito D = [0,00) x B, y lo aplasta colapsandolo contra el plano
to = 0. Ya no necesitas buscar tu cota méxima en el abismo del corredor infinito [0, c0). Toda la
informacién del universo pasado, presente y futuro estd contenida en el corte transversal espacial:

Defectivo = {O} X E"r = E’Y'

Y aqui es donde la trampa se cierra: el conjunto B,, SI es compacto. Dado que ahora tu problema
de busqueda de un maximo se ha reducido exclusivamente a un dominio compacto, la Topologia
(Heine-Borel, Weierstrass) te despliega su paraguas protector. Cubres la bola inicial con una cantidad
finita de entornos abiertos, extraes un tiempo méaximo T para el instante g = 0, y como el bosque es
de piedra, ese niimero T; es un pasaporte universal valido para cualquier siglo venidero.

6.3 Sistemas lineales

Teorema Sea F( - ) una matriz fundamental para el sistema lineal. Se tiene:
(a) @o es un equilibrio estable del sistema si y solo si para cada ty € I, se cumple que

sup  [IF(®)]s < o
te(ty,+o0)

(b) @g es un equilibrio del sistema asintéticamente estable si y solo si
lim [[F(#)]ls = 0.
(c) @o es un equilibrio del sistema uniformemente estable si y solo si existe una constante M > 0 tal que
|F(t) F(to) Ys <M, Vitgel, Vt>t.

(d) @g es un equilibrio del sistema uniformemente asintéticamente estable si y solo si existen constantes C > 0
y a > 0 tales que

|E(t) E(tg) " H|s < Ce™®(tt0), VeI, V>t
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Comentarios al teorema

1. Hemos enunciado el Teorema utilizando la norma espectral || - ||s en el espacio £(RN):

B
1Ble= max B conBecmM).
xeRN\{0} |X|

Evidentemente, todas las normas en £(IRY) son equivalentes y, asi, el resultado sigue siendo
vélido si consideramos cualquier otra norma en este espacio.

2. Elresultado anterior y las férmulas de los apartados (a)-(d) no dependen de la matriz fundamental
F asociada al sistema lineal elegida.

Demostracion.

Apartado (a) — estabilidad <= matriz fundamental acotada.

«Vamos con el primer apartado. La cuestion es que, por ejemplo, para la primera implicacion
vemos que la matriz fundamental de ty en adelante hasta mds infinito es algo asf como una suerte
de correccion en la trayectoria dentro del espacio de dimension finita N a su situacion inicial, y
si esa matriz fundamental, esa correccion, tiene como mdximo estiramiento algo finito, entonces
podemos encontrar una condicion inicial lo suficientemente pequefia para que dado ese toy mi
solucion siempre se mantenga cerca (estable), ;cierto?

Y al revés, si supongo que es estable, usando la definicion de norma matricial subordinada para
F(t) de los vectores de norma 1 y sacando 1/ 8 fuera y dejando x por § dentro y usando la acotacién
de la estabilidad se tiene.»

Imagina el espacio de fases (tu espacio de dimensién N) como una tela eldstica infinita. En el
instante t(, dibujas con un rotulador una esfera perfecta de radio 1 alrededor del origen. A medida
que el tiempo avanza (! — o), el sistema dindmico deforma esa tela. Al ser un sistema lineal, esta
deformacién tiene una regla geométrica muy estricta: las esferas siempre se deforman en elipsoides.

Aqui es donde entra la norma matricial subordinada ||F(t)||. En Anélisis Funcional y Geometria,
la norma de un operador lineal no es mas que la longitud del semieje mayor de ese elipsoide. Es el
“peor caso posible”, la direccién en la que el espacio ha sufrido el méximo estiramiento.

;Qué significa la primera implicacién (Estiramiento Finito — Estabilidad)? Significa que, si
a lo largo de toda la eternidad (t > tj) ese elipsoide nunca crece hasta hacerse infinito (es decir,
el estiramiento méaximo tiene un tope, digamos M), entonces el espacio “no se desgarra” hacia el
infinito. Si tu jefe te exige que la trayectoria nunca salga de una habitacién de radio €, tii simplemente
empiezas tu experimento en una cajita inicial lo suficientemente diminuta (radio § = €/M). Sabes
que el universo, en su maxima furia expansiva, solo va a estirar tu cajita por un factor de M. Por tanto,
el elipsoide deformado final cabra perfectamente dentro de la habitacién €. Estabilidad pura.

;Qué significa la segunda implicacién (Estabilidad — Estiramiento Finito)? Es el argumento
inverso dictado por el sentido comtn. Si el sistema es estable, significa que existe una “burbuja de
seguridad” de radio J tal que, si empiezas ahi dentro, la deformacién de la tela nunca te saca de
una zona de confort (digamos, de radio 1). Si el universo es incapaz de expulsar a los puntos de esa
burbuja diminuta hacia el infinito, es matematicamente imposible que el “estiramiento maximo” del
espacio sea infinito.

1. Estiramiento Acotado — Estabilidad

Intuicién: Limitamos el estiramiento maximo y ajustamos el tamario inicial para compensar.
Esbozo: Supongamos sup;.., ||F()[| = M < co. Dado un margen de error € > 0, elegimos arrancar
en una zona reducida § = 7. Si comenzamos con ||xg|| < J, la evolucién de nuestra posicién cumple:

() = [1EC) xoll < [IECE)[| {[xoll < M- % =e
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Conclusidn: la trayectoria estd atrapada en el margen € para siempre. Es estable.

2. Estabilidad — Estiramiento Acotado

Intuicién: Forzamos a un vector unitario arbitrario a vivir en la frontera de nuestra burbuja de
seguridad, evaluamos su trayectoria acotada y extraemos el factor de escala geométrico.
Esbozo: Asumamos estabilidad. Esto garantiza que, para una frontera arbitraria € = 1, existe una
burbuja inicial § > 0 tal que si ||xg|| < J, entonces la trayectoria no escapa: [|x(t)|| < 1 para todo
t> tq.

Para medir el maximo estiramiento posible de la tela, tomamos cualquier direccion arbitraria
mediante un vector unitario v (es decir, ||v|| = 1) y lo escalamos al tamafio de nuestra burbuja inicial:
definimos xy = év. Como ||xp|| = J, la estabilidad nos asegura que su futuro esta acotado:

[E(#)(60)]] < 1.

Por la linealidad de la matriz fundamental, podemos “sacar la escala 6 fuera”:
1
SIEM) ol =1 = [E(t) o] < 5

Como esto se cumple incondicionalmente para cualquier direccion unitaria v, el peor de los casos
posibles (el supremo) hereda esta misma cota:

1
IF(#)] = HSIHJP IE(#) ol < 5 < eo.
u||=1

Apartado (b) — estabilidad asintética <= lim;_,e ||F(t)]|s = 0.

I. Tu pregunta

«Vale, vamos con el apartado b). Entiendo que aqui hay dos intuiciones. Por un lado, si la
dilatacién se hace cero conforme te vas al infinito, en el espacio de fases naturalmente vas a caer al
origen. Por otro lado, como la matriz fundamental es C', en concreto es continua, y por tanto,
como es acotada en el infinito, lo es siempre; luego para un intervalo [ty, +00) posee algiin mdxino
y por tanto es estable, i.e., en el caso de sistemas lineales, atractividad implica estabilidad.»

1. Primera Direccién: lim; .« |F(f)|| = 0 = Estabilidad Asintética

La estabilidad asintética exige el cumplimiento de dos condiciones independientes: Estabilidad (en
el sentido de Lyapunov) y Atractividad (que las soluciones mueran en el origen).

La Intuicién de la Atractividad (El1 Sumidero Absoluto): Si la norma matricial ||F(t)|| (que mide el
maéximo estiramiento de nuestra tela eldstica) tiende a cero, significa que la capacidad del universo
para expandir vectores se extingue por completo. Cualquier condicién inicial xg, por masiva que sea,
se ve multiplicada por un operador que encoge el espacio de forma unanime:

<)l = 1E®) xoll < [FO 1x0]l > 0.

Geométricamente, la esfera unitaria no solo deja de crecer, sino que se estrangula uniformemente
hasta colapsar en un punto singular: el origen. El origen se convierte en un sumidero topoldgico.

La Intuicién de la Estabilidad (La Compactacién por un Punto al Infinito): Tu argumento sobre por
qué la atractividad hereda la estabilidad en sistemas lineales es matematicamente bellisimo. Lo que
estds haciendo implicitamente es aplicar una propiedad topolégica fundamental sobre la compactacién
de Alexandrov (o compactacion por un punto) del intervalo semiabierto [fg, +00).

Si una funcién fundamental t — ||F(t)|| es continua en [ty +00) y ademds sabemos que
lim¢ e ||F(t)|| = 0, podemos extender esta funcién de manera continua al espacio compactado
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[to, +00] ~ [0,1] asignandole el valor 0 en el punto del infinito. Por el Teorema de Weierstrass,
cualquier funcién continua definida sobre un espacio compacto alcanza su maximo absoluto. Por lo
tanto, la norma de la matriz fundamental estd uniformemente acotada en toda la linea temporal:

dM >0 talque |F(t)|| <M VYt>t.

Y como demostramos en el apartado a), una matriz fundamental acotada es el equivalente exacto a la
estabilidad de Lyapunov. Ergo, la mera extincién de la norma en el infinito te garantiza que el sistema
jamds pudo haber explotado en el camino.

2. Segunda Direccién: Estabilidad Asintética = lim;_ |F(¢)|| =0

Esta es la direcciéon donde la sutil naturaleza de la dimensién finita juega su papel més crucial, y
donde conectamos directamente con el Andlisis Funcional.

La Intuicién de la Uniformidad a través de la Compactacién: Por definicion, si el sistema es
asintéticamente estable, es atractivo. Esto significa que cada trayectoria individual tiende a cero de
forma puntual: para cualquier vector fijo xo, se cumple que lim;_, F(t) xg = 0.

Ahora bien, jpor qué la convergencia puntual de cada vector implica la convergencia en norma de
la matriz? En Analisis Funcional, la convergencia puntual de operadores se conoce como la Topologia
Operatorial Fuerte (SOT), mientras que la convergencia en norma es la Topologia Operatorial Uniforme.
En espacios de dimensién infinita, un conjunto de operadores puede converger fuertemente a cero sin
converger en norma.

¢(Por qué aqui si funciona? Por la topologia de la esfera unitaria SN~ en RN. Como la dimensién
es finita, la esfera unitaria es un conjunto compacto (Teorema de Heine-Borel). Una propiedad
fundamental de las aplicaciones lineales es que la convergencia puntual sobre un dominio compacto
fuerza a que la convergencia sea uniforme. Al ser uniforme sobre toda la esfera, el supremo de los
estiramientos (que es la norma || F(t)||) se ve obligado a acompanar a los vectores individuales hacia
el colapso, extinguiéndose en el infinito.

[=>] Supongamos que el origen es asintéticamente estable. Por ende, es atractivo, lo que implica que
para cada vector de la base canénicae; (i = 1,..., N), se cumple lim;_, F(t) e; = 0.

Sea s € SN~! un vector cualquiera de la esfera unitaria de RY. Podemos descomponerlo como
5= Zf»\i] ¢; e;, donde las coordenadas estan acotadas debido a la compacidad de la esfera (Vi, |¢;| < 1).
Evaluando el flujo sobre la esfera:

N

Y ciF(t)e

i=1

IE()s]l =

N N
<Y lallF@® el < Y IIF(#) el
i=1 i=1

Dado que el miembro derecho es una suma finita de términos que convergen a cero de forma
independiente del vector s elegido, la convergencia es uniforme en toda la esfera. Por definicién de
norma subordinada:

N
IF(6)] = sup IF(t)s] < 3 IF(t)eil] ——0.
i=1

seSN-1
Conclusién: el operador de evolucién colapsa en norma hacia el operador nulo en el infinito. |
En los sistemas lineales, la estructura es tan rigida y homogénea que la atractividad global implica
automaticamente la estabilidad (como acabamos de probar mediante la acotacién del maximo). jEsto es
una propiedad exclusiva de la linealidad! En el universo no lineal, un sistema puede ser atractivisimo

(todas las érbitas terminan viajando hacia el origen) y, sin embargo, ser completamente inestable. Este
es un hecho histérico que desvel6 las limitaciones del anélisis local decimonénico.

Apartado (c) — estabilidad uniforme <= ||F(t) F(ty) (s acotada.
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«Vale, vamos con el apartado c). Aqui la cuestion es que, independientemente de de dénde partamos,
la dilatacién siempre va a estar acotada por una misma constante, ;no? Eso es bdsicamente.
Entonces automdticamente tienes que no depende de to tu cota para mantenerte en un nivel
determinado.»

Para visualizar por qué esto es conceptualmente demoledor, debemos contrastarlo con la estabilidad
simple del apartado (a). La estabilidad simple permite una patologia geométrica: a medida que el
tiempo inicial fp avanza hacia el infinito, el sistema puede volverse infinitamente “fragil”. Es decir,
para mantenerte dentro de un radio €, la burbuja de seguridad inicial §(to) podria tener que encogerse
asintéticamente hacia cero (lim¢, 0 6(t9) = 0). Geométricamente, el elipsoide de deformacién de
la tela eldstica del espacio de fases podria estirarse cada vez més si decides encender el motor del
sistema en instantes tardios.

La estabilidad uniforme aniquila por completo esta dependencia cronoldgica. Exige que el espacio
tenga una rigidez estructural intrinseca que no se degrada con el fluir del tiempo objetivo.

1. Acotaciéon Uniforme del Operador —> Estabilidad Uniforme

Intuicién: Si el peor estiramiento posible entre cualesquiera dos instantes estd capado por M, una
Unica eleccién de J basta para toda la eternidad.

Esbozo: Supongamos que sup;..-; [[P(t,5)|| = M < co. Dado € > 0, definimos de forma universal
0 = 31 (independiente del tiempo inicial). Para cualquier instante de arranque s > t y cualquier
condicién inicial tal que ||xs|| < 6, la evolucién temporal satisface:

€
()] = [Pt 5) xs[| < |D(E ) [l < M- 57 =€ ViE=s.

Conclusidn: el sistema es estable y la eleccion de 6 es inmune al tiempo de partida s. Es uniformemente
estable.

2. Estabilidad Uniforme — Acotacién Uniforme del Operador

Intuicién: Si el sistema garantiza que ninguna trayectoria que parta de una burbuja de radio J puede
escapar de una esfera de radio 1 (sin importar cudndo empiece), entonces el factor de amplificacion
espacial del operador de evolucion estd rigidamente limitado en todo momento.
Esbozo: Por hipétesis de estabilidad uniforme, fijado el margen € = 1, existe un tinico § > 0 tal que
para todo s > tg, si||xs]| <0 = ||P(t,5) xs]| < 1paratodot > s.

Tomemos un vector unitario arbitrario v € SN~1 (||v|| = 1) y situemos nuestra condicién inicial
en la frontera de dicha burbuja en el instante s: definimos xs = dv. Dado que ||xs|| = 4, la hip6tesis
fuerza que:

1
I8t s)(60)[ =1 = df@(ts)v| <=1 = [[(ts)o] < 5.

Como esta desigualdad es robusta e independiente de la direccién unitaria v escogida, preservamos la
cota al tomar el supremo sobre la esfera compacta:

Vit>s >t

Sl

[@(t,s)]| = Hﬂ”lp [@(t,s) 0| <
v||=1

Definiendo M = 1/4 < o, se concluye que sup; . [|P(t,s)[| < M.
Apartado (d) — estabilidad uniformemente asintética <= estabilidad exponencial.

«Vamos con el apartado d), que es el mds misterioso para mi. A priori me huele a lema de Gronwall,
pero no se hace asi. No veo exactamente por qué hacerlo de este modo y no de otro.»

Para comprender el apartado (d) del teorema, primero debemos desvelar el misterio de por qué
el Lema de Gronwall no es la herramienta adecuada aqui, a pesar de que el resultado final sea una
exponencial (e~*(=5)),
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El Lema de Gronwall es una herramienta de tipo diferencial /integral. Requiere que conozcas una
tasa de variacién cuantitativa en cada instante (por ejemplo, una cota sobre la matriz de coeficientes
|A(t)|]| < L). Sin embargo, la hipétesis de Estabilidad Uniformemente Asintética (EUA) no te da
informacién sobre la derivada instantanea del flujo; te da una informacion de naturaleza topoldgica
y asintética: te dice que, a gran escala, el espacio se encoge uniformemente sin importar cudndo
empieces. Como no tienes una desigualdad diferencial para la norma del operador de transicién
|P(t,5)]|, Gronwall queda completamente desarmado.

¢Coémo se resuelve este misterio? Con una de las ideas més bellas de los Sistemas Dindmicos y el
Analisis Funcional: la Cuantizacién del Tiempo y el Interés Compuesto. Si el espacio se encoge a la
mitad tras un periodo fijo de tiempo T, entonces tras n periodos se habra encogido a (1/2)". Dado
que el ntiimero de periodos 7 es proporcional al tiempo transcurrido, este decaimiento geométrico
discreto se convierte de forma natural en un decaimiento exponencial continuo.

Enunciado. El sistema lineal ¥ = A(t) x es Uniformemente Asint6ticamente Estable (EUA) si y s6lo si
es Exponencialmente Estable; es decir, existen constantes K > 1y a > 0 tales que:

[®(t,s)|| < Ke ®t=5) vi>s >t

Direccién Facil: [<=] (La Estabilidad Exponencial implica EUA). Esta direccion es inmediata y
trivial, pues la propia cota exponencial K e~*(*~%) provee la uniformidad tanto para la estabilidad
(haciendo t = s) como para la atractividad (ya que e~*(!=5) — 0 uniformemente cuando (t —s) — o).

Direccién Profunda: [=>| (EUA implica Estabilidad Exponencial). Nuestra hipétesis es que el

sistema es EUA. Esto significa dos cosas por definicion:

* Estabilidad Uniforme (EU): existe una constante M > 1 tal que ||®(¢,s)|| < M paratodot > s > t.

¢ Atractividad Uniforme (AU): las soluciones tienden a cero con una velocidad que no depende
del instante inicial. Formalmente: para cualquier contraccién deseada € > 0, existe un tiempo de
espera comun T(e) > 0 tal que si ha transcurrido un tiempo mayor o igual a T(¢), el operador ha
tenido que encogerse obligatoriamente por debajo de e:

Sit—s>T(e) = ||®(t,s)]| <e (Vs=>1iy).

Paso 1: La eleccién del “quinto de tiempo” o la tasa de contraccién.

La Intuicién: como la atractividad es uniforme, podemos elegir el nivel de encogimiento que queramos
y el universo nos garantizard un tiempo finito T para lograrlo. Vamos a ser ambiciosos: queremos
que el espacio se contraiga hasta ser menor o igual que ﬁ, donde M es la cota de la Estabilidad
Uniforme. ;Por qué este valor? Porque contrarrestard perfectamente cualquier expansién transitoria
que la estabilidad uniforme permita.

El Formalismo: aplicando la definicién de Atractividad Uniforme para el valor especifico € = ﬁ,

fijamos un tiempo critico T = T (ﬁ) > 0 tal que:

[@(s +T,5)|| <

<[~

Paso 2: La estructura del tiempo (divisién euclidea).

La Intuicién: el tiempo real fluye de forma continua, pero nosotros queremos medirlo en “paquetes” o
“bloques” de duracién T. Cualquier intervalo de tiempo genérico t — s puede verse como un niimero
entero n de bloques de tamafio T, mas un pequefio residuo continuo 7 que no llega a completar un
bloque. Topolégicamente, estamos proyectando la linea continua de tiempo sobre el subgrupo discreto
TZ.

140



El Formalismo: para cualesquiera instantes t > s > f, realizamos la divisién euclidea del intervalo
temporal por nuestra unidad cudntica T:

t—s=nT+r dondene€Zsy y0<r<T.

De aqui despejamos el niimero de bloques completados: n = =5,

Paso 3: El uso de la propiedad de cociclo (el corazén de la demostracién).

La Intuicién: aqui es donde el Analisis Funcional y la Geometria Diferencial brillan. La matriz de
transicion goza de la propiedad de cociclo (o propiedad de semigrupo): viajar de s a f es exactamente
lo mismo que viajar a través de estaciones intermedias cronometradas a una distancia exacta de T.
Al tomar normas, la norma de un producto de operadores es menor o igual que el producto de sus
normas (propiedad submultiplicativa). Cada salto intermedio de longitud T va a inyectar un factor de
contraccién de ﬁ

El Formalismo: descomponemos el operador de evolucién ®(t,s) en n saltos de longitud T y un
altimo tramo residual r:

D(t,s) =d(t,s+nT) - P(s+nT,s+(n—1)T)-- - P(s+2T,s+T) - P(s+T,s).

Tomamos normas subordinadas en ambos lados:

[@(t,5)[| < [|P(t,s +nT)] If[l [@(s +kT,s + (k= 1)T)||.

Paso 4: Acotacion de los factores.

La Intuicién: analicemos los dos componentes del miembro derecho. Cada término dentro de la
productoria representa un viaje de duracién exacta T. Por el Paso 1, cada uno de estos términos esta

n
acotado por ﬁ Al haber n términos, este bloque contribuye con un factor de (ﬁ) . El término

remanente, |®(t,s + nT)||, representa la evolucién durante el tiempo residual . Como r < T, no
ha pasado suficiente tiempo para asegurar la atracciéon. Sin embargo, por la Estabilidad Uniforme,
sabemos que el operador jamds supera la cota global M en ningtn tramo intermedio. Por tanto, este
término residual queda contenido por M.
El Formalismo: sustituyendo estas cotas en la desigualdad del paso anterior, obtenemos:

n
1 ) M 1 1 1 1

o)1 < M- (53

VTR VI T

Dado que M > 1, el término ﬁ es como mucho 1sin > 1 (e incluso si n = 0, la cota se mantiene
perfectamente bajo el amparo de la estabilidad uniforme). Por lo tanto, podemos simplificar la
expresion a su esencia geométrica pura:

|t s)]| < M- (;)

Paso 5: El puente de lo discreto a lo continuo (la alquimia exponencial).

La Intuicién: tenemos una cota que depende de la variable discreta 7 (el ntimero de pasos). Debemos
regresar a las variables continuas originales ¢ y 5. Del Paso 2, sabemos que r < T, lo que implica que
—r > —T. Al sustituir esto en la igualdad de la divisién euclidea, encontramos una desigualdad para
n:

_t—s—r t—s—-T t-—s

n= T > T = T —1.

Como la base de nuestra potencia (%) es menor que 1, al hacer el exponente mds pequerio, la expresion
completa se vuelve mds grande, manteniendo la direccién de la desigualdad.
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El Formalismo:

o< (D)7 oa (D) (D) T 2o (1)

Finalmente, reescribimos la base geométrica en términos de la funcién exponencial natural utilizando
la identidad analitica b* = e*!n?:

t—s

(;)T =2 )T =277 = ()9,

Definiendo las constantes definitivas:
K=2M>1y lX:T>0/

llegamos con absoluto rigor a:
(L, s)]| < Ke (),

Conclusién: la uniformidad asintética del sistema lineal ha forzado una tasa de decaimiento que es
estrictamente exponencial. La demostracién ha concluido elegantemente sin necesidad de recurrir a
hipétesis diferenciales. u

La exponencial es la consecuencia topolégica ineludible de combinar Linealidad (que fuerza a
multiplicar los errores estructuralmente mediante matrices) con la Uniformidad (que asegura que la
matriz de cada bloque temporal castiga el espacio con el mismo factor de contraccién).

En un sistema lineal, si te prometen converger al origen uniformemente, la propia estructura del
algebra obliga al universo a aniquilar la distancia de forma iterativa, multiplicativa y, por consiguiente,
exponencial.

El palacio de cristal se rompe: el caso no lineal.

Para terminar este gigantesco comentario, debes visualizar por qué todo este hermoso palacio de
cristal se hace pedazos cuando el sistema es no lineal (' = f(t,y)). Imagina un sistema que también
atrae las particulas al centro, y que lo hace uniformemente (no depende de la hora de inicio). Uno
podria pensar: “ah, entonces también decaerd exponencialmente”. jFALSO!

En un sistema no lineal, la fuerza de atraccién puede depender de donde estés. Imagina un agujero
negro extrano:

* Cuando estds a distancia 1, te succiona fuerte y reduce tu distancia a la mitad (a1/2)en T =1
segundo.
* Pero cuando estés a distancia 1/2, la gravedad se vuelve muy, muy débil. Para reducir tu distancia

a la mitad de nuevo (de 1/2 a 1/4), ahora tarda 10 segundos.

* Y para pasar de 1/4 a 1/8, ahora tarda 100 segundos.
;Te das cuenta de la tragedia?
* Elsistema te sigue arrastrando hacia el centro (es Asintéticamente Estable).
* El sistema siempre se comporta asi sin importar si es lunes o viernes (es Uniforme).
* Pero la propiedad de “salto constante de tiempo T” ha sido aniquilada.

Ya no puedes trocear el tiempo en bloques fijos T donde cada bloque multiplique tu error por
(1/2). En el sistema no lineal, el tiempo necesario para contraerse a la mitad se hace cada vez méas y
maés largo a medida que te acercas al origen.

Como resultado, tu trayectoria se arrastrard languidamente hacia el origen, describiendo curvas de

decaimiento lentisimas, del tipo , las cuales son curvas polindmicas o racionales.

1+ (t—to)

Por eso, en la matematica general de Ecuaciones Diferenciales, Estabilidad Asintética Uniforme
NO implica Estabilidad Exponencial. Necesitamos crear una definicién completamente nueva para la
Estabilidad Exponencial cuando lidiamos con el caos del mundo real, porque es un “grado militar” de
estabilidad.
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Definicién Bajo las condiciones de la hipétesis bdsica (H), se dice que la solucién ¢ del s.d.o. (S) es (un
equilibrio) exponencialmente asintéticamente estable si existen constantes C > 0,y € (0,p) y & > 0 tales
que

(a) I(to,yo) D [to, 00), para cualesquiera ty € I e |yo| < 7y;

() |o(t;to,y0)| < Clyo| e *(t=1), para cualesquiera ty € I, |yo| < Yyt > to.

1. Obsérvese que el apartado (d) del Teorema anterior permite probar la siguiente equivalencia para
el sistema lineal: “el equilibrio ¢g del sistema lineal es uniformemente asintéticamente estable si
y solo si ¢g es exponencialmente asintéticamente estable”.

2. En el caso de sistemas no lineales como (S) que satisfacen la hipétesis bésica (H), es facil com-
probar la siguiente implicacion: “si el equilibrio ¢ de (S) es exponencialmente asint6ticamente
estable, entonces ¢( es uniformemente asintéticamente estable”.

Observacién (Sistemas lineales no homogéneos). Consideremos el s.d.o. lineal no homogéneo

v =A(t)y+b(t),

con A € CULL(RN)), b € C(LRN) eI = (1,+00), con T € [~00,00). Mediante el cambio z =
y — ¢1(t), la estabilidad (atractividad, etc.) de cualquier solucion ¢; de este sistema equivale a la de
la solucién nula ¢ del sistema homogéneo asociado y’ = A(t) y. Por ello, por abuso de lenguaje,
se habla de la estabilidad del sistema (homogéneo o no homogéneo) sin hacer referencia a ninguna
solucién concreta.

6.3.1 Sistemas lineales con coeficientes constantes

Consideremos el sistema lineal de coeficientes constantes
/I N
y=Ay, AecL(RY).

Al ser auténomo, sus conceptos de estabilidad equivalen a los uniformes correspondientes. El objetivo
es reescribir el resultado anterior en este caso: los conceptos de estabilidad equivalen a ciertas
propiedades de los autovalores de A. Enunciamos el resultado para la solucién nula ¢ en I = R.

Teorema Sea {A;}1<;j<, C C el conjunto de autovalores distintos de la matriz A € L(RN). Entonces, se
tiene:
(1) o es uniformemente asintéticamente estable si y solo si Re(A;) < O paratodoi:1 <i <n.
(II) g es uniformemente estable si y solo si Re(A;) < Oparatodoi:1<i<mnysiparaj:1<j<n
se tiene Re(A;) = 0, entonces las cajas de Jordan asociadas a A; tienen dimension 1 (la multiplicidad

]
geométrica y la algebraica de A; coinciden).

Observacién. Como el sistema es auténomo, ¢ es inestable si y solo si no es uniformemente estable.
Del apartado (II) deducimos:

@o es inestable si y solo si existe /\j, conl < j <, tal que, o bien Re()\j) > 0, 0 bien Re()\j) =0
Yy Aj tiene asociada una caja de Jordan de dimensién mayor o igual a dos.

«Me parece relativamente obvio que si A es negativo entonces es estable porque en el infinito se va
a cero. Si A fuera cero entonces el inico problema viene si hay un uno encima de la diagonal, i.e.,
si hay mds multiplicidad algebraica que geométrica. Por cierto, que solo nos importa la parte real
porque la parte imaginaria va asociada a senos y cosenos que solo induce rotaciones, no dilataciones.
(Esasi?»

1. La Parte Imaginaria: Las Isometrias del Espacio (Rotaciones puras)
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Tienes toda la razén. Si un autovalor es complejo (A = a £ i), la matriz de transicién contendra
términos trigonomeétricos.
Intuicién Analitica: la formula de Euler nos dice que e(®+F)t = ¢ (cos(Bt) + isin(Bt)). La norma de
la parte compleja es siempre exactamente 1.
Intuicién Geométrica y Topolégica: las partes imaginarias generan subgrupos uniparamétricos de
rotaciones (isomorfos al grupo ortogonal SO(N) en el caso real). Las rotaciones son isometrias. Una
isometria cambia la posicion de los puntos, pero preserva estrictamente las distancias (la métrica) y
los voliimenes. Si metes una esfera en un campo vectorial puramente imaginario (¢« = 0), la esfera
simplemente gira eternamente sobre si misma. El estiramiento maximo (la norma matricial) ni crece
ni decrece. Por tanto, para la estabilidad de Lyapunov, la parte imaginaria es irrelevante; es un
espectador ciego.

2. La Parte Real Negativa: La Contraccién Geométrica

Si la parte real es estrictamente negativa (Re(A) < 0 para todo A), el sistema es asintéticamente
estable.
Intuicién: el operador ¢* actia como una homotecia contractiva. Todo vector se multiplica por un
escalar que colapsa hacia cero. Topolégicamente, el espacio entero se encoge, absorbiendo toda la
variedad hacia la singularidad del origen. El volumen de cualquier regién del espacio de fases, dictado
por la férmula de Liouville-Jacobi (donde interviene la traza, que es la suma de las partes reales), se
disipa asintéticamente a cero.

3. La Frontera Re(A) = 0y la Cizalla de Jordan (La “Mala” Multiplicidad)

Aqui es donde tu comentario demuestra una comprension profunda. Si Re(A) = 0 (imaginario
puro o el propio cero), no hay contraccién exponencial que nos salve. El sistema estd en el filo de la
navaja. El destino topolégico depende de la Estructura de Jordan.

(Qué significa que haya un “1” encima de la diagonal en un bloque de Jordan asociado a un
autovalor nulo o imaginario puro? Significa que la multiplicidad algebraica (las veces que la raiz
aparece en el polinomio) es mayor que la geométrica (los autovectores independientes que puedes
encontrar).

El Mecanismo Analitico: la matriz exponencial !4 de un bloque de Jordan con un “1” en la super-
diagonal inyecta polinomios multiplicando a las exponenciales. Si Re(A) = 0, la exponencial es 1, y te
quedas con términos puros de crecimiento polinémico (¢, 2, t3, etc.).

La Intuicién Geométrica (El Efecto Cizalla): un bloque de Jordan no diagonalizable no es ni una
rotacién ni una dilatacién pura. Geométricamente, representa una transformacién de cizalla (shear
mapping). Imagina una baraja de cartas. Si empujas la carta superior hacia la derecha, el mazo se
deforma en un romboide. El volumen de la baraja no cambia (conservacién de masa), pero la distancia
desde la carta inferior hasta la carta superior desplazada (la norma del operador) se hace inmensa.
El Colapso Topolégico: conforme ¢t — oo, la cizalla continua empuja a los vectores en direcciones
paralelas con velocidades diferentes. La esfera inicial de radio 1 se estira implacablemente, convirtién-
dose en un elipsoide infinitamente delgado e infinitamente largo. Como el semieje mayor tiende a
infinito, la norma ||F(t)|| explota. No puedes atrapar la solucién en una caja €. El sistema se desgarra
estructuralmente y es inestable.

Por esto, el Teorema exige de forma tajante que, si estés en el filo de la navaja (Re(A;) = 0), las cajas
de Jordan tienen que ser de dimension 1 (diagonalizables). Si no hay cizalla, el espacio solo rota o se
queda quieto, conservando la estabilidad uniforme.

6.3.2 EDO lineal de orden #n con coeficientes constantes

Para la EDO lineal de orden n y coeficientes constantes

v ey 4 e,y +a,y=0 enI=R, @ €R,
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las raices {p;}1<i<; C C del polinomio caracteristico
p(u) = p" +ar "+ a,_p+ay

proporcionan un sistema fundamental. Se tiene:

Teorema Sea @ la solucion nula en IR. Entonces:
(a) @ es exponencialmente asintéticamente estable si y solo si Re(y;) < O para todoi:1 <i < m.
(b) @q es uniformemente estable si y solo si Re(p;) < Oparatodoi:1<i<my,siparaj:1<j<mse
tiene Re(p;) = 0, entonces p; es simple.

«En cuanto a esto, lo vinico que me llama la atencion es el requisito de que la raiz sea ‘simple’.
Entiendo que esto se debe a que, si fuera una raiz miiltiple del polinomio caracteristico, dada la
estructura de la matriz en concreto, la multiplicidad geométrica sequiria siendo uno a pesar de
que la multiplicidad algebraica fuera mayor. Eso implica que la multiplicidad algebraica tiene que
ser exactamente uno (raiz simple) para que el sistema no sea inestable. Por cierto, entiendo que
solo nos importa la parte real porque la parte imaginaria va asociada a senos y cosenos que solo
inducen rotaciones, no dilataciones. ;Es asi?»

1. La Anatomia de la Matriz Compaiiera y la “Prisién” Geométrica

Cuando transformamos una ecuacion diferencial escalar de orden 7 (como la del Teorema anterior)
en un sistema de primer orden X = Ax, la matriz A que obtenemos tiene una arquitectura muy
especifica: una diagonal superior llena de unos y una tdltima fila con los coeficientes cambiados de
signo. A esto se le llama la Matriz Compafiera de Frobenius.

0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
A=
—Aay —Aay_1 —Ay—2 ... —d

Tu afirmacién estrella es: “la multiplicidad geométrica seguiria siendo uno”. Esto es un hecho
matemadtico absoluto para cualquier matriz compafiera. Para entender por qué, acudamos al Teorema
del Rango-Nulidad. La multiplicidad geométrica de un autovalor yu es la dimensién del espacio nulo
de la matriz (A — ul):

Multiplicidad Geométrica = n — rango(A — ul).

Sialamatriz (A — puI) le eliminas la primera columna y la tltima fila, lo que te queda es una submatriz
triangular superior de tamafo (17 — 1) x (n — 1) donde la diagonal principal esté llena exclusivamente
de unos. El determinante de esa submatriz es exactamente 1 # 0. Por lo tanto, sin importar quién
sea i o cudles sean los coeficientes a;, el rango de (A — ul) es siempre y estrictamente n — 1. En
consecuencia, la dimensién del nicleo (la multiplicidad geométrica) estd condenada a ser siempre
n—(n-1)=1

¢ Qué significa esto topoldgicamente? Significa que el sistema es extremadamente “pobre” en
direcciones propias. Para cada frecuencia fundamental (autovalor), el universo solo te permite un
dnico eje de rotacién/expansion (un tinico autovector).

2. El Filo de la Navaja: ;Por qué la raiz debe ser “Simple”?

Si la multiplicidad geométrica es siempre 1, la estructura del espacio queda a merced de la
multiplicidad algebraica m.

Sim = 1 (Raiz Simple): la multiplicidad geométrica y la algebraica coinciden. Tienes un bloque de
Jordan de 1 x 1. Como ti muy bien has dicho, si la parte real es cero (Re(y) = 0), el autovalor es
# = iB. La solucién es pura trigonometria (¢/f* = cos(Bt) + isin(Bt)). El espacio de fases experimenta
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una rotacion eterna y estable en un plano bidimensional. La norma es 1, no hay dilatacién, es una
isometria pura. Estabilidad garantizada.

Sim > 2 (Raiz Muiltiple): aqui ocurre la catdstrofe. Como la multiplicidad geométrica no puede crecer
para acompafiar a la algebraica, el Algebra Lineal nos obliga a condensar todo en un tnico y gigantesco
bloque de Jordan de tamafio m x m. Esto inyecta ceros en la diagonal y unos en la superdiagonal,
generando los infames polinomios en la matriz de transicién: ¢, t2,..., "1 Si combinamos esto con
Re(u) = 0, la solucién deja de ser un circulo estatico. Aparecen términos del tipo ¢ cos(pt) o tsin(pt).

La Conexién Fisica (Resonancia Secular): en Fisica, esto es el equivalente exacto a la Resonancia.
Imagina que tienes un columpio (un sistema que oscila pasivamente con frecuencia j). Si le aplicas
una fuerza externa que oscila exactamente con esa misma frecuencia f, el sistema no puede absorber
la energfa manteniéndose en una 6rbita cerrada. Las funciones seno y coseno se retroalimentan y la
amplitud empieza a crecer linealmente con el tiempo (t).

Geométricamente, la trayectoria en el espacio de fases ya no es una circunferencia estable ni
una elipse cerrada; es una espiral de Arquimedes (0 una espiral polinémica superior) que se aleja
inexorablemente del origen hacia el infinito. El efecto cizalla del bloque de Jordan toma la rotacién y
la “desgarra” radialmente con el paso del tiempo.

6.4 Primer método de Lyapunov

Estudiamos ahora sistemas no lineales que se escriben como una parte lineal més una perturbacién no
lineal “pequefia”. Si la perturbacién es suficientemente pequena, las propiedades de estabilidad del
equilibrio nulo del problema lineal son heredadas por el sistema no lineal. Consideremos el s.d.o. no
lineal

y =AMy +3g(ty),

con A € COLL(RN)) y g € CO(Q;RN) N Lip,,.(y; Q) para un intervalo I y un abierto conexo no
vacio QO € RN*! con

IxB(0;p) CQCTIxRYN, [=(1,0), 7€ [~0,x),pc (00

Suponemos ademas g(t,0) = 0 para todo t € I, de modo que ¢y = 0 es equilibrio tanto del sistema no
lineal como del sistema lineal homogéneo asociado y' = A(t) y.

Teorema (estabilidad en primera aproximacién) Bajo las condiciones anteriores, se tiene:
(a) Si
t, .
lim M =0 uniformemente en |
yl=o  lyl
(es decir, para cualquier ¢ > 0 existe p € (0,p) tal que si |y| < u se tiene |g(t,y)| < el|y| para todo
t € 1), entonces, si ¢ es uniformemente asintéticamente estable del sistema lineal, @ es exponencialmente
asintéticamente estable del sistema no lineal.
(b) Si|g(t,y)| < a(t) y| para cualesquiera (t,y) € I x B(0;p), con & € CO(I) satisfaciendo [ a(t) dt <
oo, entonces, si g es uniformemente estable del sistema lineal, ¢ es uniformemente estable del sistema no
lineal.

Corolario (estabilidad por linealizacién) Consideremos un sistema auténomo

vy =fy), feC*By), f(0)=0.

Si la matriz jacobianaen y = 0, Df(0) = (%(0)) _, tiene todos los autovalores con parte real negativa,
ij

entonces @g es un equilibrio exponencialmente asintéticamente estable del sistema.
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Demostracion: por la regularidad de f, su desarrollo de Taylor alrededor de y = O es

f(y)=Df(0)y+g(y), donde lim I8l _ .
=0yl

Basta aplicar el apartado (a) del Teorema anterior al sistema linealizado y' = Df(0) y + g(v). [ |

Teorema (inestabilidad por linealizacién) Consideremos el sistema auténomo y' = f(y) con f € C2(B,),
£(0) = 0. Si la matriz jacobiana en y = 0, D f(0), tiene algiin autovalor con parte real positiva, entonces ¢ es
un equilibrio inestable.

«Entiendo que es, por ast decirlo, la cimentacion del panorama mds amplio posible de aplicacion
del primer método de Lyapunov.

Define el primer método de Lyapunov. Yo entiendo que es para sistemas auténomos C? (y, por tanto,
desarrollables via Taylor, y si llamamos g(y) a o(y?)) que efectivamente verifican las condiciones
del teorema, de suerte que evaluando, por ejemplo, en el cero (y, como es auténomo, eso hard que
sea vdlido para cualquier otro punto), si la matriz jacobiana ahi posee autovalores todos negativos,
el sistema serd exponencialmente asintdticamente estable.»

Hay tres imprecisiones técnicas en tu planteamiento que deben ser corregidas para mantener la
rigurosidad analitica:

Sobre la evaluacién universal en sistemas auténomos: que el sistema sea auténomo (el campo no
dependa explicitamente del tiempo, ' = f(y)) no significa que evaluar el Jacobiano en el origen haga
que esa matriz sea “vélida para cualquier otro punto”. El Jacobiano cambia de punto a punto debido
a la curvatura dictada por la no linealidad. Lo que el cardcter auténomo permite es la invariancia
bajo traslaciones. Matematicamente, mediante un cambio afin trivial z = y — ., cualquier punto de
equilibrio y, se puede trasladar al origen (z = 0) manteniendo intacta la topologia del flujo temporal.
El andlisis de estabilidad sigue siendo estricta y puramente local.

Sobre la regularidad C? y el Teorema de Taylor: exigir que f € C? es licito y util computacionalmente,
pero es una exigencia analitica excesivamente restrictiva. Para el marco tedrico basta estrictamente con
que f € C! (diferenciabilidad de Fréchet en el equilibrio). Esto garantiza, por definicién de la propia
derivada, que la perturbacién remanente decaiga asintéticamente mas rdpido que la métrica lineal:

lgw)ll

Iim -~ =(.
lyll=0  [ly|

Y si, este es exactamente el primer método de Lyapunov.

Sobre los autovalores: la aseveracién “autovalores todos negativos” es deficiente desde el punto
de vista algebraico. La matriz jacobiana no tiene por qué ser simétrica; en consecuencia, el Teorema
Espectral no garantiza autovalores reales. Los autovalores viven, de forma general, en el plano

complejo C. La exigencia estricta es que todos los autovalores posean parte real estrictamente negativa
(Re(A;) < 0).

«O sea, claramente he sido incorrecto al decir eso sobre el sistema autdnomo, porque me he olvidado
de que naturalmente lo que nos es indiferente es t, no y, pero el arqumento de f es precisamente y;
entonces la evaluacioén del jacobiano en cero es porque estamos evaluando en nuestros teoremas
estrictamente el equilibrio nulo. Si estamos con un problema general, simplemente hacemos ese
cambio de variable a z para estudiar la solucién nula, efectivamente; pero el caso es que ese teorema
es una herramienta general, pues ser capaz de expandir en el equilibrio nulo es andlogo a hacerlo
en cualquier otro gracias a ese equilibrio estable. Por otro lado, si la reqularidad C? es innecesaria,
Jpor qué se exige en el teorema que se me presenta? Piensa que es como corolario del anterior. Por
otro lado, en el teorema anterior a ese se habla de que debe haber un ‘limite uniforme’, ;qué quiere
decir exactamente con eso? ;Que para todo t debe valer el mismo y que tomamos para un € dado? »

147



El cardcter autonomo de un sistema (' = f(y)) garantiza invariancia bajo traslaciones estrictamente
en el dominio temporal £, no en el dominio espacial y. La evaluacion de la matriz jacobiana, A = Df(0),
se efecttia en el origen exclusivamente porque, mediante el difeomorfismo afin z = y — y,, hemos
forzado que el origen del nuevo sistema de coordenadas coincida con la anulacién del campo vectorial
(f(ye) = 0).

Geométricamente, evaluar el jacobiano equivale a construir el espacio tangente a la variedad en
ese punto de equilibrio. El Teorema de Linealizacién es un resultado de cardcter puramente local;
extrapolar la matriz jacobiana del origen a otros puntos del espacio de fases es un error algebraico y
topolégico, pues la matriz (el tensor de curvatura base) muta en cada punto del espacio debido al
flujo dictado por las componentes no lineales de f(y).

Sobre la regularidad C? frente a C'. El Corolario de estabilidad por linealizacién establece la condicién
de que f € C*(B,) y f(0) = 0. Tu observacion es pertinente: analiticamente, la diferenciabilidad de

Fréchet (es decir, que f € C!) garantiza por definicién que f(y) = %(0) y+ g(y) con un resto g(y) =

0(|y[), lo cual es la condici6n estrictamente necesaria y suficiente para asegurar lim,| g 80l — 0. La

o
exigencia de la clase C? en la formulacién de estos apuntes responde a una salvaguarda académica y

técnica ligada al Andlisis de Varias Variables y a la Geometria Diferencial.

Si visualizamos el campo escalar asociado al sistema, una funcién C! garantiza un plano tangente
suave, pero admite que la “curvatura” fluctie salvajemente o no esté bien definida (por ejemplo,
comportamientos del tipo |y|!). Exigir C? garantiza que la variedad diferenciable tiene un tensor
de curvatura acotado en un entorno compacto (como la Segunda Forma Fundamental en geometria
de superficies). Esto ancla geométricamente el problema: asegura que, infinitesimalmente cerca del
equilibrio, el fondo de la “cuenca de atraccién” se comporta localmente como un paraboloide perfecto,
evitando oscilaciones espurias de la derivada que podrian dificultar el anélisis en desarrollos més
profundos (como el célculo de variedades estables e inestables).

El concepto de “limite uniforme” en el Teorema.

Efectivamente, la historia estriba en que el radio y es globalmente valido para todo el dominio
temporal; no es una funcién y(t). Para interiorizar esto, debemos irnos a la topologia del espacio
producto R x R” (el fibrado trivial que rige la dindmica no auténoma):

El cono de error (analogia visual): en un sistema no auténomo (y' = A(t)y + g(t,y)), el campo
vectorial flucttia con el tiempo. El término no lineal g(t, y) puede interpretarse como un “ruido” o
perturbacion sobre la métrica lineal A(t). Fijar un € equivale a establecer un tubo o cono de tolerancia
geométrica alrededor del eje temporal.

La necesidad topolégica de la uniformidad: si el limite no fuese uniforme respecto a t, podria ocurrir
que la perturbacién se volviera cada vez mas invasiva conforme t — oo (por ejemplo, si g(t,y) = ty?).
En tal caso, para mantener el error acotado por €|y|, nos veriamos forzados a reducir el radio espacial
u sisteméaticamente (3(t) — 0). El didmetro de la bola de validez colapsaria, aplastando la cuenca de
atraccién de la variedad y destruyendo la estabilidad asintética exponencial.

6.4.1 Caso de la existencia de un potencial

Si se entiende el sistema como el descenso dictado por un campo de fuerzas a través de un valle
potencial, la funcién completa f(y) contiene la informacion topogréfica total (los obstdculos locales y
concavidades secundarias de la ladera). Evaluar el jacobiano equivale a calcular inicamente el hes-
siano matricial en la coordenada métrica exacta del fondo del valle. A nivel puramente microscépico,
cualquier valle suave es indistinguible de una cuenca parabdlica (un paraboloide). Medir los au-
tovalores de la matriz equivale a calibrar el grado de concavidad de este paraboloide local en sus
distintos ejes principales; si todas sus curvaturas principales “apuntan hacia arriba”, un proyectil
situado infinitesimalmente préximo al fondo decaerd inexorablemente a él.
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1. El sistema dinamico como un campo gradiente (el valle potencial)

Partimos de un sistema auténomo genérico ' = f(y), donde y € R". Para construir la intuicién
topografica, vamos a restringirnos momentaneamente a una clase particular de sistemas: los sistemas
gradiente.

Supongamos que existe una funcién escalar V : R” — R (de clase C?) que representa una “energia
potencial” o la “altitud” topografica de un terreno. Si el sistema es un campo de fuerzas conservativo
que busca minimizar esta energia, la dindmica viene regida por la direccién de méximo descenso, es
decir, el gradiente negativo del potencial:

Y ==VV(y)

En esta analogia, f(y) = —VV(y) contiene la informacién topografica total: conocer f(y) en todo R"
es saber exactamente hacia dénde y con qué inclinacién cae la ladera en cada punto del mapa.

2. El equilibrio y la relacién entre el Jacobiano y el Hessiano

Un punto de equilibrio y, es aquel donde el campo se anula: f(y.) = 0, es decir, —VV (y.) = 0.
Esto define un punto critico de la superficie V(y): el plano tangente es horizontal (fondo de un valle,
cima de una colina o punto de silla). Sin pérdida de generalidad, situamos este punto en el origen:
yg = 0

El Teorema de Linealizacién exige calcular la jacobiana A = Df(0). Como f(y) = —VV(y), la
derivada del gradiente es, por definicién, la matriz Hessiana de V. Se establece asi la equivalencia
estricta:

A = —Hy/(0).

La jacobiana del sistema (que rige la EDO linealizada) no es otra cosa que el Hessiano del potencial
cambiado de signo. En Geometria Diferencial, el Hessiano en un punto critico es la representacion
matricial de la Segunda Forma Fundamental, el operador que codifica la curvatura de la variedad en ese
punto.

3. La aproximacién microscépica: el Paraboloide Local y el Lema de Morse

Acudimos al Teorema de Taylor para varias variables. Desarrollamos el potencial alrededor del
equilibrio y = 0:

V(y) = V() + VV(0) -5+ 5y Hy(0)y + O(lyl*)

Como estamos en un punto critico, VV(0) = 0. Trasladando el eje de cotas para que V(0) =0y
despreciando los términos O(|y|?) en el entorno infinitesimal, la topografia colapsa en su aproximacién
cuadratica:

1
V(y) = 5y Hy(0)y.

Esta forma cuadrética define un paraboloide en R"*!. Es la manifestacién analitica del Lema de Morse:
cerca de un punto critico no degenerado (det(Hy) # 0), toda variedad suave es homeomorfa a
un paraboloide cuadrético puro. La no linealidad f(y) nos daba un valle escarpado y amorfo; su
linealizacién nos entrega una cuenca parabdlica analiticamente perfecta.

4. Autovalores, curvaturas principales y el “descenso inexorable”

Dado que V € C?, el Teorema de Schwarz garantiza que Hy (0) es simétrica. Por el Teorema
Espectral, toda matriz simétrica posee autovalores reales y es diagonalizable en una base ortogonal.
Los autovalores del Hessiano, x1, 3, . . ., k,, representan las curvaturas principales de la superficie en
sus direcciones ortogonales criticas:

* Six; > 0, la pardbola se dobla “hacia arriba” (forma una copa).
* Six; < 0,la pardbola se dobla “hacia abajo” (forma una cresta).

149



Como A = —Hy/(0), los autovalores del sistema linealizado son las curvaturas principales cam-
biadas de signo: A; = —«;. El Primer Método de Lyapunov exige que todos los autovalores de A
sean negativos (A; < 0), lo que equivale a exigir que todas las curvaturas principales del Hessiano
sean estrictamente positivas (x; > 0). Si todas “apuntan hacia arriba”, el paraboloide es un minimo
absoluto local, una cuenca perfectamente convexa.

El sistema linealizado y' = Ay equivale al movimiento dictado por y’ = —Hy (0) y. Si colocas un
“proyectil” (condicién inicial) en cualquier ladera infinitesimal de esta cuenca convexa, el gradiente
empuja el estado hacia el origen con fuerza proporcional a su distancia, provocando contraccién y
decaimiento exponencial al fondo del pozo.

5. Conexidn abstracta: funciones de Lyapunov como potenciales artificiales

El poder de esta intuicién radica en que se extrapola a sistemas dindmicos que no provienen de la
fisica de gradientes. El Sequndo Método de Liapunov generaliza esta idea construyendo una funcién V (y)
(funcion de Liapunov) que actiia como una energia abstracta, exigiendo que su derivada direccional a
lo largo de las trayectorias del flujo sea definida negativa, V(i) < 0. Esto fuerza un marco topoldgico
de descenso parabdlico en campos vectoriales donde no existfa una métrica natural de “gravedad”,
resolviendo la estabilidad sin necesidad de integrar el problema.

«Bueno, para que sea un paraboloide, los autovalores tienen que tener una cierta signatura y no
otra. Por ejemplo, una forma bilineal con todos los autovalores positivos es un elipsoide.»

La disociacién geométrica: Grifica frente a Conjunto de Nivel. Tu objecién es algebraicamente
natural, pero radica en una confusién matematica clésica: la sutil diferencia entre la grdfica de una
funcién (un objeto de codimensién 1 alojado en el espacio ambiental R"*1) y sus conjuntos de nivel
(objetos que viven estrictamente en el dominio R*). Ambas interpretaciones son correctas, pero
describen entidades dimensionales completamente distintas.

1. El espacio R"*! y la Gréfica de la Funcién (el Paraboloide)

Al analizar la estabilidad de y' = f(y), estudiamos la evolucion del vector de estado y(t) € R".
Con el desarrollo de Taylor de orden dos en el equilibrio, aproximamos localmente el potencial
mediante la forma cuadrética Q(y) = 3 y"Hy(0) y. Si representamos esta funcién definiendo una
variable adicional z que mida su valor, construimos la grdfica:

r= {(y,z) ER"xR:z= %yTHV(O)y}.

Tras el Teorema Espectral, rotamos los ejes hacia las direcciones propias del Hessiano, diagonalizan-
dolo. La superficie en R"*! adopta la forma canénica:

1
z:§<K1y%+K2y%+...+Kny%).

Como la signatura es (1,0), todas las curvaturas son positivas (k; > 0). Una variable (z) aparece
de forma lineal y las espaciales (y;) de forma cuadratica con el mismo signo: por definicién de la
geometria de cuddricas, esto describe un paraboloide eliptico (o hiperparaboloide si #n > 2). Es una
“cazoleta” o cuenca abierta que se extiende a lo largo del eje z positivo.

2. El espacio R” y las Superficies de Nivel (el Elipsoide)

¢(Doénde aparece el elipsoide que mencionas? Surge cuando dejamos de mirar la grafica completa
en R"*! y seccionamos dicha gréfica mediante hiperplanos horizontales de “energia constante” z = ¢
(con ¢ > 0). Al intersectar el paraboloide con el plano z = ¢, la proyeccién sobre el dominio R"” viene
gobernada por

1
CZE(K1y%+K2y%+...+Kny%).

Para consolidar la distincién, una metéfora topografica:
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* El paraboloide eliptico es el relieve fisico real de la montarfia o del pozo (el objeto tridimensional).

* Los elipsoides son las curvas de nivel concéntricas que dibujas en un mapa plano para representar
las cotas de igual altitud.

Cuando el proyectil decae hacia el equilibrio, viaja fisicamente recorriendo la superficie de la cuenca

del paraboloide, lo que se traduce en el espacio de fases R como una trayectoria que cruza elipsoides

de nivel de energia decreciente (c — 0) hasta colapsar en el origen.

La signatura determina de forma univoca la geometria de la cuddrica z = Q(y) en la proximidad del

equilibrio:

e Signatura (1,0): todos los autovalores de Hy (0) son positivos (k; > 0); la matriz es definida
positiva. Todos los cortes ortogonales son pardbolas convexas: paraboloide eliptico. Paran = 2, 1la
Curvatura de Gauss K = x1xp > 0; el punto es eliptico, un minimo absoluto estricto (fondo de un
valle cerrado).

e Signatura (0,n): todos los autovalores son negativos (x; < 0); la matriz es definida negativa.
Genera un paraboloide eliptico invertido: el punto es un maximo absoluto, una cima.

* Signatura (p,q) con p,q > 1: la forma cuadrética es indefinida. Hay direcciones en que la superficie
asciende y otras en que desciende: paraboloide hiperbélico o punto de silla. La Curvatura de Gauss es
negativa (K < 0); el punto es hiperbélico, un collado montafioso, no un valle.

Regresemos al sistema y' = f(y). Como A = —Hy/(0), si el Hessiano tiene signatura (ny,n_), el

sistema linealizado tendréd n; autovalores negativos (direcciones contractivas) y n_ autovalores

positivos (direcciones repulsivas). La signatura determina el resultado del andlisis asintético via el

Teorema de la Variedad Estable e Inestable:

e Signatura (n,0) (paraboloide eliptico puro / indice de Morse 0): la jacobiana A tiene todos sus
autovalores en el semiplano complejo negativo. Por el Teorema de Hartman-Grobman, el sumidero
lineal rige el espacio completo; todo el entorno pertenece a la Variedad Estable (W?). Hay estabilidad
asintotica local garantizada.

e Signatura (p, q) (paraboloide hiperbélico / indice de Morse g > 1): el espacio se fractura. Existe
una Variedad Estable (WW°) de dimensién p (autovalores negativos), donde el flujo decae, y una
Variedad Inestable (W*) de dimensioén q (autovalores positivos).

Dindmicamente, un punto de silla es inestable. Aunque un proyectil inicie su trayectoria ex-
actamente sobre la dimension estable y tienda a caer hacia el equilibrio, cualquier perturbacién
infinitesimal (inevitable en R") lo expulsard de W?*, introduciendo una componente en W* que se
amplificara exponencialmente, alejandolo del equilibrio hacia el infinito a lo largo del paraboloide
hiperbélico.
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CAPITULO 7

El segqundo método de Lyapunov

7.1 Introduccion

En el estudio de la estabilidad de sistemas dinamicos descritos por EDOs de la forma % = f(x),
donde f : 3 C R" — R” es un campo vectorial localmente Lipschitziano, el objetivo es determinar
el comportamiento cualitativo de las soluciones maximales a largo plazo (! — +o0) sin recurrir
necesariamente a la integracién explicita, la cual suele ser analiticamente imposible.

La definicion pura de estabilidad: exige controlar el flujo continuo ®(t, xo) para todo ¢ > 0 dentro de
vecindades de tipo e-0. Conceptualmente, esto requeriria conocer todas las soluciones maximales que
parten cerca del equilibrio.

El Primer Método de Lyapunov (Método Indirecto): no calcula la solucién maximal del sistema
completo, pero depende de la aproximacién lineal local. Se calcula la jacobiana D f(x() en el equilibrio.
Si todos sus autovalores tienen parte real estrictamente negativa, el sistema linealizado y = Df(xo) y
es asintéticamente estable, lo que permite deducir (via el Teorema de linealizacién de Lyapunov o
Hartman-Grobman) la estabilidad local del sistema original. Evita integrar el sistema no lineal, pero
depende de resolver el polinomio caracteristico de la aproximacién lineal.

El Segundo Método de Lyapunov (Método Directo): aqui radica el cambio de paradigma absoluto.
No se calcula ninguna solucién maximal ni se linealiza el sistema. El problema analitico de resolver la
ecuacion diferencial se transforma en un problema puramente topolégico y geométrico de formas
diferenciales y desigualdades vectoriales.

2. Intuicién geométrica, topoldégica y conexiones conceptuales

Para visualizar el Segundo Método, se prescinde de la trayectoria como objeto primario y se
introduce una funcién escalar de prueba V : (2 — R, denominada funcién de Lyapunov.

Conexién con la Topologia y el Analisis Multivariable: exigir que V(x) sea definida positiva (por
ejemplo, V(0) =0y V(x) > 0 para x # 0) y que sus curvas de nivel sean cerradas equivale a construir
una familia numerable de vecindades compactas y anidadas en torno al origen. Los conjuntos de
subnivel B. = {x € O : V(x) < c} son, topoldgicamente, homeomorfos a bolas cerradas si c es
suficientemente pequefio.

La Derivada de Lie y la Geometria Diferencial: el cambio de la “energia” V a lo largo de las
trayectorias se calcula mediante la regla de la cadena, lo que en geometria diferencial es la derivada de
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Lie de la O-forma V respecto al campo f:
V(x) = VV () f(x).

El vector VV(x) es ortogonal a la superficie de nivel V(x) = c y apunta en la direccién de max-
imo crecimiento (hacia el exterior del conjunto de subnivel). El vector f(x) indica la direcciéon del
movimiento del sistema en ese punto del espacio de fases.

El criterio del 4ngulo: si se cumple la condicién de Lyapunov, V(x) < 0, el producto escalar entre
el gradiente y el campo es no positivo. Geométricamente, el dngulo 6 entre VV (x) y f(x) satisface
6 > 90°. Por lo tanto, f(x) apunta hacia el interior (o tangencialmente) de la superficie de nivel.
Consecuencia Topolégica (Invarianza): al apuntar el campo hacia adentro, los conjuntos de subnivel
B. se convierten en conjuntos positivamente invariantes. Si una solucién maximal entra en B, el flujo
no puede cruzar la frontera hacia afuera porque el campo empuja hacia el interior. La estabilidad se
resuelve demostrando la existencia de estas regiones atrapantes compactas, sin haber calculado jamas
la curva integral.

Metafora Fisica y Mecdnica: es la generalizacién del principio de minima energia potencial de
Dirichlet. Imagina una canica moviéndose en un cuenco cuya geometria viene dada por la grafica
de V(x,y). Que V < 0 significa que el sistema disipa energia continuamente (friccién). No necesitas
calcular las ecuaciones de Newton del movimiento exacto para asegurar que la canica terminara
deteniéndose en el fondo del cuenco; basta saber que el cuenco tiene un minimo y que la energia
decrece monétonamente.

3. Ejemplo concreto

Consideremos el sistema bidimensional no lineal acoplado:

{x = —X + y/
y=—x—y.
Hallar las soluciones maximales explicitas x(t), y(t) por integracién elemental es inviable debido al

término no lineal 3. Aplicamos el Segundo Método de Lyapunov. Proponemos como candidata a
funcién de energfa la métrica euclidea estdndar:

1 1
Vix,y) = —x% 4+ %
(0 y) =353+ 3y
Es continuamente diferenciable, estrictamente positiva en R? \ {(0,0)} y se anula en el origen; sus
curvas de nivel V(x,y) = c son circunferencias concéntricas. Calculamos su variacién a lo largo del
campo vectorial del sistema:

. v AV
V(ny) = it g g =x(aty) ty(-a—y).

Desarrollando:

Vixy) = x>+ xy—yx —yt = —x* -y~
La expresién —x? — y* es estrictamente negativa para cualquier (x,y) # (0,0); por tanto, V es definida
negativa.

Conclusién: sin haber obtenido jamds la expresion analitica de las trayectorias, el aparato geométrico-
topoldgico nos permite afirmar con rigor que el origen es un punto de equilibrio globalmente asinté6ti-
camente estable. Todas las trayectorias se ven forzadas geométricamente a perforar las circunferencias
concéntricas hacia el interior hasta colapsar en el origen.
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Lyapunov Stability n 8

Stable

(

V=8.0

@ Trajectory @ Dynamic Field $f$ @ Gradient VV/

X,y V(xy) dv/dt

0.00, -0.00 0.600 -0.000

«¢Claro, V funciona en cierto sentido como una distancia, no? Por otro lado, ; también se le llama
a este método método “directo” ?»

1. La funcién de Lyapunov como abstraccién de la distancia

Abordemos tu primera cuestion. Desde un punto de vista estrictamente analitico, es fundamental
matizar: V(x) no es una distancia ni es una norma.

En la teoria de espacios métricos, una distancia es una aplicaciéon d : (2 x (3 — R que debe satisfacer
obligatoriamente la simetria y la desigualdad triangular. Una norma || x || exige homogeneidad absoluta
(I[Ax]] = |A| ||x]])- Una funcién de Lyapunov ordinaria no cumple la homogeneidad lineal (suele ser
cuadratica o polinémica de grados superiores cerca del origen, asemejdndose mds a || x||?) y tampoco
requiere satisfacer la desigualdad triangular.

Sin embargo, tu intuicién es topolégicamente y geométricamente exacta. Si nos elevamos a un
plano mads abstracto, V(x) funciona como un calibre topolégico (o funcién gauge).

La intuicién topoldgica: en topologia, la métrica rigida euclidea no es relevante; lo que importa
para definir convergencia o estabilidad es poseer una base fundamental de entornos. En un espacio
euclideo, esta base se construye con bolas abiertas B, = {x : ||x|| < r}. La funcién V(x) reemplaza la
rigida norma euclidea ||x|| por una medida de “proximidad energética”. Los conjuntos de subnivel
B, = {x: V(x) < ¢} forman una familia de entornos encajados y compactos. Decir que V(x) — 0
equivale a decir que x — 0 en la topologia inducida del espacio.

La intuicién geométrica (foliaciones): en lugar de medir con una regla recta (distancia estdndar),
V(x) deforma el espacio. Las superficies de nivel V(x) = ¢ acttian como una foliacién local, dividiendo
el entorno del equilibrio en “esferas deformadas” concéntricas (homeomorfas a la esfera S"~1). V(x)
asigna una coordenada radial generalizada a cada punto. El campo vectorial f(x) dicta como fluye el
estado; si la derivada de Lie V(x) = VV(x) - f(x) < 0, el flujo esté cortando transversalmente todas
estas esferas deformadas hacia adentro.

2. La nomenclatura: el Método Directo

Respecto a tu segunda cuestiéon: afirmativo. Al Segundo Método de Lyapunov se le conoce
académica y universalmente como el Método Directo de Lyapunov. Esta nomenclatura no es accidental
y destila la filosoffa operativa del teorema:
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Por qué es “directo”: permite deducir la estabilidad de un sistema dindmico ¥ = f(x) directamente a
partir de las ecuaciones analiticas que definen el campo vectorial f(x) y la funcién propuesta V(x).
Contraste: se opone a la integracion (que requeriria calcular el flujo ®(t, xg) resolviendo la ecuacion
para un tiempo infinito) y se opone al Primer Método (que es indirecto porque no ataca al campo f(x)
original, sino que extrae la jacobiana D f(0) y estudia una versién simplificada, linealizada y local del
sistema).

7.2 Funciones de Lyapunov

A lo largo de este capitulo consideramos el s.d.o. auténomo
v=fy), f:D— RY, D € RN abierto conexo no vacio,

con f satisfaciendo la hipétesis (Ha) para cierto p € (0, 00) (con B, = B(0;p)). En particular, f(0) =0
hace que @9 = 0 sea solucién en I = IR, y, al ser auténomo, las propiedades de estabilidad de ¢q
equivalen a las uniformes correspondientes.

Definicién Sean p € (0,00) y V € C%(B,) real. Se dice que V es definida positiva en B, si V(0) = 0y
V(y) > 0paratodoy € B, \ {0}. Andlogamente, V es definida negativa si —V es definida positiva.

Definicién Sea V € C1(B,) (p > 0).
(a) Se denomina derivada de V respecto del sistema a la funcion V : B, — R dada por

V

(b) Sedice que V € C'(B,) N C%(B,) es una funcién de Liapunov en B, para el sistema si V es definida
positiva en By y
V(y) <0, Yyé€B,.

Observacién. Si ¢ es una solucion del sistema en un intervalo | C R con ¢(t) € B, paratodot € ], la
funcién compuesta E(-) = V(¢(-)) estd en C'(]) y, por la regla de la cadena,

N
E(1) = 2 [Vip(t)] = ;g; gt = V((t), Viel.

En particular, si V es una funcién de Liapunov, entonces E’(t) = V(¢(t)) < 0: E(t) es no negativa y
decreciente a lo largo de las trayectorias.

7.3 Condiciones suficientes de estabilidad

Teorema (Condiciones suficientes de estabilidad de Liapunov) Sean p > 0 tal que B, C D, y
Vect (By) una funcién de Liapunov en By, para el sistema. Entonces, se tiene:
(a) La solucion ¢g en R es uniformemente estable.
(b) Siademds V(y) < 0 para cualquier y € B, \ {0}, entonces ¢g en R es uniformemente asintéticamente
estable.
(c) Siexisten constantes cq,cp,c3 > 0 tales que

alyP<V(y) <ealy® y V() < -clyl>, VyeB,

entonces @ en R es exponencialmente asintéticamente estable.
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1. Intuicién geométrica y fisica del apartado (c): estabilidad asintética exponencial

Comprendes la estabilidad (a) como un péndulo sin friccién que conserva su energia orbitando en
curvas de nivel cerradas, y la estabilidad asintética (b) como un péndulo con friccién donde la energia
decrece monétonamente hacia cero. Tu barrera mental con el apartado (c) radica en que la estabilidad
asintotica clasica nos dice a dénde va el sistema (y — 0), pero no nos dice cudndo ni a qué ritmo llega.

En el apartado (b), la friccién puede ser infinitamente débil cerca del origen (imagina un péndulo
sumergido en un fluido cuya viscosidad se anula exponencialmente al acercarte al centro). El sistema
llegaré al origen cuando t — oo, pero podria hacerlo de forma agénicamente lenta (por ejemplo, a
un ritmo de 1/+/#). La intuicién inaudita del apartado (c) es que introduce un estrangulamiento
geométrico y métrico uniforme sobre todo el espacio de fases, mediante las condiciones

alyP <Vy) <alyl®, V() < —clyl:

La metafora del embudo rigido frente al eldstico: en los apartados anteriores, las curvas de nivel de
V(y) podian deformarse topologicamente de forma salvaje cerca del origen; el “cuenco” de energia
podia volverse extremadamente plano en el fondo (como una sartén). Al imponer ¢;|y|? < V(y) <
c2|y|?, obligas a que el cuenco esté permanentemente emparedado entre dos paraboloides rigidos: el
espacio de fases se vuelve métricamente predecible.

Observa ahora la condicién de disipacién V(y) < —cs|y|>. Como |y|?> > V(y)/c,, encadenamos
las desigualdades para obtener V< —E—3V. Fisicamente, la velocidad de pérdida de energia es
proporcional a la energia que le queda al sistema: es el principio de la desintegracién radiactiva (o del
enfriamiento de Newton) impuesto dentro de un sistema no lineal. El sistema no puede “entretenerse”
ni frenar su ritmo de caida cerca del origen, porque la geometria del cuenco no se lo permite.
Conexi6n matemadtica avanzada: esto equivale a exigir que V (y) sea bi-Lipschitz equivalente al cuadrado
de la norma euclidea. Topolégicamente, introduce una equivalencia métrica global que dota al espacio
de fases de una estructura uniforme, conectando con el Anélisis Funcional en espacios de Banach,
donde las normas equivalentes preservan los ritmos de convergencia.

2. Esbozo de demostracion

Apartado (a): estabilidad uniforme. Queremos ver que si empiezas cerca del origen (|yo| < 6), no te
alejas mas de e. Como V es continua y estrictamente positiva fuera del origen, alcanza un minimo
positivo en la esfera compacta |y| = & m = min,|_. V(y) > 0. Definimos la “barrera topoldgica”
W= {y:V(y) <m};como V(0) =0y V es continua, existe una bola de radio § contenida en W. Si
sueltas la trayectoria dentro de esa bola, como V() < 0, la energia V (y(t)) solo puede decrecer, luego
jamas alcanza el valor m. Como para salir de la esfera de radio ¢ harfa falta energia > m, la trayectoria
queda atrapada para siempre: el sistema ha construido un muro de contencién invisible.

Apartado (b): estabilidad asintética uniforme. Por (a) el sistema es estable; falta probar lim; e y(t) =
0. Como V(y(t)) es decreciente y acotada inferiormente por 0, por convergencia monétona existe
lim; 0o V(y(t)) = L > 0. ;Puede ser L > 0? Si lo fuera, la trayectoria quedaria confinada en
una corona compacta alejada del origen, donde V(y) < —a < 0 (por continuidad). Integrando,
V(y(t)) < V(yo) — a(t — tg) — —oo, lo que contradice V > 0. Por reduccién al absurdo, L = 0, y
como V(y) =0 <= y =0, la trayectoria es succionada al origen. g

Apartado (c): estabilidad asintética exponencial. Aqui el problema no lineal “se resuelve solo” al
mutar en una inecuacién lineal de una variable. Partimos de V(i) < —c3|y|? y usamos la cota superior
del séndwich V(y) < ca|y|?, es decir, —|y|> < —V(y)/cy. Sustituyendo:

. c

v<-2v.

2

Esta es una inecuacién diferencial lineal de primer orden. Por el principio de comparacién (corolario
del Lema de Gronwall), su solucién esté estrangulada por la de z=— E—iz, eintegra a

V(y(t) < V(yo)e 21,
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Deshaciendo el cambio geométrico con la cota inferior c1|y|> < V(y) y la superior inicial V(yo) <
calyol*:
_G
aly(®)? < V() < calyolfe 210

Dividiendo por c; y extrayendo raiz cuadrada, emerge el factor exponencial:

(O] < /2 yole” 271,
(5]

La demostracién concluye de forma limpia porque forzamos al sistema dindmico a heredar la topologia
métrica de un decaimiento lineal ideal. |

7.4 Ejemplos

Ejemplo: el péndulo sin rozamiento. La EDO del péndulo sin rozamiento es

x" +ksenx =0, k>0,

V=12
vh = —ksenyj.

Tomamos como funcién de Liapunov la energia total

equivalente al sistema

1
V(y1,y2) = 5y + k(1 —cosy1), Vy € B,
que es definida positiva en B;. Su derivada respecto del sistema es

V(y) = (kseny1) y» +y2(—kseny;) =0, Vy € By.

Por el apartado (a), la solucién nula es uniformemente estable. (Fisicamente: sin rozamiento la energia

se conserva, V = 0, y el péndulo oscila indefinidamente sin pararse.)

Ejemplo: el péndulo con rozamiento. Con rozamiento, la EDO es x” + Bx’ + ksenx = 0
(k, B > 0), es decir,

v =12
vh = —PBy2 — ksenyy.
Con la misma V, ahora
V(y) = (kseny) y2 +ya(—Bya —kseny1) = —By3 <0, Vy € By,

luego la solucién nula es de nuevo uniformemente estable.

La sutileza clave: fisicamente esperariamos estabilidad asintdtica (el rozamiento detiene el péndulo).
Sin embargo, no podemos aplicar el apartado (b), porque V = —By3 no es definida negativa en
ninguna bola B: se anula en todo el eje y, = 0 (no solo en el origen). El segundo método con esta V' se
queda corto; hara falta un resultado mads fino (principio de invariancia) para capturar la atractividad.

No obstante, si podemos probar la estabilidad asintética exponencial via el teorema de estabilidad en
primera aproximacion. Aislando parte lineal y no lineal, el sistema se reescribe como iy’ = Ay + g(y)

A= (_Ok —1}3> , 8y y2) = <—k(sen(;1 —yl)) ‘
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Los autovalores de A tienen parte real negativa (para todo k, > 0), luego y’ = Ay es uniformemente
asint6ticamente estable; y como

18(y)]

lim ==~ =0 (uniformemente en f),
yl=0 |yl

la solucién nula del sistema no lineal es exponencialmente asint6ticamente estable.

La dificultad de fondo. El gran inconveniente del método directo es la bisqueda de la funcién de
Liapunov V: en sistemas con significado fisico (como los anteriores) se toma la energia total del
sistema, pero no existen métodos generales para construirla, y muchas veces hay que recurrir a la
intuicién y el ingenio.

Ejemplo: la ecuacién de Newton. Consideremos
X" = —kf(x), k>0, feC'(R),

con xf(x) > 0 para todo x € [—p,p] \ {0} y f(0) = 0 (coincide con el péndulo si f(x) = sen x). Como

sistema:
{J/ﬁ =12,
vy = —kf(y1)-

Tomamos como funcién de Liapunov la energia total

1 v
V(y) = 3lyal* +kF (1) con Flyr) = | = f(s)ds,
(cinética mas potencial). Por las hipétesis sobre f, V es definida positiva en By, y

V(y1,y2) = kF'(y1) y2 + y2(=kf (1)) = kf(y1) y2 —kf(y1) y2 =0, Yy € B,.

Por el apartado (a), el equilibrio ¢g es uniformemente estable.

Ejemplo: la ecuacién de Newton con friccién. Para x” + py(x') = —kf(x), conk, p > 0,
f, ¥ € CY(R) verificando las hipétesis anteriores y ¢(x) x > 0 en [—p, p] \ {0}, el sistema es

{y’l =,
yo = —kf(y1) — Bp(y2)-
Con la misma energia V,
V(y1,y2) = —By29(y2) <0, Vy € By,

y de nuevo, por el apartado (a), ¢9 es uniformemente estable (la estabilidad asint6tica uniforme,
fisicamente esperable, requiere el resultado mads fino del tema siguiente). El mismo razonamiento
cubre la masa con resorte y amortiguamiento, mx” + Cx’ +kx =0conC > 0, k > 0.

Ejemplo: aplicacién del apartado (c). Sea el sistema
V= -2ty
Yy =1~ Y2+ yicosy,

en D = R2. Probamos la estabilidad exponencial con V(y) = %(y? + y3), definida positiva, que
cumple la primera parte de la hipétesis del apartado (c) con ¢; = ¢; = 1/2. Su derivada respecto del
sistema es

V() =~ +4) + Gly) = 0 + 1) (1 - yf(j’;%) . Y20,
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con G(y) = y1y3 + y3y2 cos y». Como G es de orden superior,

SO _o— 3p>0: 1< W 1 yye,
lyI=0 Y1+ Y3 ity

Por tanto V(y) < —4(y? + y3) en B,, que es la segunda condicién del apartado (c). Concluimos
que ¢ es exponencialmente asintéticamente estable. (También se obtiene via el teorema de primera
aproximacion.)

Ejemplo: V con pesos ajustables. Para el sistema

/o _ 42
{]/1— Y1 —ayz2 —yisenys, w,p >0,

Yo = By1 — Y2 + y2y1,

usamos una funcién de Liapunov con pesos V(y) = % (ay? + by3), a,b > 0 a elegir. Es definida positiva,
con %|y|2 <V(y) < %|y|2 (C1 = min{a, b}, C; = max{a, b}). Su derivada es

V(y) = —ayt — by3 + (bp — ) y1y2 + G(y)-
La idea clave: elegimos los pesos para cancelar el término cruzado, b —anx =0 (p.ej.a = B, b = «a).
Entonces

| G
V(y) = —(Byi +av3) + G(y) = —(By +ay3) <1 - lﬁ/%ﬂ(tyt)’cy%> ,

como antes, lim _Gly)
Y IS0 By a3

G(y)

_Oy) | <1
Biiaf| S 260 By, de donde

=0daunp > 0con

V(y) < —3(Byi +ay3) < —3min{a, B} (v7 +13), Vy € By.

Por el apartado (c), @g es exponencialmente asintéticamente estable.

7.5 Una condicion suficiente de inestabilidad. Teorema de Tchetaev

Teorema (Tchetaev) Supongamos que existen p > 0y V € C!(B,) tales que B, C Dy
(a) V(0) =0,
(b) V es definida positiva en By,
(c) para cualquier o € (0, p) existe y, € B, tal que V(y,) > 0.

Entonces, la solucion nula ¢ de (S,) es inestable.

1. Intuicién geométrica

Para comprender la inestabilidad clésica, uno suele imaginar una cima perfecta (un paraboloide
invertido) donde cualquier perturbacién en cualquier direccién hace que la particula caiga. Sin
embargo, en sistemas de altas dimensiones (N > 2), la inestabilidad no requiere que todas las
direcciones sean repulsivas. Aqui es donde radica la potencia conceptual de Tchetaev.

El teorema no exige que la funcién V (y) sea definida positiva en toda una bola alrededor del origen.

En su lugar, introduce un abierto U (un sector o cufia topoldgica) tal que el origen esta en su frontera
(0 € o).

La metafora del desfiladero con corriente: imagina que el espacio de fases es una montafa y el origen
es un paso elevado. No necesitas que todo el paso sea un pico; basta con que haya un tnico desfiladero
o canalén (U) que descienda abruptamente. Las condiciones de Tchetaev imponen lo siguiente:

e V(y) > 0dentro de la cufia U.

* V(y) = 0en las paredes laterales de la cufia (la frontera de U que esta dentro de la bola By).
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* V(y) > 0 de forma estricta dentro de la cufia.

Visualiza la funcién V(y) como una “propulsién” o “velocidad de eyeccién”. Si una particula
es perturbada y cae, por pequefia que sea la distancia, dentro de esta cufia U, ocurre un fenémeno
de confinamiento y aceleracion forzada. Como V(y) > 0, la energia de Tchetaev a lo largo de la
trayectoria debe crecer mon6tonamente. Si la particula intentara escapar lateralmente de la cufia,
tendria que cruzar las paredes donde V(i) = 0. Pero esto es geométricamente imposible: su energia
inicial era estrictamente positiva (¢ > 0) y la ecuacién diferencial dicta que la energia solo puede
aumentar (V > 0).

Por lo tanto, las paredes laterales actian como muros topoldgicos infranqueables. Al no poder
salir por los lados y estar obligada a aumentar su valor de V, la trayectoria se ve encajonada en el
desfiladero y empujada inexorablemente hacia el tnico escape posible: perforar la frontera exterior de
la bola (Jy| = p). Como esto ocurre para puntos inicialmente tan préximos al origen como se desee (ya
que 0 € dl), se constata la inestabilidad geométrica.

2. Demostracion

Paso 1: inicializacién en la cufia. Tomamos una condicién inicial yg € U N B, a una distancia
arbitrariamente pequefia del origen (|yg| < ). Al estar dentro de U, evaluamos su valor energético:
V(yo) = « > 0. Debido a que V(y) > 0, para todo tiempo futuro t > t; mientras la solucién
permanezca en el dominio, se cumplird que V(y(t)) > a.

Paso 2: confinamiento lateral por barrera energética. Veamos que la trayectoria no puede abandonar
la cufia U a través de su frontera interna dU N B,. En dicha frontera, por hipétesis del teorema,
V(y) = 0. Sila curva integral tocara esa frontera en un instante ¢, tendriamos que V(y(#;)) = 0. Esto
contradice el hecho de que V(y(t)) es monétona estrictamente creciente y parti6 de & > 0. Ergo, la
trayectoria estd atrapada dentro de U.

Paso 3: contradiccién por acotacién compacta (el niicleo de la prueba). Supongamos por reduccién
al absurdo que la solucion es estable y, por tanto, se queda confinada dentro de la bola B, para todo
t > tp. Sino sale de la bola y no sale de la cufia, la trayectoria vive eternamente en el conjunto
interseccion, y mds especificamente en la regién compacta

K={yeB,NnU:V(y) >a}.

Como V es continua y V(y) > 0 es estrictamente positiva en este compacto K (el origen queda fuera
de K porque en el origen V = 0), el Teorema de Weierstrass garantiza que V(i) alcanza su minimo
absoluto en K, el cual debe ser un valor estrictamente positivo:

Viy)>m>0 Vyek.

Paso 4: el colapso del absurdo lineal. Integramos de forma directa esta desigualdad fundamental
respecto al tiempo entre ¢ y t:

Tomando el limite cuando ¢ — oo, el miembro derecho de la desigualdad tiende a +oc. Esto implica
que lim¢_,0 V(y(t)) = +o0. Sin embargo, por hipétesis, la trayectoria se suponia atrapada en la bola
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compacta B,, y como V(y) es una funcion continuamente diferenciable (y por ende continua), debe
estar acotada superiormente por un valor maximo finito M en dicha bola. Hemos llegado a una
contradiccién flagrante: V(y(f)) no puede ser simultdneamente infinita y acotada por M.

Conclusién. La suposicién de que la trayectoria permanece indefinidamente dentro de la bola B, es
falsa. La solucién maximal debe abandonar el compacto obligatoriamente en un tiempo finito ¢;. Al
haber demostrado en el Paso 2 que no puede hacerlo por las paredes de la cufia, la tinica frontera
geométrica disponible es la superficie de la esfera |y| = p. El origen es inestable. |

Ejemplo: inestabilidad del péndulo invertido. Probamos que la solucién estacionaria
¢1(t) = 1t del péndulo es inestable. El cambio z = x — 7t transforma la ecuacién en

72" —ksenz=0 (k>0),

y reduce el problema a estudiar la inestabilidad de su solucién nula. Como sistema:

{%I%
yp = kseny; = ky; +k(—y1 +senyi).
Aplicaremos el Teorema de Tchetaev con una funcién de Liapunov con coeficientes ajustables
V(v y2) = 3 (ayi + By3) + yyiv2, a,B,v € R a determinar.
Evidentemente V € C'(IR?) y V(0) = 0 (apartado (a)). Su derivada respecto del sistema es
V(y1,y2) = vkyi + (a + Bk) y1y2 +1y3 +k(=y1 +senyr) (vy1 + By2).-
Elegimos &« = k, B = —1, v = 1 (que cancela el término cruzado), y obtenemos
V(y1,y2) = kyi +y3 +k(—y1 +seny1)(y1 —y2) = (kyi +y3)[1+ G(y1,v2)],

(—y1 +seny1)(y1 — y2)
ky: +v3

k
con G(y1,12) =

Como G es de orden superior, lim,|_,o G(y1,y2) = 0; tomando ¢ = 1/2, existe p > 0 con -1 <
G(y) < % en B,, de donde

Viyi,y2) 2 5(ki +13), Yy € By,
luego V es definida positiva en B, (apartado (b)). Finalmente, V (y1,0) = %y% > 0 paray; # 0,lo que
da el apartado (c). Por el Teorema de Tchetaev, la solucién nula es inestable y, deshaciendo el cambio,
@ = 7T es inestable. [ |
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CAPITULO 8

Orbitas de sistemas autonomos. Teoremas de
LaSalle y Poincaré-Bendixson

8.1 Introduccidon

El cambio fundamental entre los temas 1y 2 frente a este nuevo bloque reside en la transicién de un
enfoque estrictamente analitico y local a un enfoque geométrico, topoldgico y global.

En los temas 1 y 2, el objeto central de estudio era un punto de equilibrio especifico, concretamente
la solucién trivial ¢y = 0. Las herramientas desarrolladas, como la linealizacién mediante la matriz
jacobiana o el segundo método de Liapunov, buscaban responder a una pregunta de caracter local: si
perturbamos ligeramente el sistema en un entorno muy préximo al origen, ;la solucién se mantiene
acotada o converge asint6ticamente a é1?

Aqui el paradigma cambia de raiz. Se elimina la hipétesis f(0) = 0: ya no nos restringimos a
estudiar las proximidades de un punto critico preestablecido que anula el campo vectorial. El objetivo
pasa a ser el estudio puramente cualitativo de la solucién maximal ¢( - ; o, o) en su intervalo abierto
de definicion I(tg, yo)-

Conexién con la Geometria Diferencial: considera el abierto conexo D C RN como una variedad
diferenciable. La funcién f(y) acttia como un campo vectorial que asigna a cada punto un vector
tangente. Resolver el sistema diferencial auténomo equivale a encontrar las curvas integrales de este
campo. El enfoque deja de ser cuantitativo (saber exactamente cuanto vale ¢(t) para un t concreto) y
pasa a ser geométrico: nos interesa la “trazada” que deja la curva en el espacio de fases.

Conexion con la Topologia: al abandonar el enfoque local, la topologia de conjuntos se vuelve
imperativa. Para entender hacia dénde se dirige una 6rbita cuando t — oo, se estudian sus conjuntos
limite. La convergencia geométrica ya no exige converger a un tinico punto, sino a un conjunto
topolégico (que tipicamente serd compacto y conexo). El Teorema de Poincaré-Bendixson para
sistemas planos se sostiene sobre topologia pura: depende del Teorema de la Curva de Jordan, que
garantiza que toda curva cerrada simple divide el plano R? en dos componentes conexas disjuntas
(interior y exterior). Esta rigidez topoldgica del plano es lo que prohibe el caos en dimensién dos y
obliga a las 6rbitas acotadas a converger a puntos criticos o a ciclos limite cerrados.

Conexién con los Sistemas Dindmicos y el Andlisis Funcional: en lugar de mirar una trayectoria
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aislada, definimos el flujo ¢ : D — D. Este flujo constituye una familia uniparamétrica de difeo-
morfismos que acttian sobre D, formando una accién de grupo isomorfa a (IR, +). Bajo este prisma,
resolver el sistema diferencial equivale a estudiar las propiedades de invarianza del espacio topoldgico
D bajo la accién de este grupo. Conceptos clave del tema, como los conjuntos invariantes que explota
el Teorema de LaSalle, emergen de forma natural como los subconjuntos del espacio que permanecen
estables bajo la accién del difeomorfismo continuo.

8.2 Orbitas

Definicién (6rbita) Sea yy € D y denotemos I(yo) = 1(0,yo). Se llama 6rbita del sistema auténomo (S,)
asociada a (o que pasa por) yo al conjunto

v(yo) = {@(£;0,v0) : t € I(yo)} C D.

De la propia definicién, yo € ¥(yo). En general, (o) es una curva en RN que pasa por el punto yp.

Observacién (independencia del tiempo inicial). Por la traslaciéon temporal de las soluciones del
sistema auténomo, para cualquier (tp,yp) € R x D se tiene

I(yo) = I(to,yo) —to,  @(£0,y0) = @(t+to;to,yo) V€ I(yo).
Asi, con el cambio s = ¢ + t,

Y(yo) = {e(t;0,y0) : t € I(yo)} = {@(s;to,y0) : s € I(to,¥0)},

una definicién equivalente de 6rbita que no depende del tiempo inicial ty donde se plantee el problema
de Cauchy asociado.

Definicién (punto critico) Sea yo € D. Se dice que yq es un punto critico (o punto estacionario) del
sistema si f(yo) = 0.

Observacién. Es facil comprobar que yg es un punto critico si y solo si ¢(t;0,1) = yo para cualquier
t € I(yo) = R; es decir, si y solo si su 6rbita se reduce al propio punto:

Y(yo) = {vo}-

8.2.1 Ejemplo (SDO lineal homogéneo)
Veamos coémo son las drbitas de los sistemas de la forma
y =Ay, AcL(R?.

La matriz fundamental es F(t) = ¢!, Por la forma canénica de Jordan, existen P regular y D (casi
diagonal) con A = PDP~1, luego F(t) = P¢!PP~!: las 6rbitas son transformaciones lineales de las
de e'P. Segtin los autovalores sean reales distintos A1 # A,, reales iguales A, o complejos conjugados
A = a £iB, lamatriz D adopta una de las formas

o=(0 ) 2= ) 2= a) 2= (5 D)

Autovalores reales distintos. Aqui I(yp) = R y las soluciones son

y1(t) =y e, ya(t) = yag e, vo = (Y10, Y20),

de modo que ¥(yo) = {(y10eM!,y20e) : t € R}. En el caso trivial yg = (0,0) es claro que
¥(yo) = {(0,0) }. Tomemos, por ejemplo, A; < A, < O:
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* Siyyp =0, entonces y1(t) = 0y, como limy_, o Y2 (t) = F00 (segtiin yz9 = 0) y lim; oo y2(t) =0, 1a
orbita es el semieje de ordenadas positivo (resp. negativo) sin el origen, recorrido hacia el origen.

* Andlogamente, si 129 = 0, la 6rbita es el semieje de abscisas positivo (resp. negativo) sin el origen,
hacia el origen.

* Siyy0 # 0 # Yo, eliminando el tiempo obtenemos

A/ M
- y1> 0<2 9

(y1 con el mismo signo que y1p): las érbitas son monomios de potencia menor que uno que pasan
por Yo y se acercan desde “infinito” a cero.
Variando el signo de los autovalores se obtienen los tres retratos de fase posibles en este caso:

érbitas para la matriz de diagonal [-2.2]
7 A

Grbitas para la matriz de diagonal [1,2]

Grbitas para la matriz de diagonal [2.1]

A § AN v
. — i -
5 s — ~—
- 0N , N
Nodo estable: A; < Ay < 0. Punto de silla: A1 < 0 < Ajp. Nodo inestable: 0 < A < Ajp.

Autovalores complejos. Para resolver y’ = Dy, esto es

yi = ay1 + By,
Yy = —By1 +ayy,

pasamos a coordenadas polares y; = pcosf, y» = psenf, con p = \/y%+y% = |yl y
6 = arctan(y»/y; ). Derivando,

f_ ity g = VY12 _ 5
(vi + )1/ i+

Fijado yo € R?\ {0} con coordenadas polares (oo, 6p) (0o = |yo| > 0), el problema de Cauchy equivale
a

I — — ot
pr=ap, p0)=po, p(t) = poe™, feR.
0'=—p, 6(0) = 6o, 0(t) = —tp + 6o,

De aqui deducimos:
1. a, B > 0: espiral que sale de (0,0) y se aleja en sentido horario.
a > 0, B < 0: espiral que sale de (0,0) y se aleja en sentido antihorario.
a < 0, B > 0: espiral que se acerca a (0,0) en sentido horario.
a < 0, B < 0: espiral que se acerca a (0,0) en sentido antihorario.
a = 0: circunferencia de centro (0,0) y radio p, recorrida en sentido horario si > 0y antihorario
sip <O0.
6. B = 0: semirrectas que parten de (0,0) (sin contenerlo) y se alejan a infinito si « > 0 o se acercan
a(0,0)sia <0.

SAEE SN
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orbitas para la matriz D compleja con a=1.1 3=4.5

50

Espiral inestable (« = 1.1 > 0, B = 4.5 > 0): las 6rbitas salen del origen y se alejan en sentido
antihorario.

Resumen (clasificacién del origen).
1. Autovalores reales distintos:
a) A; < A2 < 0: nodo estable; todas las trayectorias se acercan al origen.
b) 0 < Ay < Ay: nodo inestable; todas las trayectorias se alejan del origen.
c) A1 <0 < Ap: punto de silla; solo algunas trayectorias se aproximan al origen, las demds se
alejan.
2. Autovalores reales iguales:
a) Si D es multiplo de la identidad: estrella estable (resp. inestable) segtin A < 0 (resp. A > 0).
b) Si D no es mdltiplo de la identidad: nodo impropio (estable si A < 0, inestable si A > 0), con
una curva en forma de S que se acerca o aleja del centro.
3. Autovalores complejos conjugados:
a) « < 0: espiral estable; todas las trayectorias se acercan al origen (sentido horario si g < 0,
antihorario si § > 0).
b) a« > 0: espiral inestable; todas las trayectorias se alejan del origen (sentido horario si g < 0,
antihorario si g > 0).
¢) a = 0: centro; las trayectorias se cierran, formando una familia de érbitas periédicas.

8.2.2 Ejemplo (ciclo limite)
Consideremos el sistema
vo=-v1+y(l-y—v3)
para el que calcularemos explicitamente la solucién maximal y, con ella, las 6rbitas. Si f es la funcién

vectorial del sistema, f € C°°(]R2;]R2) con D = R?, asi que estamos en las condiciones del sistema
auténomo.

{y’l =+l -v—13),

Puntos criticos. Multiplicando la primera ecuacién por 3, la segunda por —y1 y sumando, se obtiene
y2 +y% = 0; luego el tnico punto critico es (0,0) (y, en efecto, £(0,0) = 0), con ¢(0,0) = {(0,0)}.

Resolucién via la variable compleja. En lugar de derivar raices y arcotangentes, definimos z =
1 + iy2, de modo que y3 +y3 = |z|>. Derivando y sustituyendo el sistema:

Z =+ (1= 2P)] + i~y + 21— 217)] = (11 +iv2) (1 = [2[*) —i(y1 + iv2),
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y la ecuacién colapsa a una tinica ecuacién compleja:
Z=z(1—|z|* —i).

Escribiendo z = pe’® se tiene 2/ = (o’ + ipf’)e’?, e igualando con pe’® (1 — p? — i) y cancelando e’

P =p(1-p%,

Pl tipt =p(1—p*) —ip = {9,:_

Fijado yo € R?\ {0} con coordenadas polares (pg,6) (0o = |yo| > 0), el problema de Cauchy equivale
a

o' =p(1—p%), p(0)=po,
o = —1, 8(0) = 6p.

La ecuacién para p es una EDO de Bernoulli, cuya solucién maximal es

Lo

\/Po e t € I(po, 6o),
0(t;0,00,60) = —t + 6o,

p(t0,p0,60) =

donde

R, sipo € (0,1],

v o) = {<T<po>,oo>, Tlpo) = 3In(L—1/pf), sipo € (1,9).

Comportamiento global. La clave es la ecuacién p’ = p(1 — p?): la circunferencia p = 1 acttia como
atractor, pues el signo de p’ siempre empuja el radio hacia 1.

* Si |yo| = 1: entonces p(t) = 1 para todo t € R, y la 6rbita es la circunferencia (yp) = S1 (centro
(0,0), radio 1), recorrida en sentido horario (¢’ = —1).

* Si0 < |yo| < 1: como 1 —p? > 0, p es estrictamente creciente en R, con lim;,_cwp = 0y
lim; y0 p = 1. La 6rbita es una espiral interior que nace en el origen y se acerca a S, en sentido
horario.

* Si|yg| > 1: como 1 — p? < 0, p es estrictamente decreciente en (T (pp), ), con limy )+ p =0y
lim; .o p = 1. La 6rbita es una espiral exterior que viene del infinito y se acerca a Sy, en sentido
horario.

Asi, la circunferencia S; es un ciclo limite: todas las 6rbitas no triviales espiralan hacia ella en
sentido horario, tanto desde dentro como desde fuera.

166



Orbitas Ejemplo 3.2

05

yi

Orbitas del sistema: las espirales interiores (desde el origen) y exteriores (desde el infinito) convergen
al ciclo limite S;.

«; A priori, cdmo se ve que ese problema tiene buena sinergia con coordenadas polares? ;Es algo
general de las 6rbitas planares, o no necesariamente? »

Identificar a priori si un sistema bidimensional va a tener buena sinergia con las coordenadas polares
es una habilidad crucial en sistemas dindmicos: permite ahorrar lineas de calculo antes de tocar el
papel. En el caso del ejemplo anterior habia tres “alertas tempranas” que delataban que las polares
eran el camino 6ptimo.

1. (Cémo se detecta a priori? Los tres indicios clave

La presencia explicita del radio al cuadrado (2 + y3): cualquier expresion donde las variables
aparezcan agrupadas de la forma f(y? + y3) es una invitacién directa a usar polares, ya que se
convierte sin mds en una funcién del radio, f(p?). En el ejemplo, el bloque (1 — y3 — y3) se lee
instantdneamente como (1 — p?), eliminando por completo la mezcla de variables.

La estructura no lineal puramente radial (escalado del vector posicién): los términos no lineales del
sistema son el vector posicion i = (i1, y2) multiplicado por un escalar comun,

fno—lineal(ylfyz) = (1 - }/% - y%) <i;) .

La fuerza no lineal acttia exclusivamente en la direccién del radio (hacia afuera o hacia adentro), sin
afectar a la velocidad de giro: al pasar a polares se absorbe por completo en la ecuacion de p’, dejando
intacta la de ¢'.

La estructura antisimétrica lineal (el “motor” de giro): los términos lineales restantes, y; = y e

¥y = —y1, corresponden a la matriz
0 1\ (»n
-1 0 Y2 !

que es antisimétrica y representa una rotacion pura en el plano. En coordenadas polares, las rotaciones
puras alrededor del origen se traducen de forma trivial en velocidad angular constante (6’ = cte).
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Cuando un sistema combina una rotacién pura con una fuerza que solo depende de la distancia al
origen, el sistema en polares se desacopla por completo: la evolucién del radio no depende del dngulo,
y la del angulo no depende del radio.

2. (Es algo general de las 6rbitas planares?

No, en absoluto. Esta sinergia perfecta es una propiedad excepcional, no la regla general de los
sistemas planos. Las coordenadas polares son ttiles principalmente cuando el sistema posee simetria
rotacional o central respecto al origen escogido. Si un sistema plano presenta 6rbitas elipticas descen-
tradas, multiples puntos de silla distribuidos por el plano, o atractores no circulares (como el oscilador
de Van der Pol), el cambio a polares centradas en el origen suele complicar el dlgebra en lugar de
simplificarla, introduciendo términos repletos de senos y cosenos cruzados dificiles de integrar.

8.3 Orbitas ciclicas y conjuntos limite. Propiedades

A diferencia de la traslacién temporal (valida solo para sistemas auténomos), la siguiente propiedad
vale para cualquier s.d.o., auténomo o no.

Proposicion Consideremos el sistema auténomo (S,) con f € Lip,,.(D). Sean ty € Reyo € D. Entonces, si
t1 € I(to,yo) e y1 = @(t1; to, Yo), se tiene I(to, yo) = I(t1,y1) y

p(tto, yo) = @(tt,y1), YVt € I(to,yo)-

Corolario Sean yy € D, t1 € I(yo) ey1 = ¢(t1;0,y0). Entonces, I(yo) = t1 + I(y1) vy

@(t0,y1) = @(t+t;0,0), YVt € I(y1)

(equivalentemente, ¢(t;0,y0) = @(t — t1;0,y1) para todo t € I(yo)).

Demostracién. Es consecuencia de las dos propiedades anteriores. Por la proposicién precedente,

I(t1,y1) = I(0,0) = I(yo), o(Et,1) = @(50,y0), Vte I(t, ).

Por la traslacién temporal,

I(t1,y1) =t +1(0,y1) = t1 + I(1), e(Et,y) = e(t—t1;0,11), Vit e I(ty,yr).

Combinando ambas se obtiene la prueba. |

«En principio creo que es aproximadamente trivial. Me lo imagino de esta forma, dime si es
correcto: bdsicamente me imagino una EDO en una dimensién y la veo en su version extendida,
con el pardmetro t abajo y la grdfica en funcion de t; y si mi grdfica en ty pasa por yy, su grdfica
resulta ser simplemente la trasladada (si es auténomo) por t de la de si resolviera el problema de
Cauchy (t1,y1). ¢(No? Verdaderamente creo que ese es el punto.»

Efectivamente, casi se podria decir que es trivial una vez lo visualizas asi, pero es un concepto
profundamente poderoso en sistemas dindmicos. Desgranemos lo que has dicho para conectar tu
intuicién con la formalidad del texto.

La Proposicién (determinismo / unicidad): graficando en el espacio extendido (eje horizontal t,
eje vertical y), la proposicién dice que si dos gréficas pasan por el mismo punto (t1,y;), entonces
son exactamente la misma curva: no se pueden cruzar ni bifurcar. Esto vale para cualquier sistema
(auténomo o no) que cumpla unicidad.
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El Corolario (invariancia temporal): aqui entra tu idea de la traslacién. En un sistema auténomo
(v = f(y)), las “leyes de la fisica” no cambian con el tiempo. Por tanto, si resuelves el problema
empezando en el estado y en el instante t = 0 (tu nueva curva), el sistema evoluciona exactamente
igual que lo hizo la curva original al pasar por v, solo que el “reloj” marca una hora diferente.
Geométricamente, como bien dices, la nueva grafica es la original trasladada horizontalmente una
distancia 7.

Proposicién Sean yo,y1 € D. Entonces:
(1) y1 € v(yo) siy solosiy(y1) = v(yo)-
(2) v(yo) Ny(y1) # D siy solosiy(y1) = (o).

Definicién (semiérbitas) Dado yg € D, se definen la semidérbita positiva y la semiorbita negativa
asociadas a 1o como

Y (o) = {e(t0,y0) : t € I(yo), t >0}, 7 (yo) = {@(t;0,y0) : t € I(yo), t <O}

Como consecuencia del corolario anterior se deduce facilmente:

Proposicién Sean yy € D ey, = ¢(t1;0,y0) € ¥(yo), con t1 € I(yo). Entonces:
(1) Sit; >0, entonces v* (yo) = v+ (y1) U{@(£0,y0) : t € [0, 1] }.
(2) Sit; <0, entonces v (y1) =11 (yo) U{@(£0,y0) : t € [11,0]}.

Definicién (6rbita ciclica) Sea yo € D. Se dice que la 6rbita «y(yo) es ciclica (o cerrada) si I(yp) = Ry
existe T > 0 tal que
e(t+T;0,y0) = ¢(£0,y0), VteR.

En ese caso se dice que T es un periodo de la drbita.

Observacién.

1. Las 6rbitas ciclicas corresponden a las soluciones periddicas del sistema auténomo. El ejemplo
trivial son los puntos criticos: si yy es un punto critico, ¢(t;0,y9) = yo paratodot € R = I(yo),
luego v(vo) = {yo} es ciclica con periodo T > 0 arbitrario. Llamaremos 6rbita ciclica degenerada
a las que se reducen a un punto. En el ejemplo anterior del ciclo limite, siyp € C = {y € R? :
ly| = 1}, entonces y(yo) = C es ciclica de periodo T = 27t.

2. Si y(yo) es ciclica, entonces v(yo) = 7" (v0) = v~ (yo) y, siv1 € 7(vo), 7" (vo) = 7" (v1). Las
implicaciones contrarias también son ciertas (lo veremos a continuacién).

Proposicion Sea yy € D y supongamos que la 6rbita «y(yo) se corta a si misma, es decir, existen t1,t € I(yo)
con ty # ty tales que ¢(t1;0,y0) = @(t2;0,y0). Entonces y(yo) es ciclicay T = |t; — t1] es un periodo
asociado.

Demostracion. Por el corolario anterior, para t1,t; € I(yo), llamando y; = ¢(t1;0,y0) e yo =
¢(t2;0,y0), se tiene

I(yo) =t + I(y1) = t2 + 1(v2), @(t;0,y0) = @(t —t1;0,y1) = @(t —t2;0,y2), YVt e I(yo).

Supongamos ahora f; > t; con ¢(t1;0,y0) = @(t2;0,10), es decir, y; = y,. Del primer grupo de
igualdades,
I(yo) = i +1(y1) = 2+ 1(y1) = L+ 1) =2+ 1(y1),

y, como tp # t1, deducimos I(y;) = Ry, por tanto, I(yg) = R. Sea T = t; — #;. Usando el segundo
grupoy yi = Yz,

@(t+T;0,y0) = @(t +t2 — t1;0,0) = @(t — t1;0,2) = @(t — t1;0,y1) = ¢(£;0,40),

para todo t € R. Esto prueba que () es ciclica. [ |
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Como consecuencia de lo anterior se comprueba facilmente la siguiente caracterizacién:
Proposicion Sea yg € D. La 6rbita y(yo) es ciclica si y solo si v (yo) = v(yo) (equivalentemente,
1 (W0) = 1(¥o)):

Definicién (conjuntos invariantes) SeaI' C D.

(a) T es invariante para el sistema auténomo si para cualquier yo € T se satisface y(yo) C T

(b) T es positivamente invariante (resp. negativamente invariante) si y* (yo) C T (resp. v~ (yo) € T)
para cualquier yy € I.

Ejemplo: conjuntos invariantes del ciclo limite. Volviendo al ejemplo anterior, los calculos
realizados muestran que los tres conjuntos

{voeR*:|yol <1},  {wo €R*:|yol =1},  {yo € R?:|yo| > 1}

son invariantes: si o pertenece a uno de ellos, toda su 6rbita estd contenida en ese mismo conjunto.

Observacién. I' C D es invariante si y solo si se da la identidad

= {J 7o)

yo€l'

Equivalencias anélogas valen para conjuntos positiva o negativamente invariantes (con y™ 0 7).

Definicién (puntos y conjuntos limite)
(1) Sedice que p € RN es un punto limite positivo (resp. negativo) asociado al punto yo € D si existe una
sucesion {t, }n>1 C I(yo) tal que

liign ty =sup I(yo) (resp. infI(yp)) y lirlln ¢(t1;0,10) = p.
(2) Dado yo € D, el conjunto limite positivo (resp. negativo) asociado a yg es
AT (y) = {p € RN : p es punto limite positivo asociado a yo }

(resp. A~ (yo) con puntos limite negativos). Si A C D, se define A*(A) = U At (yo).
YoEA

Observacion.
1. De la propia definicion, AT (o) C (o) € D (aunque A (yo) podria ser vacio), y andlogamente
para A~ (yp). De hecho, puede afinarse:

AT(yo) Srt(vo), A (o) S 7~ (wo)-
2. Sila 6rbita (1) es ciclica, entonces AT (yg) = A~ (yo) = v(vo)-

3. Enel ejemplo del ciclo limite se tiene At (yo) = S; para todo yy € R?, mientras que A~ (yo) = {0}
silyol <1, A" (yo) = Sisilyol =1,y A™(yo) = Dsi |yo| > 1.

Proposicion Consideremos el sistema auténomo (S;) con f € Lip;,.(D), y sea yo € D. Se tiene:
(1) Siyy € v(yo), entonces A™ (y1) = AT (yo).
2 v+ (yo) = 7" (yo) UAT (yo)-

Teorema Consideremos el sistema auténomo (S,) con f € Lip;,.(D). Sean yy € D y K C D un compacto tal
que v* (yo) C K. Entonces:

(1) sup I(yo) = oo.

(2) At (yo) C K es un compacto no vacio.

(3) A" (yo) C K es invariante para el sistema.

4) tETOO dist (¢(£;0,0), A" (yo)) = 0.
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«El apartado (1) me parece trivial, asi que no le des mucho bombo. En cuanto al (2), que sea no
vacio me parece obvio porque, como la solucién no se va a infinito, el conjunto limite no puede
no existir. En cuanto a que sea compacto, solo hay que demostrar que sea cerrado, i.e., que una
sucesion dentro del conjunto limite converja a un punto del propio conjunto. Eso no parece dificil
de demostrar. Después la invariancia, y finalmente lo de la distancia.»

Demostracion

1. Existencia global (sup I(yg) = o0). Es trivial, pero formalmente descansa en el Teorema de
prolongabilidad.

Esbozo formal: si el intervalo maximal fuera finito (8 < o0), la trayectoria tendria que acercarse a
la frontera del dominio D o divergir a infinito. Como estd estrictamente contenida en un compacto
K C D, ninguna de las dos cosas es posible.

Intuicién: si caminas por una habitacion cerrada, no puedes caerte por el borde del universo. El
sistema no puede “explotar” (blow-up) ni dejar de existir en tiempo finito porque el compacto acttia
como una jaula infranqueable.

2. A" (yo) es un compacto no vacio.

No vacio: tomamos una sucesién de tiempos cualquiera t, — co. La sucesién de puntos {¢(t,;0,v0)}
vive en K; por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, toda sucesién en un compacto tiene una subsucesién
convergente a un punto p € K, y por definicion ese p pertenece a A™ (yp).

Intuicién: el principio del palomar aplicado a la topologia. Una trayectoria de longitud infinita metida
en un volumen finito estd obligada a enredarse y acumularse sobre si misma.

Cerrado: tomamos una sucesion de puntos p,, € AT que converja a p € K, y queremos ver que
p € AT. Cada py, es, a su vez, limite de una sucesion de tiempos t — co. Mediante un argumento
diagonal, escogemos s, = t’,ﬁ tal que la distancia entre la 6rbita en ese instante y py sea < 1/k,
garantizando sy — oo; por la desigualdad triangular, ¢(sx) — p, luegop € A™.

3. Invariancia de A" (yp). Es el nicleo dindmico del teorema: si plantas el sistema en el conjunto
limite, jamads sale de él.

Esbozo formal: sea p € A", con t, — oo tal que p = lim ¢(#4;0,y0). Tomamos p como condicién
inicial y lo dejamos fluir un tiempo t*. Por el Teorema de dependencia continua respecto a las
condiciones iniciales, podemos intercambiar el flujo y el limite:

@(t50,p) = @(t;0,lim @(t,;0,y0)) = lim @ (£*;0, ¢(t; 0, y0)).-

Por la propiedad de grupo (invariancia temporal de los sistemas auténomos), encadenar tiempos
equivale a un tnico salto temporal:

lim ¢ (+*;0, ¢(t1;0,y0)) = Lm @(+* + £4; 0, yo)-
Como t* + t;, — oo, el resultado es, por definicién, un punto de AT. Por tanto, At es invariante.

4. Atraccién asintética (lim;_,o dist(¢(t), AT) = 0). Esta propiedad muestra que el conjunto limite
es un atractor inevitable para la trayectoria.

Esbozo formal: por reduccién al absurdo, supongamos que la distancia no converge a cero. Existirian
¢ > 0y una sucesion t, — oo con dist(¢(t,), AT) > e. Pero esta sucesion ¢(t,) vive en el compacto K,
asi que por Bolzano-Weierstrass tiene una subsucesiéon convergente a un punto g4; como es limite de
una subsucesion a tiempo infinito, g € A™. Entonces la distancia de esa subsucesiéon a A™ tenderia a
dist(g, AT) = 0, contradiciendo que se mantuviera > «. [ |

Corolario En las condiciones del teorema anterior, si A* (yo) = {y1}, entonces y, es un punto critico del
sistema.
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8.4 Principio de invariancia y Teorema de LaSalle

Teorema (de LaSalle) Consideremos el sistema auténomo (S,) con f € Lip,; (D). Sean K C D un compacto
no vacioy V€ CY(D) tal que V(y) < 0 para todoy € K. Seayo € D tal que v* (y9) C K. Denotemos

E={yeK:V(y) =0},

y sea M el mayor subconjunto invariante de E (es decir, la unién de todos los subconjuntos invariantes
contenidos en E). Entonces:

(1) 1(yo) > [0,00).

(2) A" (yo) C M (y, por tanto, M # @).

(3) tli_)rgdist (¢(£0,y0), M) =0.

Demostracion

A nivel abstracto, LaSalle dice que un sistema disipativo siempre termina cayendo en la subvariedad
donde la disipacién se anula, pero solo puede establecerse en la parte de esa subvariedad de la que el
flujo no pueda escapar.

En la metéfora de la topografia: V € C!(D) es un paisaje de energia y, en el compacto K, su
derivada a lo largo del flujo es no positiva (V < 0); una trayectoria 7 (1) que entra en K y no sale
estd condenada a deslizarse ladera abajo o, como mucho, a llanear, pero jamads a subir. El conjunto E
es el lugar donde V = 0 (las llanuras) y M el mayor subconjunto invariante contenido en E.

1. Existencia global (I(yo) D [0,00)). Es corolario directo del teorema anterior: si v (o) esta
contenida en un compacto K C D, no puede intersecar la frontera de D ni divergir a infinito, luego su
intervalo maximal por la derecha es infinito.

2. Colapso en la subvariedad invariante (A" (yy) C M). Es la pieza central: conecta la convergencia
monotona con la geometria de 6rbitas.

Argumento: evaluamos V a lo largo de la trayectoria, v(t) = V(¢(t;0,y0)). Como V < 0, v(t) es
monétona decreciente, y al estar la 6rbita en el compacto K, estd acotada inferiormente; luego existe
lim; ;0 v(t) = L. Tomemos ahora cualquier p € AT (yp): por continuidad de V, V(p) = L. Por el
teorema anterior, AT (1) es invariante, asi que si arrancamos en p la 6rbita entera permanece en
AT (yp), manteniendo V = L eternamente. Pero si V es constante sobre una trayectoria completa, su
derivada respecto del tiempo es nula, luego V(p) = 0 para todo p € AT, es decir, AT C E. Como AT
es invariante y estd contenido en E, debe ser parte del mayor invariante de E, que es precisamente M.
Intuicién (péndulo con friccién): V es la energia mecdnica; el sistema pierde energia salvo cuando la
velocidad es cero (los extremos de la oscilacién), instantes que forman E (V = 0). Pero la gravedad
arranca al péndulo de esos puntos: no puede quedarse ahi parado. El sistema solo se detiene
definitivamente al alcanzar un punto donde V = 0y del que las propias ecuaciones no lo expulsen;
ese subconjunto privilegiado donde el flujo “muere” sin violar su topologia es M (el reposo en el
fondo). La trayectoria no tiene méas remedio que asintotizar hacia M.

3. Atracci6n asintética (lim;_,o dist(¢(£;0,y0), M) = 0). Por el teorema anterior, dist(¢(¢;0, v0), A (o)) —
0. Como A (yp) € M, la distancia al superconjunto M es menor o igual que la distancia a A™; al
tender esta dltima a cero, también lo hace la distancia a M.

Intuicién: si estds condenado a acercarte infinitamente a un charco A" y ese charco forma parte de

una regién pantanosa mayor M, forzosamente te estds acercando a toda la region. El sistema queda
capturado topolégicamente por el atractor M. |

Observacién. En las condiciones del Teorema de LaSalle, el conjunto invariante M depende del
compacto K y de la funcién V, pero no del punto yy; asi, M es un “atractor” de todas las semiérbitas
positivas contenidas en K. Si ademds K C D es positivamente invariante, entonces M es un “atractor”
de todas las semiorbitas de K.
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Corolario Supongamos f € Lip,,.(D) con 0 € B, C D, f(0) = 0, y que existe V € C}(B,) con V < 0 en
D tal que, tomando

E={y€B,:V(y) =0},

{0} es el inico subconjunto invariante de E. Entonces, si el equilibrio nulo es estable, es uniformemente
asintéticamente estable.

Corolario Consideremos el sistema auténomo (S,) con f € Lip;,.(D), 0 € D, f(0) =0,y p > 0 tal que
B, C D. Supongamos que existe V € C1(B,) tal que:

(a) V es definida positiva en B.

(b) V(y) < 0paratodoy € B,.

(c) {0} es el iinico subconjunto invariante de E = {y € B, : V(y) = 0}.
Entonces, la solucion nula ¢g es uniformemente asintéticamente estable.

Corolario Consideremos el sistema auténomo (S,) con f € Lip;,.(D), 0 € D, f(0) =0,y p > 0 tal que
By, C D. Supongamos que existe V &€ Cl(Bp) tal que:

(a) Paratodo é > 0 existe ys € By tal que V(ys) > 0.

(b) V(y) > 0en B,.

(c) {0} es el iinico subconjunto invariante de E = {y € B, : V(y) = 0}.
Entonces, la solucion nula ¢ es inestable.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que el equilibrio nulo es estable. Entonces el
corolario de estabilidad anterior, aplicado con V reemplazada por —V, prueba que es uniformemente
asint6ticamente estable; en particular, existe € (0, p) tal que siyy € By,

P .
9(t0,y0)| <5, lim ¢(£0,0) =0
Sin embargo, tomando yo € Bs con V(yg) > 0 (que existe por hip6tesis), como V es no negativa en By,
0<V(yo) <V(p(t0,y0)), Vt=>0,

y por tanto ¢(t;0,y0) no puede tender a cero. Contradiccion. |

(Por qué la condicién (c)? En el escenario de este corolario, la trayectoria puede atravesar zonas (el
conjunto E) donde V = 0. En estas mesetas topogréficas la energia V deja de crecer, y el Tchetaev
clasico es ciego aqui: no puede garantizar que la particula siga alejandose del origen, pues teme que
quede atrapada orbitando eternamente en la meseta. La condicion topoléogica (c) —{0} es el tnico
subconjunto invariante de E— es precisamente lo que certifica la inestabilidad: significa que el campo
vectorial no puede ser tangente a E de forma perpetua. Las mesetas existen, pero son dindmicamente
“resbaladizas”; el flujo las barre y expulsa a la trayectoria de vuelta a la regién donde V > 0. No hay
remansos donde el sistema pueda esconderse, salvo el propio origen.

La contradiccién analitica, paso a paso:

¢ Punto de partida: arrancas en un estado y; arbitrariamente cercano al origen, pero con energia
inicial positiva V(y;) > 0.

* Monotonia: como V > 0, la funcién compuesta V(¢(t)) es monétona no decreciente; el sistema no
puede perder energia nunca.

* Choque: si el origen fuera estable y la érbita tendiera hacia él, la continuidad de V' exigiria
V(¢(t)) — V(0) = 0. Pero la trayectoria arrastra un “suelo” de energia irreversible, V(¢(t)) >
V(ys) > 0: es imposible que una funcién continua acotada inferiormente por una constante
estrictamente positiva decaiga a cero.

Ejemplo: péndulo con rozamiento (estabilidad asintética). Como aplicacion del primero
de estos corolarios, probamos que la solucién nula del péndulo con rozamiento es uniformemente
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asint6ticamente estable. La ecuacién x” + Bx’ + ksenx = 0 (k, B > 0) equivale a

Vi =Y
vh = —PBy2 — kseny.
Con la energia V(y1,12) = %y% + k(1 — cosy ), definida positiva en By, se tiene

V(y) = (ksenyy) y2 + yo(—Py2 —ksenyy) = —By5 <0,  Vy € By,

luego V cumple los apartados (a) y (b). Para el apartado (c), (0,0) es un punto critico, asi que {(0,0) }
es un subconjunto invariante contenido en

E={y€Br:V(y) =0} ={(y1,0) :y1 € (-7, m)}.

Veamos que es el tinico: dado yo = (y01,0) € E conyp; € (—7, ) \ {0}, comprobamos que y(yo) Z E.
Escribiendo ¢(t;0,0) = (@1(t), ¢2(t)), basta ver que existe f € I(yo) con ¢ (f) # 0. La trayectoria
satisface el sistema con dato inicial (¢1(0), ¢2(0)) = (y01,0), de donde

{qoa<o> = 9(0) =0,
95(0) = —ksenyor #0  (yor € (—7,7) \ {0}).

Por tanto ¢, es estrictamente monétona en un entorno de t = 0y, como ¢,(0) = 0, existe f € I(y)
con @p(f) # 0. Esto prueba el apartado (), y el corolario garantiza que ¢ es uniformemente
asint6ticamente estable. |

El comportamiento de las 6rbitas en el caso unidimensional (N = 1) es especialmente sencillo y
queda descrito por completo en el siguiente resultado.

Corolario (caso unidimensional) Sea ¢ la solucién del problema de Cauchy

{y' = f(y),
y(O) = Yo,

donde f € Lip;,.(a,b), —o0 <a < b < 0,y € (a,b),y denotemos P(-) = ¢(-;0,yp). Se tiene:
* Siyg es un punto critico de f, entonces I(yy) = Ry ¢(t) = yo para todo t € R.
* Si f(yo) > 0, entonces  es estrictamente creciente en 1(y). Ademds:
(a) Si existe algiin punto critico de f mayor que yq (resp. menor que y), entonces I(yg) D [0, +0c0) (resp.
I(y0) > (—0,0])y
S lim () =7 (resp.3 lim y(t) = ),

t—o0

con ij el menor de los puntos criticos de f mayores que yq (resp. §j el mayor de los menores que o).
(b) Si no existe ningiin punto critico de f mayor que yq (resp. menor que yo), entonces

lim t)="> resp. lim t) =a),
t—>sup1(y0)l/)( ) ( p t—)infl(yo)lp( ) )

donde sup I(yo) (resp. inf I(yo)) puede ser finito o no.

El caso f(yp) < 0 es andlogo, sin mds que invertir el sentido de la monotonia: 1 es estrictamente
decreciente en I(1p), y los papeles de los puntos criticos mayores y menores que yo (y de los extremos
by a) se intercambian.

8.5 El caso de los sistemas planos. Teorema de Poincaré-Bendixson
El comportamiento de los sistemas auténomos planos es notablemente regular: toda 6rbita acotada se

acerca a un punto critico o a una érbita ciclica. Esta dicotomia la formaliza el Teorema de Poincaré-
Bendixson, cuya prueba descansa en el Teorema de la curva de Jordan (toda curva cerrada simple
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divide IR? en dos regiones conexas), razén por la que el resultado es exclusivo de la dimensién 2. En
toda la seccién suponemos f € C'(D;R?) con D C R? abierto conexo no vacio.

Definicién (segmento transversal) Un segmento compacto L = [a,b] = {a+A(b—a): A € [0,1]} C D
es transversal respecto de f si no contiene puntos criticos y, para todo y € L, el vector f(y) no es paralelo a la
direccion del segmento (es decir, no es proporcional a b — a).

Definicién (acercamiento en espiral) Sean yo,y1 € D con y(y1) una 6rbita ciclica no degenerada. Se dice

que la semirbita v " (yo) se acerca en espiral a vy(yy) si para todo p € y(y1) y todo segmento transversal L

con p € int(L) Ny (yy) se tiene:

(1) int(L) Ny(y1) = {p} (es unitario).

(2) Existe una sucesion estrictamente creciente {t,} C I(yo) N [0,00) con {¢(t4;0,y9)} C L, limt, =
sup I(yo) y p = lim ¢(t,;0,y0), ordenada monétonamente en L (cada ¢(tn;0,y0) entre ¢(t,—1;0,y0) y

go(tn-‘rl/' 0, ]/0))
Andlogamente se define el acercamiento en espiral de v~ (yo). En estas condiciones, A" (o) = v (y1).

Teorema (de Poincaré-Bendixson) Sea vy € K C D con K compacto tal que y* (yo) C K (resp. v~ (o) C
K), y supongamos que A (yo) (resp. A~ (yo)) no contiene puntos criticos. Entonces:
(I) A (yo) (resp. A~ (yo)) es una 6rbita ciclica no degenerada.
(I1) O bien y(yo) es esa 6rbita ciclica (y entonces v(yo) = AT (o)), 0 bien v (yo) se acerca en espiral a
AT (yo), en cuyo caso AT (yo) es un ciclo limite.

Observacién. Para un sistema auténomo en RY, si 7% (1) esta contenida en un compacto, A+ () es
un compacto no vacio invariante (unién de puntos criticos y érbitas completas). En el caso plano, si
ademés A (yp) no contiene puntos criticos, es una 6rbita ciclica no degenerada.
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