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CAPITULO 1

El Teorema de Gauss-Bonnet

ANTES DE LEER

Contesta estas preguntas antes de leer nada. No hace falta saber responderlas todavia:
sirven para localizar qué quieres entender. Al encontrar cada respuesta, compérala
con tu primer intento.

1. Dibuja un tridngulo sobre una esfera cuyos tres lados sean arcos de circulo maximo.
(Cudnto suman sus angulos? ;Puede sumar 377 /2? ;Y 371?

2. Una region de una superficie tiene una frontera que es una curva cerrada. Si te
piden recorrerla «dejando la regién a la izquierda», ;qué datos necesitas para que
esa frase signifique algo?

3. Divide un cuadrado en tridngulos de dos maneras muy distintas y cuenta, en cada
una, caras mas vértices menos aristas. ;Qué observas?

4. Un campo de vectores unitario a lo largo de una curva sobre una superficie no
puede crecer ni encoger. ;Qué es entonces lo tnico que puede hacer, y cuantos
nuameros hacen falta para describirlo?

5. La curvatura geodésica se defini6é en Geometria local (seccion 3.3 de aquel libro)
con una férmula que usa el vector normal a la superficie. Pero es una cantidad
intrinseca. ;Como puede ser, y como la calcularias sin salir de la superficie?

6. El teorema de Gauss-Bonnet tiene tres sumandos a la izquierda y uno a la derecha.
Si deformas la superficie sin romperla, ;cudles cambian y cudles no?

7. Coge un vector tangente a una esfera, pasea con él a lo largo de un tridngulo cerrado
sin girarlo nunca respecto de la superficie, y vuelve al punto de partida. ;/Apunta
adonde apuntaba? Si no, ;de qué depende el d&ngulo que ha girado?

8. Dos geodésicas salen del mismo punto de una superficie con curvatura negativa.
(Pueden volver a encontrarse?

9. (Puedes peinar una esfera sin dejar remolinos? ;Y un flotador?

Las respuestas estdn, por este orden, en las secciones 1.3.7,1.1.2,1.1.3,1.2.1,1.2.4,1.3 4,
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141,142y15.2.

LA IDEA: EL MAPA DE LA LECCION

La leccién es una sola y tiene cinco secciones, que van en su orden natural. La primera
define las cinco palabras que el enunciado del teorema necesita. La segunda fabrica la
Unica herramienta de cdlculo de la demostracion, la férmula de Liouville. La tercera
demuestra el teorema, primero para un tridngulo y después para cualquier region.
La cuarta y la quinta lo explotan: holonomia, superficies de curvatura no positiva,
teorema de Jacobi, y el indice de los campos de vectores con el teorema de Poincaré.
Todo lo que se usa de Geometria local se reenuncia en el sitio donde se usa, con el
capitulo y la seccién de aquel libro donde estd demostrado.

1.1 Conceptos Previos

LA PREGUNTA: EL EXCESO QUE NO ERA UN ERROR DE MEDIDA

Un agrimensor mide con teodolito los tres angulos de un tridngulo enorme trazado
sobre el terreno y le sale una suma algo mayor que 77. Repite las medidas, cambia
de aparato y el sobrante sigue ahi. ;De qué depende ese sobrante: del tamarfio del
tridangulo, del sitio donde se ha trazado, o de algo que la superficie lleva dentro y que
no hay manera de quitar cambiando de instrumento?

LA IDEA: UN TEOREMA QUE MIDE CON INTEGRALES Y CONTESTA CON ENTEROS

En una hoja de papel, los dngulos de un tridngulo suman 7. Sobre una esfera unidad
no. Un tridngulo formado por tres arcos de circulo maximo suma mas de 77, y lo que
sobra no es un error de medida: es exactamente el drea que encierra. En una esfera de
radio 7, el exceso es A(T) /2.
Ese es el resultado que Gauss public6 en 1827 y que vertebra esta mitad de la asignatura.
En su forma mads simple dice

3
Zfﬁi—ﬂ://KdA,
i=1 r

donde ¢; son los dngulos internos del tridngulo y K la curvatura de Gauss de la
superficie. A la izquierda hay angulos, que se miden con un transportador. A la
derecha hay una integral de curvatura. El teorema dice que son lo mismo.

Y después viene lo verdaderamente extrafo. Si en vez de un tridngulo se toma una
superficie compacta entera, el miembro de la izquierda deja de depender de la forma y
se convierte en un niimero entero multiplicado por 271: un ntimero que no cambia si
se abolla la superficie, se estira o se retuerce. Una integral de curvaturas, que depende
de como estd curvada la superficie en cada punto, acaba dando un dato que solo sabe
de topologia.

El teorema, en la forma en que suele enunciarse, es este:
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li;/CiKg(s)ds + //RKdA + eg(pg = 21 x(R).

Y usa cinco palabras que todavia no significan nada: qué es una regién reqular R; qué
quiere decir que las C; estén orientadas positivamente; qué son los dngulos externos ¢.; qué es
la caracteristica de Euler-Poincaré x(R); y por qué el simbolo [ [, f dA tiene un valor que no
depende de la parametrizacién con que se calcule.

Esta seccién define esas cinco cosas y nada mas. Es la primera de las cinco de la leccion, y
hace exactamente lo que promete: preparar el terreno.

DE DONDE VIENE: 1827, 1848, 1935

Las tres fechas del teorema estdn separadas por mds de un siglo y cada una afiade una capa.
En 1827 Gauss presento, en el trabajo General investigations of curved surfaces, la versién de los
tridngulos geodésicos: el exceso sobre 7t de la suma de los dngulos internos es la integral de
la curvatura. Cuando K = 0 el enunciado se reduce a que los dngulos suman 7, es decir, a la
igualdad habitual para los angulos de un tridngulo plano; cuando K = 1, a que el exceso es el
area.

En 1848 Bonnet extendi6 el resultado a una regién acotada por una curva simple que no es
geodésica. Es el paso que obliga a introducir la curvatura geodésica de la frontera: si el borde
no es «recto» visto desde dentro de la superficie, hay que pagar por ello, y el precio es § K, ds.
En 1935 Hopf public6 una nueva prueba del teorema del indice de rotacién, que es el ingrediente
que cierra la demostracién.

1.1.1 Regiones simples y regiones regulares
LA PREGUNTA: QUE ES UN «TROZO» DE SUPERFICIE

Un cartégrafo que quiere dar el drea de un pais y la longitud de su costa descubre
que la segunda depende de la regla con que la mida: la costa de Noruega, medida
con una regla de un kilémetro, mide bastante mds que con una de diez, y con reglas
més finas sigue creciendo. Si ese crecimiento no tuviera limite, el modelo tendria
longitud infinita y no podriamos tratarlo como una curva regular a trozos de longitud
finita. Para que la curvatura repartida por el interior de un trozo de superficie y el
giro acumulado por su borde se puedan comparar, el borde tiene que ser una curva
de verdad y el interior tener drea. ;Qué hay que exigirle exactamente a un trozo de
superficie para que las dos integrales existan, y hasta donde se puede aflojar esa
exigencia sin quedarse sin teorema?

LA IDEA: QUE LE PEDIMOS A UN TROZO DE SUPERFICIE

Lo que sigue son dos definiciones que parecen burocréticas y no lo son. Cada condicién
estd comprando una cosa concreta, y conviene saber cudl: hay problemas que consisten
Unicamente en darse cuenta de que la regién de partida no cumple una de ellas.

La idea es que una regién tiene que ser un trozo de superficie con dos propiedades:
que las integrales de las funciones continuas que usaremos sean finitas, algo que aqui
garantiza la compacidad; y que tenga frontera bien identificada, formada por curvas y
no por un conjunto raro, para poder recorrerla e integrar a lo largo.



El Teorema de Gauss-Bonnet

En todo lo que sigue, M denota una s.r., en el sentido de Geometria local (seccién 2.1, La
definicion de superficie): un subconjunto de IR®> que en un entorno de cada punto se describe
por una parametrizacion local regular.

Definicién. Una regién R C M es la unién de un conjunto abierto y su frontera. Se dice que
R es una regién simple si es homeomorfa a un disco y su frontera dR es la traza de una curva
regular a trozos, cerrada y simple, es decir, sin autointersecciones. Un tridngulo es una region
simple con exactamente tres vértices.

Del enunciado se sigue que una region simple es compacta y simplemente conexa, porque
lo es el disco cerrado y esas dos propiedades se conservan por homeomorfismos. Las dos
haréan falta.

Definicién. Una regiéon R C M conexa y acotada se dice regular si es compacta y su frontera
es unién de un namero finito de curvas cerradas, simples y regulares a trozos que no se
cortan entre si.

Tres observaciones que no son adorno.

Primera. Se conviene que si M es compacta y oM = @, entonces M es ella misma una
region regular. Esto no es una trivialidad administrativa: es la puerta por la que entra la
version global del teorema. Una region regular sin frontera hace desaparecer el primer
sumando y el tercero, y deja el teorema reducido a [ [,, KdA = 2 x(M).

Segunda. Toda regién simple es regular. El reciproco es falso, y el contraejemplo que
hay que tener en la cabeza es la corona: un anillo tiene dos curvas frontera, no una, y no es
homeomorfo a un disco.

Tercera. En una region plana acotada podemos distinguir una curva frontera exterior y
otras que rodean los agujeros. En una superficie general no hay por qué tener esa distincion:
en una banda de cilindro comprendida entre dos paralelos, ninguno de los dos paralelos
encierra por si solo una regién compacta del cilindro. Para orientar la frontera basta mirar de
qué lado queda R en cada punto.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: QUEDARSE SOLO CON LAS REGIONES SIMPLES

La alternativa. Enunciar el teorema tinicamente para regiones homeomorfas a un disco, sin
admitir agujeros. La frontera serfa entonces siempre una sola curva cerrada.

Su ventaja. Es considerable. No haria falta orientar varias curvas por separado y, sobre todo, la
caracteristica valdria 1 siempre: el segundo miembro del teorema seria la constante 277 y no
habria nada que contar.

Qué la hunde. Dos cosas, y las dos son centrales. La primera es que la version que justifica la
asignatura — la de las superficies compactas, donde la curvatura total resulta ser un invariante
topoldgico — trata precisamente de una regién sin frontera, que no es homeomorfa a ningan
disco: con la restriccién no se podria ni enunciar. La segunda es que la corona, que es la regién
con agujero mas corriente de todas, tiene respuesta 0 y no 27t. Admitir agujeros cuesta una
definicién més y un recuento; no admitirlos cuesta el teorema.

CONEXION: QUE ASIGNATURA ESTA HABLANDO AQUI

Nada de lo anterior es geometria diferencial. «<Homeomorfa a un disco», «compacta», «conexa»,
«simplemente conexa», «sin autointersecciones» son todas nociones de Topologia. La compacidad
permite integrar funciones continuas sobre la regién sin problemas de convergencia. Que la
frontera tenga un nimero finito de curvas es otra condicién de la definicién: no se deduce de la
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compacidad por si sola.
Esto es tipico del teorema entero, y conviene irse acostumbrando: Gauss-Bonnet es un teorema
en el que las hipétesis son topoldgicas, las cuentas son de célculo diferencial, y la conclusién
vuelve a ser topolégica.

Observacion. Hay una advertencia de vocabulario que conviene hacer aqui, porque la
palabra «regién» ya se us6 en Geometria local (seccion 3.2, Medidas en una superficie, apartado
del drea) con un sentido parecido pero no idéntico. Alli una regién era la unién de un
dominio y su frontera, donde un dominio es un abierto conexo cuya frontera es imagen de
una circunferencia del plano por un homeomorfismo diferenciable a trozos. Esa definiciéon
servia para hablar de areas y es, esencialmente, la de regién simple de aqui. La novedad de
esta asignatura es la regién reqular, que admite varios agujeros.

1.1.2 Orientacién positiva de la frontera
LA PREGUNTA: «A LA IZQUIERDA» SIN MIRAR DESDE FUERA

Un barco que bordea una isla puede hacerlo con la costa a babor o a estribor, y las
instrucciones nauticas fijan cudl. En una hoja de papel bastaria decir «en sentido
antihorario», pero eso presupone alguien que mira la hoja desde arriba, y sobre la
superficie de la Tierra no hay arriba: el capitdn solo dispone de lo que ve desde cubierta.
La integral a lo largo del borde cambia de signo si el borde se recorre al revés, de
modo que antes de escribir el teorema hay que fijar un sentido de recorrido. ;Cémo se
dice «con la regién a la izquierda» usando tinicamente cosas medibles sobre la propia
superficie, en el punto donde uno esta?

LA IDEA: LA REGION A LA IZQUIERDA

Aqui esta la primera pieza que decide signos, y los signos son la mitad de los errores
de esta asignatura.

La imagen es esta: uno camina por la frontera de la region, de pie sobre la superficie,
con la cabeza apuntando en la direccién del vector normal N. La frontera estd orientada
positivamente si al caminar asi la region queda a la izquierda.

Todo el contenido de la definicién formal es traducir «a la izquierda» a un lenguaje
que no dependa de dénde esté uno mirando. Y la herramienta para hacerlo ya existe:
la normal intrinseca S = N x t de Geometria local (seccién 3.3, Curvatura geodésica,
donde se introduce junto con Ky), que es el vector unitario tangente a la superficie,
perpendicular a la curva, y que apunta hacia el lado izquierdo del caminante. Orientar
positivamente la frontera es elegir el sentido de recorrido para que S apunte hacia
dentro de la region.

Definicién. Sea M orientada por un campo normal N y sea & = «a(t) una curva regular
a trozos, cerrada y simple en M, frontera de una region R. Se dice que « estd orientada
positivamente si para cualquier punto suyo «(¢) que no sea un vértice, y para cada segmento
de curva regular § : [0, ] — R que pase por «a(t) y no sea tangente a « ahi (es decir, con
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B(0) = a(t) y B'(0) ¢ span{a’(t)}), se tiene
p'(0)-s(t) >0,

es decir, el angulo entre f'(0) y S(t) estd estrictamente entre —71/2 y 71/2.

La condicién dice, literalmente: cualquier camino que entre transversalmente en la region desde
la frontera lo hace formando dngulo agudo con S.'Y eso es la manera precisa de decir que S apunta
hacia dentro.

S~
sentido de recorrido
Orientacién positiva: con N hacia el lector, S = N X t queda a la izquierda de la marcha y apunta hacia dentro de

R; cualquier curva B que entra transversalmente en R forma dngulo agudo con S.

Definicién. La frontera de una region regular esta orientada positivamente si lo estd cada
una de las curvas cerradas, simples y regulares a trozos que la forman.

EXPLICATE. En un anillo plano orientado por la normal (0,0, 1), las dos circunferencias frontera estdn
orientadas positivamente. Dilas en voz alta: ;en qué sentido gira cada una vista desde arriba? Si has
dicho «las dos igual», vuelve a mirar el dibujo mental: la region tiene que quedar a la izquierda en ambas,
y la region estd en lados distintos de cada circunferencia.

De cada curva frontera hay exactamente dos orientaciones posibles y solo una es la
positiva. Por tanto orientar positivamente la frontera no es hacer nada: es elegir, y esa
eleccion depende del campo normal N con que se haya orientado M. Cambiar N por —N
invierte todas las orientaciones positivas.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: ORIENTAR «EN SENTIDO ANTIHORARIO VISTO DESDE LA PUNTA DE N»

La alternativa. Definir la orientacién positiva de una curva frontera diciendo que se recorre en
sentido antihorario para un observador situado en el extremo del vector normal N.

Su ventaja. Es el criterio del plano de toda la vida, se entiende sin explicacién y no obliga a
introducir la normal intrinseca S.

Qué la hunde. Que «antihorario» exige ver la curva entera de una vez, desde fuera y de golpe, y
sobre una superficie general eso no esta disponible: la definicién tiene que ser local, formulada
en cada punto de la curva y sin observador. Y aunque uno se limitara al plano, ese criterio da
la respuesta equivocada en cuanto hay agujeros: en una corona orientada por N = (0,0,1), la
circunferencia interior estd orientada positivamente cuando se recorre en sentido horario visto
desde arriba, porque la regién queda fuera de ella y no dentro. La condicién con S acierta en
los dos casos sin cambiar una letra, porque lo tnico que mira es hacia dénde se entra en la
region.

Observacion (Una nota préctica). En los problemas la situacién no se presenta como en
la definicién. Cada curva frontera viene dada como una sucesion de segmentos regulares
que se cortan en vértices, cada uno con su propio pardmetro. Se podria demostrar que, bajo
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condiciones poco restrictivas, esa curva admite una parametrizacién global con un solo
parametro, pero el esfuerzo técnico no compensa. Lo que se hace es conservar el pardmetro
de cada trozo y limitarse a decidir, para cada uno, si el sentido que induce la orientacién
positiva coincide con el suyo o es el opuesto.

Es lo que se hace siempre en la préctica, y explica por qué las integrales |, c, Kg ds del
enunciado del teorema significan «la suma de las integrales correspondientes a los arcos
regulares de C;» y no una integral tnica.

CONEXION: POR QUE EL SIGNO DE K¢ DEPENDE DE LA ORIENTACION Y EL DE K NO

Esta es la asimetria central del teorema y hay que tenerla clara antes de seguir.

En Geometria local (seccion 3.3, Curvatura geodésica, con los cambios de pardmetro de la seccién
1.2) se prob6 que si B = « o f es una reparametrizacién regular, las curvaturas geodésicas en
puntos correspondientes coinciden si f conserva la orientacién y son opuestas si la invierte. La razén

estd a la vista en la formula
(N, “/’ a//)

W
que es un determinante: cambiar el sentido de recorrido cambia el signo de a’ y, con €, el del
determinante. Y cambiar N por —N hace lo mismo.
La curvatura de Gauss, en cambio, es el producto de las dos curvaturas principales, y si N
cambia de signo las dos cambian a la vez: K no se entera. Por eso en el teorema de Gauss-Bonnet
hay que orientar cuidadosamente la frontera y no hay que orientar nada para calcular [ [, KdA.

Ky =

Ejercicio 1.1. Los dos casquetes de la esfera, o donde estd la trampa

En la esfera unidad, sean R; y R; las dos regiones que un paralelo distinto del ecuador
determina en ella, es decir, los dos casquetes esféricos. Aplicando el teorema de Gauss-
Bonnet a ambas regiones se obtiene

A(Ry) + /BRI Ke(s)ds =2, A(Ry) + /BRZ Kq(s) ds = 271.

Como dR; = dRy, se sigue que

/aR1 Kq(s)ds = /E)Rz K (s)ds,

y por tanto A(R;) = A(Rz). De aqui se deduce que cualquier paralelo de la esfera unidad la
divide en dos regiones de igual area, lo cual es falso, como puede comprobarse por simple

observacion.
Decir, justificadamente, cudl es el error cometido en el razonamiento anterior, corregirlo y

obtener la conclusién correcta.

Observacién. Este ejercicio usa el enunciado del teorema, que todavia no se ha demostrado,
pero no usa nada de su demostracion: el teorema entra como dato del problema, igual que en
el enunciado original. Lo que aqui se pone en juego es exclusivamente la seccién 1.1.2.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Las dos igqualdades de partida son correctas. La conclusion es falsa. Luego el fallo estd en el paso intermedio,
que es el tinico que queda.
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2. «dRy = 9Ry» es cierto como conjuntos de puntos. Pero en el teorema la frontera no aparece como
conjunto de puntos, sino como curva recorrida en un sentido concreto. ; Cudl?

3. Dibuja la normal intrinseca S = N X t en un punto del paralelo. Para Ry tiene que apuntar hacia el norte
y para Ry hacia el sur, con la misma N. ; Qué le pasa entonces a t?

4. Recuerda qué le hace a K¢ invertir el sentido de recorrido.

Resolucién. La idea. Si todas las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, algtin paso
es falso, y aqui solo hay uno sospechoso: el que identifica las dos fronteras. Basta mirar qué
es exactamente «la frontera» para el teorema de Gauss-Bonnet, y el paso cae solo.

Localizacién del error. El paso ilegitimo es el tercero. Es verdad que dR; y dR; son el
mismo conjunto de puntos, el paralelo. Pero el teorema de Gauss-Bonnet no integra sobre un
conjunto de puntos: integra a lo largo de una curva orientada positivamente respecto de la
regién a la que se aplica. Y las dos regiones estdn en lados opuestos del paralelo.

Fijémonos en la esfera orientada por un campo normal N, el mismo para las dos aplicacio-
nes del teorema. En un punto del paralelo, la normal intrinseca S = N X t tiene que apuntar
hacia el interior de la region. Para el casquete norte apunta hacia el norte; para el casquete
sur, hacia el sur. Como N es la misma y S es opuesta, el vector tangente t también es opuesto:
las dos orientaciones positivas recorren el paralelo en sentidos contrarios.

Y ahora se aplica lo que ya se sabia de Geometria local (seccion 3.3): invertir el sentido de
recorrido cambia el signo de la curvatura geodésica. Por tanto, lejos de ser iguales, las dos
integrales son opuestas:

K,ds = — K, ds.
IR g JR> g

Conclusién correcta. Llamando c al valor de la primera integral, el sistema que de verdad

se obtiene es
A(Ry) +c=2m, A(Ry) —c=2m.

Sumando las dos ecuaciones desaparece c y queda

A(R1) + A(Rz) =4

que es correcto y es, ademads, todo lo que se podia concluir: la suma de las dos 4reas es el area
total de la esfera unidad. Restando se obtiene el valor de la integral de la curvatura geodésica,

A(Rp) — A(Rq)
5 ,

que no se anula salvo si el paralelo es el ecuador. Y ahi esta la clave de por qué el argumento
falso parecia funcionar: en el ecuador si da igual el sentido, porque el ecuador es una geodésica
y su curvatura geodésica es idénticamente nula. El enunciado excluye expresamente el
ecuador, y no por casualidad. [

Otra via (comprobandolo con ntimeros). Merece la pena verlo con la cuenta hecha, porque
fija los signos de una vez.
Se toma la parametrizacién habitual de la esfera unidad por latitud y longitud,

x(u,v) = (cosucosv, cosusenv, seniu), ue (=%,%), ve(0,2m),

y el paralelo u = uy con 1y > 0. Un calculo directo da X; x X, = — cosu x(u,v), de modo
que el campo normal que esta parametrizacién induce es el interior, N = —x. Con €], la
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curvatura geodésica del paralelo recorrido en el sentido de v creciente resulta ser

(N, a/’ “//)
Kg = |0c’|3

= —tanuy,
y la normal intrinseca sale S = (sen uy cos v, senupsenv, — cos i), cuya tercera componente
es negativa: apunta hacia el sur. Es decir, con este sentido de recorrido el paralelo esté
orientado positivamente como frontera del casquete sur.

La longitud del paralelo es 27t cos ug, luego

%, K¢ds = (—tanug) (27 cos ug) = —27r sen ug.

Y el area del casquete sur es

27T rug
A(Rp) = /0 /ﬂ/2 cosududv = 27(1+ senuyg),

porque /g = cos u en esta parametrizacién. Sumando:

A(Ry) + Kods =2m(1+4senug) —2mwsenug = 2. v
IR,
Para el casquete norte todo se repite con el recorrido invertido: la integral vale +27rsenug y
el drea 27t(1 — senuy), y la suma vuelve a ser 27t. Las dos integrales son opuestas y las dos
dreas suman 471, como tenia que ser.

QUE DEJA. Dos cosas, y la segunda es la importante. La primera: en Gauss-Bonnet, «la frontera» nunca
es un conjunto de puntos, es una curva con un sentido, y ese sentido lo fija la regién. Dos regiones
distintas con la misma frontera la recorren al revés. La segunda, mds general: cuando un razonamiento
correcto en cada paso llega a una conclusion falsa, el fallo casi siempre estd en un paso donde se ha
identificado silenciosamente dos objetos que solo coinciden como conjuntos. Es un patrén, no una
casualidad, y en esta asignatura se repite.

1.1.3 Triangulaciones y caracteristica de Euler-Poincaré
LA PREGUNTA: POR QUE CONTAR DA SIEMPRE LO MISMO

En un poliedro convexo, el nimero de caras més el de vértices menos el de aristas
vale siempre dos, lo mismo para un cubo que para un icosaedro, que no se parecen
en nada. Al partir en tridngulos un trozo cualquiera de superficie se puede hacer la
misma cuenta. ;Sale también un ntimero que no dependa del despiece elegido y, si
sale, qué propiedad del trozo estd midiendo ese ntiimero?

LA IDEA: CONTAR EN VEZ DE MEDIR

Hasta aqui todo eran objetos continuos: curvas, campos, integrales. Ahora entra el
tnico ingrediente del teorema que se obtiene contando, y esa es exactamente la razén
de que el resultado final sea un entero.

La idea es partir la regién en tridngulos y contar cuantas caras, cudntas aristas y
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Definicién. Una triangulacién de una region regular R es una familia finita 7 = {Tj, ..

cuantos vértices han salido. El niumero
X = caras + vértices — aristas

no depende de como se haya hecho la particién. Si uno subdivide un tridngulo en
tres, gana dos caras, gana un vértice y gana tres aristas: la cuenta no se mueve. Esa
insensibilidad es todo el asunto.

de tridngulos tal que
LULTi =K
2.sii #jy T;NT; # @, entonces T; N T; es un lado comtin o un vértice comtin de T; y T;.

pueden solaparse a medias ni compartir «medio lado». Sin ella la cuenta no daria lo mismo

La segunda condicién es la que impide las particiones patolédgicas: dos tridngulos no

siempre.

Proposicién. Sea 7 una triangulacién de una region regular. Sean C el ntimero de caras, A;
el nimero de lados que o estan en la frontera de la regién (lados internos) y A, el niimero

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: MEDIR LA COMPLEJIDAD CONTANDO AGUJEROS

La alternativa. En lugar de x = C + V — A, tomar como medida de la complejidad de una
region el ntiimero de agujeros que se le ven.

Su ventaja. Se cuenta con el dedo, no exige triangular nada y para una corona o un pantalén
da inmediatamente 1 y 2.

Qué la hunde. La palabra «agujero» mezcla dos cosas distintas: un borde interior, como el de
la corona, y un asa, como la del toro. Ambas pueden describirse sin mirar desde fuera, pero no
contribuyen igual a la caracteristica. El recuento C 4 V — A evita esa ambigiiedad. Ademads,
para piezas de una misma triangulacién, las caracteristicas se combinan segtin

X(AUB) = x(A) +x(B) — x(AN B),

porque las caras, aristas y vértices comunes se han contado dos veces y hay que restarlos una.
Esa aditividad es lo que se usa al trocear y volver a sumar. El recuento C + V — A se hace sin
salir de la superficie y con cualquier despiece, que es la propiedad que convierte el segundo
miembro del teorema en algo calculable.

de lados que si lo estan (lados externos). Entonces

10

3C = 2A; + A,.

LA IDEA: DE DONDE SALE ESA IGUALDAD

No hay que demostrarla para creerla: basta contar la misma cosa de dos maneras.
Cada tridngulo tiene tres lados, asi que si uno recorre los tridngulos y va apuntando
sus lados, apunta 3C lados en total. Pero apunta cada lado interno dos veces, porque un
lado interno pertenece a dos tridngulos, y cada lado externo una sola vez, porque un
lado de la frontera pertenece solo a uno. Luego 3C = 2A; + A,.

Esto ya es la idea completa de la prueba. La justificacion local y la induccién siguiente
detallan por qué el recuento funciona, cualquiera que sea el orden en que se afiadan
los tridangulos.

-/Tn}
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Paso 1: cuantas caras llegan a una arista (el niicleo de la prueba). Miremos un punto
interior de una arista. En una carta, la arista separa un pequefio disco en dos lados. Si
la arista es interna, la region ocupa ambos lados y hay exactamente un tridngulo en
cada uno; si es frontera, ocupa solo uno y hay un solo tridngulo. No puede haber dos
en un mismo lado sin que se solapen sus interiores.

Paso 2: contar también en una subfamilia de tridngulos. Para hacer la induccién sin
exigir que cada union intermedia sea una region regular, en una subfamilia llamaremos
A; a las aristas incidentes con dos caras de esa subfamilia y A, a las incidentes con
una. En la triangulacién completa son precisamente los lados internos y externos, por
el paso anterior.

Con una cara, 3-1 = 2 -0 + 3. Supongamos que la igualdad vale para una subfamilia
de C caras y afiadamos otra cara T, de modo que C = C + 1. Cada lado compartido
pasa de tener una cara a tener dos; cada lado nuevo tiene una.

Paso 3: comprobar el balance al afiadir la cara. Si T no comparte lados, aunque
comparta algtn vértice, se afiaden tres lados con una sola cara: A; = A; y A, = A, + 3.
Por tanto 2A; + A, = 3C 43 = 3C. Si comparte lados, quedan los tres casos siguientes.

Caso A: comparte un lado. Ese lado tenfa una cara en la subfamilia y pasa a ser interno;
los otros dos lados de T son nuevos y son externos. Luego

Ai=A+1, A=A —-142=A,+1,
y por tanto

2Ai+ A, =2A;+2+ A, +1=(2A;+ A,) +3=3C+3=3(C+1) =3C.

Caso B: comparte dos lados. Los dos eran externos y pasan a internos; el tercero es
nuevo y externo:

A=A +2, A=A —-2+1=A4,—1,
2A; + A, =2A;+4+ A, —1=(2A;+ A,) +3 =3C.

Caso C: comparte tres lados. Los tres lados pasan de una cara a dos, y no hay lados

nuevos:
A=A +3, A, = A, -3,

2A; + A, =2A;+6+A, —3=(2A;+ A,) +3 =3C.

En los cuatro casos el balance es el mismo, y no es casualidad: afiadir un tridngulo
afiade tres al miembro izquierdo, y el miembro derecho sube tres porque los lados
compartidos «pierden» uno cada uno al pasar de externos a internos y ganan dos al
contarse doble.

Lo que hay que llevarse. Se cuentan las parejas «tridngulo y uno de sus lados» de dos
maneras. Por tridngulos salen 3C, tres por cara. Por lados, cada lado interno aparece dos
veces y cada lado de la frontera una sola. El tinico hecho geométrico que se usa es el del paso 1:
a un lado interno llegan exactamente dos caras, y a uno de la frontera, una. La induccién solo

11
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comprueba que el recuento no depende del orden en que se van afiadiendo los tridngulos.

Observacién (Sobre la fuente). En el material de partida, la cadena de igualdades del primer
caso tiene una errata de imprenta: aparece ZAi +2A, donde debe ir 21& + A, +3. Aqui se ha
escrito la cuenta entera y se ha formulado la induccién para subfamilias: quitar una cara no
garantiza que lo restante sea una region regular.

Definicién. Dada una triangulacién 7 de una regién regular, si A denota el ntimero total de
sus lados y V el de sus vértices, el nimero entero

X(T)=C+V—-A

se llama caracteristica de Euler-Poincaré de la triangulacion.

Observacion (Un aviso de notacién: dos letras para el mismo ntiimero). La parte de geometria
escribe este numero X(7), con equis latina maytscula; la parte de topologia lo escribe
X(K) =V —E+T, con chi griega, vértices menos aristas mas triangulos. Es el mismo ntamero
y la misma suma con los sumandos en otro orden. Este libro escribe x en las dos mitades,
por las razones explicadas en «Cémo usar este libro», pero en los enunciados de la parte de
geometria aparecerd con equis latina.

Los ejemplos que hay que tener memorizados, porque son los que salen:

Ejemplo. 1. Una region rectangular admite una triangulacion de caracteristica 1.
2. Cualquier disco cerrado admite una triangulacién de caracteristica 1.

3. Una corona circular admite una triangulacion de caracteristica 0.

4. Cualquier esfera admite una triangulacién de caracteristica 2.

Los cuatro se comprueban a mano y merece la pena hacerlo una vez; es el ejercicio que
viene a continuacion.

Los tres resultados siguientes son los que convierten la caracteristica en algo utilizable.
Aqui se enuncian sin demostracién, remitiendo a los libros de Ahlfors y Sario, Riemannian
Surfaces, de Massey, Algebraic Topology: An Introduction, y de Munkres, Topology: A first course.
Aqui se hace lo mismo: son teoremas de topologia, no de geometria diferencial, y la segunda
mitad de la asignatura vuelve sobre ellos.

Proposicién. Toda region regular de M admite una triangulacion.

Proposicién. Dada una regioén regular R, la caracteristica de Euler-Poincaré de cualquier
triangulacion de R no depende de la triangulacién. Por eso se denota x(R).

Proposicién. La caracteristica de Euler-Poincaré es un invariante topolégico: dos regiones
regulares homeomorfas tienen la misma caracteristica. Ademads, si dos superficies regulares
M y M son compactas y conexas y x(M) = x(M), entonces M y M son homeomorfas.

Proposicion. La caracteristica de Euler-Poincaré de una superficie regular, orientable, com-
pacta y conexa es par y menor o igual que dos.

Observacion (La primera colisién entre las dos mitades de la asignatura). El pentdltimo
enunciado hay que leerlo con cuidado, porque tal como suena no es cierto para superficies
cualesquiera, y en la otra mitad de la asignatura aparecerd el contraejemplo.

La parte de topologia probara que el toro y la botella de Klein tienen los dos caracteris-
tica 0 y que no son homeomorfos. Su conclusién es que las superficies compactas quedan
clasificadas por dos datos, la orientabilidad y la caracteristica, no por uno solo.

12
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Los dos enunciados conviven porque la palabra «superficie» no significa lo mismo. En
la parte de geometria, superficie quiere decir s.r. de R3, y los propios apuntes de topologia
advierten de que la botella de Klein y el plano proyectivo no caben en R® sin puntos dobles:
no aparecen nunca aqui. Dentro de ese universo mds pequerio, la caracteristica basta.

La regla practica es sencilla y conviene apuntarla: si se cita este enunciado fuera del contexto
de las superficies de R3, hay que afiadirle la hipétesis de orientabilidad. La proposicién siguiente,
que si la lleva escrita, es la que hay que usar cuando haya dudas.

Proposicién. Si M esté orientada por un atlas de orientacion, entonces toda region regular
de M admite una triangulacién en la que cada tridngulo estd contenido en alguna superficie
simple de dicho atlas. Ademads, si la frontera de cada tridngulo esta orientada positivamente,
dos tridngulos adyacentes inducen orientaciones opuestas en el lado comun.

LA IDEA: POR QUE ESTA ULTIMA PROPOSICION ES LA CLAVE TECNICA

Parece un detalle y es el motor de la demostracién del teorema. Dice dos cosas.

La primera es que siempre se puede triangular en pequerio, de modo que cada tridngulo
quepa entero dentro de una sola parametrizacién local. Eso permite hacer cuentas con
coordenadas en cada tridngulo por separado, que es lo tinico que sabemos hacer.

La segunda es la que hace desaparecer casi todo al final. Si dos tridngulos vecinos
inducen orientaciones opuestas en su lado comtin, al sumar las integrales de curvatura
geodésica sobre todos los tridngulos, cada lado interno se recorre dos veces en sentidos
contrarios y sus dos contribuciones se cancelan. Solo sobreviven los lados externos,
que son la frontera de la regioén. Esa cancelacién es la razén de que un teorema local,
vélido en un tridngulo, se convierta en un teorema global.

Ejercicio 1.2. Cuatro triangulaciones y una comprobacion

1. Triangula un rectdngulo y calcula x. Hazlo con dos triangulaciones distintas y comprueba
que sale lo mismo.

Triangula una corona circular y calcula x.

Triangula la esfera y calcula x.

En la triangulacién de la corona, comprueba la igualdad 3C = 2A; + A..

Explica, sin calcular nada, por qué el disco y el rectangulo tienen que tener la misma
caracteristica.

Ol @

O1

Triangulacién de la corona con tres vértices en cada circunferencia y seis aristas en zigzag: V = 6, A = 12 (seis en

las dos circunferencias, seis interiores), C = 6,luegox =C+V - A=0,y3C=18=2-6+6 = 2A; + A.. Los

13
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lados sobre las circunferencias son arcos, no segmentos rectos.

Resolucién. 1. El rectidngulo. Se traza una diagonal. Quedan C = 2 caras, V = 4 vértices y
A = 5 aristas, que son los cuatro lados més la diagonal. Luego

Segunda triangulacién: se afiade el centro del rectangulo y se une con los cuatro vértices.
Ahora C = 4,V = 5y A = 8, que son los cuatro lados maés los cuatro radios. Luego
X = 4+5—8 = 1. Sale lo mismo, como tenia que ser.

EXPLICATE. Antes de sequir, di en voz alta qué le pasa a la cuenta cuando subdivides un tridngulo
cualquiera afiadiendo su baricentro y uniéndolo con los tres vértices. Cuenta cudnto sube cada uno de los
tres sumandos.

2. La corona circular. Se ponen n vértices en la circunferencia exterior y n en la interior, y
se unen alternando para formar una banda de tridngulos. Con n = 3: los vértices exteriores
01,02,03 y los interiores iy, i3, i3, y los seis tridngulos

(010211), (02i112), (020312), (03i2i3), (0301i3), (01i3i1).

Contando: V = 6; C = 6; y las aristas son las tres exteriores, las tres interiores y los seis radios
en zigzag, o sea A = 12. Luego
xX=6+6—-12=0.

Con n vértices en cada circunferencia sale V- = 2n, C = 2n, A = 4n y denuevo x = 0. La
caracteristica no depende de 1, que era lo esperado.

3. La esfera. El borde de un tetraedro es homeomorfo a la esfera y ya esta triangulado:
C =4 caras, V = 4 vértices, A = 6 aristas. Luego

Xx=4+4—-6=2.

4. La comprobaciéon 3C = 2A; + A, en la corona. Con n = 3 hay C = 6 tridngulos, luego
3C = 18. Los lados externos son los que estdn en la frontera de la region, es decir, las tres
aristas de la circunferencia exterior y las tres de la interior: A, = 6. Los seis radios en zigzag
son internos: A; = 6. Y en efecto

2Ai+ A =2-64+6=18=3C. v

5. Disco y rectangulo. No hace falta calcular. El disco cerrado y el rectdngulo cerrado son
homeomorfos, y la caracteristica de Euler-Poincaré es un invariante topolégico. Luego tienen
la misma, y el apartado 1 dice que vale 1. |

Observacién (El error de conteo que hay que evitar). En la corona es tentador contar «tres
aristas exteriores, tres interiores y tres radios», poniendo un solo radio por cada par de
vértices enfrentados. No funciona: con tres radios las piezas que salen son cuadrildteros, no
tridngulos, y una triangulacién exige tridngulos. Hacen falta dos radios por cada uno de los
tres sectores, es decir, seis.

La forma segura de no equivocarse es contar los lados con la férmula 3C = 2A; 4 A, antes
de contar las aristas a 0jo, y usar el resultado como control.
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QUE DEJA. El habito de comprobar una triangulacién con 3C = 2A; 4+ A, antes de fiarse de ella, y los
cuatro valores que hay que saber de memoria: disco y rectangulo 1, corona 0, esfera 2. En la parte de
topologia reapareceran como x (M) =2 —2ny x(N,) =2 —n, y el 2 de la esfera serd el caso n = 0

de la primera férmula.

1.1.4 Integracion de una funcién sobre una regién
LA PREGUNTA: UNA INTEGRAL QUE NO PUEDE DEPENDER DE QUIEN LA CALCULA

Dos atlas dan mapas distintos del mismo pais: uno con la proyeccién de Mercator, que
agranda todo lo que esta lejos del ecuador, y otro con una proyecciéon que conserva
las &reas. Sobre cada mapa se puede medir el drea con una cuadricula, y sale un
numero distinto en cada uno; el drea del pais es solo una. Integrar sobre un trozo de
superficie es lo mismo: hay que bajarlo al plano con una parametrizacién y hacer alli
una integral doble corriente, y la parametrizacién la elige quien calcula, entre infinitas
que deforman las dreas de maneras distintas. ;Qué hay que meter dentro de la integral
del plano para que el nimero que sale sea el mismo con todas ellas?

Queda por decir qué significa el simbolo [ [, fdA del teorema, y sobre todo por qué tiene
un valor que no depende de con qué coordenadas se calcule.

Si R es una region acotada contenida en la imagen de unasolapl. x : U — My f es
diferenciable en x(U), se define

JfoFaa =[] g fewony/sts o) dudo

Esta féormula no es nueva: es la definicién de drea de Geometria local (seccién 3.2, Medidas
en una superficie, apartado Area) con un peso f delante. Alli se defini6

A(R) = //xl(m|x1 x X du do = //xl(R) Vg dudo,

de modo que el caso f = 1 devuelve el drea, como tiene que ser.

El valor f(x(u,v)) es el peso en el punto de la superficie que representa (u,v). La integral
no depende de la p.l. elegida, aunque se invierta la orientacién: dA mide area, no drea con
signo.

Un caso amano. El disco unidad del plano z = 0 se puede describir con la p.l. cartesiana
x(u,v) = (1,v,0) o con la polar x(r,0) = (rcos6, rsen6, 0),con0 <r <1y0 <6 < 2m En
la cartesiana, X; = (1,0,0), Xo = (0,1,0) y /g = 1: el drea es la integral doble de 1 sobre el
disco, que vale 7. En la polar,

X1 = (cos#6, senb, 0), Xz = (—rsenb, rcosb, 0),

dedonde g11 =1,812 =0, 92 = r? y /§ = - Sin el factor, la integral sobre el rectingulo de
parametros (0,1) x (0,27) daria 27, que es el area de ese rectangulo y no la del disco. Con él,

2 rl
/ / rdrdf = 7,
0o Jo
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lo mismo que con la cartesiana. El factor r se lee asi: un rectdngulo pequefio de parametros,
de lados dr y df, se convierte en un trozo de sector de lados dr y r d6, estrecho cerca del centro
y ancho lejos de él. Esa deformacién de las dreas es exactamente la que corrige ,/g.

CONEXION: ES EL CAMBIO DE VARIABLE DE SIEMPRE

Este es uno de los sitios donde conviene no dejarse impresionar por la notacién. Si ¥ = xo h
es otra p.l. de la misma porcién de superficie, con i el cambio de coordenadas, la regla de la
cadena da

V&= (vgoh)|det](n)],

y entonces la igualdad de las dos integrales es exactamente el teorema del cambio de variable
para integrales dobles, el de Diferenciacion de funciones de varias variables, con |det J(h)| haciendo
su papel de siempre. El ,/g no es un afiadido misterioso: es el factor que corrige la distorsién
de areas que introduce la parametrizacién, y por eso la definicién de area de Geometria local
(secciéon 3.2) lo llevaba ya.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: INTEGRAR EN EL PLANO DE PARAMETROS SIN FACTOR

La alternativa. Definir [, fdA como la integral doble [/ _; (r) f du do, sin el factor \/g.

Su ventaja. Es literalmente la integral doble de Diferenciacién de funciones de varias variables, sin
afiadidos, y para una parametrizacion fija se calcula igual de bien.

Qué la hunde. Que el nimero cambia al cambiar de parametrizacién, de modo que no seria
un dato de la superficie sino del sistema de coordenadas. El ejemplo més corto: el plano z = 0
parametrizado por x(u,v) = (u,v,0) y el mismo plano parametrizado por %(u,v) = (2u,v,0)
describen la misma regioén, y para el cuadrado unidad la integral sin factor vale 1 con la
primera y 1/2 con la segunda. El /g no es un adorno: es el jacobiano que hace que la definicién
sobreviva al cambio de variable, y sin él ni siquiera el drea estarfa bien definida.

Cuando R no cabe dentro de una sola p.l. — por ejemplo, si es la esfera entera — se
triangula. Sea {x,},c4 un atlasy sea 7 = {T,..., T} una triangulacién de R con cada T;
contenido en la imagen de una superficie simple x,, del atlas. Para f : M — R diferenciable,
se define

dA = Y // Xa; (Ua;, Vg, x,, Ailg, dvg,.
Jlfaa =[] f e 2a) 8o,

Proposiciéon. Esta suma no depende ni de la triangulacién 7 ni del atlas elegido. Por tanto
tiene sentido geométrico y se denota [ [}, fdA.

La prueba, que aqui no se da, junta dos cosas que ya estan a la vista. Dentro de cada
tridngulo, cambiar de p.l. no altera el sumando, por el cambio de variable de la conexién
anterior. Y cambiar de triangulacién no altera la suma, porque la integral doble es aditiva: al
superponer dos particiones, cada trozo comun se cuenta una vez en las dos.

EXPLICATE. Si un cambio de coordenadas tiene jacobiano negativo, ;por qué no cambia el signo de esta
integral? Sefiala el valor absoluto en la formula del cambio de variable. La orientacion st hace falta para
fijar los signos de Kg y de la frontera; para integrar f dA, no.

La existencia de la triangulacién adecuada la garantiza la tltima proposicion de la seccion
anterior. Aqui se ve para qué servia.
Qué se ha ganado. Las palabras del enunciado ya significan algo: regién regular, orientacion
positiva de la frontera, caracteristica de Euler-Poincaré e integral [, fdA. La quinta, el
angulo externo, se precisa al empezar la seccién 1.3, donde se usa. La pregunta del agrimensor
sigue abierta: de qué depende el sobrante lo dird el teorema. De lo que hace falta para
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1.1. Conceptos Previos

demostrarlo ya estd la contabilidad, triangular y contar; falta la herramienta de célculo, que
es la férmula de Liouville de la seccién siguiente.

Repaso: conceptos previos

REPASO INTERCALADO: CONCEPTOS PREVIOS, PRIMERA RONDA

Se contestan a libro cerrado, en un folio, y solo después se comprueban. Intenta
responder antes de consultar el texto: asi podrés distinguir lo que reconstruyes por ti
mismo de lo que solo reconoces al leerlo.

Este bloque tiene tres rondas de dificultad creciente. La primera se hace al terminar

la seccién; la segunda, dos o tres sesiones después; la tercera, al acabar la seccién del

teorema. No se hacen las tres seguidas.

Primera ronda: reconstruir.

1.

Define regioén simple y regién regular. Da un ejemplo de regién regular que no sea
simple y di cudl es su caracteristica.

(Qué significa que la frontera de una region esté orientada positivamente? Contesta
con la normal intrinseca y después con la imagen del caminante.

Enuncia la relaciéon 3C = 2A; 4+ A, y explica en una frase por qué es cierta, sin
induccién.

Escribe la caracteristica de Euler-Poincaré del disco, del rectdngulo, de la corona y
de la esfera.

¢Por qué la integral [ [, f dA no depende de la parametrizacion con que se calcule?
(Qué teorema de otra asignatura lo garantiza?

(Por qué podemos usar un atlas cualquiera para integrar f dA, mientras que la
orientacion si interviene en el signo de K¢?

REPASO INTERCALADO: CONCEPTOS PREVIOS, SEGUNDA RONDA

Segunda ronda: distinguir y aplicar.

1.

(Por qué el signo de K, depende de la orientacién y el de K no? Contesta mirando
las dos férmulas.

. Dos regiones distintas comparten una curva frontera. ;Qué relacién hay entre las

dos integrales de curvatura geodésica? ;Cudndo coinciden?

Una region regular tiene tres curvas frontera. ;Cuanto vale su caracteristica si es
homeomorfa a un disco con dos agujeros?

¢Por qué una region simple es compacta y simplemente conexa? ;Dénde se van a
usar esas dos propiedades?

En una triangulacién de una corona con cuatro vértices en cada circunferencia,
(cudntas caras, aristas y vértices hay? Comprueba 3C = 2A; + A..

Se afirma que dos superficies regulares compactas y conexas con la misma caracte-
ristica son homeomorfas. ;Es cierto sin mas? ;Qué hipétesis hay que afiadir si se
sale de R®?

¢Por qué la triangulacién que da la tltima proposicién de la seccion tiene que ser
fina, con cada tridngulo dentro de una sola carta?
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REPASO INTERCALADO: CONCEPTOS PREVIOS, TERCERA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

Tercera ronda: con material de otras asignaturas.
1. «Homeomorfa a un disco», «compacta», «simplemente conexa». ; De qué asignatura

2.

1.2

son esas tres palabras y qué significan exactamente?

El factor NZ del elemento de &rea no es un afiadido misterioso. ;De dénde sale, y
con qué teorema de Diferenciacién se demuestra que la integral no depende de las
coordenadas?

En Geometria local (seccion 3.3) se prob6 que la curvatura geodésica cambia de signo
al invertir el sentido de recorrido. Reconstruye el argumento en dos lineas mirando
la formula Ky = (N, a/,a”) /|’ .
Sin calcular: ;cudl es la caracteristica de un cilindro finito, de una banda de Mobius

y de un toro? Para las dos tltimas necesitaras la segunda mitad del libro; intenta
razonarlo igualmente.

(Qué falla exactamente en el razonamiento de los dos casquetes esféricos? Contesta
en una sola frase.

Un compafiero afirma que en una corona plana con las dos fronteras circulares las
dos curvaturas geodésicas integrales son iguales, porque las dos circunferencias
son «igual de curvas». ;Qué le contestas?

Valor Algebraico de la Derivada Covariante. Férmula de Liouvi-
lle

LA PREGUNTA: EL TIMONEL QUE NO PUEDE SOLTAR EL TIMON

Un barco navega con rumbo fijo hacia el este, siguiendo un paralelo. La brtjula no se

mueve y, sin embargo, el timonel tiene que llevar el timén ligeramente metido durante

todo el viaje: si lo suelta, el barco se desvia poco a poco hacia el ecuador. Cuanto mds

cerca del polo, més timén hace falta. ;Se puede calcular cudnto tiene que girar en cada

momento sin salir de la carta de navegacion, a partir solo de la escala del mapa en

cada punto y del d&ngulo que forma el rumbo con los meridianos?

LA IDEA: PARA QUE SIRVE ESTA SECCION

Esta seccion de la leccién es puramente instrumental, y conviene saberlo para no per-

derse: no demuestra nada sobre Gauss-Bonnet, sino que fabrica la tinica herramienta

que usaremos en su demostracion.

La herramienta es la férmula de Liouville, que parte la curvatura geodésica de una

curva en dos sumandos: el giro de la rejilla de coordenadas al recorrer la curva, y la
derivada del dngulo que la tangente forma con las lineas coordenadas. Esa particién
es exactamente lo que permite aplicar después el teorema de Green a un trozo y el
teorema del indice de rotacién al otro.

Para llegar a ella hacen falta dos piezas previas: el valor algebraico de la derivada cova-

riante, que mide cudnto gira un campo unitario, y una determinacién diferenciable del
dngulo entre dos campos, que es un tecnicismo imprescindible.
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1.2. Valor Algebraico de la Derivada Covariante. Férmula de Liouville

1.2.1 El valor algebraico de la derivada covariante
LA PREGUNTA: CUANTO GIRA UN CAMPO QUE NO PUEDE CRECER

Quien lleva una brdjula por un camino ve que la aguja no cambia de tamafio: lo tnico
que hace es girar. Para describir en cada instante lo que hace la aguja no hacen falta
las tres componentes de su derivada, sino un solo nimero, cudnto gira y hacia qué
lado. Un campo de vectores tangentes y unitarios a lo largo de una curva sobre una
superficie estd en la misma situaciéon: no puede alargarse ni encogerse, solo girar
dentro del plano tangente, hacia un lado o hacia el otro. ;Cuadl es el tinico niimero que
hace falta para describir ese giro, y por qué todo lo demés sobra?

LA IDEA: LA DERIVADA COVARIANTE DE UN CAMPO UNITARIO SOLO TIENE UN GRADO DE LIBERTAD

Sea V un campo de vectores tangentes a la superficie a lo largo de una curva, y
supdngase que es unitario: |V| = 1 en todo punto. Un campo asi no puede crecer ni
encoger. Su variacion vista desde la superficie es un giro dentro del plano tangente, con
un solo grado de libertad. Visto desde IR?, también puede inclinarse porque cambia el
propio plano tangente.

La derivada covariante 27, que es la componente tangencial de V’, mide precisamente

ese giro. Al ser V unitario, 27 es perpendicular a V y tangente a la superficie, y en el

plano tangente solo hay una direccion perpendicular a V:1la de N x V. Luego % es
un multiplo de N x V, y ese multiplo es un solo ntimero real.
Ese ntimero se llama valor algebraico de la derivada covariante. Es toda la informacién

que hay: dice a qué velocidad gira V' y en qué sentido.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: QUEDARSE CON LA DERIVADA ORDINARIA V’

La alternativa. No proyectar nada y trabajar directamente con V'(t), la derivada del campo
entendido como curva de RR3.

Su ventaja. Es la derivada de toda la vida, no obliga a descomponer en componente tangencial
y componente normal, y contiene estrictamente mas informacién que la derivada covariante.
Qué la hunde. Que la informacién de mds que contiene es precisamente la que no pertenece
a la superficie. Témese una hoja de papel plana y enréllese en un cilindro sin estirarla: para
un habitante de la hoja no ha cambiado nada, porque ninguna distancia medida sobre ella
ha cambiado. Un campo unitario que en la hoja plana era constante tiene V/ = 0; el mismo
campo, una vez enrollada la hoja, tiene V' £ 0, con componente normal no nula — el campo
tangente a los paralelos del cilindro cumple V/ = —u’ N. La derivada ordinaria distingue las
dos situaciones y por tanto no es intrinseca; la componente tangencial, que es la derivada
covariante, vale cero en las dos. Como todo lo que se demuestra en esta leccion es intrinseco, la
parte normal no solo sobra: estorba.

Recordemos el aparato de Geometria local que se da por sabido; estd en la seccién 3.4 de
aquel libro, Derivada covariante. Paralelismo, con las férmulas en coordenadas y el teorema del
transporte paralelo. Un campo vectorial tangente a lo largo de una c.p.r. « : (a,b) — M es
una aplicacién V' que asigna a cada t un vector V(t) € T,(;)(M). Escrito en una p.1. entorno
de a(tg) queda V(t) = f1(t)X1(t) + f2(t)Xa(t), y el campo es diferenciable si lo son f1 y fa.
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Su derivada covariante 2 es la componente tangencial de V', y vale

% = V() - (VNG = [+ 3 Tfu]xe

k=1 i,j=1

De aqui en adelante, M esta orientada por un campo normal N y todos los campos son
tangentes y de clase C' como minimo: sus primeras derivadas son continuas.

Definicién. Sea V un campo vectorial unitario a lo largo de una curva diferenciable w : I —

M. Entonces DV

para una unica funcién real A = A(t), que se denota [%] y se llama el valor algebraico de la
derivada covariante de V en t.

Antes de seguir hay que justificar que esa A existe y es tinica, porque la definicién lo da
por hecho.

Lema. Si V es un campo tangente unitario a lo largo de &, entonces 5¥ es un multiplo escalar

deN x V.

Tres pasos ninguno con truco.

Primero, BY es tangente a la superficie: lo es por definicién, porque es la componente
tangencial de V.

Segundo, % es perpendicular a V. En efecto, de V-V = 1 se sigue derivando que
V-V = 0.Y como V es tangente, al descomponer V' = BY + (V/-N)N y multiplicar
por V, el segundo sumando no aporta nada porque N-V = 0. Luego 2V-V = V'V = 0.
Tercero, {V,N x V} es una base ortonormal del plano tangente, porque V es unitario
y tangente, y N X V es unitario, tangente y perpendicular a V. Un vector del plano
tangente perpendicular a V es, por tanto, un multiplo de N x V, y el escalar esta
univocamente determinado.

Proposicién. Se verifica que

O] = voNe,vo),

Multiplicando escalarmente D V = A(N x V) por el vector unitario N x V se obtiene
A=D5Y.(NxV).Yenese producto se puede cambiar BY por V’, porque las dos

d1f1eren en un multiplo de N, que es perpendicular a N x V. Luego
A=V (NxV)=(V,N,V),
ya que el producto escalar de un vector por un producto vectorial es el determinante

de los tres.

Un caso a mano. En el plano z = 0, orientado por N = (0,0, 1), se recorre en sentido
antihorario la circunferencia de radio r centrada en el origen, parametrizada por el arco:
a(s) = (rcos(s/r), rsen(s/r), 0). Alo largo de ella se miran dos campos unitarios.
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El tangente. Sus datos son

V=a = (—sent, cos?, 0), V'=—1(cos$, sent, 0),

N xV = (—cos2, —sen?, 0).
La derivada V' apunta al centro, y N x V también. Luego
[DV] =V . (NxV)= 1(Coszﬁ—i—sen2 E) _1! :
ds r r r r

el tangente gira hacia la izquierda a razén de 1/r radianes por unidad de longitud, que es la
curvatura de la circunferencia. Cuanto més pequefia, mds deprisa gira.

Un campo constante, W = (1,0,0). Como W' = 0, se tiene [2] = 0: el campo no gira,
aunque se lleve de paseo por una curva que sf gira.

En los dos casos ha bastado un ntimero para decir lo que hace el campo, que es lo que
prometia la definiciéon. Los dos campos volverdn a aparecer en la subseccién de la diferencia
de dos valores algebraicos, para comprobar la férmula que liga sus giros.

Observacion (El signo depende de la orientacién, y el objeto no). Merece la pena tenerlo
claro desde ahora, porque es la misma asimetria de antes.

El signo de [%} depende de la orientacién de M: si se cambia N por —N, el determinante
cambia de signo. En cambio, ni el concepto de transporte paralelo ni el de curva geodésica
dependen de la orientacién, porque los dos se definen por la anulacién de %, y anularse no
tiene signo. La curvatura geodésica si depende, como ya se vio.

1.2.2 Una determinacién diferenciable del angulo
LA PREGUNTA: UN ANGULO QUE SE PUEDA DERIVAR

El indicador de rumbo de un avién marca de 0 a 360 grados y, al pasar por el norte,
salta de 359 a 0 aunque el avién haya girado un solo grado. Para el piloto es una
molestia; para quien quiera derivar el rumbo respecto del tiempo es un desastre,
porque en el salto no hay derivada. Comparar dos campos unitarios obliga a hablar
del angulo que forman, y el angulo solo estd determinado salvo multiplos de 27. ;Se
puede elegir su valor en todos los instantes a la vez de manera coherente, sin saltos, y
qué queda fijado en cuanto se elige el valor en un solo instante?

Para comparar dos campos unitarios hace falta hablar del 4ngulo que forman, y hace falta
que ese angulo sea una funcién diferenciable de t, no un valor definido médulo 27t. Es un
detalle técnico y es imprescindible: sin él, la proposicién que viene después no se puede ni
enunciar.

LA IDEA: POR QUE EL ANGULO HAY QUE FABRICARLO, NO LEERLO

El dngulo entre dos vectores unitarios se lee del coseno, pero el arcocoseno solo
devuelve valores en [0, 7T]: pierde el sentido del giro y puede producir esquinas. Por
ejemplo, arccos(cost) = [t| para —7r < t < 7. Esta funcién es continua, pero no
derivable en t = 0, aunque el giro original ¢ sea suave.

La solucion es la de siempre en estos casos: en vez de leer el dngulo en cada instante,
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se fabrica eligiendo un valor inicial y dejando que evolucione de forma continua,
integrando su velocidad de variacién. Es exactamente el mismo truco con el que se
define el argumento continuo de una curva en el plano complejo, o el que se usard en
la parte de topologia para elevar un camino de la circunferencia a la recta. Merece la
pena reconocerlo como un patrén.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: LEER EL ANGULO CON EL ARCOCOSENO

La alternativa. Definir ¢(t) = arccos(V(t) - W(t)) y derivar eso.

Su ventaja. Es una férmula explicita, cerrada y sin integrales, que se evaltia en cada instante
por separado y no obliga a elegir nada.

Qué la hunde. Que el arcocoseno devuelve valores en [0, 77] y con ello pierde dos cosas
imprescindibles. Pierde el signo: no distingue el giro hacia un lado del giro hacia el otro, que es
exactamente la informacién que lleva el valor algebraico de la derivada covariante. Y pierde el
recuento de vueltas: un campo que gira una vuelta entera respecto de otro y un campo que
no se mueve devuelven el mismo valor final, cuando el teorema del indice de rotacién vive
precisamente de contar esas vueltas. Ademds puede dejar de ser derivable al pasar por 0 o por
71, como acaba de mostrar el ejemplo |t|. La construccién por integraciéon no tiene ninguno de
los tres problemas, y el dnico precio que cobra es fijar un valor inicial.

Sea V = N x V, de modo que {V(t), V(t)} es base ortonormal positiva de Ty(r) (M) para
cada t. Como W es unitario y tangente, se puede escribir

W(t) = a(t)V(t) +b(H)V(t),  a®+b>=1,

con a y b diferenciables.

Proposicién. Fijada una determinacion ¢ del dngulo de V(tp) a W(ty), es decir, con a(tg) =
cos ¢o y b(tp) = sen ¢y, la funcion

t

o(t) = g0+ | (a(0)b'(0) = b(0)d (7)) do

fo
es diferenciable y cumple a(t) = cos ¢(t) y b(t) = sen ¢(t) para todo t € I.

LA IDEA: DOS PUNTOS QUE SALEN JUNTOS Y LLEVAN LA MISMA VELOCIDAD

Toda la demostracién cabe en una imagen. Sobre la circunferencia unidad hay dos
puntos viajando. Uno es (a(t),b(t)), que es el que de verdad marca la posicién de W
respecto de V. El otro es (cos ¢(t),sen ¢(t)), que es el que fabrica la férmula. Hay que
demostrar que son el mismo punto siempre.

Para eso no hace falta compararlos en cada instante: basta el argumento de siempre en
cinemadtica. Dos puntos que salen del mismo sitio de la circunferencia y giran con la misma
velocidad angular no se separan. Salen del mismo sitio por la eleccion de ¢, y la férmula
¢’ = ab’ — ba’ les asigna la misma velocidad angular. La prueba comprueba esa idea
sin suponer de antemano que sus vectores velocidad coinciden.

Y aqui esta la falsa intuicién que conviene desmontar antes de empezar. Uno tiende a
pensar que el problema del angulo es de eleccién: que hay muchos valores posibles y
hay que escoger uno bueno. No es eso. El angulo, una vez fijado en un instante, ya no
admite ninguna eleccién mads: estd obligado a seguir al punto. Lo tinico que hay que
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comprobar es que la férmula integral, que es una definicién hecha a ciegas, produce
exactamente ese seguimiento forzoso. La libertad estd en el instante inicial y en ningtin
otro sitio.

Las dos afirmaciones de arranque se leen directamente en la férmula que define ¢.
En t = tg el intervalo de integracion se reduce a un punto, la integral vale 0 y queda
@(to) = @o. Y el integrando ab’ — ba’ es continuo, porque 4 y b son de clase C; el
teorema fundamental del calculo dice entonces que una integral con extremo superior
variable de una funcién continua es derivable y que su derivada es el integrando
evaluado en ese extremo, es decir,

¢ =ab' —ba'.

Paso 1: traducir la tesis a una sola funcién escalar. Hay que ver que los dos puntos de
la circunferencia coinciden, es decir, que 2 = cos ¢ y b = sen ¢. Comparar dos pares
de funciones es incomodo, asi que se comprime la tesis en una sola igualdad: los dos
puntos coinciden exactamente cuando la distancia entre ellos es nula,

(a —cos @) + (b —sen ¢)? = 0.
Desarrollando y usando a? + b? = 1y cos? ¢ + sen? ¢ = 1, eso equivale a
2—2(acos ¢ +bseng) =0,

o sea, a que la funcién f = acos ¢ + bsen ¢ valga idénticamente 1. Esa f no es un
artificio: es el producto escalar de los dos puntos de la circunferencia, es decir, el coseno
del dngulo que forman entre si. Decir f = 1 es decir que ese angulo es siempre cero.

Paso 2: 1a funcién es constante (el niicleo de la prueba). Aqui esta todo el peso, y lo
que lo sostiene es una sola identidad. Derivando y agrupando,

f''=a'cosp —ag' sen ¢+ b’ sen ¢ + by’ cos ¢ = cos ¢ (a’ +bg') +sen ¢ (b’ —ag’).

Los dos paréntesis se anulan por separado. Sustituyendo ¢’ = ab’ — ba’ y usando dos
veces a% + b* = 1y su consecuencia aa’ + bb’ = 0:

a' +b(abl —ba') =a'(1—b*) +abb’ = a(aa’ +bb') =0,

b —a(abl —ba') =b'(1—a®) +aba’ = b(ad’ +bb') = 0.

Luego f' = 0y f es constante.

La igualdad que ha hecho el trabajo es aa’ 4+ bb’ = 0, y merece ser dicha aparte porque
es el corazon: el vector velocidad de un punto que se mueve sobre la circunferencia es
perpendicular al radio. De ahi sale que su velocidad angular sea exactamente ab’ — ba’,
y de ahi que la ¢ fabricada por la férmula persiga al punto sin poder despegarse.

Paso 3: fijar el valor de la constante. Como f(tg) = cos? g + sen® ¢y = 1, se concluye
que f =1, que es lo que habia que probar.
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Lo que hay que llevarse. El dngulo no se lee: se fabrica, integrando su velocidad ¢’ = ab’ — ba’
desde un valor inicial elegido. Para ver que el punto fabricado (cos ¢, sen ¢) es el verdadero
(a,b) se mira su producto escalar f: vale 1 al principio, y su derivada se anula porque
aa’ + bb’ = 0, es decir, porque la velocidad de un punto que se mueve sobre la circunferencia
es perpendicular al radio.

Observacion (Qué papel juega cada hipétesis). Son solo dos y las dos se ven en la imagen de

los moviles.

n 22+ b% =1, es decir, que W sea unitario. Sin eso el punto (4, b) no vive en la circunferencia
y el paso 2 no vale tal como esté escrito. Si W no se anula, su direccién sigue teniendo
sentido: basta normalizarlo como W /|W| antes de aplicar el argumento.

= Fijar ¢y en un instante ;. Es la salida comtin de los dos méviles. Si no se fija, la férmula
da ¢ salvo un multiplo de 27, y el resultado sigue siendo cierto para cualquiera de esas
elecciones: lo que 70 se puede es no elegir ninguna. Esta es la razén de que en todos los
enunciados que vienen después aparezca la coletilla «una determinacién diferenciable del
angulo» en lugar de «el angulo».

Un caso a mano. Se vuelve al ejemplo del arcocoseno. Con a(t) = cost y b(t) = sent en
[—7, 7t], y eligiendo to = —7ty @9 = —7, el integrando vale ab’ — ba’ = cos®t +sen’t =1y
la férmula da

t
p(t) = —n—i—/ ldo =t.
-7

La determinacion diferenciable devuelve el giro verdadero, con su signo, donde el arcocoseno
devolvia |t| y una esquina en t = 0. Un segundo caso, con un punto que no gira a velocidad
constante: a = cos(t?), b = sen(t?), tp = 0y @9 = 0. Ahora ab’ — ba’ = 2tcos?(t?) +
2tsen?(t?) = 2t,y @(t) = fot 20do = 2. Para t < 0 el d&ngulo decrece hasta 0 y para t > 0
vuelve a crecer: la férmula sigue al punto en los dos sentidos de giro sin ningtin salto.

EXPLICATE. La igualdad aa’ 4 bb' = 0 se ha usado dos veces en el paso central. Di de dénde sale y qué
propiedad geométrica de W estd codificando.

1.2.3 La diferencia de dos valores algebraicos es la derivada del angulo

Proposicién. Sean V(t) y W(t) dos campos de vectores tangentes y unitarios a lo largo de
una curva diferenciable « : I — M. Entonces
DW| DV} _ dg
dt dt | dt’
donde ¢ es una determinacién diferenciable del dngulo de V' (f) a W(t).

LA IDEA: DOS AGUJAS DE RELOJ

Nada mds que lo evidente, una vez dicho: la diferencia entre lo que gira W y lo que gira V
es lo que varia el dngulo entre ellos. Si los dos giran igual, el &ngulo no cambia.

La imagen es un reloj, y conviene tomarla en serio porque predice el enunciado entero.
La aguja de las horas gira a una velocidad, la de los minutos a otra, y el &ngulo que
se abre entre las dos cambia a la diferencia de las dos velocidades. Nadie necesita
demostrarlo: si a las tres en punto el angulo es recto y una hora después yano lo es,
es exactamente porque una aguja ha girado mas que la otra. La proposicién dice eso
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mismo, con [Z¥] y [BY] en el papel de las dos velocidades angulares y dg/dt en el

de la velocidad con que se abre el angulo.

Conviene desmontar de entrada la lectura falsa. Un giro sobre una superficie curva no
es un giro sobre una esfera de reloj, y uno podria sospechar que la curvatura estropea
la resta: que al pasear por una superficie abollada las velocidades angulares dejen de
sumarse limpiamente. No ocurre, y la razén es que en cada instante el giro se mide
dentro del plano tangente de ese instante, que es un plano y nada mds que un plano.
La curvatura no interviene aqui; intervendrd maés tarde, cuando haya que comparar
planos tangentes de puntos distintos. Este resultado es local en el sentido mas fuerte:
es plano.

Su utilidad es que convierte el cdlculo de un valor algebraico en el de otro mas cémodo,
mas una derivada de un dngulo. Y de ahi sale, en la seccion siguiente, la férmula de
Liouville: se compara el campo que interesa con el campo tangente a la u1-curva, cuyo
giro se sabe calcular con los coeficientes métricos.

El plan, en una linea: escribir W como V girado un dngulo ¢, derivar esa igualdad,
y comprobar que la derivada se parte en «lo que gira V» mas «lo que crece ¢». Los
cuatro pasos siguientes son eso, con las cuentas.

Paso 1: montar la base girada. Sean V = N x Vy W = N x W. Por la subseccién
anterior,
W =cospV +sengV.

Hace falta también W en términos de la base {V,V}, porque es el vector contra el que
se va a proyectar todo. Aplicando N x a la igualdad anterior,

W =cos¢(NxV)+seng(NxV)=cospV +seng (N x (N xV)).
Y por la férmula del doble producto vectorial,
Nx(NxV)=NN-V-VN:-N=-V,
porque V es tangente, luego N-V = 0, y N es unitario. Por tanto
W = cospV —sengV.

Obsérvese que {V, V} girado un angulo ¢ da exactamente {W, W}: son la misma base
ortonormal, vista con la cabeza inclinada.

Paso 2: derivar, y ver aparecer los dos giros por separado. Ahora se deriva W:
W =¢'(—sengV +cospV)+cospV' +sengV' = ¢ W+cosp V' +sengV’,

donde se ha reconocido el paréntesis como W. La estructura de esta igualdad es ya el
enunciado: el primer sumando es el giro que W hace respecto de V, y los otros dos son
el arrastre de V mismo. Lo que queda es comprobar que ese arrastre, al proyectarlo,
vale exactamente [2¥] y no otra cosa.
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Paso 3: proyectar sobre W (el niicleo de la prueba). Se multiplica escalarmente por W,
que es unitario:
W-W = ¢ +cosoW-V' +senpW-V'.

Los dos altimos términos se calculan sustituyendo W = cos ¢ V —sen ¢ V y usando
dos hechos elementales: como |V| = |V] — 1,setiene V-V =0y V-V’ = 0; y como
V 1LV, derivando V-V = 0O resulta V-V’ = —V’-V. Con esto,

W-V' =cosp V-V, W-V' = —seng V-V =seng V'V
Sustituyendo:
W-W' = ¢ +cos?oV'-V+sen?oV'-V =g +V'V.

Aqui estd el momento decisivo, y cabe en una frase: los dos términos cruzados se
recombinan en uno solo porque cos® ¢ + sen? ¢ = 1. Dicho sin férmulas, el éngulo
@ desaparece del arrastre. Y tiene que desaparecer, porque girar la base no puede
cambiar la velocidad con que V gira: si el angulo entre las dos agujas se mantiene fijo,
ambas tienen la misma velocidad angular. Si ese &ngulo cambia, el giro adicional ya
esta recogido en ¢'.

Paso 4: reconocer lo que ha quedado. Solo queda leer los dos productos escalares. Por
la proposicién anterior, [2Y] = V/-(N x V) = V'-V. Y la misma proposicién, aplicada
ahora al campo W en lugar de a V — lo tnico que cambia es el nombre del campo,
porque W también es unitario y tangente y W =N x Wessu compafiero de base —,
da [%] — W’-W. La igualdad recién obtenida es, por tanto,

DW] _ ., [DV
T A T
que es el enunciado.

Lo que hay que llevarse. Se escribe W como V girado un dngulo ¢ y se deriva. Al proyectar
W’ sobre W = N x W quedan dos sumandos: ¢, que es el giro de W respecto de V, y
V'V = [BY], que es el giro de V. El angulo desaparece de este dltimo porque los dos
términos cruzados se juntan con cos® ¢ + sen? ¢ = 1.

Un caso amano. En la circunferencia de radio r del caso a mano de la subseccién 1.2.1, el
tangente V gira a razén de 1/r y el campo constante W = (1,0,0) no gira. El angulo de W a
Veso(s) =s/r+m/2,porque V= cospW +seng (N x W) con N x W = (0,1,0): basta

comprobar que cos(s/r+ m/2) = —sen(s/r) y sen(s/r + 1t /2) = cos(s/r). La proposicion,
con los papeles de los dos campos intercambiados, dice [BY] — [B¥] = ¢/(s), y en efecto
1/r —0 = 1/r. El &ngulo entre los dos campos crece exactamente lo que gira el tangente,

porque el otro campo esta quieto.

26



1.2. Valor Algebraico de la Derivada Covariante. Férmula de Liouville

CONEXION: EL GIRO RELATIVO DE LA MECANICA DEL SOLIDO RIGIDO

La férmula de Poisson de la mecdnica permite reconocer qué mide el valor algebraico. La terna
ortonormal positiva {V,N x V,N} es una base mévil de R®. Si w es su velocidad angular,
entonces V' = w x V, y por tanto

DV
Asi, el valor algebraico recoge la componente del giro de la terna alrededor de la normal: la
que hace girar V dentro del plano tangente. Las otras componentes de w inclinan ese plano en
el espacio.
Ahora W = cos ¢ V +sen ¢ (N x V) tiene, ademads del movimiento de la base, un giro relativo
de velocidad ¢'. La féormula de derivacion en una base movil da

W =9 (NxW)+wxW, [DW

7:/ .
dt} ¢ +w-N.

Restar los dos valores algebraicos elimina el giro comun de la base, exactamente como al
comparar velocidades angulares en mecénica. Esta es la proposicién recién probada; no hace
falta que haya un sélido material girando.

Un ejemplo en el plano fija la interpretacion. Para la base polar V = e, = (cos6,sen6,0) y
N = (0,0,1), se tiene {%} = ¢’, aunque la curvatura de Gauss del plano sea cero. Un vector

W fijo en ejes cartesianos forma con ¢, un angulo con ¢’ = —6': ambos giros se cancelan y

% = 0. En Liouville se har4 esta misma separacién usando la rejilla de la superficie.

1.2.4 La fé6rmula de Liouville

LA IDEA: CALCULAR Kg SIN SALIR DE LA SUPERFICIE

En Geometria local (seccién 3.3, apoyada en el teorema de Gauss de la seccién 3.1) se
demostré que la curvatura geodésica es una cantidad intrinseca, es decir, que depende
solo de los coeficientes métricos y sus derivadas. Pero la férmula que se dio para
calcularla,

K¢ = (N, &, i),

es extrinseca: usa el vector normal, que es informacién de como estd metida la su-
perficie en el espacio. Hay una férmula intrinseca, con determinantes y simbolos de
Christoffel, pero es fea y no se presta a integrarse.
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EL CAMINO QUE NO SE TOMO: LA FORMULA INTRINSECA CON SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL

La alternativa. Quedarse con esa expresién de K, en coordenadas arbitrarias, la que
se obtiene escribiendo la derivada covariante con los l"i.‘]- y tomando el determinante
correspondiente.

Su ventaja. Generalidad total: no exige g12 = 0 ni ninguna otra preparacién, y responde
de una vez a la pregunta de si K, es intrinseca.

Qué la hace menos comoda aqui. Que no muestra directamente la separacién que
necesitamos. Lo que Gauss-Bonnet necesita no es una férmula intrinseca cualquiera,
sino una que al recorrer la frontera de una regién se parta en un término al que el
teorema de Green convierta en integral doble y otro que sea una derivada total. La
expresion con simbolos de Christoffel es un cociente de determinantes con derivadas
segundas: para aprovecharla habria que reorganizarla y hacer visible esa separacion.
La férmula de Liouville la tiene exactamente, y el precio que cobra por ello es pedir
coordenadas ortogonales. Esa es la tinica razén por la que el capitulo 2, con su corolario
de reparametrizacion ortogonal, es prerrequisito de este.

La férmula de Liouville resuelve las dos cosas a la vez. Dice que, en coordenadas
ortogonales, la curvatura geodésica de una curva se parte en dos sumandos:

_ 1 y0g» .  dgu . de
Ke = 2\/3;{ ouy 2 Jur ul} i ds

lo que gira la propia rejilla de coordenadas o g i I auba nspesio de la ngil

El primer sumando depende de la métrica, de la rejilla elegida y de cémo la recorre la
curva: por eso aparecen i1 y . No es un giro propio de la tangente respecto de esa
rejilla; ese giro es el segundo sumando, una derivada total. Al integrar este tltimo a lo
largo de un arco solo sobrevive la diferencia de dngulos en los extremos.

Esa particion es toda la demostracion del teorema de Gauss-Bonnet. Al integrar sobre
la frontera de un tridngulo, el primer sumando se convierte, por el teorema de Green,
en una integral doble que resulta ser — [[. KdA; y el segundo se convierte, por el
teorema del indice de rotacion, en 27t menos la suma de los dngulos externos. Sumando
las dos cosas sale el teorema.

Un caso a mano: el plano con dos rejillas. Antes de la férmula general conviene verla
donde todo se puede dibujar: el plano z = 0, orientado por N = (0,0,1). Alli K, es la
curvatura con signo de las curvas planas, y se sabe lo que mide: lo que gira el tangente por
unidad de longitud, respecto de unos ejes fijos.

Con la rejilla cartesiana, x(uy, up) = (u1,u2,0), es g11 = g22 = 1y g12 = 0. Las derivadas de
los coeficientes métricos son nulas, el primer sumando desaparece y queda

dg
K, = —*
& ds’
con ¢ el d&ngulo del eje u; al tangente. Es la férmula de las curvas planas: la rejilla no gira, y
todo el giro que se ve es de la curva.

Con la rejilla polar, x(r,0) = (rcosf, rsenf, 0),es g = 1,82 =0,80 =1’y /g =1,
como se calcul6 en el caso a mano de la seccién 1.1.4. Ahora dg2,/9dr = 2r y dg11/98 = 0, de
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modo que el primer sumando vale 5 -2r-0 =0y

;. d
Kg=0+2F,
con ¢ el dngulo de la direccién radial X; = (cos6,sen6,0) al tangente. La rejilla polar si gira:
al moverse, la direccién radial cambia exactamente lo que cambia 6. Dos comprobaciones,
que se ven en la figura:

= La circunferencia de radio R centrada en el origen, recorrida en sentido antihorario: =
s/R, y el tangente es siempre perpendicular al radio, de modo que ¢ = 71/2. Sale K, =
1/R + 0. Todo el giro lo pone la rejilla; respecto de ella, la curva no gira nada.

» La recta horizontal y = 1, recorrida hacia la derecha, a(s) = (s, 1,0). El tangente forma con
el eje horizontal el angulo 0y la direccién radial el angulo 6, asi que el angulo de la radial
al tangente es ¢ = —6. Los dos sumandos se cancelan, Ky = 0 — 6 = 0, como tiene que ser
en una recta. La rejilla gira, con § = —1/(1 + s2), y la curva gira lo mismo respecto de ella,
en sentido contrario.

T radial X

tangente

La recta y = 1 sobre la rejilla polar. El tangente (rojo) no gira; al avanzar hacia la derecha, la direccién radial
(azul) gira en sentido horario, § < 0. El dngulo de la radial al tangente gira lo mismo en sentido contrario, y la

suma de los dos giros, que es K, es nula.

La leccion se lleva entera a cualquier superficie: el primer sumando de Liouville es lo que
gira la rejilla al recorrer la curva, y el segundo, lo que gira la curva respecto de la rejilla. En
el plano hay una rejilla que no gira nunca, la cartesiana. En una superficie con K # 0 no hay
ninguna rejilla ortogonal asi: si el primer sumando fuera nulo para todas las curvas, g11 solo
dependeria de u; y g2 solo de uy, y la expresién de K en coordenadas ortogonales que se
demuestra en la seccién siguiente, la (1.4), darfa K = 0.

Proposicién. Sea x = x(uy, uy) una superficie simple de M con g1, = 0 y cuya orientacién
sea compatible con la de M. Sea V(t) un campo de vectores tangentes y unitarios a lo largo
de una curva diferenciable a(t) = x(uy(t), u2(t)). Entonces

DV - 1 8g22 / 8g11 / d(P
th]—z@{aul 27 Ju W+

donde ¢ es una determinacién diferenciable del &ngulo orientado desde E; = X;/,/¢11 hasta
V, es decir, V = cos ¢ E1 +sen ¢ (N x E;). Esta igualdad admite giros positivos y negativos
y también el caso V = E;.
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30

El plan es el del reloj de la seccion anterior. Se elige como aguja de referencia la rejilla de
coordenadas, se aplica la resta de velocidades angulares, y todo el trabajo se concentra
en una sola pregunta: ;cudnto gira la rejilla? La respuesta a esa pregunta es la férmula.

Paso 1: elegir la aguja de referencia. Sean

X X
B = — By = —2

\/811' \/gzz'

los campos tangentes unitarios a las curvas paramétricas. Como g1 = 0, son orto-

normales, y como la orientacién es compatible se tiene N = E; x Ej; en particular
N x E; = E;. Aqui se ve por primera vez para qué hace falta g1o = 0: sin esa hipétesis
{E1, E»} seria una base oblicua, y en una base oblicua no hay angulos que medir sin
corregirlos.

Por la proposiciéon de la seccién anterior aplicada a los campos E; y V, y observando
que el &ngulo de X; a V es el mismo que el de E; a V porque E; es un multiplo positivo

de X1/
DV] _ [DEi] , dg
dt | | dt dt’
Todo se reduce, pues, a calcular [%} , que es lo que gira la propia rejilla de coordena-

das. Notese que ese sumando no depende de V, pero si de la curva a lo largo de la que
se mueve la rejilla.

Paso 2: derivar la rejilla a lo largo de la curva. Por la caracterizacién del valor
algebraico,

DE] _ pripy. BB = (PELE Y 4 (2B e\
[ = } = E/(t)- (N x E;) = E}(t)-E» = (au1 E2>u1+ <8u2 Ez)uz,

donde se ha usado la regla de la cadena, porque E; depende de f a través de u;(t) y
Uy (t) o

Paso 3: limpiar los productos escalares con la ortogonalidad. Quedan dos productos
escalares. Se calcula el primero con detalle; el segundo se obtiene repitiendo palabra
por palabra la misma cuenta con d/9du; en lugar de d/du;, de modo que la derivada
segunda que sobrevive al final es X2 y no Xj;. Como

0E;  Xu/8u1 — X10y/g11/9duq

duq g1

al multiplicar por E; = X,/ /822 el segundo sumando desaparece, porque X;-X; =

g12 = 0. Queda
oEq E — Xi1- X2 Xi1-Xo

Juy 2_\/g11\/g22_ N

donde en el dltimo paso se ha usado que con g1 = 0 es § = g1182.

Paso 4: convertir la derivada segunda en métrica pura (el niicleo de la prueba). Falta
identificar Xj1-Xp, y este es el paso que decide todo. Lo que hay ahi es una derivada
segunda de la parametrizacion, es decir, informacién sobre como se dobla la superficie
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dentro del espacio. Si al final del calculo quedara algo de eso, la féormula seria extrinseca
y no servirfa para nada de lo que viene después. Lo que ocurre es lo contrario: ese
producto escalar resulta ser una derivada primera de los coeficientes métricos, y con
eso desaparece toda huella del espacio ambiente.

En una frase: aqui es donde la curvatura geodésica se vuelve intrinseca. Todo lo
demds de la demostracion es dlgebra de bases ortonormales.

Aqui entran las ecuaciones de Gauss y el teorema de Gauss de Geometria local (seccién 3.1, La
primera forma fundamental, subseccién Las ecuaciones de Gauss): como X11 - X, = ¥, Tt g1
y g12 = 0, resulta X;1-Xo = 1"%1 922, v la férmula de los simbolos de Christoffel en
términos de los coeficientes métricos da

19gn1

X11-Xp = T2,00p = — =02
11°X2 11822 2 3uy

El otro producto escalar se obtiene por este mismo camino, y conviene decir qué
cambia al recorrerlo: donde habia X;; hay ahora X, el simbolo que aparece es F%Z
en vez de I'}}, y al pasarlo a coeficientes métricos cambian dos cosas y solo dos, la
derivada que sobrevive y su signo:

Xi2-Xo = T1,820 = 3 9g22/0us,

es decir, la derivada de g2, respecto de u; con signo més, donde antes salia la de g11
respecto de u; con signo menos. Quien prefiera verlo sin la férmula de Christoffel
tiene las dos igualdades obtenidas a mano en el bloque Otra via que viene unas lineas
mas abajo.

Paso 5: recomponer. Sustituyendo,

O g, _L9%u/ouw;  OF p _ 19gn/dm
T I B A N
y por tanto

DEy| _ 1 (dg» , dgu ,
|: dt :| N 2\/§{ au1 "2 duy ul}’

que junto con la primera igualdad da el enunciado.

Lo que hay que llevarse. Cuatro movimientos. (i) Se compara V con la rejilla E; = X1/,/811,

y la resta de giros da [BY] = [%} + ¢'. (ii) El giro de la rejilla es E}-Ep, que la regla de la

cadena parte en un término con ug y otro con u’z. (iii) Con g12 = 0, esos términos se reducen
a Xq1-X2/ /8y X12-X2/ /8. (iv) El nticleo: derivando g12 = 0, ¢11 y 22, esos dos productos
valen —% 0g11/0uy y % 0922/ 9duy. No queda nada del espacio ambiente: solo métrica.

Observacién (Qué papel juega cada hipétesis). = g1o = 0. Entra dos veces y las dos son
esenciales. En el paso 1 hace que {E;, E>} sea ortonormal, sin lo cual no hay angulos que
medir directamente; y en el paso 3 hace desaparecer un sumando entero al proyectar,
ademads de permitir escribir § = g11922. Sin ortogonalidad el resultado sigue siendo cierto
pero con una expresion con més términos. La ortogonalidad deja a la vista la forma que
usaremos al integrar.

= V unitario. Es lo que da sentido al valor algebraico: para un campo que cambia de longitud,
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la derivada covariante mezcla estiramiento con giro. Para aislar el giro de un campo no
nulo se aplica el resultadoa V/|V|.

= Orientacién compatible. Es lo que fija N x E; = E; y no —E;. Si se invierte, la férmula
sale con el signo cambiado, que es el mismo cambio de signo que sufre K, al invertir la
orientacion.

Otra via (sin simbolos de Christoffel). El paso donde se identifica X;1-X» es el inico que pide
maquinaria, y se puede evitar por completo derivando los coeficientes métricos directamente.
Merece la pena, porque es mds corto y no hay que recordar la férmula de Christoffel.
Se parte de g11 = X;1-Xj y se deriva respecto de u;:
2811 19g11

2= =2Xp-X X1 Xpp = = =2—.
E 121 — 1°A12 2 du,

Ahora se deriva g12 = X;-X; respecto de 11, teniendo en cuenta que g12 = 0y que Xz = Xjo:

d 10
0= &:XH'X2—|—X1'X12 — X11'X2: —*&.
ouy 2 duy

Y para el otro, se deriva g = X;-X; respecto de 11:

108
2 8u1 '

0
BE _2XnXe = XpXo=
8u1
Salen los mismos dos valores en cuatro lineas. La via de los simbolos tiene la ventaja de dejar
a la vista que la férmula es intrinseca, porque los simbolos de Christoffel lo son; esta tiene la

ventaja de que no hay que recordar nada.

Corolario (Férmula de Liouville). Sean x = x(u1, uy) una superficie simple de M entorno de
un punto p, con g1 = 0y orientacién compatible con la de M; « = a(s) una c.r.p.n. contenida
en dicha superficie simple y pasando por p; y ¢(s) el angulo de X (s) a t(s) en la orientacion
dada. Entonces

Basta aplicar la proposicién anterior al campo V = &, que es unitario por estar a
parametrizada naturalmente, y observar que

Ky(s) = (8(s),N(s),606)) = | s |

que es la caracterizacion del valor algebraico aplicada a V = &, cuya derivada es i.

Coémo se lee el primer sumando. Donde mejor se ve es en las propias lineas coordenadas,
porque en ellas el segundo sumando desaparece. Sobre una u;-curva, con u; constante y
recorrida con u; creciente, el tangente es E; = N x Ej, el dngulo desde E; vale 77/2 todo el
rato, 17 = 0y i = 1/,/g2. Liouville da

1 agzz 1 1 0
K, = = — log \/99s.
§ 2. /218 Ou1 /g2 /11 O & Vin

32
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Se lee asi. Un trozo de la up-curva de parametro du, mide /g2 dus, y \/%% es la derivada
por unidad de longitud cuando uno se aparta de la curva en perpendicular, hacia E;. Luego
la curvatura geodésica de una linea coordenada es la rapidez relativa con que se alargan
sus vecinas al apartarse de ella. Si se alargan hacia E, es K; > 0y la curva gira hacia
S = N x E; = —Ej, es decir, hacia el lado donde sus vecinas son mads cortas. Es lo que le pasa
a un corredor en una pista: la calle interior es mds corta, y quien quiere mantenerse siempre a
la misma distancia del centro tiene que ir girando hacia dentro. En las circunferencias de la
rejilla polar, /g2 = r y sale Ky = 1/7; en los paralelos de la esfera unidad, /g2 = cosu 'y
sale — tgu, el valor que calcula el ejercicio siguiente. Con los papeles cambiados, sobre una
uq-curva recorrida con u; creciente es Ky = — \/;@3872 log V/811-

CONEXION: QUE DE Geometria local SE ACABA DE COBRAR

Esta seccién es el punto de la asignatura donde mas material anterior se usa de golpe. Conviene

verlo listado, porque explica por qué aquel libro entero es prerrequisito de este.

= Los coeficientes métricos g;; y el hecho de que g > 0 por la condicién de regularidad (seccion
3.1 de aquel libro). Sin eso no hay /g en el denominador.

» Las ecuaciones de Gauss X;; = }; I’ Xk + LijN (secci6n 3.1), que son las que permiten
escribir Xq1-X, en términos de un simbolo de Christoffel.

= El teorema de Gauss (seccién 3.1) que da los l"fj en funcion de los g;; y sus derivadas, y que
es lo que hace intrinseca la férmula.

= La derivada covariante y su expresién en coordenadas (seccién 3.4).

» La caracterizacién de K, (seccion 3.3) como (N, &, it), y el hecho de que la curvatura geodésica
sea intrinseca, que aqui deja de ser un enunciado y se convierte en una férmula utilizable.

= La condicién g;, = 0, que en aquel libro (seccién 3.2, apartado Angulo) era el criterio de
ortogonalidad de las lineas paramétricas y aqui es la hipétesis de trabajo.

Y hay un cobro mads, que se hara efectivo en la seccion siguiente: la curvatura de Gauss admite,

en coordenadas con g1 = 0, una expresién que solo usa g11, 22 y sus derivadas. Al aplicar

el teorema de Green al primer sumando de Liouville aparece exactamente esa expresioén, con

signo cambiado. De ahi sale el — [ [ KdA del teorema.

Ejercicio 1.3. La curvatura geodésica de un paralelo de la esfera, por dos caminos

En la esfera unidad con la p.1. habitual

x(u,v) = (cosucosv, cosusenv, seniu), ue (-

NG

,5), ve(0,2m),

se considera el paralelo u = 1, recorrido en el sentido de v creciente.

1. Calcular los coeficientes métricos y comprobar que g1» = 0.

2. Identificar el campo normal N que induce esta parametrizacién. ;jApunta hacia fuera o
hacia dentro de la esfera?

3. Calcular K, del paralelo con la formula extrinseca (N, &, &t).

Calcularlo otra vez con la férmula de Liouville y comprobar que coincide.

5. ;Para qué valores de ug es el paralelo una geodésica? ;Concuerda con lo que se sabe de
las geodésicas de la esfera?

b

Resolucidn. 1. Coeficientes métricos.

X1 = (—senucosv, —senusenuv, cosi), X, = (—cosusenv, cosucosv, 0).
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De ahi

2

g11 = sen” u cos® v + sen?

2

usen?v + cos®u = sen® u + cos>u = 1,

g2 = cos® usen’ v + cos® u cos? v = cos u,
g12 = SeN 1 Cos U senv cosv — senu cosusenvcosv = 0. v
Luego § = ¢11922 = cos’ U y \/§ = cos u, que es positivo en el dominio.
2. El campo normal. Calculando el producto vectorial componente a componente sale

X1 x Xp = —cosu (cosucosv, cosusenv, senu) = —cosu x(u,v).

Como cosu > 0 en el dominio y |x(u,v)| = 1, resulta

Xl X Xz
N=—_—3-=—x(uv
’Xl X X2| ( ! )’
es decir, el normal interior: apunta hacia el centro de la esfera. Conviene subrayarlo porque
es contraintuitivo y decide todos los signos que vienen. La parametrizacién habitual de la
esfera no induce el normal exterior.

3. Calculo extrinseco. Con c = cos ug y s = sen iy, el paralelo es
a(v) = (ccosv, csenv, s),  «'(v) = (—csenv, ccosv, 0),

a"(v) = (—ccosv, —csenwv, 0),

y sobre él N = —(ccosv, csenv, s). Como
& x o’ = (0,0, c*sen’v 4 c?cos’v) = (0,0,c?),
se tiene (N,a/,a”) = N-(a’ x a") = —sc?. Y como |a/| = ¢, la férmula para pardmetro
arbitrario da
(N,o/,a")  —sc? sen uo
Kg=rf )= 20 — = —tgup.
o/ | c cos 1y

4. Calculo por Liouville. El paralelo tiene u; = uy constante, luego 111 = 0y el segundo
término del corchete desaparece. Para el primero,
9g»  9(cos?u)

= = —2cosusentu.
ouy u

El pardmetro natural es s = v cos ug, porque |a’| = cos 1y es constante, de modo que

a1
ds  cosugp’

iy
Sustituyendo en la férmula de Liouville,

- 1
~ 2cos i

}gLfP _ _senup  dg
ds cosug ds

K, {(—Zcos upsenuy) -

COS U

Falta el término del dngulo. ¢ es el &ngulo de X; a t. Pero X; apunta a lo largo del meridiano
yt=a'/|a'| = Xa/,/g22 apunta a lo largo del paralelo, y como g12 = 0 son perpendiculares
en todos los puntos. Se comprueba ademds que X; x t = N, de modo que el triedro {Xj,t, N}
es directoy ¢ = 71/2. Al ser constante, dp/ds = 0y queda

Kg = —tguo,
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que coincide con el célculo extrinseco. v’

5. (Cudndo es geodésica? K, = — tgug se anula si y solo si ug = 0, es decir, solo para
el ecuador. Y eso concuerda exactamente con lo que se sabia de Geometria local (seccién 3.5,
Geodésicas): las geodésicas de la esfera son los circulos méximos, y el tinico paralelo que es
un circulo méximo es el ecuador. Concuerda también con el ejemplo del transporte paralelo
de aquel libro (seccién 3.4), donde se comprobaba que el campo velocidad de un paralelo es
paralelo si y solo si el paralelo es el ecuador. n

Observacién (El error de signo que hay que vigilar). Si uno da por hecho, sin comprobarlo,
que la parametrizacion habitual de la esfera induce el normal exterior, obtiene K, = 4+ tg ug
y todos los signos posteriores cambian. No es un error grave mientras uno sea coherente,
porque el signo de K, es convencional; pero deja de ser inocuo en cuanto se aplica Gauss-
Bonnet, porque ahi el signo de K, tiene que ser el que corresponde a la orientacién positiva
de la frontera respecto de la region elegida.

La regla segura: calcular X; x X siempre, y no suponer nunca hacia dénde apunta.

Qué se ha ganado. La pregunta del timonel tiene respuesta, y sale de la carta de navegacion
sin salir de ella: Liouville solo pide la escala de la carta, que son los g;;, y el rumbo respecto
de los meridianos, que es ¢. Un barco que sigue un paralelo lleva rumbo constante, asi que el
segundo sumando es nulo y todo el giro lo pone el primero. Los paralelos se acortan hacia el
polo, y quien quiere seguir uno tiene que ir girando hacia el polo a razén de |K,| = tgug/a
radianes por unidad de longitud en una esfera de radio a: es el valor del ejercicio, dividido
por a porque la curvatura geodésica tiene dimensiones de inverso de longitud. Si suelta el
timon, el barco sigue una geodésica, un circulo maximo, que se aparta del paralelo hacia el
ecuador. En una esfera del tamario de la Tierra, con a ~ 6371 km, por cada 1000 km recorridos
hay que girar unos 5,2° a 30° de latitud, 9,0° a 45° y 15,6° a 60°; en el ecuador, nada. Cuanto
més cerca del polo, mas timén, como decia la pregunta. Lo que queda abierto es para qué
sirve la particién en dos sumandos al integrar sobre una curva cerrada, y eso es la seccién
siguiente.

Repaso: la férmula de Liouville
REPASO INTERCALADO: LIOUVILLE, PRIMERA RONDA

A libro cerrado.

1. Define el valor algebraico de la derivada covariante y demuestra el lema que
garantiza que estd bien definido.

2. Prueba que [B7] = (V/,N, V).

3. ¢Por qué el signo de [5Y] depende de la orientacién y la propiedad de ser paralelo
no?

4. Enuncia la férmula de Liouville. ;Qué sumando mide el giro de la rejilla al recorrer
la curva y cudl el giro de la tangente respecto de ella?

5. ¢Qué hipétesis sobre la parametrizacién hace falta para que la férmula valga, y
dénde se usa en la demostracion?
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1.3

Esta secciéon demuestra el teorema. El camino tiene tres tramos: primero se aprende a
tar los giros que ocurren de golpe en los vértices y se demuestra que, en el plano, la
tangente de una curva cerrada simple da exactamente una vuelta; después se prueba el

con

teorema para un tridngulo, con el teorema de Green y la férmula de Liouville; y por dltimo
se pega tridngulo con tridngulo para llegar a cualquier regién regular, con o sin agujeros, y a

REPASO INTERCALADO: LIOUVILLE, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

1. Reconstruye la construccién de una determinacién diferenciable del &ngulo. ;Por
qué no basta con tomar el arcocoseno?

2. En la demostracién de que [2¥] — [BY] = ¢ se usa dos veces que un campo
unitario es ortogonal a su derivada. Localiza los dos sitios.

3. ;Qué cinco resultados de Geometria local se usan en la demostracién de la férmula
de Liouville?

4. Calcula K¢ de un meridiano de la esfera con Liouville, sin hacer ninguna cuenta
vectorial. ;Qué sale y por qué tenia que salir eso?

5. En una superficie con g11 = g2 = 1y g12 = 0, ;en qué se convierte la férmula de
Liouville? ;Qué superficies conocidas admiten esas coordenadas?

6. El primer sumando de Liouville se convertird, en la seccion siguiente, en la curvatu-

ra de Gauss. Sin mirar: ;mediante qué teorema, y en qué plano se aplica?

El Teorema de Gauss-Bonnet

LA PREGUNTA: LA VUELTA QUE NO SALE ENTERA

Alguien recorre a pie el borde de una finca en terreno llano y va sumando todos los
giros que hace su cuerpo, positivos a la izquierda y negativos a la derecha. Al volver
al punto de partida la suma es exactamente una vuelta entera, y lo es para cualquier
finca, tenga la forma que tenga. Repite el recorrido alrededor de una finca en la ladera
de una colina y la cuenta ya no cuadra. ;jAdénde se ha ido la diferencia, y se puede
predecir midiendo solo dentro de la finca?

las superficies compactas enteras.

1.3.1 Angulos externos y dngulos internos
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LA PREGUNTA: CONTABILIZAR UN GIRO QUE OCURRE EN UN INSTANTE

Quien camina alrededor de una manzana de casas apenas gira a lo largo de las aceras
y gira de golpe en cada esquina: casi todo el giro del paseo ocurre en cuatro instantes.
Al recorrer la frontera de una regién con esquinas le pasa lo mismo al vector tangente,
que gira suavemente a lo largo de los lados y salta en cada vértice; una integral no
ve ese salto, porque en el vértice la derivada ni siquiera existe. ;Coémo se contabiliza
lo que gira la tangente en un punto donde no estd definida, y qué se hace cuando la
esquina es tan aguda que la curva vuelve exactamente sobre sus pasos?
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LA IDEA: LO QUE GIRA LA TANGENTE AL DOBLAR UNA ESQUINA

Ya solo falta una pieza del enunciado, y es la que més cuesta.

Imaginese que se recorre la frontera de una regién. Mientras se estd en un arco regular,
el vector tangente gira suavemente. Al llegar a un vértice, salta: el vector tangente
antes de la esquina y el vector tangente después no coinciden, y el angulo que hay
que girar para pasar de uno a otro es el dngulo externo de ese vértice. El angulo
interno es lo que queda para completar 7, es decir, el &ngulo que uno mediria con un
transportador por dentro de la regién.

En el plano, para una curva cerrada simple, los giros suaves de la tangente mas los
saltos suman +277. Volver mirando en la misma direccién solo garantiza un ntimero
entero de vueltas; que sea exactamente una es el contenido del teorema del indice de
rotacion. Sobre una superficie curva habra que distinguir ese giro respecto de una
rejilla del giro intrinseco que mide K,.

Sea « : [0,/] — M una curva regular a trozos, cerrada y simple, con k vértices «(t;), donde
0=t <+ <t <ty =1lya(t;) = a(tr11). Como cada restriccion a|| es regular, en
t = t; existen las derivadas laterales

titi]

& (t7) = lUma'(t),  a(t;7) = lim a'(t),
T '
t—t t—t;
las dos no nulas. En el punto inicial se entiende la derivada entrante como la del tltimo
arco, al cerrar la curva. Para interpretar los dngulos internos, suponemos que a recorre
positivamente la frontera de una regién R.

Definicién. Sea ¢; la menor determinacién del angulo de «/(t; ) a a/(t"), de modo que

0< |§01| < .
» Si|@;| # 71, es decir, si el vértice no es cuspidal, se le da a ¢; el signo del determinante

(o (t7), &' (£7), N(t:))-

» Sia(t;) es un punto cuspidal, las tangentes son antiparalelas y |¢;| = 7. El signo lo decide
el lado que ocupa R: si el &ngulo interno es 0 (la regién termina en un pico estrecho), se
toma ¢; = +71; si es 277 (el pico entra en la regién), se toma ¢; = — 1.

El éngulo signado ¢; se llama dngulo externo, o salto, en el vértice «(t;), y al angulo 77 — ¢;
se le llama angulo interno.

Conviene fijar de una vez la notacién que se usara en todo el capitulo, porque los dos
angulos aparecen mezclados y confundirlos estropea cualquier cuenta. Escribiendo ¢; para el
interno,

Qi+ 9=, es decir Qi =1 — @, 0<g; <2m. (1.1)

El que aparece en el teorema de Gauss-Bonnet es siempre el externo ¢;; el que uno mide con un

transportador dentro de la region es siempre el interno ¢;. Y la regla de signos de la definicién,
escrita de un vistazo, es

sig ¢; = sig(a'(£;), &' (), N(t:)), (1.2)

para vértices no cuspidales. En una ctspide se usa el lado que ocupa la region:
@Z‘:O: Qi =TT, $i227T:> Qi = —Tt. (13)

Mirar el signo del determinante en puntos cercanos puede ayudar en dibujos sencillos, pero
la regularidad de los arcos no garantiza que ese signo se estabilice. Si se invierte el recorrido
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manteniendo N, los saltos cambian de signo; la relacién con el angulo interior de R se lee con
el recorrido positivo.

Tres advertencias que conviene tener presentes.

Primera: el angulo externo tiene signo y el interno se deduce de él. Un vértice convexo,
en el que la region «se cierra», tiene dangulo externo positivo y d&ngulo interno menor que 7.
Un vértice concavo, en el que la region «se abre», tiene d&ngulo externo negativo y dngulo
interno mayor que 7r. En simbolos,

convexo: 0< ¢;<m, 0<¢; <, concavo: —m < @; <0, <@ <27

La suma de los dngulos externos de una regién con esquinas céncavas puede ser bastante
menor que la de una convexa.

vértice convexo: la tangente gira a la izquierda

vértice concavo: la tangente gira a la derecha

La regién queda a la izquierda de la marcha. En el vértice convexo la tangente gira hacia la regién, ¢; > 0y el

angulo interno es menor que 77; en el concavo gira hacia fuera, ¢; < 0y el interno supera 7.

Segunda: el caso cuspidal es aparte y no es un capricho. Cuando |¢;| = 7, los dos
vectores tangentes son antiparalelos y el determinante que daria el signo se anula: hay que
mirar qué ocurre cerca del vértice, no en él. Un pico en el que la curva vuelve sobre sus pasos
tiene dngulo externo 7w 0 — 7T segtin hacia qué lado quede la region.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: FIJAR EL ANGULO CUSPIDAL SIEMPRE EN 71

La alternativa. En un vértice cuspidal, donde los dos vectores tangentes son antiparalelos,
convenir sin mds que el &ngulo externo vale 4+, sin distinguir qué lado ocupa la regién.

Su ventaja. Elimina el dnico caso especial de la definicion. El determinante
(«/(t;),a/(t7),N(t;)) se anula justamente ahi, de modo que la regla general no deci-
de, y el convenio la sustituiria por una respuesta tinica y sin ambigiiedad.

Qué la hunde. Que hay ctispides de los dos tipos y el teorema del indice de rotacién distingue
entre ellas: una caspide en la que la regién queda por fuera del pico tiene angulo interior 27
y aporta —7t; si la regién ocupa el pico estrecho, el interior es 0 y aporta +7t. Si se fijaran las
dos en +7, la suma de todos los giros dejaria de valer £271 y Gauss-Bonnet daria un resultado
equivocado en cuanto la regién tuviera un pico entrante. El dato que falta en las tangentes
antiparalelas es cudl de sus dos lados ocupa R.

Tercera: hay que decidir cudl de los dos dangulos que se ven es cudl. En un vértice de
la frontera el dngulo de corte de los dos segmentos regulares — aquel cuyo coseno es el
producto escalar de los vectores tangentes respectivos — coincide con el angulo exterior o
con el interior segtn la orientacién. Es el punto exacto donde mds facil es equivocarse.

Dos ejemplos planos fijan las tres advertencias, y conviene hacerlos de cabeza. En un
cuadrado recorrido en sentido antihorario los cuatro vértices son convexos, con ¢; = 77/2,

luego
4
T T
(Pl—ﬂ_z—z y 1§01—4§—27T

38



1.3. El Teorema de Gauss-Bonnet

En una region en forma de ele hay seis vértices: cinco convexos, otra vez con ¢ = 71/2, y uno
céncavo con ¢ = 371/2, cuyo dngulo externo es negativo, ¢ = mw —3mw/2 = —m/2. La suma

;¢i:5-§+(—7;):2n.

Que las dos sumas coincidan no es casualidad: es el teorema del indice de rotacién de la
subseccion siguiente, y el vértice concavo es justamente el que obliga a que los angulos
externos lleven signo.

vuelve a salir la misma:

EXPLICATE. Toma un cuadrado en el plano orientado por (0,0, 1), recorrido en sentido antihorario. Sin
calcular nada, di cudnto vale cada dngulo externo y cudnto suman los cuatro. Después hazlo con una
region en forma de ele, que tiene un vértice céncavo, y compara las dos sumas.

1.3.2 El teorema del indice de rotaciéon
LA PREGUNTA: CUANTAS VUELTAS DA LA TANGENTE

Un coche completa un circuito plano sin cruces y vuelve a la salida apuntando hacia
donde apuntaba. Si seguimos desde arriba la direccién del coche y sumamos sus giros
con signo, ;depende el resultado de lo enrevesado que sea el trazado, o siempre queda
exactamente una vuelta neta?

LA IDEA: LA DIRECCION TANGENTE DA UNA VUELTA NETA

Dibujemos una flecha tangente que avance por la curva plana. No seguimos el volante,
sino la direccién del movimiento respecto de unos ejes fijos. La flecha gira a lo largo
de cada arco y salta en las esquinas. El teorema afirma que, si la curva es cerrada y
simple, la suma es £27.

La curva puede serpentear y la flecha puede girar a ambos lados. Lo que se cuenta
es el balance con signo, no todo lo que ha girado en valor absoluto. En un tridngulo
recorrido positivamente, ese balance se ve en las tres esquinas: sus giros suman 27r.
El resultado dice que una frontera simple, por retorcida que sea, conserva ese mismo
balance.

Cerrar la curva solo obliga a que el giro sea un multiplo entero de 27t. La hipétesis de
simplicidad es la que reduce ese entero a +1 o —1; justificar este paso es la dificultad
real del teorema. En una superficie, usaremos la version que mide el dngulo respecto
de un campo coordenado definido sobre toda la region simple encerrada, no solo sobre
su borde.

Teorema (Teorema del indice de rotacion, Hopf 1935). Sea x : U — M una p.l. con orientacién
compatible con la de M, es decir, con N = (X; x Xz)/|X; % Xz|. Sea o = «(s) : [0,1] — x(U)
una curva cerrada, simple, regular a trozos y parametrizada naturalmente, que limita una
region simple R C x(U), con k vértices. Sea 6; una determinacién diferenciable del dngulo
que forma &(s) con Xj (s) a lo largo del lado «([s;, si+1]). Entonces

k
(9i<51’+1> — 91'(51‘)) -+ ;qol = +27m.

k
i=1

El signo es positivo si a estd orientada positivamente y negativo en caso contrario.
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Es decir: las variaciones del dngulo de & respecto de Xy en todos los lados, mds los saltos en los
vértices, suman 27t

DE DONDE VIENE: QUE APORTO HOPF EN 1935

El resultado era conocido antes de 1935. En la primera pagina de su articulo Uber die Drehung der
Tangenten und Sehnen ebener Kurven, Hopf dice que presenta nuevas demostraciones de resulta-
dos conocidos y cita pruebas anteriores. Su aportacién aqui es una demostracién especialmente
breve mediante las direcciones de las secantes y de las tangentes.

No se reproduce esa prueba en este libro. Conviene distinguir el argumento visual que per-
mite recordar el enunciado de la demostracién que garantiza que vale para todas las curvas
admitidas, incluidas las que se retuercen muchas veces.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: ENUNCIARLO PARA CURVAS CERRADAS CUALESQUIERA

La alternativa. Quitar la hipétesis de simplicidad y afirmar el teorema para toda curva cerrada
regular a trozos.

Su ventaja. Serfa mucho mas general, y la simplicidad es precisamente la hipdtesis més
incémoda de verificar en un problema concreto: exige saber que la curva no se corta a si misma
en ningun sitio.

Qué la hunde. Que es falso, y falla en los ejemplos més sencillos. Una circunferencia recorrida
dos veces tiene una tangente que gira 471, no 27t. Una curva en forma de ocho tiene variacién
total nula, porque las dos vueltas que da son de signos contrarios y se cancelan. Lo que si es
cierto para cualquier curva cerrada es que la variacién total del &ngulo es un multiplo entero de
27, y ese entero — el indice de rotacion propiamente dicho — es un invariante que se estudia
por su cuenta y que no se ha tirado a la basura. Lo que la simplicidad compra es que ese entero
valga exactamente +1, y de ahi sale el 27t suelto del segundo miembro de Gauss-Bonnet.

Ejercicio 1.4. La suma de los dngulos externos de un tridngulo curvilineo del cilindro

Sea C el cilindro circular x2 + yz = 1. En él se consideran las curvas: &, el resultado de cortar
C con el plano x = z; B, el meridiano x = 1, y = 0; y 7, el paralelo z = 0. Sea R la regién
encerrada por «, By <y en el semiespacio x > 0.
Calcular la suma de los dngulos externos de R.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Parametriza el cilindro por x(u,v) = (cosu,senu,v) y escribe las tres curvas en esas coordenadas. Dos
de ellas son lineas paramétricas.

2. La condicién x > 0 dice qué intervalo recorre u.

3. Dibuja la regién en el plano (u,v). Recuerda del ejercicio de las trayectorias ortogonales que esa p.l. tiene
la identidad por matriz de la P.F.F.: en ese plano los dngulos se miden como en el plano euclideo de siempre.

4. Los dngulos externos son 7t menos los internos. Y los internos se leen del dibujo, sin integrar nada.

Resolucion. Preparacion: todo en coordenadas. Con x(u,v) = (cos u,senu,v) las tres curvas
son
a: v=cosu (porquez =x = Cosu), B:u=0, v:0v=0.

La condiciéon x > 0 equivale a cosu > 0, es decir, u € [—7t/2, 71/2].
En el rectdngulo de pardmetros, -y es el eje horizontal v = 0, B es el eje vertical u = 0, y «
es la grafica de v = cos u, que sobre [—71/2, 71/2] es un arco que sube desde (—7/2,0) hasta
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el maximo (0,1) y baja hasta (71/2,0). Las tres curvas encierran dos regiones triangulares
simétricas, lade u € [—7/2,0] ylade u € [0, 7t/2]. Se toma la segunda; por simetria la otra
da lo mismo.

Sus tres vértices son

P, =x(0,0) = (1,0,0), P, = x(%,0) =(0,1,0), Py =x(0,1) =(1,0,1),

que son, respectivamente, BNy, yNay a N P.

Por qué se puede medir en el plano de parametros. Como se comprob¢ antes, g11 =
g22 = 1y g12 = 0:la matriz de la PEF. es la identidad. Por tanto la parametrizacién conserva
angulos y longitudes, y los dngulos de la region sobre el cilindro son exactamente los del
dibujo plano. Este es el paso que ahorra todo el trabajo, y es legitimo justificarlo asi: no se
estd calculando ninguna curvatura geodésica.

Los tres angulos internos.

En P, la region ocupa localmente el cuadrante {u > 0, v > 0}, porque cos u ~ 1 cerca de
u = 0. Los dos lados que llegan son v, en la direccién d/9u, y B, en la direccién 9/dv. Son
perpendiculares, luego el &ngulo interno vale 77 /2.

En P;, la region es localmente {u > 0, v < cosu}. El lado B llega en la direccion vertical,
y el lado « sale con pendiente dv/du = —senu = 0 en u = 0, es decir, horizontal. Otra vez
perpendiculares: angulo interno 7t /2.

En P, con u = 1/2, el lado v tiene direccién (—1,0) en coordenadas (u,v), hacia u
decreciente, y el lado « sale con pendiente dv/du = —sen(m/2) = —1, es decir, en la
direccién (—1,1) hacia u decreciente. El dngulo entre (—1,0) y (—1,1) es rt/4.

La suma. Los angulos externos son ¢; = 77 — ¢;:

T m 3n T
NETTR Ty RETTY Ty BT Ty

y todos son positivos porque los tres vértices son convexos. Luego

4 2 4

3 T 3n 7 77T
Y pi=5+F+5="F
i=1 2

Otra via (comprobando los signos con el determinante). El paso que se ha dado por bueno
es que los tres angulos externos son positivos. Se comprueba con la definicién, y merece la
pena hacerlo una vez.

Se necesita el campo normal. Como X; = (—senu,cosu,0) y Xo = (0,0,1), resulta
X1 x X = (cosu,senu,0), que es unitario: aqui si, el normal inducido es el exterior, al revés
que en la esfera.

La orientacion positiva de la frontera recorre 7y con u creciente, luego a con u decreciente,
y por ultimo B bajando. En el vértice P,, el vector tangente entrante es &’ () = (—1,0,0) y el
salientees &’ (t7) = (1,0,1), y N(P) = (0,1,0). El determinante vale

((=1,0,0),(1,0,1),(0,1,0)) =1 >0,

luego ¢> > 0, y el angulo entre los dos vectores tangentes es 371/4, no 71/4: el &ngulo externo
es el suplementario del que se lee entre los lados, tal y conviene advertirlo. Los otros dos
vértices salen igual, con determinante 1 y d&ngulo 7t/2.
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Otra via (comprobacién final con el teorema). Esta segunda comprobacién usa Gauss-Bonnet
y un cdlculo directo de la integral de curvatura geodésica. Verifica por otra via que el 77t /4 es
correcto.

El cilindro tiene K = 0, y R es una regién simple, luego x(R) = 1y el teorema de
Gauss-Bonnet da

/T
Keds +0+ ;=21 = %de:ZTC——:—.
]gR g Z v R ° 4 4
Hay que ver que la integral vale eso. Los lados  y B no aportan nada: B es un segmento de

recta, y 7y es un paralelo, cuya curvatura geodésica en el cilindro es nula porque su vector
7" = (—cosu, —senu,0) es paralelo al normal N = (cos u,senu,0); los dos son geodésicas.

Para a(u) = (cosu,senu,cosu) se tiene |&/|> =1 +sen’u y
o' xa” =(-1,0,1), (N,a/,a") = (cosu,senu,0)-(—1,0,1) = — cosu,
de donde K, = — cos u/ (1+ sen? u)3/2. Recorriendo a con u decreciente, que es lo que pide la

orientacion positiva, cambian a la vez el signo de K, y el sentido de recorrido. El elemento de
longitud sigue siendo positivo, ds = v/1 + sen? u |du|. Juntando ambos cambios, la integral

se escribe: 0 Ly
—cosu w 7T
de:/ ——du = ——— =arctanl = —,
/,X g /2 1+ sen?u 0o 14 w? 4
con el cambio w = senu. Coincide. Vv

QUE DEJA. El movimiento que resuelve la mitad de los problemas de esta asignatura: si la superficie
admite una parametrizacion con la identidad por matriz de la PEF., los dngulos se miden en el plano de
pardmetros y no hay nada que calcular. El cilindro y el cono lo permiten; la esfera no. Y una advertencia
de método: la suma de dngulos externos se obtiene de los giros en las esquinas, teniendo en cuenta
qué lado ocupa la regién y su orientacién; no hace falta calcular K ni K.

1.3.3 Ellema del tridngulo
LA PREGUNTA: BAJAR EL PROBLEMA A UN PLANO DONDE GREEN SEPA TRABAJAR

El teorema que se persigue iguala una integral sobre el borde de una regién con otra
sobre su interior, que es exactamente lo que hace el teorema de Green. Pero Green vive
en un abierto del plano, y aqui hay una superficie curva donde ni las coordenadas son
cartesianas ni el drea se mide con du dv. ;Se puede trasladar el problema al plano de
parametros de modo que Green haga el trabajo, y qué aparece por el camino que nadie
habia puesto ahi a prop6sito?

Todo el teorema esté en este lema. Lo demds es contabilidad.

LA IDEA: EL PLAN, OTRA VEZ Y YA CON NOMBRES

Se toma un tridngulo tan pequefio que quepa entero dentro de una sola p.1. con g1» = 0,
lo cual siempre se puede por el corolario de reparametrizacién ortogonal. Sobre él se
integra la curvatura geodésica de la frontera y se parte con la férmula de Liouville en
dos trozos:

= El trozo de los coeficientes métricos es una integral de linea en el plano de parame-
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tros. El teorema de Green la convierte en una integral doble, y esa integral doble
resulta ser exactamente — [ [ KdA. Este es el paso donde entra la curvatura de
Gauss, y entra sola: nadie la ha puesto ahi.

= FEl trozo de la variacién del dngulo es una derivada total. Al integrarla queda la
variacion total del dangulo de la tangente, y el teorema del indice de rotacién dice
que eso vale 27t menos los saltos.

Sumando los dos, sale el lema. El resto de la seccién consiste en pegar tridngulos.

La intuicién falsa que conviene desmontar antes. Al ver el enunciado por primera
vez uno cree que el 27t del segundo miembro es una constante geométrica: algo que
sale de medir la superficie, hermano del 27t de la longitud de la circunferencia. No lo
es. Ese 271 viene de recorrer positivamente una frontera simple, y entra en la cuenta por
el teorema del indice de rotacién, que es un enunciado sobre el plano de pardmetros y
no sobre la superficie. La prueba de que es asi es que el 27t sigue ahi para un tridngulo
de lados rectos en el plano: K = 0y K, = 0 en los lados, y entonces el lema dice
Unicamente que los dngulos externos de un tridngulo plano suman 27, que es cierto
desde la escuela. Gauss-Bonnet no afiade el 27t; lo que afiade es que las curvaturas tienen que
repartirse ese 27t entre ellas.

Y el corazén, en una frase. La curvatura de Gauss no se mete en la demostracion:
aparece sola, como el rotacional del campo que sale de Liouville, en el momento en
que se aplica Green. Todo lo demés es contabilidad.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEMOSTRAR EL LEMA EN COORDENADAS CUALESQUIERA

La alternativa. Aplicar la férmula de Liouville sin exigir g1, = 0, ahorrandose el corolario de
reparametrizacion ortogonal del capitulo 2.

Su ventaja. Se evita una construccién técnica entera, que ademads se apoya en el teorema de la
funcién inversa y en un sistema de ecuaciones diferenciales.

Qué obliga a cambiar. La férmula de Liouville que acabamos de probar supone g1, = 0: no se
puede usar esa misma expresion quitando la hipétesis. Con coordenadas generales también
hay una demostracién mediante Green, pero hay que preparar una base ortonormal y calcular
su giro. Aqui elegimos coordenadas ortogonales para aprovechar directamente la férmula ya
disponible.

Lema (Lema del tridngulo). Sea T un tridangulo de M contenido en x(U), donde x : U — M,

x = x(u1,uz), es una p.l. de M con g1, = 0y orientacién compatible con la de M. Se recorre
dT positivamente. Entonces

3
K d //KdA i =27,
fi’ﬂ gds+ [ +l;(p T

donde Kj es la curvatura geodésica de oT, K la curvatura de Gauss de la superficie y ¢; los
angulos externos de dT.

Probamos primero esta version local, con el tridngulo entero dentro de una carta

ortogonal. El corolario del capitulo 2 proporciona esas cartas cerca de cada punto;
después elegiremos una triangulacién suficientemente fina. No afirma que un tridngulo
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dado de antemano quepa entero en una de ellas.

Sea w : [0,]] - M una curva cerrada, simple, regular a trozos y parametrizada
naturalmente, con «([0,1]) = 9T, a(s) = x(u1(s), uz2(s)), orientada positivamente.
Sean «(s;), i =1,2,3,4, sus vértices, con a(s1) = a(0) = a(l) = a(s4). Se descompone

3 Sit1
?{ Ky(s)ds = Z/ Ky (s)ds
aoT i=1vYSi

Paso 1: partir con Liouville. En cada trozo regular «(]s;, si+1]), la férmula de Liouville

da
1 (dg2» 0g11 . ao;
Kyls) = 2\[{ aur 2 du i} +

ds’
donde 6;(s) es el angulo de X;(s) a &(s). Integrando en [s;, s;11] y sumando en i:
3 rsin 1 agzz 0811 . i1 dQ
aTKgdS—g/S' aul z—ﬁu d+2/

(A) (B)

Paso 2: el sumando (A) con el teorema de Green (el niicleo de la prueba). Obsérvese
que i;ds = du;, de modo que (A) es literalmente una integral de linea en el plano de
pardmetros a lo largo de x 1 (9T):

1 agll _ 1 Bgzz

(A) = él(an (Pdus+Qaw),  P=—5 0L Q=5 oo

Como « es la frontera de T y estd orientada positivamente, el teorema de Green en el

plano (uq,u,) da
// [(8822/37/11) + (agn/ablz) ]dmduz,
1 V8,

escribiendo ( ); para d/du;.
Y aqui ocurre lo interesante. En coordenadas con g1» = 0, la curvatura de Gauss admite
la expresion puramente métrica

1 0g11/0uz 0822 /9uy
— + , 1.4
mKﬂ)z(ﬂ)J o

que es una consecuencia del teorema egregio; figura como ejercicio 3.31 en el libro de
Hernadndez Cifre y Pastor Gonzélez, y se demuestra justo después de esta prueba con
lo que ya se sabe de Geometria local. Multiplicando (1.4) por ,/g se ve que el corchete
de la integral doble es exactamente —K, /g, luego

_ K /7 duyd :-/ KdA.
//xl(T) v dinduz T
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Paso 3: el sumando (B) con el teorema del indice de rotaciéon. Cada integral de (B) es
la de una derivada total:

3
(B) = ) _[6i(siv1) — 0i(si)]
i=1
Y el teorema del indice de rotacién, aplicado a a que estéd orientada positivamente,
dice que esa suma mas los saltos vale 27t:

Paso 4: sumar los dos trozos y reordenar. Sumando (A) y (B),

3
Keds = — [[ Kaa+2n-Y o,
or ¢ T Z; e
que reordenado es el enunciado.

Lo que hay que llevarse. Se integra Liouville a lo largo del borde del tridngulo. El trozo que
mide el giro de la rejilla es una integral de linea en el plano de pardmetros; Green la convierte
en la integral de su rotacional, y ese rotacional es —K,/g, de donde sale — [ [. KdA. El trozo
que mide el giro de la curva respecto de la rejilla es una derivada total; junto con los saltos de
los vértices suma 27t por el teorema del indice de rotacién. Reordenando sale el lema.

De dénde sale la férmula (1.4). Es el tnico ingrediente del lema que faltaba por demostrar,

y la prueba es corta si se hace con la rejilla ortonormal de Liouville en lugar de con simbolos

de Christoffel. Usa dos resultados de Geometria local, que se reenuncian:

= los coeficientes de la segunda forma fundamental son L;; = N-Xj;, donde X;; es la de-
rivada segunda de la parametrizacién respecto de u; y u; (seccion 4.4, La segunda forma
fundamental);

= la curvatura de Gauss es el cociente de los dos determinantes, K = (L11Ly — L%Z) /8
(seccion 4.4.2, Curvatura media, curvatura de Gauss y el teorema egregio de Gauss).

La idea, en una linea: el giro de la rejilla se escribe como Pdu; + Qduy, y al calcular su

rotacional dQ/duy — 0P /du; las derivadas segundas se cancelan por el teorema de Schwarz;

solo sobrevive un producto de componentes normales, que es un determinante de la segunda

forma fundamental, es decir, K. Se escribe 8]- porod/ auj.

Paso 1: lo que hay que probar. Sean E; = X;/,/311 y E2 = X2/ /322, 1a base ortonor-
mal de la demostracién de Liouville, con N = E; x E;. En los pasos 3 a 5 de aquella
demostracién se obtuvo

02811 _ 9182

2,3’ 2,8’
que son exactamente las Py Q del paso 2 del lema. El corchete de la integral doble es
01Q — 92P, y (1.4) dice que vale —K,/g. Eso es lo que hay que ver.

P = 8yE-E; =

Q = dE1-E>
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Paso 2: derivar y dejar que Schwarz se lleve las derivadas segundas. Por la regla del
producto,

alQ —dP = alazEl'EQ + 82E1-81E2 = azalEl-Ez = alEl-azEz = 82E1~81E2 = alEl-azEz,

porque las derivadas cruzadas de E; coinciden: la parametrizacién es de clase C* y
vale el teorema de Schwarz.

Paso 3: descomponer en la base {E;, Ex, N} (el niicleo de la prueba). Como E; es
unitario, cada ajEl es perpendicular a E; y solo tiene componentes sobre E; y N; igual,
cada d;E; solo tiene componentes sobre E; y N. En el producto escalar d,E;-01E; la
componente sobre E; del primero multiplica a la del segundo, que es nula, y solo
sobreviven las componentes normales:

9E1-01Ey = (2E1-N) (1E2-N),  91E1-92E; = (31E1-N) (9,E2-N)

Y esas componentes normales son coeficientes de la segunda forma fundamental. Al
derivar E; = X;/,/g11 sale un término con la derivada de 1/,/g11, que multiplica a X;
y es perpendicular a N, y otro que es Xy;/,/811; por tanto

9.E, N = U 9.F, N = ¥
1 . — ’ L2 = 0
i V811 / V822

Aqui estd el corazon: lo tangente se ha ido por la ortonormalidad y lo que queda de
las dos derivadas es solo cémo se dobla la supetficie.

Paso 4: reconocer K. Sustituyendo, y con /g11./822 = /§ porque g12 = 0,

LipLy1 — L1 L Li1Ly — L? K
0,0 —o,p = bl Inle  Iuln =Ly,  Kg

V8 V8 V8

Dividiendo por /g y escribiendo d;Q y 92 P con los coeficientes métricos se obtiene
(1.4).

Ky/3.

Lo que hay que llevarse. El rotacional del giro de la rejilla se calcula derivando dos veces. Las
derivadas segundas se van por Schwarz, las componentes tangentes por la ortonormalidad, y
solo sobrevive el producto de las componentes normales, que es — det(L;;)/,/g = —K,/3.
De paso, la cuenta demuestra el teorema egregio en coordenadas ortogonales: el primer
miembro, d;Q — d2 P, solo contiene coeficientes métricos y sus derivadas.

Observacién (Dénde se usa cada hipotesis). Merece la pena recorrerlas, porque hay regiones

donde alguna falla y es ahi donde se ve para qué sirve cada una.

= T cabe en una sola p.l.: sin eso no hay plano (u1, u») donde aplicar Green. Es la razén de
que el teorema general haya que demostrarlo triangulando.

= ¢1p = 0: sin eso la férmula (1.4) no vale y el paso 2 se cae. Es legitimo suponerlo por el
corolario de reparametrizacién ortogonal, que es local, y por eso el triangulo tiene que ser
pequefio.

» Orientacion compatible: sin eso el signo de K, y el signo del teorema de Green no casan, y
el resultado sale con el signo cambiado.

= o« simple: el teorema del indice de rotacion es falso para curvas con autointersecciones; una
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curva que da dos vueltas da £47r.

= n orientada positivamente: si no, el indice de rotacion da —27t. Manteniendo la normal,
cambian de signo la integral de K, y los saltos, pero no la integral de drea. La identidad se

escribe entonces ¢ Ko ds — [[L KdA + Y ¢; = —27.

CONEXION: GREEN, STOKES Y EL GIRO DE LA TANGENTE

Green convierte aqui la integral de P duy + Qdu, en — [[. KdA. Para obtener Gauss—Bonnet
falta sumar el giro de la tangente: sus variaciones suaves y los saltos exteriores suman 27t. Por

eso aparecen tanto la integral de curvatura como los angulos de las esquinas.
Si ya conoces las formas diferenciales, el paso de Green es Stokes en coordenadas: w

Pduy + Qduy cumple dw = —K\/gduy Nduz, y [ 1pyw = [i-1(7)dw. La identidad que
vincula dw con K aporta la geometria de la superficie; Stokes y el indice de rotacién completan

la cuenta.

1.3.4 El teorema general

Teorema (Gauss-Bonnet). Sea R una region regular de una s.r. orientada M y sean Cy, ..

.,Cn

las curvas cerradas, simples y regulares a trozos que forman la frontera de R. Si cada C;
estd orientada positivamente y {¢1, ..., ¢,} es el conjunto de angulos externos en todos los

vértices de todas las C;, entonces

Ié/qu(s)ds—i—//RKdA—i—;q)e — 271x(R),

donde la integral sobre C; significa la suma de las integrales correspondientes a los arcos

regulares de C;.

LA IDEA: DE UN TRIANGULO A UNA REGION CUALQUIERA

Se trocea R en tridngulos pequerios, se aplica el lema a cada uno y se suma. Al sumar

ocurren dos cosas:

= Las integrales de curvatura geodésica de los lados internos se cancelan. Cada lado
interno pertenece a dos tridngulos y, orientados positivamente, cada uno lo recorre
en un sentido; y K, cambia de signo al invertir el recorrido. Solo sobreviven los
lados que estdn en la frontera de R.

= Los 27t se acumulan: sale 27tC, con C el nimero de tridangulos. Ese nimero depende
de la triangulaciéon y el miembro izquierdo no, asi que los dngulos tienen que
compensar la diferencia. Y lo hacen: al reagrupar los angulos internos alrededor de
cada vértice, el recuento convierte 271C en 271(C — A+ V), que es 2tx(R).

La segunda es la que produce el resultado y es pura contabilidad de vértices, aristas y

caras. Por eso el teorema acaba dando un invariante topoldgico: porque lo tinico que

sobrevive del troceo es un recuento que no depende de cémo se troce6.

La imagen: un montén de dngulos contado dos veces. Imaginese que después de
trocear la region se recortan con tijeras todos los dngulos internos de todos los tridngu-
los y se echan a un montén. Ese montén se puede pesar de dos maneras. La primera
es ir tridngulo por tridngulo: cada uno aporta tres dngulos, y de ahi sale una cuenta
en la que solo interviene el nimero de caras y de lados. La segunda es ir vértice por
vértice: alrededor de un vértice de dentro los dngulos completan una vuelta entera,
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alrededor de uno del borde completan media, y en las esquinas de verdad de la regién
completan lo que dejan libre los dngulos externos. Los dos pesos son el mismo montén.
Igualarlos es todo el teorema.

La intuicién falsa. Uno espera que la topologia entre en escena por alguna puerta
profunda, y busca en la demostracién el momento en que se habla de agujeros o
de deformaciones. No hay tal momento. La caracteristica de Euler-Poincaré aparece
por la puerta de servicio, en forma de C — A + V, al restar dos maneras de contar el
mismo montén de dngulos. Lo profundo no es la demostracion: es que ese recuento
no dependa de cémo se troced, y eso ya estaba probado antes.

El corazén, en una frase. Los 27t que sobran al pegar tridngulos son exactamente los
que la contabilidad de vértices, aristas y caras quita.

Un caso a mano: el montén de dngulos en un cuadrado. En el plano, con tridngulos de
lados rectos, el lema solo dice que los angulos internos de cada tridngulo suman 7, y el
monton de dngulos se puede pesar con los dedos. Se toma el cuadrado [0,2] x [0,2], con
esquinas p1 = (0,0), p2 = (2,0), p3 = (2,2) y pa = (0,2), se anaden el centroo = (1,1) y
el punto medio m = (1,0) del lado inferior, y se trocea en los cinco tridngulos pymo, mpyo,
P2pP30, P3pPa0'y pap10-

P4 p3

p1 m p2

El cuadrado troceado en cinco tridngulos. Los arcos marcan cémo se reparten los quince dngulos internos

alrededor de cada vértice: una vuelta entera en 0, media en m y un cuarto en cada esquina.

Recuento: C = 5 caras; V = 6 vértices, de los que uno es interno (0), cuatro son esquinas de

la region (py, ..., p4) y uno, m, lo ha puesto la triangulacién en un lado liso; y A = 10 aristas,

cinco en el borde y cinco internas. Se comprueba3C =15=2-54+5yx=5-10+6 = 1.
El montén son los quince angulos internos de los cinco tridngulos.

» Pesado por tridngulos: cada tridngulo aporta 71, luego el montén pesa 5.

» Pesado por vértices: alrededor de o los dngulos dan una vuelta entera, 277; alrededor de m,
medio plano, 77; en cada esquina, el &ngulo recto del cuadrado, y las cuatro juntas 27t. En
total, 271 + 7t + 271 = 571

Es el mismo montén y pesa lo mismo. La demostraciéon que sigue hace exactamente esto,

escrito con angulos externos para que valga en una superficie curva. Aqui sus niimeros serian:

la suma de los quince dngulos externos de los tridngulos es 377C — 57t = 1077; el recuento del
paso 5 la escribe como 271(A — V) + Y ¢; = 2 - 4 + 271, donde } ¢; = 4 - 5 son los dngulos
externos del cuadrado; y el teorema queda 0+ 0+ 27 =27(C - A+ V) =2m.
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Paso 1: pegar los tridngulos y ver qué se cancela. Sea 7 una triangulacién de R con
cada triangulo T; contenido en una superficie simple con g1 = 0, que existe por la
proposicion de la seccién 1.1.3. Se aplica el lema a cada tridngulo y se suman los C
resultados. Como cada lado interno se recorre dos veces en sentidos opuestos, sus dos
contribuciones a la integral de curvatura geodésica se cancelan, y queda

C 3

Z/C Kgds—I—//RKdA—l—ZZqoijZT(C, (15)
=17~

j=1k=1
donde ¢j1, ¢j2, ¢j3 son los é&ngulos externos de T;.

Paso 2: pasar a angulos internos, que son los que se pueden contar. Todo lo que
queda es transformar }; ) x ¢jx: el tnico término que atn depende de la triangulacion.
Los dngulos externos no se dejan agrupar alrededor de un vértice, pero los internos si,
porque son los que rellenan el disco. Se pasa a dngulos internos, Pjx = 7T — @j:

le}]k = 3nC — 2 Pjk- (16)
ik jk

Paso 3: primer recuento, tridngulo por tridngulo. Como las C; son curvas cerradas, es
decir, poligonos, se tiene A, = V,: cada lado externo aporta un vértice externo. Y por
la relacién demostrada en la secciéon 1.1.3, 3C = 2A; + A, = 2A; + V,. Sustituyendo
en (1.6),

Zl’b]k = 27'CAZ' + 7V, — 24)]]{ (17)
ik ik

Paso 4: segundo recuento, vértice por vértice. La misma suma se puede hacer agru-

pando alrededor de cada vértice. Se denota por V; el nimero de vértices internos y

por V. el de externos, y estos dltimos se parten en V, = Ve 4 V¢, donde V,, son los

que son vértices de alguna C; — y por la notacién elegida V,. = r —y V,; los que ha

introducido la triangulacién. Entonces:

= alrededor de un vértice interno, los &ngulos internos completan una vuelta: suman
27;

» alrededor de un vértice externo introducido por la triangulacion, la frontera es lisa ahi
y los dngulos completan un semiplano: suman 7;

= alrededor de un vértice de alguna C;, suman el 4ngulo interno de la regién, que es
T — @e.

Luego

Y Y =2nVi+ 1V + ) (7 — ). (1.8)
ik =1

Paso 5: igualar los dos recuentos (el niicleo de la prueba). Es el mismo montén
de dngulos pesado de dos maneras, asi que los dos resultados tienen que coincidir.
Igualarlos deja al descubierto un C — A + V que nadie habia puesto ahi.

De (1.7) y (1.8),

r
Zq)]-k =2mA;+ 1V, =21V, — nVy —rm + Z Q.
Jik =1
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Ahora se usa V,; = V, —r, con lo que 7tV +rm = ©V,, y los dos términos 7V, se

cancelan: )
qujk = 27TAZ' -2V + E Q1.
ik 1=1
Y como A, =V, se tiene 2tA; — 21tV; = 2mt(A; + Ae) — 2n(Vi+ V,) = 2n(A—-V),
luego
,
ik 1=1

Paso 6: cierre. Sustituyendo (1.9) en (1.5):
Z/ClKgds#—//RKdAJan(A— V) +Zl;qo, — 21C,
1 1
y pasando el término de (A — V) al otro miembro,

ZZ/C,.Kg”’S*//RKd“;% =271(C— A+V) =27x(R).

Lo que hay que llevarse. Se aplica el lema a cada tridngulo y se suma: las integrales de K, de
los lados internos se cancelan de dos en dos, y quedan 27tC a la derecha y todos los angulos
externos de los tridngulos a la izquierda. Esos dngulos se pasan a internos y el montén se
cuenta dos veces: por tridngulos, con 3C = 2A; + A, y por vértices, con una vuelta entera en
los internos, medio plano en los que ha puesto la triangulacién en el borde y el 4ngulo interno
de la region en sus esquinas. Igualar los dos recuentos cambia 27tC por 27t(C — A+ V).

EXPLICATE. El paso donde aparece la caracteristica de Euler-Poincaré es el (1.9). Vuelve a mirarlo y di
en voz alta de dénde sale el C — A + V: no de la geometria, sino de haber contado la misma suma de dos
maneras. Esa es la respuesta a por qué un teorema con integrales da un entero.

Observacion (Qué papel juega cada hipétesis). = R es una regién regular, es decir, compac-
ta y con frontera formada por curvas cerradas simples. La compacidad es lo que permite
una triangulacion finita; sin ella el paso 1 sumaria infinitos términos y no habria C que
escribir. Y que la frontera sean curvas cerradas es lo que da A, = V, en el paso 3: en un
poligono cerrado hay tantos lados como vértices, y esa igualdad se usa dos veces.

= Cada tridngulo cabe en una p.l. con g1» = 0. Es la hipétesis del lema, heredada. Es también
la razén de que haya que triangular: el lema es local y la regién no.

» Orientacién: M orientada y las C; positivamente orientadas. Es lo que hace que los lados
internos se cancelen en el paso 1. Sin una orientacién global coherente, dos tridngulos
vecinos pueden recorrer su lado comtn en el mismo sentido, y las dos integrales no se
cancelan con esa eleccién de signos. Esto limita esta formulacién con una normal global,
no el teorema de Gauss-Bonnet en general: también existe una versién para superficies no
orientables, que aqui no necesitamos.

= Los vértices se cuentan bien. La particién V, = V,. + V,; del paso 4 parece burocracia y no
lo es: los vértices que introduce la triangulaciéon aportan 7t y los que ya eran esquinas de la
regioén aportan 77 — ¢.. Confundirlos es el error que hace que la cuenta no cierre.
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DE DONDE VIENE: POR QUE EL RESULTADO SORPRENDIO

El término [ [, KdA se llama curvatura integral de la region. Lo que Gauss vio en 1827 y Bonnet
extendi6 en 1848 es una relacion local; lo que hoy se considera importante del teorema es otra
cosa, y es lo que suele destacarse al presentarlo: que prueba una notable relacion entre la topologia
de una superficie compacta y la integral de su curvatura.

La sorpresa estd en que los dos miembros pertenecen a mundos distintos. La izquierda se
calcula midiendo: hay que saber como esta curvada la superficie en cada punto. La derecha
se calcula contando: basta con saber cudntos agujeros tiene. Que midiendo se obtenga un
resultado de contar es lo que hace de este un teorema profundo y no una identidad mas.

El teorema general devuelve también el lema para cualquier tridngulo, aunque no quepa
en una carta ortogonal: basta usar que es una region simple y que x(T) = 1. La restriccion de
tamario servia para la prueba local, no para la identidad final.

1.3.5 Regiones regulares que no son simples
LA PREGUNTA: QUE CAMBIA CUANDO LA REGION TIENE AGUJEROS

Una isla con un lago en medio tiene dos orillas, la del mar y la del lago. Quien camina
por la orilla del mar con la tierra a su izquierda va en un sentido; quien camina por la
orilla del lago con la tierra a su izquierda va en el sentido contrario, porque la tierra
estd fuera del lago y no dentro. En un disco el teorema deja 277 en el segundo miembro.
En una corona hay dos curvas frontera, y la cuenta ingenua — 27t por cada una —
darfa 471, que no es lo que sale. ;Qué nimero aparece a la derecha cuando la regién
tiene agujeros, y por qué las dos orillas no contribuyen igual aunque las dos sean
circunferencias?

LA IDEA: POR QUE ESTA SECCION EXISTE

Casi todos los ejemplos habituales son regiones simples, con x = 1. Las interesantes
son las regiones con agujeros, donde x vale otra cosa y hay varias curvas frontera que
hay que orientar cada una por su lado.

Todo el contenido de esta seccién es aprender a manejar tres cosas: contar x (R) cuando
hay agujeros, orientar bien cada curva frontera, y darse cuenta de que las contribucio-
nes de curvas distintas no se suman ingenuamente.

1.3.5.1 La caracteristica de una regién con agujeros

Proposicién. Sea R una regién regular homeomorfa a un disco con m agujeros abiertos
disjuntos quitados, de modo que su frontera tiene m + 1 curvas. Entonces

Se comprueba directamente sobre una triangulacion y se ve mejor por induccién en m.
Para m = 0O es el disco, con y = 1.

Sea R con m agujeros y sea R’ el resultado de tapar uno de ellos, que tiene m — 1. Tapar
un agujero significa afiadir un disco triangulado pegado a R por la curva frontera de
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ese agujero. Si el agujero tiene p vértices en su borde, un disco triangulado que lo tape
con un solo vértice interior nuevo afiade: 1 vértice, p aristas nuevas (las que van del
vértice nuevo a los p del borde) y p caras. Luego

X(R)=x(R)+1-p+p=x(R)+1

Como por hipoétesis de inducciéon x(R') =1 — (m — 1) =2 — m, resulta x(R) =1 — m.

Ejemplo. Los tres casos que hay que tener memorizados:

= Disco: una curva frontera, x = 1. Gauss-Bonnet da 27t.

= Corona (disco con un agujero): dos curvas frontera, x = 0. Gauss-Bonnet da 0.

= Disco con dos agujeros («pantalén»): tres curvas frontera, y = —1. Gauss-Bonnet da —27r.
En general, cada agujero baja la caracteristica en una unidad y baja el segundo miembro del
teorema en 277.

Observacion (El error que este apartado evita). Que la superficie sea plana (K = 0) no hace
geodésicas a sus circunferencias. En una corona plana, la frontera exterior aporta 27t y la
interior —27: las dos integrales de curvatura geodésica se cancelan porque los recorridos
positivos respecto de la corona tienen sentidos opuestos. El resultado es 0, de acuerdo con
X = 0. Hay que comprobar por separado la curvatura de la superficie, la de cada arco del
borde y la caracteristica de la region.

El problema resuelto més abajo de un rectdngulo con un agujero circular y otro triangular
permite practicar esa distincion.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: MANEJAR LOS AGUJEROS A BASE DE CORTES

La alternativa. Cortar la region desde su borde exterior hasta cada borde interior y trabajar con
el disco resultante. Cada corte deja dos copias del arco en el borde del disco. Esa frontera es
simple en la superficie cortada; su imagen en la superficie original repasa los cortes y no es una
curva simple.

Su ventaja. Permite deducir la férmula para regiones con agujeros a partir del caso del disco,
llevando la cuenta de las contribuciones de los cortes.

Qué exige. Al identificar de nuevo las dos copias de cada arco, sus integrales de curvatura
geodésica se cancelan por los sentidos opuestos. También hay que contar los giros introducidos
en los extremos: cada corte aporta en total 27t de giro adicional. Con m cortes, la férmula del
disco da para el borde original 271 — 2m 7. Es precisamente 27tx(R). El método funciona; la
caracteristica resume esa contabilidad y permite usar una sola férmula.

1.3.5.2 Curvas cerradas dentro de una region

Hay una configuracién que reaparece continuamente: se toma una region, se meten dentro
una o varias curvas cerradas simples disjuntas, y se pide comparar las curvaturas geodésicas
integrales o comprobar que no hay contradicciéon. Aparece una y otra vez en los problemas
de esta seccion.

El mecanismo es siempre el mismo y conviene tenerlo escrito de una vez.

Proposicién. Sea M una s.r. orientada con K = 0y sea C una curva regular, cerrada y simple
contenida en una regién de M que sea homeomorfa a un disco. Si C es frontera de una region
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simple R¢ contenida en ella y se orienta positivamente respecto de R¢, entonces
K,ds = 27t.
fKs

Se aplica la version local a R¢. No hay vértices, luego no hay angulos externos; K = 0,
luego la integral doble se anula; y x(Rc) = 1. Queda §- K, ds = 27t

LA IDEA: LA APARENTE CONTRADICCION, Y POR QUE NO LO ES

El gjercicio tipico da una regioén T de un cilindro y una curva C; cerrada y simple en
su interior, y pide calcular fC] K, de dos maneras: aplicando el teorema a la region
que C; encierra, y aplicindolo a la regiéon comprendida entre la fronterade Ty C;. Y
pregunta si hay contradiccion.

No la hay, y la razén es la orientacién. En la primera aplicacion, C; es la frontera
exterior de la regién que encierra, y sale f K¢ = 27t. En la segunda, C; es la frontera
interior de una corona, se recorre en el sentido opuesto, y la misma integral vale —277;
pero la corona tiene x = 0, no 1, y las cuentas cuadran.

La moraleja es la misma que la del ejercicio de los casquetes de la seccién 1.1.2: hay
que fijar la normal y el sentido de recorrido para dar signo a la integral. La region
determina cudl de los dos sentidos se considera positivo en cada aplicaciéon de Gauss-
Bonnet.

Ejercicio 1.5. Dos agujeros en un cilindro

Sea C el cilindro circular x> + y?> = 1 orientado con la normal exterior, y sea R la regién
de C comprendida entre los paralelos z = —1y z = 1. Sean 1 y 72 dos curvas regulares,
cerradas, simples y disjuntas contenidas en el interior de R, que encierran regiones simples
R; y R, disjuntas. Sea R3 = R — (int Ry U int Ry): se quitan los interiores y se conservan los
bordes.

1. Calcular x(R3).

2. Comprobar que el teorema de Gauss-Bonnet se verifica en Rs.

3. ¢Cuéanto vale f% K, ds? ;Depende de qué curva sea y1?

Resolucién. La idea. Todo sale de tres datos que se leen sin calcular: el cilindro tiene K = 0,
sus paralelos son geodésicas y cada agujero baja la caracteristica en una unidad. Lo tnico
delicado es la orientacién: cada <; se recorre en un sentido como frontera de R; y en el
contrario como frontera de Rj.

1. La caracteristica. La region R entre los dos paralelos es una corona, homeomorfa a
S! x [-1,1],luego x(R) = 0. Quitarle un disco abierto baja la caracteristica en una unidad,
igual que afiadir un agujero a un disco, porque el argumento de la demostracion anterior no
usa que la regién de partida fuera un disco. Quitando dos:

x(R3) =0—2=-2.

La frontera de Rj3 tiene cuatro curvas: los dos paralelos y las dos curvas ;.
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2. Comprobacién. El cilindro es desarrollable, luego K = 0y [/, r, KdA = 0. Los dos
paralelos son geodésicas del cilindro — en el desenrollado son rectas —, luego no aportan
nada. No hay vértices. El teorema queda

§ Keds+ § Kods = 2mx(Re) = —4,
T T2

con las dos curvas orientadas positivamente respecto de R3, es decir, como fronteras interiores,
dejando Rj3 a la izquierda, que es el sentido opuesto al que tendrian como fronteras de R; y
R,.

3. El valor de cada una. Cada 7; es la frontera de la regioén simple R;. Aplicando la versién
local a R;, con K = 0, sin vértices y con x(R;) = 1:

?{ Keds =27 (orientada como frontera de R;).
Vi

No depende de qué curva sea. Cualquier curva regular, cerrada y simple del cilindro que en-
cierre una region simple y se oriente positivamente respecto de ella tiene curvatura geodésica
integral 277, independientemente de su forma.

Y las dos cuentas casan: como frontera de R3 cada v; se recorre al revés, luego aporta —27,
y la suma es —4m = 27x(R3). vV [

Dénde se falla. Tres sitios. (1) Tomar x(R3) = —1, como si la banda fuera un disco al que
se le quitan dos agujeros: la banda ya tiene x = 0 antes de quitarle nada. (2) Dar a f% K¢ ds
el mismo signo en las dos aplicaciones del teorema: la comprobacién del apartado 2 daria
entonces 471 = —47. (3) Olvidar los dos paralelos en la frontera de R3: no aportan nada
porque son geodésicas, pero hay que decirlo, y en un cono, por ejemplo, si aportarfan.

QUE DEJA. Tres cosas. Primera: quitar un agujero baja x en uno, y el segundo miembro del teorema
en 271. Segunda: una curva cerrada y simple que encierre una regién simple en una superficie con
K = 0 tiene siempre curvatura geodésica integral 27t con la orientacién positiva respecto de esa region,
independientemente de su forma; es una versién del teorema del indice de rotacién. Tercera, y es la
que maés se confunde: la misma curva aporta +-27 0 —27 segtin de qué region se la considere frontera.

El enunciado general se especializa en tres casos, y conviene tenerlos separados, porque se
parecen lo bastante como para confundirlos y dicen cosas distintas.

1.3.6 Version local del teorema

Corolario (Version local). Sea R una regién simple de una s.r. orientada M, cuya frontera
venga dada por una curva cerrada, simple, regular a trozos con k vértices y orientada
positivamente. Entonces

k
K. d //KdA =2,
7%12 gds+ [ +l;go T

Una region simple es homeomorfa a un disco, y la caracteristica de Euler-Poincaré de
un disco vale 1. Sustituyendo x(R) = 1 en el teorema general se obtiene el enunciado.
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1.3.7 El teorema de Gauss para tridngulos geodésicos
LA PREGUNTA: MEDIR LA CURVATURA CON UN TRANSPORTADOR

En el plano los dngulos de un tridngulo suman 77; en la esfera suman maés, y en una
silla de montar, menos. Supéngase alguien que vive dentro de la superficie, que no
puede salir de ella y que solo dispone de un transportador y de la capacidad de trazar
el camino mds corto entre dos puntos. ;Puede averiguar la curvatura del sitio donde
vive, y con qué exactitud?

Corolario (Teorema de Gauss). Si T es un tridngulo geodésico de una superficie orientada,
orientado positivamente y con dngulos internos ¢;, i = 1,2, 3, entonces

3
[[xaa=Y g -
T i=1

Los tres lados son geodésicos, luego K, = 0 sobre ellos y el primer sumando de la
version local desaparece. Y los dngulos externos son ¢; = 7w — ¢;, de modo que

3
//KdA—l—Z(n—(ﬁi):Zn = //KdA:2n—37T+Z(]51'=Z§75i—7T~
r i=1 T

LA IDEA: EL EXCESO ANGULAR es LA CURVATURA ENCERRADA

Este corolario merece leerse despacio porque es la frase que resume la asignatura.

= 5i K = 0, la suma de los dngulos internos de un tridngulo geodésico vale 7. Se
recupera la geometria del instituto, y se ve que el teorema de la suma de los angulos
de un tridngulo es en realidad un enunciado sobre la curvatura nula del plano.

» SiK = 1, como en la esfera unidad, entonces }_ ¢; — 7t = area(T) > 0. Los tridngulos
esféricos tienen los dngulos «de mds», y lo que les sobra es exactamente su drea. Un
tridngulo esférico grande puede tener tres dngulos rectos.

= S5i K < 0, como en la seudoesfera, la suma es menor que 7. Los tridngulos estan
«hundidos».

Y hay una consecuencia practica: si K es constante y no nula, el drea de un tridngulo

geodésico estd determinada por sus dngulos. No hace falta medir nada. En la esfera

unidad, un tridngulo con tres d&ngulos rectos tiene drea 3 - 71/2 — T = /2, que es la
octava parte de 477. Y en efecto: es un octante.

1.3.8 Superficies compactas
LA PREGUNTA: POR QUE LA CURVATURA TOTAL NO SE ENTERA DE LAS ABOLLADURAS

Abdllese una esfera: donde antes habia curvatura uniforme aparecen zonas muy
curvadas, zonas casi planas e incluso zonas de curvatura negativa. La curvatura ha
cambiado en todos los puntos. Y sin embargo su integral sobre la superficie entera
sigue valiendo lo mismo que antes. ;Por qué lo que se gana en un sitio se pierde
exactamente en otro, y qué es lo que se estd midiendo en realidad?
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Corolario. Si M es compacta, orientable y sin borde, entonces

//MKdA — 27 (M).

Una superficie compacta sin borde es, por convenio, una regién regular de si misma,
con oM = @. Desaparecen entonces el primer sumando y el tercero del teorema
general, y queda el enunciado con R = M.

LA IDEA: LA FRASE QUE JUSTIFICA LA ASIGNATURA ENTERA

Aqui estd el resultado por el que las dos mitades de la asignatura se imparten juntas.
El miembro de la izquierda es una integral: depende de cémo esté curvada la superficie
en cada punto, y por tanto de su forma. El miembro de la derecha es un entero
multiplicado por 271, y ese entero es un invariante topolégico: no cambia si la superficie
se abolla, se estira o se retuerce, mientras no se rompa ni se pegue.

Conclusién: la curvatura total de una superficie compacta y orientable no depende
de su forma. Se puede mover la curvatura de sitio todo lo que se quiera, hacer un
bulto aqui y un hoyo allg, pero la integral no se entera. Toda superficie homeomorfa
a una esfera — la esfera abollada, el huevo, el elipsoide, la pelota de rugby — tiene

X = 2y por tanto
// KdA =2m-2 =4,
M

y toda superficie homeomorfa a una suma conexa de n toros tiene y = 2 — 2n, de
donde

//MKdA —27(2 — 2n) = 47c(1 — n),

que vale 47 para la esfera (n = 0), 0 para el toro (n = 1) y —47 para el toro doble
(n = 2). Toda la informacién que sobrevive a la integracion es ese entero 7, el nimero
de agujeros.

Y al revés: si se calcula la curvatura integral de una superficie y sale 0, ya se sabe que
no es homeomorfa a una esfera, sin haberla mirado.

Ejemplo. El toro de revolucién es compacto y puede probarse que su curvatura integral es
nula. Se deduce que su caracteristica de Euler-Poincaré vale cero.

Merece la pena entender por qué la integral se anula sin calcularla: el toro tiene una mitad
exterior con K > 0, la que se ve desde fuera, y una mitad interior con K < 0, la del agujero,
y las dos aportaciones se compensan exactamente. La circunferencia superior y la inferior,
donde K = 0, son la frontera entre las dos. Con la parametrizacién habitual esa compensacion
se ve escrita:

// KdA = 4m, // KdA = —4r, //KdA:0:27'cx(T).
mitad exterior mitad interior T

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: MEDIR LA CURVATURA TOTAL CON [ [, /[K|dA

La alternativa. Definir la curvatura total de una superficie compacta como la integral del valor
absoluto de la curvatura, para que las zonas de curvatura positiva y negativa no se cancelen.
Su ventaja. Mide la curvatura gaussiana acumulada sin cancelaciones: es no negativa y solo se
anulasi K = 0.
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1.3. El Teorema de Gauss-Bonnet

Qué cambia. Ya no es un invariante topolégico. Una esfera redonda tiene [f,,|K|dA = 4.
Si se deforma suavemente conservando su topologia y se introduce una zona de curvatura
negativa, Gauss-Bonnet sigue dando [[,, KdA = 47, pero ahora

//M|K\dA:4n+z//{K<0} IK|dA > 4rt.

El toro de revolucion de seccién circular no distingue estas cantidades al cambiar sus radios:
las contribuciones 477 y —47 del ejemplo anterior dan siempre [ [,,|K|dA = 87. Por tanto, un
toro delgado y uno grueso de esa familia tienen la misma curvatura total absoluta.

Esta cantidad tiene interés geométrico propio, pero no sustituye al balance con signo que
aparece en Gauss-Bonnet.

1.3.9 Ejercicios

Ejercicio 1.6. Todos los paralelos del cono tienen la misma curvatura geodésica integral

Sin hacer ningtn célculo explicito de la curvatura geodésica, probar que todos los paralelos
del cono x? + y? = 2%, z > 0, tienen la misma curvatura geodésica integral.

Resolucién. La idea. La prohibicién de calcular obliga a buscar una razén por la que todos
los paralelos sean, en el fondo, el mismo. La hay: una homotecia de centro el vértice lleva el
cono en si mismo y un paralelo en cualquier otro, y la curvatura geodésica integral no cambia
al cambiar de escala.

El cono es invariante por las homotecias de centro el vértice. Si /1) (X) = AX con A > 0,
entonces ) (M) = M, porque la ecuacién x> + y? = z? es homogénea y la condicién z > 0 se
conserva.

Ademads, h, lleva el paralelo de altura z = a en el de altura z = Aa, y como todo paralelo
es de esa forma, dos paralelos cualesquiera del cono son homotéticos.

Falta ver que la curvatura geodésica integral es invariante por homotecias. Sea « una curva
sobre My B = h) oa = Aa. Entonces

,B/ — )\(X/, ﬁ,/ — )\a/l.

Y el vector normal no cambia: N(Ap) = N(p), porque el plano tangente al cono en Ap es
paralelo al plano tangente en p — los dos contienen la misma generatriz y la homotecia
conserva direcciones. Por tanto

o (NBBY NN 1,
8 ‘ﬁ,|3 /\3|(X’|3 A8

mientras que el elemento de longitud se multiplica por A: dsg = |B/[dt = Ala'|dt = Ads,.
Los dos factores se compensan:

1 A
ﬁKgds :?{XKg,-Ads“ = f;Kgds.

Luego todos los paralelos, siendo homotéticos entre si, tienen la misma curvatura geodésica
integral. n
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Otra via (con Gauss-Bonnet, que también vale). Se puede evitar la homotecia. Sean a1 y
ap dos paralelos y R la corona del cono comprendida entre ellos. Es una regiéon regular con
dos curvas frontera y sin vértices, luego x(R) = 0. Y el cono es desarrollable, asi que K = 0.
Gauss-Bonnet da
% Keds+ ¢ Keds =0,
&1 &2

con las dos orientadas positivamente respecto de R. Como una de ellas es la frontera exterior
y la otra la interior, se recorren en sentidos contrarios; al orientarlas las dos «igual» — las dos
con el mismo sentido de giro alrededor del eje — las dos integrales pasan a ser iguales.

QUE DEJA. El argumento de la homotecia es el més reutilizable de esta asignatura: la curvatura
geodésica integral es invariante por semejanzas, porque K, tiene dimensiones de inverso de longitud y ds
de longitud. La misma observacion dice que en la esfera de radio r la curvatura geodésica integral de
un paralelo no depende de r, sino solo de su latitud. Guarda también el atajo: cuando una superficie
es invariante por un grupo de transformaciones, todo lo que sea invariante por ese grupo se puede

calcular una vez.

Ejercicio 1.7. La curvatura integral del hiperboloide de una hoja

Calcular la curvatura total del hiperboloide de una hoja x> + y? — z2 = 1.

Resolucién. La idea. El hiperboloide no es compacto, asi que el corolario de las superficies
compactas no se puede usar. Se hace lo de siempre con una superficie que se va al infinito: se
corta una regién acotada, el teorema convierte su curvatura integral en dos integrales sobre
los paralelos del borde, que Liouville calcula sin esfuerzo, y se pasa al limite.

Se parametriza el hiperboloide como superficie de revolucion de la hipérbola x = v/1 + u?,
z=u:

x(u,v) = (V1+u?cosv, V1+u?senv, u), ueR, ve (0,2m).

Sea R, la region comprendida entre los paralelos u = —ay u = a. Es una corona: x(R,;) =0,
dos curvas frontera, sin vértices. Gauss-Bonnet da

Jf kaa=—¢ Keas—¢ ks,
R, u=a u=-—a

con los dos paralelos orientados positivamente respecto de R,.

Por la simetria u — —u, que es una isometria del hiperboloide, los dos paralelos tienen
curvaturas geodésicas integrales iguales en valor absoluto; y orientados los dos positivamente
respecto de R, — es decir, con la regién a la izquierda — contribuyen con el mismo signo,
porque la simetria invierte a la vez el sentido de recorrido y el lado en que queda la regién.

[ kaa=—24 K
R, u=a

Falta la curvatura geodésica integral del paralelo u = a, con a > 0. La calculamos mediante
Liouville. Elegimos la normal de X; A Xj; asi, en el borde superior el recorrido positivo tiene
v creciente. La longitud del paralelo es 27tv/1 + a2 y el dngulo que su tangente forma con X
es constante e igual a 71/2, porque esta parametrizaciéon por meridianos y paralelos tiene
g12 = 0. Por la férmula de Liouville, con 117 = 0,

Luego

_ 1 9,
g 2\/§ 8u1 z
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1u? 1+2u
Aquigi =1+ T2~ 11w y 8&n = 1+ u?, luego dg2/duy = 2uy \/§ = /811822 =

V14+2u?. Conti; =1/,/¢2» = 1/v1+ a? y longitud 27tv/1 + a2:
8 y long

2a 27ma
Ko ds = 21+ a2 = ——.
éza 8 2v/1 + 2a2V/1 + a2 V1+2a2

Por tanto
47ta

KdA = ————
/Ra V1+2a2

y haciendo a — +o0,

7ta
KdA = lim — ———2\@71
// a—c0 ,/1+2a2 \f

Observacion (Por qué no se aplica el corolario compacto). El hiperboloide de una hoja es
homeomorfo a un cilindro, cuya caracteristica es 0; si fuera compacto, el corolario daria
curvatura integral nula. No lo es, y la curvatura integral resulta ser un ntimero finito no
nulo. La leccién es que la versién compacta del teorema no se puede aplicar por analogia a
superficies no compactas: hay que trabajar con regiones acotadas y pasar al limite, y el limite
recuerda la geometria, no solo la topologia.

Otra via (integrando directamente, como control). Con la misma parametrizacién, la curva-
turaes K = —1/(1+2u?)?y /g = V1 + 2u2, de modo que K,/g = — (1 + 2u?)3/2. Como
la derivada de u/+/1 + 2u? es precisamente (1 + 2u?)~%/2,

oo du u 00 2
KdA:—ZTC/ —_— = 27T | —— :—271-—:—2\@71.
/M —00 <1+2M2>3/2 |:1/1—|—2u2i|—oo \/E

Coincide. Y la integral entre —a y a da —47ta/+/1 + 242, que es el valor que Gauss-Bonnet
asignaba a R, antes del limite.

Dénde se falla. (1) Aplicar el corolario compacto por analogia con el cilindro y contestar 0. (2)
Restar las dos integrales de frontera en vez de sumarlas: orientados positivamente respecto
de R,, los dos paralelos contribuyen con el mismo signo, y quien las resta obtiene 0 para todo
a. (3) Un resultado positivo es un aviso de error de signo: K < 0 en todos los puntos, asi que
la curvatura integral tiene que ser negativa.

Ejercicio 1.8. El drea de un huso esférico, y el drea de la esfera

Calcular, usando el teorema de Gauss-Bonnet, la curvatura integral de la regién que delimi-
tan en una esfera de radio R dos semicirculos méximos que se cortan formando un angulo
interior de 6 radianes. A partir de este dato, deducir el valor del 4rea de la esfera.

Resolucién. La region Ry es un huso: esta limitada por dos arcos de circulo maximo que se
cortan en dos puntos antipodales, y tiene por tanto dos vértices. Por simetria, los dos dngulos
internos valen 6, luego los dos dngulos externos valen 77 — 6.
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Los lados son geodésicas, asi que K, = 0 sobre ellos. Y Ry es una region simple, homeo-
morfa a un disco, luego x = 1. La version local da

0+/ KdA +2(r — ) = 27,
e

de donde

/ KdA — 20
Re

Obsérvese que no depende del radio.
Como en la esfera de radio R la curvatura de Gauss es constante e igual a 1/ R?, se tiene
[Jx, KdA = A(Rg)/R?, luego
A(Rg) = 20R2.

El 4rea de la esfera. Hacemos tender 6 a 27t: los husos cubren en el limite toda la esfera
salvo una semicircunferencia, de drea nula. Por continuidad de la medida,

A(S?(R)) =2-2m- R? = 471R?.
|

Observacién (Un cuidado con el paso al limite). No se aplica directamente la version local a
§ = 27 la esfera entera ya no es una region simple, y los dos arcos que delimitaban el huso
coinciden. Se usa la férmula para 0 < 6 < 271 y después se toma el limite.

Merece la pena sefalarlo porque es exactamente la clase de detalle que separa un argu-
mento correcto de uno meramente verosimil.

Otra via (comprobacién con el teorema de Gauss). El huso no es un tridngulo, pero se puede
partir en dos tridngulos geodésicos trazando un arco de circulo méximo entre dos puntos de
sus lados. Aplicando a cada uno el teorema de Gauss y sumando se obtiene el mismo valor.
Es un buen ejercicio de comprobacién: la curvatura integral es aditiva y los dngulos que se
afiaden en el corte se cancelan porque suman 7t a cada lado.

Ejercicio 1.9. Un poligono geodésico en una superficie de curvatura constante

1. Probar que en una superficie con curvatura de Gauss constante y no nula, el area de todo
poligono geodésico de n lados que encierra una regién simple esta determinada por sus
angulos internos.

2. Sea M una s.r. orientada con K < 0. Probar que, dado un poligono geodésico de M con n
lados y todos sus angulos internos iguales, si n < 4 entonces dichos angulos son agudos.

Resolucién. 1. Sea P un poligono geodésico de n lados que encierra una regién simple,
con dngulos internos 1, ..., {,. Los lados son geodésicos, luego la integral de curvatura
geodésica se anula, y x = 1. La versién local da

//PKdA+ié(n—¢i)=2n — //PKdA:ié%_(n_z)n_

Si K es constante, [[, KdA = K- A(P), y al ser K # 0 se puede despejar:
1 n
A(P) = K(i_zllpi —(n— 2)7‘().
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El area queda determinada por los dngulos, como se pedia. W
Obsérvese de paso que la formula generaliza el teorema de Gauss: conn =3da ) ¢; — 7.
2. Con todos los angulos internos iguales a ¥, la férmula anterior da

//PKdA:m,b—(n—Z)n.

Aqui K puede variar: no se saca de la integral. Como K < 0 en Py A(P) > 0, el miembro
izquierdo es estrictamente negativo, luego

np<(n—-2)m = l/)<nT_27T.

Se evaltia para los valores permitidos:
s T

En los dos casos ¢ < 71/2, es decir, los angulos son agudos. W

Observacion (Por qué la hipétesis n < 4 es imprescindible). Para n = 5 la cota es ¢ <
37/5 = 108°, que ya no obliga a que el dangulo sea agudo, y a partir de ahi la cota crece
hacia 7t. Asi que el enunciado es lo més fuerte que se puede decir: con cinco lados 0 mds, un
poligono geodésico equidngulo en una superficie de curvatura negativa puede perfectamente
tener angulos obtusos.

De aqui sale también una consecuencia que conviene tener aparte: en una superficie con
K < 0, un cuadrilatero geodésico no puede ser un rectingulo, porque eso exigiria ) = 71/2y
acabamos de ver que i < 71/2.

1.3.10 Problemas de la relacién

Los que siguen son los problemas que se contestan con el teorema y sus tres versiones. Los
de indice de campos van en la seccién 1.5, que es donde corresponden.

Ejercicio 1.10. La curvatura integral de la esfera

Probar que la curvatura integral de la esfera es 47t.

Resolucién. Qué esta pasando. El enunciado parece pedir una integral y no pide ninguna:
pide reconocer que la esfera es compacta y que, por tanto, su curvatura integral no depende
de su geometria sino solo de su topologia.

La esfera es una s.r. compacta, conexa y orientable, luego el corolario para superficies
compactas da

//2KdA — 2x(S?) = 27 -2 = 4.
S
n

Otra via (por calculo directo, que sirve de control). En la esfera de radio R la curvatura de
Gauss es constante e igual a 1/R? y el 4rea vale 47R?, luego

I, Kda= 1 4nR? = am,
S2(R) R
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independientemente de R, como tenia que ser.

Otra via (desde la otra mitad de la asignatura). La parte de topologia demostrara que las
superficies compactas orientables son la esfera y las sumas conexas de toros, con x(M,) =
2 —2n,y que la esfera es el caso n = 0. Ese 2 es el mismo 2 que aqui se obtuvo contando
caras, aristas y vértices de un tetraedro. Merece la pena verlo: el 47t de la curvatura total de la
esfera y el hecho de que un tetraedro tenga cuatro caras, seis aristas y cuatro vértices son el
mismo dato.

QUE DEJA. La lectura correcta del corolario compacto: no es una férmula para calcular integrales, es una
formula para no calcularlas. Y el reflejo de preguntarse, ante cualquier superficie cerrada, cudnto vale su
caracteristica antes de plantear ninguna integral.

Ejercicio 1.11. Dos familias de geodésicas que se cortan

1. Sea una superficie con K > 0. Probar que si en un entorno de un punto existen dos
familias de geodésicas que se cortan ortogonalmente, entonces K = 0 en ese entorno.

2. Sean M una s.r. orientada y p € M tal que en un entorno de p existen dos familias de
geodésicas que se cortan bajo dngulo constante. Calcular K(p).

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Dos familias de curvas que se cortan bajo dngulo constante forman en cada punto un cuadrildtero. ; Qué
clase de cuadrildtero?

2. Aplica la férmula del poligono geodésico con n = 4.

3. En el primer apartado el dngulo es 1t/2; en el sequndo es un dngulo constante 6 cualquiera. Haz primero el
segundo, que es mds general.

Resolucién. La imagen. Dos familias de curvas que se cortan bajo dngulo constante forman
una rejilla. Tomando dos curvas de cada familia se obtiene un cuadrildtero cuyos cuatro lados
son geodésicos y cuyos cuatro angulos internos son conocidos: dos valen 6 y dos valen 7t — 0,
porque son los d&ngulos opuestos de la rejilla.

El calculo. Sea Q uno de esos cuadrildteros geodésicos, que encierra una region simple.
Por la férmula del poligono geodésico con n = 4,

//éKdA:itpi—(AL—Z)n: 0+ (m—0)+60+ (m—0)] —2m =21 —2m =0.
i=1

Es decir, 1a curvatura integral de todo cuadrildtero de la rejilla es nula, sea cual sea el
angulo constante 6.

Conclusién del segundo apartado. Haciendo que el cuadriltero se contraiga alrededor de
py aplicando el teorema del valor medio para integrales dobles, existe p, en cada cuadrildtero
con0 = [[, KdA = K(pe)A(Qe), luego K(p,) = 0; y por continuidad de K, al tender p. — p
resulta K(p) = 0.

Conclusién del primer apartado. Con 6 = 71/2 el razonamiento anterior da K = 0 en todo
el entorno, sin necesidad siquiera de la hipé6tesis K > 0. n

Observacion (Para qué sirve entonces la hipétesis K > 0). No hace falta, y merece la pena
decirlo porque desconcierta encontrarsela. El enunciado clasico la incluye, probablemente
para sugerir un camino alternativo: si uno solo sabe que | [ o KdA = 0 para todo cuadrilatero

62



1.3. El Teorema de Gauss-Bonnet

y ademads K > 0, puede concluir K = 0 sin invocar el teorema del valor medio, porque una
funcién continua no negativa con integral nula es idénticamente nula.

Ese es un argumento mds elemental y perfectamente valido. El que se ha dado arriba es
mas fuerte, porque no necesita el signo.

Ejercicio 1.12. EI toro de revolucién, por trozos

Sobre el toro de revolucién
x(u,v) = ((b +acosu)cosv, (b+acosu)senwv, asenu), 0<uv<?2m,

conb > a > 0, se considera la regiéon R cuya frontera la forman las curvas paramétricas

u=rmn/2,u=mnv=mn/2yv=r.

1. Calcular la curvatura integral de la region R.

2. Utilizando el apartado anterior, descomponer el toro en dos regiones con la misma
curvatura integral en valor absoluto pero distinto signo.

Resolucion. Qué esta pasando. El toro tiene una mitad exterior abombada, con curvatura
positiva, y una mitad interior en forma de garganta, con curvatura negativa. La frontera entre
las dos son las dos circunferencias superior e inferior, donde K = 0. El ejercicio consiste en
aprovechar que esa estructura se lee directamente en el signo de cos u.

Coeficientes métricos. Derivando,

X1 = (—asenucosv, —asenusenv, acosi),

Xy = (—(b+acosu)senv, (b+acosu)cosv, 0),
de donde
g1 = a%, g = (b+acosu)?, 212 =0,
y por tanto /g = a (b + acos u), que es positivo porque b > a.
cos u
a(b+acosu)’

cosu
Kvg= a(b+acosu)

La cancelaciéon. Con K =

~a(b+acosu) = cosu.

El factor incomodo desaparece entero. Este es el motivo de que el toro sea el ejemplo predi-
lecto: la curvatura integral se calcula sin esfuerzo aunque la curvatura sea horrible.
1. Laregion R.

T T (7 7T T 7T 7T
KdA:/ z/ cosudvdu:—/ cosudu = —|senu =—0-1)=——.
//R /2 /2 2 Jrs2 2[ ]”/2 2( ) 2

7T
//RKdA_—E

Sale negativa, como tenia que ser: u recorre [71/2, 7], donde cos u < 0, es decir, la region esta
en la mitad interior del toro.

2. La descomposicién. El signo de K es el de cos u, que es positivo para u € (—m/2,7/2)
y negativo para u € (7r/2,37/2). Se toman

R*z{—§<u<§}, R*:{E<u<3—n},
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la mitad exterior y la mitad interior. Se afiaden sus bordes comunes u = +7t/2 para obtener
dos regiones regulares que cubren el toro; esos bordes no alteran las integrales de area. Los
pardmetros angulares se entienden médulo 27t. Entonces

27T /2
// KdA:/ / cosududv =2m-2 =4,
R+ 0 J-n/2

27 (37/2
// KdA:/ / cosududv =2m-(—2) = —4m.
- 0

/2
Las dos valen 47 en valor absoluto y tienen signos opuestos, como se pedia. n

Otra via (comprobacién con el corolario compacto). La suma tiene que ser la curvatura
integral del toro entero:
41t + (—4m) = 0 =2mx(T),

lo que confirma que x(T) = 0. Y eso, a su vez, es lo que la parte de topologia obtendré por
otro camino completamente distinto: triangulando el toro y contando 9 — 27 + 18 = 0.

Merece la pena parar en esto. Se ha calculado el mismo ntimero de dos maneras que no se
parecen en nada: integrando una curvatura sobre una superficie curva, y contando vértices,
aristas y tridngulos de un dibujo plano con identificaciones. Que coincidan es el contenido
del teorema de Gauss-Bonnet.

QUE DEJA. El truco del toro, que hay que tener memorizado: K,/g = cosu, de modo que la curvatura
integral de cualquier regién coordenada del toro es [ [ cosu du dv y se calcula de cabeza. Y la imagen
que ordena el toro: mitad exterior con K > 0, mitad interior con K < 0, y las dos circunferencias de
u = £7m/2 con K = 0 como frontera.

Ejercicio 1.13. La region entre el ecuador y un paralelo

Sea M la superficie esférica de centro el origen y radio a. Sea « el ecuador y B otro paralelo
cualquiera. Si R es la regién encerrada entre ambas curvas, calcular el drea de dicha region.

Resolucién. Primer movimiento: contar fronteras. La region comprendida entre dos parale-
los distintos tiene dos curvas frontera, luego es una corona y

no 1. Escribir 27t en el segundo miembro es el error que este problema esta disefiado para
provocar.
Los ingredientes. En la esfera de radioa, K =1/ a? es constante, luego

J[ xaa= Aif).

El ecuador es un circulo maximo y por tanto una geodésica: | K, ds = 0. Falta el paralelo p.
La curvatura geodésica integral del paralelo. En la seccion 1.2 se obtuvo, para la esfera
unidad y el paralelo de latitud u,

K, = —tguy, longitud = 27rcosuy = ‘ﬁKg ds‘ = 27t|sen up|.
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Y la curvatura geodésica integral es invariante por semejanzas, asi que en la esfera de radio a
el paralelo de latitud 1o da el mismo valor: 27t|sen ug|. No depende del radio.
Gauss-Bonnet. Sin vértices y con x(R) = 0:

/Kgds+7{Kgds+A(§):0
® ﬁ a
%6_/

de donde, tomando el signo que corresponde a la orientacién positiva respecto de R,

A(R)

> =2mn|senug| = | A(R)=2ma’|senuy|
a

Otra via (comprobacién integrando el 4rea). Con la parametrizacion habitual, /g = a° cos u,

luego
27 rmax(0,ug) 5
/ / a* cos u du dv = 27a®| sen uy,

min(0,u)

que coincide. Este control conviene hacerlo siempre que el signo del término de frontera
admita dudas.

Observacion (El caso de los trépicos). Un caso concreto: el area de la franja terrestre entre
el trépico de Cancer y el de Capricornio, a unos 23° de latitud, con a >~ 6300 km. Ahora la
region esta entre dos paralelos simétricos respecto del ecuador, y su drea es el doble:

A =2-2ma®sen23° ~ 477(6300)%(0,3907) km?

Es aproximadamente el 39 % de la superficie terrestre, que es un dato con el que merece la
pena contrastar la intuicién: su proporcién en un mapa depende de la proyeccién, y no debe
confundirse con su proporcién de drea sobre la esfera.

Ejercicio 1.14. Una hoja del hiperboloide de dos hojas

Aplicando el teorema de Gauss-Bonnet, calcular la curvatura integral de una de las hojas
del hiperboloide de revolucién z% — x2 — 2 = 1.

Resolucién. Qué estd pasando. Una hoja del hiperboloide de dos hojas es un cuenco convexo,
homeomorfo a un plano. No es compacta, asi que el corolario para superficies compactas no
sirve; hay que trabajar con regiones acotadas.

Parametrizacién. Girando la rama x = senhu, z = cosh u, u > 0, alrededor del eje OZ:

x(u,v) = (senhucosv, senhusenv, coshu),

que en efecto cumple z2 — x2 — y? = cosh? u — senh? u = 1.

X1 = (coshu cosv, coshusenv, senhu), X, = (—senhusenv, senhucosv, 0),

g1 = cosh? u + senh? u = cosh 2u, g12=0, g0 = senh? u,
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y \/§ = senhuv/cosh 2u.

La region. Sea R, la parte con 0 < u < a. El «borde» u = 0 es el vértice (0,0,1), un solo
punto, asi que R, es un casquete: una regioén simple, homeomorfa a un disco, con una tinica
curva frontera, el paralelo u = a, y sin vértices. Luego x(R,) = 1. La parametrizacién polar
deja de ser regular en u = 0, pero la superficie es suave alli: z = /1 + x2 + y2. Para Liouville
solo usamos la carta junto al paralelo u = a > 0.

La curvatura geodésica del paralelo, por Liouville. Con 117y = 0,

K 1 8g22 i — 2senha cosha 1 cosha
£~ 2,/g ou ~ 2senh av/cosh2a senha  senhav/cosh2a

La longitud del paralelo es 27t senh a4, luego

2 h
7{ Kqds — 7t cosha
V/cosh2a’

Gauss-Bonnet y paso al limite.

27t cosha

KdA =2m — ——.
/R,, v/cosh 2a

Cuando a — +00, usando cosha ~ ¢ /2y cosh2a ~ ¢2/2,

cosha R ev/2 _Q
v/ cosh 2a e /~\/2 27

de donde

/ KdA =21~ V2r=mr(2-v2) ~184
M

Observacion (Dos controles de sensatez). El resultado es positivo, como tenia que ser: la
hoja es convexa y su curvatura de Gauss es positiva en todos sus puntos.

Y es menor que 477, también como tenia que ser: la imagen de la aplicacion de Gauss de la
hoja es un casquete esférico propio, no la esfera entera, porque las normales de la hoja nunca
llegan a apuntar horizontalmente. En efecto, el valor obtenido es la medida de ese casquete.

Compara con el ejercicio del hiperboloide de una hoja, que dio —2+/27t: misma familia
de superficies, curvaturas integrales de signo opuesto. La diferencia estd en que una es un
cuenco y la otra una silla de montar.

Ejercicio 1.15. El elipsoide y su imagen esférica

x2 2 2
¥

Sea M el ehpsmde — + " + = 1y se considera la region

R={(xyz)eM: x<0,y<0,z<0}.

Hallar el 4rea de la imagen esférica de R.

Resoluciéon. Qué estd pasando. El enunciado parece exigir integrar la curvatura de un
elipsoide, que es una funcién horrible con tres parametros. No hace falta calcular nada: basta
una simetria y el corolario compacto.
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Primer movimiento: el drea de la imagen esférica es la curvatura integral. En Geometria
local (secciones 4.2, La aplicacion de Gauss, y 4.4, apartado Curvatura media, curvatura de Gauss y
el teorema egregio) se prob6 que, donde K # 0, la aplicacién de Gauss es un difeomorfismo
local y

AN(Ve))
K = lim ————=.

Integrando esa relacién sobre una regién donde N sea inyectiva,

A(N(R)) = //R|1<y dA.

La inyectividad se comprueba aqui directamente: la normal exterior tiene la direc-
cién de (x/a?,y/b* z/c?). Fijada una direcciéon unitaria 7, el punto correspondiente es
)L(aznl, b2n,, czng), y la ecuacién del elipsoide fija un tinico A > 0. En el elipsoide K > 0
en todos sus puntos — es una superficie convexa, todos sus puntos son elipticos —, luego
K| =Ky

A(N(R)) ://RKdA.

Segundo movimiento: la simetria. Los tres planos coordenados son planos de simetria del
elipsoide, y las simetrias respecto de ellos son isometrias que lo llevan en si mismo. Dividen
el elipsoide en ocho regiones congruentes, una por octante, y R es una de ellas. Como una
isometria conserva la curvatura de Gauss y el drea, las ocho tienen la misma curvatura
integral.

Tercer movimiento: el corolario compacto. El elipsoide es compacto, conexo, orientable y
homeomorfo a una esfera, luego

/ /M KdA = 270y (M) = 47

Repartiendo entre las ocho regiones:

ANR) = [[ Kaa= %” =z

Observacién (Por qué no depende de a, b y c). El resultado no contiene los semiejes, y eso
desconcierta la primera vez. La razén es la de siempre: la curvatura integral de una superficie
compacta solo depende de su topologia. Un elipsoide muy alargado tiene curvatura enorme
en los extremos y casi nula en el centro, pero la integral sigue valiendo 47t.

Se puede comprobar de otra manera: la imagen esférica del octante x <0,y <0,z <0
del elipsoide es exactamente el octante correspondiente de la esfera unidad, porque el vector
normal del elipsoide en ese octante apunta al mismo octante de direcciones. Y el drea de un
octante de la esfera unidad es 471/8 = 71/2.

Ejercicio 1.16. Un arco cualquiera sobre el cilindro

Se considera el cilindro x? + y?> = 1. Sea C cualquier arco de curva simple y regular sobre el
cilindro que une los puntos (1,0,0) y (0,1,1). ;Qué consecuencia se obtiene de aplicar el
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teorema de Gauss-Bonnet a la region del cilindro delimitada por las circunferencias

{x2+y2:1 {x2+y2:1

7

z=0 z=1

larectax =0,y = —1y el arco de curva C? En particular, ;qué se deduce si C es un arco de
hélice circular?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. De la curva C no se sabe nada. Eso no es un obstdculo: es la gracia del problema.

2. Los tres primeros trozos de la frontera son geodésicas del cilindro. ; Por qué?
3. ;Cudnto vale K en el cilindro?

Resoluciéon. Qué esta pasando. Es un tipo de problema que reaparece a menudo: se da una
curva de la que no se sabe nada y se pide qué obliga el teorema. La respuesta no es un niimero,
es una ligadura.

Los tres lados conocidos son geodésicos. La recta x = 0, y = —1 es una generatriz del
cilindro, y una recta contenida en una superficie es geodésica. Las dos circunferencias z = 0y
z = 1 son paralelos del cilindro, que en el desenrollado son rectas horizontales, luego también
geodésicas. Los tres aportan Ky = 0.

La curvatura de Gauss se anula. El cilindro es desarrollable, K = 0, luego f f r KdA = 0.

La regién que se esta suponiendo. La lectura habitual del enunciado es que C y los tres
arcos elegidos de las curvas indicadas forman el borde de un disco, sin cruces adicionales.
Bajo esa hipotesis x(R) = 1. Un arco simple arbitrario podria salir de la franja o cruzar la
generatriz varias veces; entonces hay que identificar primero las regiones que realmente
delimita. La simplicidad de C por si sola no garantiza la configuracion del ejercicio.

Lo que queda. El teorema se reduce a

/Kgds+2q0i =2r
= i

Esa es la consecuencia: la curvatura geodésica total del arco C y la suma de los dngulos externos de
la region estdn ligadas, y su suma vale 27t sea cual sea el arco que forme esa frontera simple, recorrido
positivamente. Fijados los dngulos con que C llega a la frontera, su curvatura geodésica total
queda determinada.

Si C es un arco de hélice circular. Las hélices circulares son geodésicas del cilindro: en el
desenrollado son rectas de pendiente constante. Luego [~ Kods =0y

Zgol- = 27.

Otra via (comprobédndolo en el desenrollado). Con la frontera formada solo por geodésicas,
la region desenrollada es un poligono plano de lados rectos, y la suma de los angulos externos
de un poligono plano vale 27. Es la misma conclusién obtenida sin el teorema, y sirve de
control.
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Ejercicio 1.17. La desarrollable tangencial de una circunferencia

Sea a(s) = (coss,sens,1),s € (0,2m), y sea x(s,v) = a(s) +vt(s), v > 0, la superficie
desarrollable tangencial de a. Comprobar el teorema de Gauss-Bonnet en la regién limitada
porlascurvasv=1,v=2,s =m/2ys = m.

Resolucién. El primer movimiento decide el problema. La curva a es la circunferencia
unidad del plano z = 1. Sus rectas tangentes estan todas contenidas en ese mismo plano. Por
tanto la desarrollable tangencial de « es un trozo del plano z = 1, y el ejercicio consiste en
comprobar Gauss-Bonnet en una regién plana descrita en coordenadas disfrazadas.

Quien no vea esto se enfrenta a una cuenta larga; quien lo vea, ya sabe que K = 0 y que
todo el trabajo estd en los angulos y en las curvaturas geodésicas.

Los coeficientes métricos. Con t(s) = (—sens,coss,0) yt = kn = (—coss, —sens,0),
porque la circunferencia unidad tiene k = 1:

X; = a' + ot = (—sens —vcoss, coss —vsens, 0), Xz =t = (—sens,coss,0).
De ahi
g =1+ gn=1, g =1, g=(1+v*)-1=17?%

luego /g = v, que es positivo. Obsérvese que g1o = 1 # 0: las lineas paramétricas no son
ortogonales, y por tanto no se puede aplicar la férmula de Liouville tal cual.
Identificar las curvas. En el plano z = 1, la curva v = cte. es

(coss —vsens, sens + vcoss),

cuya distancia al origen es /(coss — vsens)? + (sens + vcoss)? = /1 + v2. Es decir, las
curvas v = cte. son circunferencias concéntricas de radio v/'1 + v2. Y las curvas s = cte. son
las rectas tangentes a la circunferencia unidad, es decir, segmentos rectilineos.

La region es, pues, el trozo de corona circular comprendido entre los radios v/2 y /5,
cortado por dos rectas tangentes a la circunferencia unidad en los puntos de parametros
s=m/2ys=Tm.

Los cuatro sumandos.

Curvatura de Gauss. K = 0 por ser un trozo de plano, luego [ [, KdA = 0.

Los lados s = cte. Son segmentos de recta: K; = 0.

Los lados v = cte. Son arcos de circunferencia de radio p, = V1 + v?, cuya curvatura vale
1/p, en valor absoluto. La integral de la curvatura geodésica sobre un arco de circunferencia
es el &ngulo que subtiende, con signo, y no depende del radio. El 4ngulo subtendido por el
arco correspondiente a s € [71/2, 7] es 71/2, porque al girar s un dngulo As la circunferencia
v = cte. gira ese mismo dngulo. Por tanto los dos arcos aportan +7/2y —7/2, con signos
opuestos porque uno es la frontera exterior y otro la interior:

7T 7T
de~|—/ Kods=———==0.
./1;:1 8 ven 2 2

Los dngulos. Cada radio de la corona es perpendicular a los arcos, pero los lados s = cte. no
son radios: son tangentes a la circunferencia unidad, y por tanto cortan a las circunferencias
concéntricas bajo un dngulo que no es recto. El dngulo entre X; y X cumple

812 _ 1
V81182 1+ 02

cosf =
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de modo que 8, = arccos(1/v/1+ 0v2), que vale 71/4 parav = 1y arccos(1/v/5) parav = 2.
Como en todo rectdngulo de coordenadas, en dos vértices opuestos el dngulo interno es 6 y

en los otros dos es 7t — 6, pero aqui 6 depende de v: en los dos vértices con v = 1 los dngulos

internos son 61 y 7w — 61, y en los dos con v = 2 son 6, y 7w — 6. La suma de los cuatro es

01+ (T —61)+ 6+ (T —6,) =271,

luego ) ¢; = 4m — 2T = 271.
Comprobacién. La regién es simple, x =1,y

0 + 0 + 0 + 2n =2m=2nx(R). V

lados rectos ~ arcos K angulos

Observacién (La leccion de este problema). Es el tinico problema de esta seccién en el que
Q12 # 0, y no es casualidad. Deja dos avisos.

El primero: no se puede usar la férmula de Liouville sin comprobar antes que g1, = 0.
Aquino lo es, y quien la aplique obtiene un disparate.

El segundo: aqui los angulos internos suman 27t porque 6, depende solo de v y, en cada
uno de los dos valores de v, aparecen los dngulos complementarios hasta 7: 6, y 7 — 0.
Eso no vale para un rectingulo de coordenadas cualquiera: si el angulo entre las lineas
coordenadas varia independientemente en los cuatro vértices, no hay tal cancelacion. Hay
que comprobarla, como se ha hecho aqui.

Ejercicio 1.18. Consecuencias topolégicas del signo de la curvatura

1. Probar que una superficie compacta, conexa y orientable con curvatura de Gauss positiva
verifica que toda curva cerrada y simple la divide en dos regiones. (Se explicita la
simplicidad que necesita la aplicacién de Jordan.)

2. Sea M una superficie regular, orientable, compacta y conexa que no es homeomorfa a
una esfera. Probar que M contiene un punto eliptico, un punto hiperbdlico y un punto o
bien parabélico o bien plano.

3. Sea M una superficie homeomorfa a un cilindro y con K < 0. Probar que M tiene, a lo
mas, una geodésica cerrada y simple.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Para el apartado 1, ;qué caracteristica tiene una superficie compacta orientable con K > 0? Usa el corolario
compacto.

2. Para el apartado 2, la caracteristica de una superficie compacta orientable que no es una esfera es < 0. ;Qué
dice eso de la integral de K?

3. Para el apartado 3, si hubiera dos geodésicas cerradas y simples disjuntas, ;qué region encerrarian entre
ellas y cudl seria su caracteristica?

Resolucién. 1. Si K > 0 en todos los puntos, entonces [[,, KdA > 0, y por el corolario
compacto 27tx(M) > 0, luego x(M) > 0. Pero la caracteristica de una superficie regular
orientable, compacta y conexa es par y menor o igual que dos, asi que x(M) = 2y M es
homeomorfa a una esfera.
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Y en una superficie homeomorfa a la esfera, toda curva cerrada y simple la divide: es
el teorema de Jordan sobre la esfera, que la parte de topologia demuestra con Seifert-van
Kampen. W

2. Como M es compacta, orientable, conexa y no homeomorfa a una esfera, su caracteristica
es par y menor o igual que dos, pero distinta de dos: x(M) < 0. Por el corolario compacto,

//MKdA — 21 (M) < 0.

Existe un punto hiperbdlico. Si fuera K > 0 en todos los puntos, la integral serfa > 0;
combinado con lo anterior, f f mK dA = 0y, siendo K > 0 continua con integral nula, K = 0.
Pero entonces M serfa una superficie compacta con curvatura idénticamente nula, lo cual
es imposible: toda superficie compacta de R® tiene algtin punto eliptico, como se ve en el
pérrafo siguiente. Luego existe un punto con K < 0, es decir, hiperbélico.

Existe un punto eliptico. Este argumento es independiente del teorema y conviene conocerlo.
Al ser M compacta, esta acotada, luego existe la esfera de centro el origen y radio minimo
que la contiene, y M toca a esa esfera en algtin punto p. En p, la superficie es tangente a la
esfera y queda dentro de ella, de modo que sus curvaturas normales son en valor absoluto
mayores o iguales que 1/7 y del mismo signo. Luego K(p) > 1/r> > 0y p es eliptico.

Existe un punto parabélico o plano. La funcién K es continua sobre M, que es conexa; toma
un valor positivo en el punto eliptico y uno negativo en el hiperbdlico. Por el teorema del
valor intermedio, existe un punto donde K = 0, y ese punto es parabdlico o plano segtn se
anulen una o las dos curvaturas principales. W

3. Supéngase que M, homeomorfa a un cilindro y con K < 0, tuviera dos geodésicas
cerradas y simples distintas, y1 y 72.

Primero, ninguna puede limitar un disco: Gauss-Bonnet daria f f p KdA = 27, imposible
con K < 0. Por tanto ambas dan una vuelta esencial al cilindro.

Si se cortan, usamos un hecho topolégico del anillo: dos curvas simples esenciales que se
cruzan forman un disco limitado por un arco de cada una (un bigono). Puede verse cortando
el anillo por una de las curvas y tomando un arco de la otra que recorte un disco sin més
cruces dentro. Las geodésicas distintas no pueden ser tangentes, por unicidad, asi que los dos
angulos internos 1, > del bigono son positivos. Gauss-Bonnet daria f f p KdA =1 + 1 >
0, contradiccién. Este es el argumento del disco geodésico que se desarrollard en la secciéon
de aplicaciones.

Si son disjuntas, la regién R comprendida entre ambas es una corona, luego x(R) =0,y
su frontera estd formada por geodésicas sin vértices. Gauss-Bonnet da

0 +//KdA—|— 0 =2m-0=0,
—~— R —~—

geodésicas sin vértices

luego [ [ KdA = 0.Pero K < 0 en todo puntoy A(R) > 0, asi que la integral es estrictamente
negativa. Contradiccion. W

Observacion (La variante con el signo cambiado: K > 0 en vez de K < 0). Hay una variante
clasica que pide probar que en una superficie homeomorfa a la esfera con K > 0, dos
geodésicas cerradas y simples cualesquiera tienen siempre al menos un punto en comun.

Se demuestra igual, y merece la pena verlo porque es el argumento del apartado 3 con
el signo cambiado. Si fueran disjuntas, la regién entre ellas seria una corona con y = 0y
frontera geodésica, de donde [ [, KdA = 0; pero K > 0 obliga a que la integral sea positiva.
Contradiccién.
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QUE DEJA. El patrén que resuelve casi todos los problemas cualitativos de esta seccion: se supone que
existe la configuracion prohibida, se identifica la region que encierra, se cuenta su caracteristica y se aplica el
teorema; el signo de K hace el resto. Y una lista corta de caracteristicas que hay que tener a mano: region
simple 1, corona 0, esfera 2, superficie compacta orientable distinta de la esfera < 0.

Ejercicio 1.19. Una region plana con dos agujeros

Aplicar el teorema de Gauss-Bonnet a una region plana rectangular con un agujero circular
y otro triangular, disjuntos, con frontera rectilinea en el triangular. ;Qué consecuencia se
obtiene?

Resolucién. Qué esta pasando. Es el ejercicio que obliga a soltar el reflejo de escribir 27t en el
segundo miembro. Con dos agujeros la caracteristica es —1 y el segundo miembro es —27r.

Los datos. La region es un rectdngulo al que se le han quitado dos discos abiertos, luego
tiene tres curvas frontera y

Es plana, luego [, KdA = 0.

Los términos de frontera. La frontera exterior del rectingulo estd formada por cuatro
segmentos rectos: no aportan curvatura geodésica, y sus cuatro dngulos externos valen
1t/2, que suman 27t. El agujero triangular tiene tres lados rectos y tres vértices; llamando
Y1, P2, P3 a sus dngulos internos como tridngulo, sus dngulos externos como frontera de R valen
— (7T — ¢;), con signo negativo porque el agujero se recorre en sentido contrario y los vértices
son céncavos vistos desde R. Su suma es — (37w — 1) = —27, porque los dngulos internos de
un tridgngulo plano suman 7. El agujero circular no tiene vértices y aporta § Ko ds = —27,
también negativo por recorrerse en sentido contrario al de la frontera exterior.

La comprobacién.

—27+ 0 4+ 0 + 2m —2m =-2m=2nx(R). V
—~— ~ ~ = =

circulo  lados rectos K recténgulo tridngulo

La consecuencia. Todo cuadra, y esa es la respuesta: el teorema no da informacion nueva en el
plano, sino que recupera hechos elementales de geometria euclidiana. Concretamente, la identidad
es equivalente a decir que los d&ngulos externos de un poligono plano suman 27 y que una
circunferencia tiene curvatura total 277. Lo interesante es cémo lo empaqueta: cada agujero
resta 277, y el nimero de agujeros aparece en el segundo miembro a través de la caracteristica.
u

Ejercicio 1.20. La imagen esférica de las dos regiones de una geodésica

Sea M una superficie regular homeomorfa a una esfera, con curvatura de Gauss no nula en
cada punto, C una geodésica cerrada y simple de M, y R y R; las regiones de M que tienen
a C como frontera comun. Probar que N(R;) y N(R;y) tienen la misma édrea, donde N es la
aplicacién de Gauss.

Resolucién. Primer movimiento: K tiene signo constante. La curvatura de Gauss es continua
sobre M, que es conexa, y no se anula en ningtn punto; luego no puede cambiar de signo.
Ademads, M es homeomorfa a una esfera, asi que x(M) =2y f f m K dA = 47 > 0. Por tanto

72



1.3. El Teorema de Gauss-Bonnet

K > 0 en todo punto. Para identificar la integral con el drea de la imagen, falta justificar que
N es inyectiva: al ser K # 0, es un difeomorfismo local; la compacidad de M lo convierte en
un recubrimiento de S2. Como M es conexa y S? es simplemente conexa, ese recubrimiento
tiene una sola hoja. Asi N es un difeomorfismo y

A(N(Ry)) = //R’_!KMA = //RinA.

Segundo movimiento: Gauss-Bonnet en cada mitad. Cada R; es una regién simple —
una curva cerrada y simple divide a una superficie homeomorfa a la esfera en dos discos —,
luego x(R;) = 1; su frontera es C, que es geodésica, asi que no aporta curvatura geodésica; y
no hay vértices. El teorema da, para cada i,

// KdA = 2.
R;

Por tanto A(N(R1)) = A(N(Ry)) = 27: no solo tienen la misma &rea, sino que se sabe
cudl es. [

Observacién. De paso queda comprobado el corolario compacto: 27t + 27t = 471 = 27t (M).

Y el resultado tiene una lectura geométrica bonita: una geodésica cerrada y simple de
una superficie ovalada reparte la esfera de direcciones en dos mitades iguales. En la esfera
unidad el reparto se ve sin cuentas, y merece la pena decir por qué: ahi la aplicacién de
Gauss es la identidad, porque el normal exterior en p es el propio p, asi que la esfera de
direcciones es la superficie; la geodésica es un circulo méximo, y la simetria respecto de su
plano intercambia los dos hemisferios, luego los dos tienen la misma &rea, 27t. El teorema
dice que ese reparto sigue siendo exacto en cualquier superficie ovalada, por deformada que
esté y aunque alli ya no haya ninguna simetria que lo explique.

Ejercicio 1.21. El cuadrildtero geodésico en curvatura negativa

Sea M una s.r. con curvatura de Gauss constante y negativa, y sea R una regién encerrada

por un cuadrildtero geodésico, es decir, por una curva cerrada, simple y regular a trozos con

cuatro vértices y cuyos cuatro lados son geodésicas.

1. Si dicho cuadrildtero es un rectdngulo, es decir, si sus cuatro &ngulos internos son rectos,
(puede ser R simple?

2. Si R es simple, ;qué se puede decir de los dngulos internos de su frontera?

Resolucion. Se escribe el teorema para la regién. Supéngase que R es simple, de modo
que x(R) = 1y vale la version local. Sean ¢4, . .., ¢4 los dngulos internos y ¢; = 7 — @; los
externos. Como los cuatro lados son geodésicas, K¢ = 0 sobre ellos y el primer sumando
desaparece:

. 4
// KdA+Y ¢ = 2.
R i=1

Sea K = ¢ < 0 la curvatura, constante por hipétesis. Entonces [ [, KdA = cA(R), y
sustituyendo los dngulos externos por los internos,

4 4
cAR)+Y.(m—§) =21 = CcA(R)+4rn-Y ¢ =2nx
i=1

i=1
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es decir,

4
Y i =21+ cA(R) (1.10)
i=1

Primer apartado. Si el cuadrildtero fuera un rectangulo, sus cuatro dngulos internos
valdrian 71/2 y su suma seria exactamente 27t. Llevandolo a (1.10),

2 =2n+cA(R) = CcA(R)=0.

Pero ¢ < 0 estrictamente y A(R) > 0, porque R es una region con interior no vacio. El
producto ¢ A(R) es entonces estrictamente negativo y la igualdad es imposible.

Luego R no puede ser simple. En una superficie de curvatura constante negativa no existe
ningun rectdngulo geodésico que encierre una regiéon homeomorfa a un disco; y por tanto no
existe el andlogo del rectdngulo de la geometria euclidea. MW

Segundo apartado. Si R es simple, la igualdad (1.10) sigue valiendo, y comoc < Oy
A(R) > O setiene c A(R) < 0, de donde

4

Z Pi < 2.

i=1
Es decir: 1a suma de los cuatro dngulos internos es estrictamente menor que 27, que es lo
que sumarian en el plano. Hay un defecto angular, y la igualdad (1.10) dice ademads cuanto
vale exactamente:

A(R) = i(g@._zﬂ) - fd(zﬂ_g@),

de modo que el 4rea del cuadrildtero estd determinada por sus dngulos. En particular, al
menos uno de los cuatro dngulos internos es estrictamente menor que 7t /2, porque si todos
fueran mayores o iguales la suma llegarfa a 27t. n

Otra via (el mismo argumento para un poligono de n lados). No hay nada especial en el
cuatro. Repitiendo la cuenta con n vértices se obtiene

-

N
Il
—

¢i=(n—-2)r+cA(R),

que contiene los tres casos de un vistazo, con (n — 2)7 como valor euclideo de referencia:

= sic = 0 se recupera la férmula del instituto para la suma de los dngulos de un poligono;
= sic > 0hay exceso angular, y por eso en la esfera existen triangulos con tres d&ngulos rectos;
= sic < 0 hay defecto, y por eso no hay rectdngulos.

Ese enunciado general es exactamente el del ejercicio sobre poligonos geodésicos en curvatura
constante que ya se ha resuelto en este capitulo, y merece la pena reconocer que el problema
del cuadrildtero es su caso n = 4 con el signo de c fijado.

Otra via (sin férmulas, mirando la hipétesis que falla). Hay una lectura del primer apartado
que conviene tener, porque es la que se pide cuando el enunciado no deja calcular. Si un
rectdngulo geodésico encierra una region simple, Gauss-Bonnet obliga a que su curvatura
integral sea nula. En una superficie de curvatura constante no nula eso solo puede ocurrir
si el drea es cero, es decir, si no hay regién. Asi que el rectdngulo geodésico, si existe como
curva, tiene que encerrar algo que 70 es una regién simple: por ejemplo una regién que rodee
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un asa, con x # 1. Es el mismo fenémeno que en el ejercicio de las dos geodésicas del cilindro:
la curvatura es la correcta y lo que falla es la topologia.

QUE DEJA. La cadena completa — lados geodésicos anulan ¢ K, curvatura constante saca K de
la integral y deja el drea, y ¢; = 7 — ¢; traduce a dngulos internos — que resuelve de una vez
todos los problemas de poligonos geodésicos. Y la consecuencia de fondo: en curvatura constante
no nula, el drea de un poligono geodésico esta determinada por sus dngulos, de modo que no hay
figuras semejantes de tamafios distintos. Es la razon tltima de que la geometria hiperbélica no tenga
rectdngulos que encierren discos ni permita ampliar una figura conservando sus dngulos dentro de la
misma curvatura constante.

Qué se ha ganado. Las dos preguntas del principio tienen respuesta. La de la finca: en una
region simple, lo que giran los lados, lo que se gira en las esquinas y la curvatura encerrada
[[x KdA suman siempre 271. La vuelta que falta en la ladera se ha ido a esa integral, y
se predice sin salir de la finca, porque K es intrinseca. La del agrimensor: si los lados del
tridngulo son geodésicas, el sobrante de la suma de dangulos sobre 7 es exactamente la
curvatura que encierra, por el teorema de Gauss de la subseccién 1.3.7. No depende del
instrumento. Depende del sitio y del tamafio solo a través de esa integral: en una esfera de
radio a vale el drea del tridngulo dividida por 4. De propina, sobre una superficie compacta
la curvatura total ya no depende de la forma, sino solo de x(M) (subseccion 1.3.8). Queda
abierto qué se puede hacer con una igualdad asi, y la seccién siguiente la usa para leer la
curvatura en el giro de un vector transportado y para prohibir ciertas configuraciones de
geodésicas.

Repaso: el teorema
REPASO INTERCALADO: GAUSS-BONNET, PRIMERA RONDA

A libro cerrado, en un folio.

1. Enuncia el teorema de Gauss-Bonnet general. Di qué es cada simbolo.

2. Enuncia la version local y di exactamente en qué se diferencia de la general.

3. Enuncia el teorema de Gauss para tridngulos geodésicos y deducelo de la versién
local en tres lineas.

4. ;Cuéanto vale x de un disco, de una corona y de un disco con dos agujeros?

5. En la demostracién del lema del tridngulo, ;dénde entra el teorema de Green y
dénde el del indice de rotacion?

6. ¢Por qué se cancelan los lados internos al sumar sobre la triangulaciéon?

REPASO INTERCALADO: GAUSS-BONNET, SEGUNDA RONDA

1. Una superficie compacta y orientable tiene curvatura integral —47. ;Qué superficie
es?

2. ;Puede existir una s.r. compacta de R® con K < 0 en todos sus puntos? Justifica
usando la existencia de un punto eliptico en toda superficie compacta de IR®. ;Por
qué Gauss-Bonnet, por si solo, no basta?

3. En el cilindro, una curva cerrada y simple que encierre una regién simple tiene
siempre la misma curvatura geodésica integral. ;Cudl, y por qué no depende de la
curva?
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Dos geddesicas de una superficie con K < 0 salen del mismo punto. ;Pueden volver
a encontrarse? ;Y si K > 0?

¢(Por qué la version para superficies compactas no se puede aplicar al hiperboloide
de una hoja? ;Qué se hace en su lugar?

Un tridngulo esférico tiene tres dngulos rectos. ;Cudl es su area en la esfera unidad?
Contesta sin integrar.

Explica por qué la curvatura geodésica integral es invariante por semejanzas, y da
dos consecuencias.

REPASO INTERCALADO: GAUSS-BONNET, TERCERA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

Esta ronda mezcla a propésito.

1.

1.4

El teorema de Green aparece en la demostracién aplicado en el plano de parametros.
(Qué hipétesis del teorema de Green se estan usando y por qué se cumplen?

¢Por qué hace falta suponer g1» = 0, y qué teorema de otra asignatura garantiza
que se puede?

Enuncia la férmula de Liouville y sefiala cudl de sus dos sumandos se convierte en
la curvatura de Gauss y cudl en los dngulos.

Una region regular tiene tres curvas frontera y su superficie ambiente tiene K =
0; todas las fronteras son geodésicas y no hay vértices. Demuestra que eso es
imposible.

Sin calcular nada: ;jcudl es la curvatura integral de un cilindro finito, de un cono
truncado y de una banda de Mobius con métrica intrinsecamente plana? ;Cuél
carece de la orientacién global usada en nuestra formulacién?

El teorema de Jacobi usa cinco cosas de Geometria local. Enuméralas.

(Qué le pasa al teorema si la curva frontera no es simple y da dos vueltas? Contesta
mirando el teorema del indice de rotacién.

Algunas Aplicaciones

LA PREGUNTA: EL PENDULO QUE GIRA SOLO

En 1851 Foucault colgé un péndulo de la ctipula del Panteén de Paris y el plano en

que oscilaba fue girando a lo largo del dia sin que nadie lo tocara. En el polo habria

dado una vuelta completa en un dia; en Paris da unas tres cuartas partes de vuelta, y

en el ecuador no giraria nada. Nadie ha empujado el péndulo de lado. ;Qué es lo que

ha girado en realidad, y por qué el &ngulo depende de la latitud?

Esta seccion recoge lo que el teorema da casi gratis una vez demostrado: el &ngulo que
gira un vector transportado paralelamente alrededor de una regién, que es lo que responde a
la pregunta del péndulo; el hecho de que en una superficie con curvatura no positiva dos
geodésicas no pueden encerrar un disco; y el teorema de Jacobi sobre la indicatriz de las

normales de una curva cerrada.
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1.4.1 Angulo de holonomia
LA IDEA: EL VECTOR QUE VUELVE GIRADO

Esta es, de las aplicaciones del teorema, la que més dice sobre qué es la curvatura.

El experimento es el siguiente. Se toma un vector tangente a la superficie en un punto
y se transporta paralelamente a lo largo de una curva cerrada, es decir, se lleva de
paseo sin girarlo nunca desde el punto de vista de la superficie. Al volver al punto de
partida, el vector no tiene por qué ser el mismo: puede haber girado un dngulo. Ese
angulo se llama dngulo de holonomia.

En el plano no pasa nada: el transporte paralelo es la traslacién de toda la vida y el
vector vuelve idéntico. En la esfera si pasa, y mucho: el ejemplo cldsico es recorrer el
tridngulo formado por dos meridianos y el ecuador.

Lo que dice esta seccién es que el angulo de holonomia es exactamente la curvatura
encerrada, entendiendo el giro final médulo 27t. Y de ahi sale una caracterizacién de
K sin mencionar el espacio ambiente: es el limite de la holonomia por unidad de area
al encoger el circuito hacia un punto.

P =(0,0,1)

inicial: (1,0,0) final: (0,1,0)

octante de la esfera unidad

(0,0,—1) (0,0,-1)
Recorrido P -+ A — B — P,con A = (1,0,0) y B = (0,1,0). La flecha comienza tangente al primer
meridiano; en A apunta hacia abajo. Al recorrer el ecuador conserva el vector (0,0, —1), que sigue
siendo tangente. Por el segundo meridiano llega a P apuntando en la direccién (0,1,0): ha girado 7r/2
respecto de la inicial. Es el drea del octante, porque K = 1. Las flechas se han acortado para dibujarlas;
la perspectiva no conserva los dngulos.

Sean M una s.r. orientaday x : U — M, x = x(u,v), una p.l. con g1, = 0y orientacién
compatible con la de M. Sea R C x(U) una regién simple sin vértices, con borde una c.r.p.n.
a : [0,1] = x(U) orientada positivamente. Sea vy un vector unitario tangente a M en «(0) y
sea V = V(s) su transportado paralelo a lo largo de a.

Proposicién. En las condiciones anteriores, si ¢(s) es una determinacion diferenciable del
angulo de Xi(s) a V(s) y se denota Ap = ¢(I) — ¢(0), entonces

A(p://RKdA:ZN—yiKg(s)ds.

El ntimero Ag se llama aqui dngulo de holonomia, siguiendo una determinacién continua
respecto del campo coordenado sobre el disco. La rotacién que compara los vectores final e
inicial solo distingue este nimero médulo 27t. En particular, si « es una geodésica, Ap = 27
el vector final coincide con el inicial.
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LA IDEA: LA FLECHA NO GIRA, PERO EL SUELO Si

La imagen que predice el enunciado es la de alguien que camina por un circuito
cerrado llevando una flecha con el brazo rigido, cuidando de no girarla nunca. Al
volver al punto de partida la flecha aparece girada. La pregunta es de dénde ha salido
ese giro si nadie lo ha hecho, y la respuesta es que no lo ha hecho él: 1o ha hecho el
suelo.

«No girarla respecto de la superficie» significa que su derivada covariante es cero. No
significa que mantenga un dngulo constante con la rejilla: el campo coordenado puede
girar durante el recorrido. Liouville separa justamente el giro de ese campo del giro
relativo de la flecha. Al integrar y aplicar Green, el balance es la curvatura encerrada.
Tampoco basta con mirar el valor de K en los puntos del camino. Un recorrido por
una zona intrinsecamente plana puede rodear una zona curvada y tener holonomia
no trivial. La férmula permite calcular el giro a partir del interior; no dice que el
transporte deje de depender del camino y de su métrica.

Paso 1: escribir «paralelo» como una igualdad integrable. Como V es paralelo, su
derivada covariante se anula y por tanto [5Y] = 0 en todo punto. Integrando a lo
largo de la curva y usando la férmula de la seccién 1.2.1 para el valor algebraico de la

derivada covariante de un campo unitario,

[ [Dv] /b1 (0g». 0811, dg
O—/O [ds] ds-/o 2\/§{8u1u2_8u2u1}ds+/0 %ds.

(A)

Paso 2: el cero se reparte entre el suelo y la flecha (el niicleo de la prueba). Lo que

dice esa igualdad es que cero no significa que nada gire, sino que los dos giros se
compensan: lo que gira la rejilla, con signo menos, es lo que aparenta girar la flecha.
Y lo que gira la rejilla ya estd calculado. El sumando (A) es exactamente el mismo
que apareci6 en la demostracién del lema del tridangulo, y el mismo razonamiento —
escribirlo como integral de linea en el plano (1, v) y aplicar el teorema de Green — da
(A) = — [[zx KdA. El segundo sumando es Ag. Luego

0= —// KdA + Ag, (1.11)
R

que es la primera igualdad.

Paso 3: cambiar el interior por el borde con Gauss-Bonnet. Para la segunda se aplica
el teorema de Gauss-Bonnet a R, que es una region simple sin vértices, de modo que
X(R) =1y no hay dngulos externos:

§ Keds+ [[ Kaa=2m.
it R

Despejando la integral doble y sustituyendo en (1.11) se obtiene Ag = 271 — ¢ K ds.
Y si a es geodésica, esa integral se anula.
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Lo que hay que llevarse. «Paralelo» quiere decir [%} = 0. Liouville parte ese cero en el giro

de la rejilla mas el giro de V respecto de ella; al integrar a lo largo del borde, el primero es
— [Jx KdA por Green, igual que en el lema del tridngulo. Luego el giro de V respecto de la
rejilla es la curvatura encerrada. La segunda igualdad es Gauss-Bonnet para la region.

Observacién (Por qué 27t y no 0 cuando la curva es geodésica). Los dos niimeros describen
la misma rotacién final. En una geodésica cerrada, su tangente es un campo paralelo que
vuelve a si mismo; todo vector paralelo mantiene su d&ngulo con ella y también vuelve a si
mismo. Si ademas bordea el disco del enunciado, Gauss-Bonnet da f f r KdA = 27 y nuestra
determinacién continua da A¢ = 271. No hay que suponer curvatura integral nula: una vuelta
completa ya devuelve la flecha a su direccién inicial.

Corolario. En cualquier superficie con K = 0, el transporte paralelo a lo largo de una curva
cerrada que bordea una region simple es la identidad.

Por (1.11), Ap = [[, KdA = 0.

Un caso a mano: el péndulo de Foucault. Un modelo geométrico sencillo contesta la
pregunta de la seccién. Mientras la Tierra gira, el punto de suspensién del péndulo recorre
una vez por dia sidéreo, unas 23,93 horas, el paralelo de su latitud 1, y nada empuja de lado
el plano en que oscila. En el modelo, vista desde la superficie, la direccién de oscilacién se
transporta paralelamente a lo largo del paralelo. Lo que se observa es el &ngulo que forma
con el norte local, y ese dngulo es el que calcula la resta de giros.

Se trabaja en la esfera unidad, orientada por el normal exterior N(p) = p, con
E; = (—senugcosv, —sentugpsenv, costy) el unitario que apunta al norte y E, =
(—senv, cosv, 0) el que apunta al este. Que el transportado V sea paralelo significa

[%} = 0, asi que, por la proposicion de la diferencia de valores algebraicos, el angulo ¢ del

norte a V cumple
(— |PV}_[PEi} _ [DEi|.
= | do do | dv |-

la direccién del péndulo gira respecto del norte lo mismo que gira el norte, con
el signo cambiado. Y el norte gira al recorrer el paralelo hacia el este: derivando,

E] = (senugsenv, —senugcosv, 0) = —senug Ey, y con el normal exterior N x E; = —E;,

de modo que [%} = E{-(N x E;) = senuy. En una vuelta completa, con v de 0 a 27,

Ap = =27 senuy.

Con el normal exterior, un giro negativo es horario visto desde fuera. El plano del péndulo
da, respecto del suelo, sen 1y vueltas por dia sidéreo, en sentido horario en el hemisferio
norte: una en el polo, ninguna en el ecuador, y en Parfs, a 48,85° de latitud, sen 48,85° ~ 0,753
vueltas, unos 271°. Son las tres cuartas partes de vuelta de la pregunta, y una vuelta entera
tarda alli unas 23,93/0,753 ~ 31,8 horas.

La proposiciéon dice lo mismo por otro camino. El casquete norte que encierra el paralelo
tiene drea 277(1 — senup), de modo que la holonomia vale Ap = 27t(1 — senu), que difiere
de —27msen u( en una vuelta exacta: los dos niimeros describen la misma rotacién. La vuelta
de diferencia tampoco es un error. La proposicién mide el dngulo respecto de un campo
coordenado definido en todo el casquete, y el campo «norte» no lo es: en el polo deja de estar
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definido, y al recorrer el paralelo da él mismo una vuelta respecto de cualquier campo que si
lo esté. Esa vuelta es lo que la seccién 1.5 llamaré indice de un campo en un punto singular.

1.4.1.1 Una nueva interpretacion de la curvatura de Gauss

Teorema. Sean p € x(U) y q € U con x(q) = p. Sea B, la bola cerrada de centro g y radio ¢
enR?, con B, C U, y sea V, = x(B;). Entonces

. Aoee
Kip) =lim 2y

donde Ag; es el angulo de holonomia a lo largo de la frontera de V.

Por la igualdad (1.11) aplicada a V,

Ape ffVEKdA

A(Ve)  A(Ve)

Por el teorema del valor medio para integrales dobles, aplicable porque K es continua,
existe p. € V; con ffvg KdA = K(pe)A(Ve). Luego el cociente vale K(p,), y cuando
¢ — 0 se tiene p, — py, por continuidad, K(p,) — K(p).

LA IDEA: LA DEFINICION QUE UN HABITANTE DE LA SUPERFICIE PODRIA DAR

Merece la pena detenerse en lo que se acaba de demostrar, porque cambia el estatus
de la curvatura de Gauss.

La definicion original de K es extrinseca: es el producto de las curvaturas principales,
que se obtienen mirando cémo se dobla la superficie dentro del espacio. El teorema
egregio dice que, pese a eso, K solo depende de la métrica. Pero la formula métrica
del teorema egregio exige conocer coeficientes y derivadas. Aqui se obtiene otro
procedimiento, basado en el transporte paralelo.

Esta caracterizacion silo dice, y con un procedimiento que un habitante de la superficie
podria ejecutar sin salir de ella: coge un vector, dale una vuelta pequefia transportindolo
paralelamente, mira cudnto ha girado y divide por el drea encerrada. En el limite, eso es la
curvatura de Gauss.

Es, ademas, el ejemplo més limpio de la asignatura de que un invariante local (la
curvatura en un punto) se puede leer en un fenémeno global (dar una vuelta).

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR LA CURVATURA COMO EL GIRO POR UNIDAD DE AREA

La alternativa. Tomar como definicién de la curvatura de Gauss el limite

JAYR
K(p) = lim ——,
(p) =T vy
en vez de definirla como producto de las curvaturas principales y demostrar después que es

intrinseca.

Su ventaja. Es grande y conviene no despacharla: la definicién serfa intrinseca desde el primer
momento, sin necesidad del teorema egregio, y no mencionaria en ningun sitio el espacio
ambiente. Un habitante de la superficie podria ejecutarla.

Qué la hunde en este curso. Que, tal como estd ordenado el material, seria circular. La existencia
del limite se demuestra aqui con la igualdad Ag = [ [ KdA, que sale de Gauss-Bonnet, que a
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su vez se ha construido sobre la definicién extrinseca. No basta, por tanto, con cambiar una frase
de la definicién: habria que construir primero la conexién intrinseca y justificar el limite por
otra via. En geometrfa riemanniana esta lectura mediante lazos pequefios es una interpretacién
de la curvatura de la conexién; una definiciéon habitual usa las derivadas covariantes. Ambas
perspectivas se relacionan, pero no hay una tnica definicién obligatoria ni es necesario calcular
infinitos transportes uno a uno para usar un limite.

1.4.1.2 Regiones con vértices geodésicos

La situacion se extiende a regiones mads generales. Sea R C x(U) una regién simple con
borde una curva & = «(s) regular a trozos, cerrada y simple, orientada positivamente, cada
uno de cuyos arcos regulares es una geodésica. Denotando ahora 6(s) al angulo orientado
desde X (s) hacia t(s), el teorema de Gauss-Bonnet asegura

//RKdA-i—Z(pi = 27,

Y por el teorema del indice de rotacion, A6 + Y ¢; = 271, donde A0 = Y (0(si+1) — 0(s:)).
Comparando las dos igualdades, el angulo de holonomia vale de nuevo

AO = // KdA.
R

La tangente salta en las esquinas; el vector transportado no. En cada lado geodésico, ambos
son paralelos y mantienen constante su dangulo mutuo. Por eso los incrementos de 6 dentro de
los arcos, sin afiadir los saltos de la tangente, suman el giro acumulado del vector transportado.

Ejercicio 1.22. La superficie reglada sobre la hélice conk = Tt =1

Sea & = a(s) una hélice circular parametrizada naturalmente con curvatura y torsién
k(s) = t(s) = 1 para todo s. Para cada s del dominio de « se define

a(s) = \f t(s) + \2@ b(s),

y se considera la superficie regular dada por la p.1. x(s,v) = a(s) + va(s). Se pide:

1. Probar que a(s) es un campo vectorial tangente a la superficie, diferenciable y paralelo
a lo largo de a. Sin hacer ningtin cédlculo adicional, probar que la curvatura integral de
cualquier region regular de esta superficie es nula.

2. Calcular directamente, sin usar el teorema de Gauss-Bonnet, la suma de los angulos
externos de la region limitada por las curvas s = sp,s =s1,v =0y v = 1.

3. Comprobar el resultado obtenido en el apartado anterior usando el teorema de Gauss-
Bonnet.

Resolucidn. 1. El campo a es constante. Con k = T = 1, las ecuaciones de Frenet son
t=n, n=—t+b, b=—n.

Derivando a:

a:7(t—i—b) :T(n—n):o.

81



El Teorema de Gauss-Bonnet

Luego a es un vector constante de R>.

Es tangente a la superficie porque X, = dx/0dv = g, es decir, a es uno de los dos campos
coordenados. Es diferenciable por ser constante. Y es paralelo a lo largo de « porque su
derivada covariante, que es la componente tangencial de 4 = 0, se anula.

La curvatura integral es nula. Aqui estd el apartado interesante, y se contesta sin calcular
nada més. El campo 4 es constante en R® y tangente a la superficie en todos sus puntos, luego
su derivada a lo largo de cualquier curva de la superficie es cero y, en particular, su derivada
covariante también. Es decir, a es un campo unitario — en efecto, |a|? = $(1+2tb+1) =1
— paralelo a lo largo de toda curva de la superficie.

En consecuencia, el transporte a lo largo de cualquier lazo cerrado devuelve a a s mismo.
La holonomia es, por tanto, un multiplo de 27t. Para discos suficientemente pequefios,
[[x KdA tiende a cero y no puede ser un multiplo no nulo de 27: debe valer cero. La
caracterizacioén anterior por holonomia dividida entre drea da entonces K = 0 en cada punto,
y por tanto

/ / KdA =0 para toda regién simple R.
R

Como toda region regular se triangula en regiones simples y la integral es aditiva, la curvatura
integral de cualquier region regular esnula. W

Observacion. Se puede decir también en una linea: al ser a constante, x(s,v) = a(s) +va
es un cilindro generalizado sobre « en la direccién fija 4, y los cilindros son desarrollables,
luego K = 0. Pero eso es «calculo adicional» en el sentido del enunciado; el argumento de la
holonomia es el que se pide.

2. Los dngulos externos, sin Gauss-Bonnet. Se calculan los coeficientes métricos. Como
a=0,
ox ox

= — = / 1 = = —
Xl—as ® +va t, Xz 9%

=4a.

Luego
V2 V2

g11 :t~t:1, gzzza-azl, glzzt'ﬁl: 7t<t+b) = 7

Las lineas paramétricas no son ortogonales, y ese es el punto del ejercicio. El dngulo 6

que forman cumple
812 V2 T

cosf = =— == 0=-—.

VS/S2 2 4

La region es el rectangulo de coordenadas [so, s1] % [0, 1], con cuatro vértices. En cada uno
de ellos el angulo interno es el dngulo entre las dos direcciones que entran en la region:
= en (s9,0) entran +X; y +Xo: dngulo 7v/4;
= en (s1,0) entran —X; y +Xo: dngulo 7 — 71/4 = 371/4;
» en (s1,1) entran —X; y —Xo: dngulo 7t/4;
= en (sp, 1) entran +X; y —Xp: angulo 371/4.
La suma de los dngulos internos es 2(7t/4) + 2(37w/4) = 27, y por tanto

4
Zqoi:47't—27r:27r
=1

3. Comprobacién con Gauss-Bonnet. La region es simple, luego x = 1. Por el apartado 1,
JJx KdA = 0. Falta ver que los cuatro lados no aportan curvatura geodésica.
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Los lados s = cte. son segmentos de recta, porque x(so, v) = a(sg) + v a recorre una recta
al variar v; una recta contenida en una superficie es geodésica.

Los lados v = cte. son las curvas B,(s) = «(s) + va, trasladadas de « por un vector fijo,
luego congruentes con . Su vector tangente es t y su derivada segunda t = n. El normal de
la superficie es

Xy x Xp V2 V2

X1 xXo=txa=—txb=——n,

N= x| 2 2

de donde N = —n. Entonces
K; = (N,t,n) = (—n,t,n) =0,

porque el determinante tiene dos filas proporcionales. Los cuatro lados son geodésicos.
El teorema de Gauss-Bonnet queda

4
0+0+) ¢i=2n-1 = ) ¢;i=2m,
i=1

que coincide con el apartado 2. Vv [

1.4.2 Superficies con curvatura no positiva
LA PREGUNTA: DOS CAMINOS RECTOS QUE VUELVEN A ENCONTRARSE

En el plano, dos rectas que salen de un mismo punto en direcciones distintas no
vuelven a cortarse jamds. En la esfera, dos meridianos que salen del polo norte se
cortan otra vez en el polo sur y encierran entre ambos una regién con drea. ;Qué
propiedad de la superficie decide cudl de las dos cosas ocurre, y basta con conocer el
signo de la curvatura?

Proposicién. Sea M una superficie orientable con K < 0. Entonces dos geodésicas que parten
de un punto p € M no pueden encontrarse de nuevo en otro punto 4 € M encerrando una
region simple.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: ENUNCIARLO SIN HABLAR DE REGIONES SIMPLES

La alternativa. Enunciar el resultado en la forma mds memorable posible: «en una superficie
con K < 0, dos geodésicas que salen de un mismo punto no vuelven a encontrarse». Sin
regiones, sin simplicidad y sin condiciones.

Su ventaja. Es la frase que uno querria poder decir, y es la que se queda en la cabeza.

Qué la hunde. Un contraejemplo que esta en el catdlogo de este mismo libro: el cilindro. Su
curvatura de Gauss es idénticamente nula, luego cumple K < 0, y sin embargo dos hélices
que salen del mismo punto enrolldndose en sentidos contrarios se cortan una y otra vez. En
la parametrizacién x(u,v) = (cosu,senu,v), tomemos a > 0y las hélices v () = x(t,at) y
v-(t) = x(—t,at). Salen de (1,0,0) y su primer reencuentro es (—1,0,ar), para t = 7. El lazo
formado por esos dos arcos da una vuelta al cilindro y no bordea un disco. No se le puede
aplicar la version local de Gauss-Bonnet. La hipétesis «encerrando una regién simple» no es
una cautela burocrética: es exactamente lo que separa el enunciado verdadero del falso, y es el
primer aviso de que para decir algo global sobre superficies hara falta la segunda mitad de la
asignatura.
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LA IDEA: EL GAJO DE NARANJA QUE LA CURVATURA NEGATIVA PROHIBE

La figura que hay que tener delante es un gajo: dos geodésicas que salen del mismo
punto, se separan y vuelven a juntarse, encerrando una lente de dos esquinas. En la
esfera los gajos existen y se ven a simple vista: dos meridianos cualesquiera salen
del polo norte y se reencuentran en el sur. En un plano, en cambio, no hay ninguno,
porque dos rectas que se cortan no vuelven a cortarse. La proposicién dice que esa
diferencia no es un accidente de la esfera y del plano, sino una cuestion de signo: los
gajos son cosa de la curvatura positiva.

La razén cabe en una imagen de presupuesto. Gauss-Bonnet reparte una cantidad
tija, 277, entre tres conceptos: lo que giran los lados, lo que se acumula de curvatura
por dentro y lo que se gira en las esquinas. En un gajo los lados son geodésicas y no
gastan nada, y si K < 0 el interior tampoco gasta: al contrario, devuelve. Con lo cual
las dos esquinas tienen que pagar 27 ellas solas. Y dos esquinas no pueden pagar 27,
porque cada una vale menos de 71: una esquina que tuviera giro externo 7 seria una
ctspide de angulo interno cero. Las dos geodésicas tendrian la misma recta tangente,
y la unicidad impediria que fueran dos geodésicas distintas.

La intuicién falsa. Uno traduce el enunciado a «con curvatura no positiva las geodési-
cas se separan y ya no se vuelven a ver», y esa frase es falsa: en el cilindro, que tiene
K = 0, dos hélices contrarias se cortan una y otra vez. Lo que prohibe la curvatura
no positiva no es el reencuentro, sino el gajo: que lo encerrado entre los dos arcos sea
un disco. En el cilindro se reencuentran, pero los dos arcos pueden formar un lazo
que da la vuelta al tubo y no bordea ningtin disco. El enunciado es local disfrazado de
global, y esa distincién es justamente lo que la segunda mitad de la asignatura viene a
arreglar.

Paso 1: suponer que hay gajo y pasarle la factura de Gauss-Bonnet. Supéngase que
si, y sea R la region simple que encierran. Su frontera estd formada por dos arcos
geodésicos y tiene dos vértices, p y g, con dngulos externos ¢ y ¢». La version local da

éRKgds—l—//RKdA—i—gm—i—qu —2n,
=0

luego, al ser K < 0,
q01+(p2:27r—//KdA227r.
R

Aqui han trabajado las dos hipétesis a la vez: que los lados sean geodésicos anula
la primera integral, y que K < 0 hace que la segunda no reste sino que sume. Las
esquinas se quedan solas con la deuda.

Paso 2: las esquinas no pueden pagar tanto (el niicleo de la prueba). Y lo que las
hunde es la unicidad de las geodésicas, que es lo tinico verdaderamente geométrico
de toda la prueba. Las dos geodésicas no pueden cortarse tangencialmente ni en p ni
en g: por un punto y una direccién pasa una tinica geodésica, asi que si en p tuvieran
la misma direcciéon tangente serian la misma curva. Por tanto los d&ngulos internos en
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p 'y g son estrictamente positivos, es decir, p1 < Ty ¢ < 7T,y
¢1+ @2 < 2r,

que contradice lo anterior. En una frase: el presupuesto pide 277 a dos esquinas que
como mucho, y sin llegar, dan v cada una.

Lo que hay que llevarse. Se supone el gajo y se le aplica la versién local: los lados geodésicos
no aportan nada y con K < 0 el interior no resta, asi que los dos dngulos externos tienen que
sumar al menos 27r. La unicidad de las geodésicas impide que las dos salgan tangentes, de
modo que cada dngulo externo es menor que 7. Contradiccién.

Observacién (El caso limite y por qué es interesante). Si ¢1 = ¢2 = 0 no hay dos geodésicas,
sino una sola geodésica cerrada y simple. El mismo argumento prueba entonces que una
geodésica cerrada y simple de una superficie con K < 0 no puede ser frontera de una
region simple.

No es una situacién rara: ocurre en el cilindro y en el hiperboloide de una hoja. En el
cilindro, los paralelos son geodésicas cerradas y simples, y ninguno de ellos encierra un disco
dentro del cilindro: encierran una regién que se va al infinito por un lado. Este es el ejemplo
que conviene tener en la cabeza.

CONEXION: LA MISMA IDEA, EN LAS DOS MITADES DE LA ASIGNATURA

Este resultado es el primer sitio donde la geometria dice algo que solo la topologia puede
aprovechar del todo, y merece la pena verlo ahora aunque la segunda parte del libro llegue
mas tarde.

Lo que la proposicién permite deducir es que, si existe una geodésica cerrada y simple en una
superficie con K < 0, ese lazo no se puede contraer. El signo K < 0 no garantiza por si solo
su existencia: el plano es un contraejemplo. En el cilindro si existe: la geodésica cerrada del
cilindro no bordea ningtn disco, luego no se puede deformar de forma continua hasta un
punto sin salirse de la superficie. En el lenguaje de la segunda parte, eso es exactamente decir
que su grupo fundamental no es trivial.

El cilindro tiene 711 = Z y su generador es precisamente ese paralelo. La geometria lo detecta
con el signo de la curvatura; la topologia, contando lazos.

1.4.3 El teorema de Jacobi
LA PREGUNTA: UNA CURVA DE LA ESFERA QUE REPARTE EL AREA A PARTES IGUALES

A una curva cerrada del espacio se le puede asociar la curva que dibujan sobre la
esfera unidad sus vectores normales principales. Es un objeto construido a base de
derivadas, sin ninguna relacién aparente con areas. ;Por qué esa curva, cuando no se
corta a si misma, parte la esfera en dos trozos exactamente del mismo 4rea, sea cual
sea la curva de partida?

Proposicién (Jacobi). Sea « : [0,1] — R3 una curva cerrada regular con k # 0. Si su indicatriz
esférica de las normales principales es una curva simple, entonces dicha indicatriz divide a la
esfera en dos regiones de igual area.
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LA IDEA: UNA CURVA QUE SE COMPORTA COMO UN ECUADOR SIN SERLO

Conviene empezar por una circunferencia plana: sus normales principales recorren
una circunferencia méxima de la esfera, que la divide en dos hemisferios iguales. El
teorema afirma que eso, que parece una casualidad de un caso simétrico, pasa siempre:
sea cual sea la curva, con tal de que la indicatriz no se corte a si misma, la reparte a
partes iguales.

La imagen que lo predice es esta: la indicatriz no es una circunferencia mdxima, pero
para el teorema de Gauss-Bonnet es indistinguible de una. Una circunferencia maxima
es la geodésica de la esfera, es decir, la curva cuya curvatura geodésica es cero en
cada punto. La indicatriz no tiene curvatura geodésica nula punto a punto — se
retuerce —, pero su curvatura geodésica resulta ser la derivada de una funcién, y una
derivada integrada a lo largo de un circuito cerrado da cero. Se retuerce hacia un lado
exactamente lo mismo que hacia el otro. Y a Gauss-Bonnet no le importa la curvatura
geodésica punto a punto: solo le importa su integral. En el balance, la indicatriz pasa
por geodésica, y a una geodésica cerrada de la esfera solo le cabe encerrar la mitad.
Y quién firma esa cancelacion tiene nombre: la funcién arctan(7/k), cuya derivada
respecto del arco de la indicatriz es exactamente esa curvatura geodésica. Que esta
funcién vuelva a su valor al cerrar la curva es lo que permite la cancelacion.

Paso 1: derivar la indicatriz dos veces con Frenet. Tomamos s como pardmetro natural
de a. Como es habitual al hablar de una curva cerrada suave, se supone suavidad
también en el empalme de los extremos; no solo a(0) = «(I). Asi, k y T son periddicas.
Sea B(s) = n(s) la indicatriz esférica de las normales principales de a y sea ¢ su
pardmetro natural. Derivando y usando las ecuaciones de Frenet,

B(@) = (~KE)HE) + T(5)b(s)) 1o

y volviendo a derivar,

B(o) = (—kt+7b) T + (—kt+1b) (52) = (¥ +7%)(5-) n
Como f esté contenida en S?, el normal de la esfera a lo largo de B es N(¢0') = B(0) =
n(c), y por tanto
‘B __ 3 N . . ds 3
Kg(0) = (B,N,B) = (—kt + k1) (%> :
Paso 2: reconocer una derivada donde parecia haber un revoltijo (el niicleo de la
prueba). Ahora bien, do = |B(s)| ds = VK% + 12 ds, de modo que

—"<T+kfds_d( tan 1) ) &
R+ do ds\aean o’

k(s)
Ese cociente no es una expresién cualquiera: es literalmente la derivada de un arcotan-
gente, porque (kt — k7)/(k? + 72) es la regla del cociente aplicada a T/k y dividida
entre 1 + (7/k)%. Aqui estd el teorema entero, y cabe en una frase: la curvatura geodé-
sica de la indicatriz es una derivada total, y por tanto su integral sobre una curva
cerrada es cero. Lo demads es aplicar Gauss-Bonnet y leer.

K(o) =
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Paso 3: aplicar Gauss-Bonnet a media esfera. Se aplica ahora el teorema de Gauss-
Bonnet a una de las dos regiones acotadas por 8, que llamamos R. Como f es simple, R
es una region simple, sin vértices, y en la esfera unidad K = 1, luego [ [, KdA = A(R).
La version local da

A(R) + . K§ do = 27

Paso 4: cobrar la cancelacién. Pero la integral se anula, porque es la de una derivada

total sobre una curva cerrada:

Id T T(s)7!
ﬁ P J— f— g —_— =
ﬁ;R K¢ (o)do = /0 S (arctan k)ds {arctan 70 } . 0,

ya que « es cerrada y por tanto 7(0) = 7(I) y k(0) = k(I).
Luego A(R) = 27t. Como el area de la esfera unidad es 471, la otra region tiene también
drea 271.

Lo que hay que llevarse. Con Frenet se calcula la curvatura geodésica de la indicatriz n
en la esfera, y resulta ser la derivada de arctan(7/k) dividida por do/ds. Integrada sobre la
indicatriz cerrada da cero. Gauss-Bonnet en la esfera unidad, con K = 1 y sin vértices, dice
entonces que cada una de las dos regiones tiene drea 277, la mitad de la esfera.

Observacién (Qué papel juega cada hipoétesis). = k # 0. Sin ella no hay normal principal, y
por tanto no hay indicatriz que dibujar: el objeto del enunciado ni siquiera existe. Ademaés
es lo que permite dividir por k al escribir arctan(7/k).

» « cerrada. Es lo tinico que hace falta para que la primitiva vuelva a su valor. Para un arco
abierto la integral deja un término de extremos que no tiene por qué anularse; ademads, su
indicatriz puede no ser cerrada y entonces no delimita las dos regiones del enunciado.

» Laindicatriz es simple. No interviene en ninguna cuenta, y sin embargo es imprescindible:
es lo que garantiza que R sea una regién simple, con x(R) = 1, para poder aplicar la
version local. Si la indicatriz se corta a si misma no hay «las dos regiones» de las que habla
el enunciado, y la frase pierde el sentido antes de perder la verdad.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CALCULAR DIRECTAMENTE EL AREA QUE ENCIERRA LA INDICATRIZ

La alternativa. Demostrar el teorema de Jacobi como parece que habria que demostrarlo:
parametrizando la indicatriz esférica, escribiendo el drea de una de las dos regiones que
determina y comprobando que sale 27r.

Su ventaja. Es directa, no necesita Gauss-Bonnet y responde a la pregunta con el procedimiento
que uno esperaria.

Qué la dificulta. Habria que describir la regién delimitada por una indicatriz arbitraria antes
de integrar sobre ella. Existe una integral de 4rea, pero no disponemos de una parametrizacién
explicita y sencilla de esa regiéon. La demostracién que se acaba de dar no calcula el drea
en ningtin momento: observa que la curvatura geodésica de la indicatriz es la derivada de
arctan(7/k), que integrada sobre una curva cerrada da cero, y despeja el drea de la igualdad de
Gauss-Bonnet. Es el patron que se repite en toda la leccion: el teorema no sirve para calcular
integrales, sino para no tener que calcularlas.
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Qué se ha ganado. La pregunta del péndulo estd contestada: lo que se ve girar es el suelo
respecto de una direccién que se transporta paralelamente, y en una vuelta gira lo que vale la
curvatura encerrada por el paralelo, salvo vueltas enteras; por eso depende de la latitud. Por
el camino, la curvatura de Gauss ha recibido una lectura que un habitante de la superficie
puede ejecutar, giro por unidad de area, y el signo de K ha dicho algo global: con K < 0 no
hay gajos geodésicos. Queda por ver qué pasa si en vez de integrar curvatura se cuentan los

CONEXION: ES UN TEOREMA DE CURVAS DISFRAZADO DE TEOREMA DE SUPERFICIES

Este resultado es el ejemplo més claro de por qué Geometria local es prerrequisito. Todo lo que
se usa aqui — la indicatriz esférica de las normales principales, las ecuaciones de Frenet, el
cambio de pardmetro do = Vk? + 72 ds, la relacion 7/k — es material de la leccién de curvas:
capitulo 1 de aquel libro, con los cambios de pardmetro en la seccién 1.2, la curvatura y la
torsién en la 1.4 y las ecuaciones de Frenet en la 1.5.

Y la aparicién de arctan(t/k) no es casual: ese cociente es el invariante que caracteriza las
hélices, y la derivada de su arcotangente aparece siempre que se estudia la indicatriz de las
normales principales. Reconocerla ayuda a identificar la derivada.

ceros de un campo, y eso es la seccién siguiente.

Repaso: aplicaciones

88

REPASO INTERCALADO: APLICACIONES, PRIMERA RONDA

1.

Define dngulo de holonomia y enuncia la igualdad que lo relaciona con la curvatura
integral.

Enuncia la caracterizacién de K(p) como limite de holonomias por unidad de 4rea
y di qué teorema de Anilisis se usa en su demostracion.

¢Por qué el angulo de holonomia a lo largo de una geodésica cerrada que bordea
una regién simple vale 277 y no cero?

Enuncia el resultado sobre geodésicas en superficies con K < 0 y di dénde se usa
que dos geodésicas no puedan ser tangentes.

Enuncia el teorema de Jacobi.

REPASO INTERCALADO: APLICACIONES, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

1.

Un compafiero afirma que en el cilindro el transporte paralelo a lo largo de un
paralelo devuelve el vector girado. ;Tiene razén? Justifica con el desenrollado. ;Por
qué el corolario para bordes de regiones simples no se aplica directamente a ese
paralelo?

¢Puede existir una superficie regular compacta de R*> con K < 0 en todos sus
puntos? Usa la existencia de un punto eliptico en una superficie compacta de R® y
explica por qué el corolario de Gauss-Bonnet no basta por si solo.

En la esfera unidad, transporta un vector a lo largo del tridngulo formado por dos
meridianos separados un angulo 6 y el ecuador. ;Cuanto gira? Contesta sin calcular,
usando la holonomia y el drea del huso.

(Por qué el argumento del campo constante del ejercicio de la hélice prueba que
K = 0 y no solo que la curvatura integral de una region concreta se anula?

El teorema de Jacobi usa cinco resultados de Geometria local. Enuméralos y di déonde



1.5. Una aplicacion destacada: Indice de Campos en Puntos Singulares

entra cada uno.
6. En una superficie con K < 0, jpuede una geodésica cerrada y simple ser frontera
de una regién simple? Da un ejemplo que ilustre la respuesta.

1.5 Una aplicacién destacada: Indice de Campos en Puntos Singula-
res

LA PREGUNTA: SIEMPRE HAY UN SITIO DONDE NO SOPLA EL VIENTO

Si modelamos el viento horizontal como un campo continuo tangente a una esfera,
necesariamente hay algtin punto donde se anula. Es una consecuencia del modelo
matematico, sin necesidad de conocer el campo concreto. Sobre la superficie de un
flotador, en cambio, si podria soplar viento en todos los puntos a la vez. ;Qué tiene la
esfera que no tiene el toro, y como se puede demostrar algo sobre todos los vientos
posibles sin conocer ninguno?

LA IDEA: CONTAR REMOLINOS

Un campo de vectores tangente a una superficie es un vector en cada punto: el viento
sobre la Tierra, la direccién de los pelos en una cabeza. Casi siempre hay puntos donde
el campo se anula, y esos puntos son los interesantes: el ojo del huracén, el remolino
de la coronilla.

A cada cero aislado se le puede asignar un ntimero entero, su indice, que cuenta
cuéntas vueltas da el campo al rodear el punto. Un manantial del que salen vectores en
todas direcciones tiene indice +1; un punto de silla, —1; y hay ceros mds complicados
con indices —2, —3 y cualquier otro entero.

El teorema de esta seccion dice algo que no tiene por qué ser cierto y lo es: en una
superficie compacta sin borde, la suma de los indices de un campo con ceros aislados
no depende del campo. En el modelo esférico, esa suma es 2; se cuentan todos los
ceros aislados, incluidos los puntos de silla. Y ese 2 es, otra vez, la caracteristica de
Euler-Poincaré.

De ahi sale, sin ningtn esfuerzo adicional, el resultado que todo el mundo conoce con
otro nombre: no se puede peinar una esfera sin remolinos.

1.5.1 Puntos singulares y su indice

LA PREGUNTA: QUE SE PUEDE CONTAR ALREDEDOR DE UN CERO

En la coronilla de casi todo el mundo hay un remolino: el pelo, que en el resto de
la cabeza tiene una direccion, en ese punto no tiene ninguna y alrededor de él gira.
Los ciclones tienen un ojo en calma con el viento girando alrededor, y en algunos
cruces de corrientes el agua se abre desde un punto en todas direcciones. Un campo
de vectores tangentes puede anularse en un punto, y alrededor de ese punto las
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flechas se organizan de maneras muy distintas: como los radios de una rueda, como
un remolino, o cruzdndose como en una silla de montar. Se querria un nimero que
distinga esos comportamientos y que no cambie ni al deformar un poco el campo ni al
cambiar de coordenadas. ;Qué se puede contar alrededor del punto que tenga esas
dos propiedades a la vez?

Sea M una s.r.. Recuérdese que un campo vectorial tangente y diferenciable V' en un
abierto G C M es una correspondencia que a cada p € G le asigna un vector V(p) € T,(M)
de modo que, en cualquier p.l. x = x(u,v) entorno de p, las funciones f; y f» dadas por
V = f1X1 + f2X2 son diferenciables.

En todo lo que sigue, M esté orientada por un campo normal N.

Definicién. Dado un campo diferenciable V en M, se dice que p € M es un punto singular
de V' si V(p) = 0. Un punto singular p se dice aislado si existe un entorno abierto V de p en
M tal que V no tiene otros puntos singulares en V.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: ADMITIR PUNTOS SINGULARES NO AISLADOS

La alternativa. Definir el indice sin exigir que el cero esté aislado, para que la teoria valga para
todos los campos y no solo para los que tienen los ceros sueltos.

Su ventaja. Los campos con ceros no aislados existen y son faciles de escribir: en el plano,
V(x,y) = (0,y) se anula en todo el eje OX. Dejarlos fuera parece una pérdida.

Qué cambia. Esta definicién asigna un indice a un cero individual rodedndolo sin incluir otros
ceros. 5i no esta aislado, ya no podemos separarlo asi. En el ejemplo del eje, cualquier contorno
que encierre uno de sus puntos corta otros ceros y la direccién ni siquiera estd definida en todo
el contorno.

No toda acumulacién impide encontrar contornos libres de ceros: a veces se puede rodear un
conjunto entero y definir su indice. Esa es una extensién distinta; no permite sumar sin mas
indices individuales de puntos no aislados.

Definicién. Sean V un campo diferenciable en M, p un punto singular aislado de V' y
x: U — Munapl congpp =0, p = x(0,0) y orientaciéon compatible con la de M. Sea
a : [0,]] - M una curva parametrizada, simple, cerrada, regular a trozos y orientada
positivamente, con «([0,1]) C x(U), que sea la frontera de una regién simple R C x(U)
que contiene a p en su interior como tnico punto singular de V, con V' # 0 en el borde. Se
denota por V(t) la restriccion de V a lo largo de « y por ¢(t) una determinacién continua,
diferenciable a trozos, del éngulo de X; (t) a V(¢).
Como « es cerrada, existe un entero I(V, p) tal que

dg
27 1(V,p) = (1) — 9(0) = [ “La.
o dt
El nimero entero I(V, p) se llama el indice de V en p.
LA IDEA: POR QUE EL INDICE ES UN ENTERO, Y POR QUE CUENTA VUELTAS

La cantidad ¢(I) — ¢(0) es la variacion total del angulo que el campo V forma con la
primera linea coordenada, al recorrer una vez la curva cerrada «.

Al volver al punto de partida, V vuelve a ser el mismo vector y X; también, asi que
el dngulo entre ellos vuelve a ser el mismo mddulo 27t. Pero ¢ es una determinacién
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continua del angulo, no un valor médulo 27: puede haber crecido en un multiplo
entero de 27t. Ese multiplo es el indice.

Dicho de otra forma: el indice cuenta cudntas vueltas completas da el campo mientras
uno da una vuelta alrededor del punto singular. Es la misma idea del grado de una
aplicacion de la circunferencia en si misma, que reaparecerd en la parte de topologia
del curso con ese nombre.

N /
¥ ! A
AN /!
g N f
.
V = (x,y): indice +1 V = (x, —y): indice —1

El campo sobre la circunferencia unidad, en ocho puntos. En el manantial, la flecha del punto de dngulo polar ¢
apunta en la direccién t: al dar una vuelta antihoraria, la flecha da una vuelta en el mismo sentido. En la silla

apunta en la direccién —¢: da una vuelta en sentido contrario.
EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR EL INDICE COMO EL GRADO DE UNA APLICACION

La alternativa. Alrededor del punto singular aislado p se toma una curva cerrada pequefia que
lo rodee y se considera la aplicacién que a cada punto de esa curva le asigna la direcciéon V /| V|,
expresada en una base ortonormal orientada definida sobre el disco. Sus dos componentes
forman un punto de una circunferencia fija. El indice seria el grado de esa aplicacién de la
circunferencia en si misma, es decir, el entero que le corresponde en 711 (Sl, x) &2 Z.

Su ventaja. Es conceptualmente més limpia. El indice deja de ser el incremento de un dngulo
y pasa a ser un invariante algebraico; su independencia de la curva elegida resulta entonces
inmediata, porque dos curvas pequefias que rodeen a p son hométopas dentro del entorno sin
ceros, y no hay que remitir a un libro para la demostracién.

Qué la hunde aqui. Solo el orden del temario. Esa definicién necesita el grupo fundamental de
la circunferencia, que en este libro se calcula en el capitulo 6, en la otra mitad de la asignatura,
y usarla en este punto obligaria a adelantar entera la teoria de homotopia. La definicién por
incremento del dngulo solo pide lo que ya se tiene: una determinacién diferenciable del 4ngulo,
que es de la seccion 1.2. Y 1a alternativa se usa: es la definicién estdndar en topologia algebraica,
y es la que permite extender el indice a campos en dimensiones mayores, donde no hay dngulo
que incrementar.

Proposicién. La definicion de indice no depende de la p.1. elegida ni de la curva a.

LA IDEA: MEDIR EL GIRO CONTRA ALGO QUE NO SEA LA REJILLA

El indice se ha definido contando cudntas vueltas da el campo respecto de Xj, y X; es
un objeto arbitrario: depende de qué carta se haya elegido. La sospecha razonable es
que el nimero dependa de esa eleccién, y hay que quitarla.

El truco es el de la brajula. Para saber cuantas vueltas ha dado un objeto no hace falta
una referencia absoluta; basta una referencia cualquiera que uno sepa comparar con la
otra. Aqui se mete en escena un tercer campo, el transportado paralelo W, que tiene la
virtud de no depender de ninguna carta. Se mide el giro de V respecto de Xj, se mide
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el de W respecto de Xy, y se restan: en la resta X; desaparece, porque lo que queda es
el giro de V respecto de W, y eso no sabe qué carta se usé. Es exactamente la resta de
agujas de la férmula de Liouville, usada ahora como palanca.

Paso 1: introducir un testigo que no dependa de la carta. Se prueba la independencia
delap.l. Sean wy € T,(o)(M) un vector unitario y W(t) el transportado paralelo de
wp a lo largo de «, y sea 1(t) una determinacion continua y diferenciable a trozos del
angulo de X;(t) a W(t). Por lo visto en la seccién 1.4,

Ap = //RKdA.

Paso 2: restar, y ver que la carta se va (el niicleo de la prueba). Restando la definicién
de indice,

//RKdA—ZnI(V,p) — AP — @), (1.12)

Ahora bien, { — ¢ es el dngulo de V(t) a W(t), que no depende de Xj: es el 4ngulo
entre dos campos definidos sin referencia a ninguna parametrizacién. Y el miembro
izquierdo de (1.12) tampoco depende de la p.1. salvo por el término del indice. Luego
el indice no depende de la p.1..

Dicho en una frase: X; aparece en los dos sumandos y con el mismo peso, asi que
la resta lo borra. Y lo que sobrevive a la resta, f f r KdA =27l (V,p), es una cantidad
geométrica: por eso el indice tiene que serlo también.

Paso 3: la otra mitad. La prueba de que tampoco depende de la curva a puede
encontrarse en la secciéon 4.5 del libro de do Carmo.

Lo que hay que llevarse. Se mide el giro de V contra un testigo que no depende de la carta,
un transportado paralelo, cuyo giro respecto de la rejilla es la curvatura encerrada. En la
resta, la rejilla desaparece y queda un dngulo entre dos campos geométricos.

Observacién. La definicién de indice puede aplicarse también a puntos no singulares de V,
y en ese caso vale cero. En una carta suficientemente pequefia alrededor de un punto donde
V # 0, la continuidad hace que sus direcciones permanezcan en un mismo semicirculo del
marco local. El 4ngulo tiene entonces una determinacién continua y univaluada sobre todo
ese entorno; al recorrer un contorno cerrado vuelve al mismo valor, de modo que su variacion
es cero.

Esa observacion, que parece un tecnicismo, es la que permite sumar indices sobre una
triangulacién entera sin preocuparse de en qué triangulo cae cada cero.
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1.5.2 El teorema de Poincaré
LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: UN CAMPO HECHO A MEDIDA DE LA TRIANGULACION

La pregunta de la seccién ya dejo claro qué dice el teorema: la suma de los indices
no depende del campo. Falta ver por qué el nimero que sale es justo x(M), y ahi
la siguiente imagen anticipa el resultado: un campo construido a la medida de una
triangulaciéon permite ver de dénde salen los signos +1, —1, +1. Todavia no es una
demostracién de que la suma sea la misma para todos los campos.

Triangulese la superficie y constriiyase un campo asi: un manantial en cada vértice,
un sumidero en el centro de cada cara, y en el punto medio de cada arista un punto
de silla, donde el campo sale hacia las dos caras y entra desde los dos vértices. Ese
campo existe y se dibuja: es el que iria «de los vértices hacia los centros de las caras».
Sus ceros son exactamente los vértices, las aristas y las caras, y sus indices son +1, —1
y +1 respectivamente. La suma es entonces

V—-—A+C=x(M),

que es la definicién combinatoria de la caracteristica. Para demostrar que cualquier
campo con ceros aislados da esa suma, usaremos abajo Gauss-Bonnet; no daremos por
probada de antemano la independencia del campo.

Merece la pena ver el parentesco con Gauss-Bonnet, porque los dos teoremas son la
misma cuenta leida de dos maneras. Gauss-Bonnet dice que si se integra la curvatura
sobre toda la superficie sale 27tx(M); Poincaré dice que si se cuentan las vueltas
alrededor de los remolinos sale x(M). En los dos casos, un objeto que depende de todo
(la métrica, el campo) se integra o se suma y devuelve un niimero que no depende de
nada salvo de la forma de la superficie. De hecho, la demostracién de Poincaré que se
da a continuacién pasa literalmente por Gauss-Bonnet.

Teorema (Teorema de Poincaré). La suma de los indices de un campo vectorial diferenciable
con puntos singulares aislados en una superficie compacta, orientada y sin borde es igual a la
caracteristica de Euler-Poincaré de dicha superficie:

n

Y I(V,pi) = x(M).
k=1

Paso 1: comprobar que los remolinos son unos pocos. Al ser M compacta, si hubiera
infinitos puntos singulares, por el teorema de Bolzano-Weierstrass el conjunto de ellos
tendria un punto limite, que seria un punto singular no aislado, en contra de la hipétesis.
Luego hay una cantidad finita, py, ..., ps.

Paso 2: trocear tan fino que cada remolino quede solo en su casilla. Sea {x;} un atlas
de M compatible con su orientacién, con todas las p.l. verificando g1 = 0, y sea T
una triangulaciéon de M tal que cada triangulo esté contenido en la imagen de alguna
p.L. del atlas, contenga a lo mas un punto singular en su interior y no tenga ninguno en
su frontera. Son dos condiciones que se imponen al elegir la triangulacion. Se orienta
positivamente la frontera de cada tridngulo.
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Paso 3: sumar y ver que los bordes se devoran entre si (el niicleo de la prueba).
Aqui estd el peso, y es un argumento de contabilidad con frontera. Cada tridngulo
aporta una cuenta local que mezcla curvatura e indice con un término de borde; al
sumar sobre toda la superficie, los bordes se cancelan de dos en dos porque cada
lado pertenece a dos tridngulos y cada uno lo recorre en sentido contrario. Que no
sobre ningiin lado es exactamente lo que significa que M sea compacta y sin borde:
en una superficie con borde quedarian lados huérfanos y el teorema no saldrfa. En
una frase: lo local se suma sin residuo porque la superficie se cierra sobre si misma.
Se aplica la ecuacion (1.12) a cada tridngulo, recordando que en los tridngulos sin
puntos singulares el indice vale cero, y se suman los resultados. El miembro derecho,
A(¢p — ¢), se cancela por completo. Aunque el campo paralelo W se elija por separado
en cada tridngulo, la derivada del &ngulo de V hacia W es menos el valor algebraico
de la derivada covariante de V/|V|; no depende del vector inicial de W. Escrito con
U = V/|V]|, que es unitario porque en los bordes V no se anula, la proposicién de la
diferencia de valores algebraicos y [2¥] = 0 dan

a0 =] &) =[]

y, al integrar a lo largo del borde de cada tridngulo T,

Bor(¥—9)=—¢_ Bﬂ dt.

El integrando solo depende de V' y del lado por el que se pasa: W ha desaparecido.
Al invertir un lado, su integral cambia de signo. Cada lado aparece dos veces con
orientaciones opuestas y oM = @, asi que no queda ningtin lado sin pareja. Queda

//MKdA —27zk_i1 I(V, py) = 0.

Paso 4: cambiar la integral de curvatura por la caracteristica. Por el corolario para
superficies compactas, [ [, KdA = 2y (M), luego

1 1
L IV.p) = 5 /[ xda=xm).

k=

Lo que hay que llevarse. En cada triangulo, la igualdad (1.12) compara el giro de un trans-
portado paralelo, que es la curvatura encerrada, con el giro de V, que es 27 por el indi-
ce. La diferencia es una integral sobre el borde que solo depende de V, y al sumar sobre
una triangulacién de una superficie sin borde los lados se cancelan de dos en dos. Queda
[y KdA =2m Y I(V, pr), y Gauss-Bonnet pone x (M) en lugar de la integral.

Observacién (Qué papel juega cada hipoétesis). = M compacta. Trabaja tres veces, y convie-
ne no confundir los tres usos. En el paso 1 es lo que impide que haya infinitos ceros. En el
paso 2 es lo que permite una triangulacién finita. Y en el paso 3, junto con oM = @, es lo
que hace que no quede ningtn lado sin pareja. Si M no es compacta el teorema es falso sin
més: el plano tiene y = 1 y admite el campo constante, que no tiene ningtin cero y suma
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cero.

» Singularidades aisladas. Sin ella el paso 1 se cae y ni siquiera hay una lista de ceros que
sumar. Un campo que se anula en una curva entera no tiene indices que contar.

= M orientable, implicita en que exista el atlas compatible del paso 2. Es lo que permite
usar esta prueba con una normal global. El teorema de Poincaré-Hopf también vale para
superficies no orientables; lo que aqui hemos demostrado es su formulacién en el contexto
orientado del capitulo.

= Que el teorema de Gauss-Bonnet esté demostrado. No es una hipétesis, pero conviene
sefalarlo: esta demostracion no prueba Poincaré desde cero, lo deduce. Todo el contenido
geométrico ya estaba en Gauss-Bonnet, y lo que afiade el paso 3 es la contabilidad que lo
traduce a indices.

LA IDEA: LO QUE ESTE TEOREMA DICE DE VERDAD

La suma de los indices no depende del campo, sino tinicamente de la topologia de
la superficie. Se puede cambiar el campo por otro completamente distinto, mover los
ceros, crearlos y destruirlos: la suma de los indices no se mueve.

Es el mismo fenémeno del teorema de Gauss-Bonnet, con otro disfraz. Alli, una integral
de curvaturas resultaba depender solo de la topologia; aqui, un recuento de remolinos.
Y no es casualidad que sean el mismo fendmeno: la demostracién que se acaba de ver
deduce uno del otro en cuatro lineas.

Merece la pena tener presente la imagen fisica. Si V es el campo de vientos sobre un
modelo esférico de la Tierra y sus ceros son aislados, la suma de los indices de todos
ellos es 2. No basta contar ciclones y anticiclones: también pueden aparecer puntos de
silla, que contribuyen con signo negativo.

Corolario (Teorema de la bola peluda). En cualquier superficie homeomorfa a la esfera,
todos los campos de vectores con singularidades aisladas deben tener la suma de sus indices
igual a 2. En particular, tales superficies no pueden admitir campos vectoriales sin puntos
singulares.

Si el campo no tuviera puntos singulares, la suma de los indices seria una suma vacia,
es decir, cero, y el teorema de Poincaré daria (M) = 0. Pero x(M) = 2 por ser
homeomorfa a la esfera. Contradiccién.

DE DONDE VIENE: POR QUE SE LLAMA EL TEOREMA DE LA BOLA PELUDA

El enunciado se popularizé con la imagen de una bola cubierta de pelo: no hay forma de
peinarla dejando todos los pelos tumbados y sin remolinos. Siempre queda al menos un punto
donde el pelo se levanta o se arremolina.

La versién meteorolégica usa la misma imagen: un campo de viento horizontal continuo
y tangente a una esfera tiene que anularse en algtn punto. Las hipétesis de continuidad y
tangencia son parte del modelo al que se aplica el teorema.

Obsérvese que el flotador no tiene ese problema, porque su caracteristica es cero: un toro si se
puede peinar. Basta peinar todos los pelos en la direccién de un paralelo.
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1.5.3 Problemas de la relaciéon

Ejercicio 1.23. Cinco indices en el plano

Probar que (0,0) es un punto singular aislado y calcular el indice de (0,0) de los siguientes
campos vectoriales en el plano:

LV(y) =y 4V(y) =@(?—y? -2xy);
2.V(x,y) = (—x,y); 5 V(x,y)=(x*>—3xy% > —3x%).
3.V(x,y) = (x,—y);

Resolucion. El método. En el plano con la parametrizacién identidad se tiene g1 = 0y
X1 = (1,0), luego ¢(t) es el angulo polar de V. Se rodea el origen con la circunferencia unidad

y se cuenta cudntas vueltas da V.
Escribiendo r = +/x2+ yz, las normas de los cinco campos son, respectivamente,
r,r, 7,12, 13. Solo se anulan en el origen, que es por tanto aislado.

1. V = (x,y). Sobre la circunferencia, V = (cost,sent), cuyo dngulo polar es t. Al variar ¢ de
0 a 27t el &ngulo aumenta 27, luego

I(V,0) = +1.

Es el manantial: todos los vectores apuntan hacia fuera. El campo (—x, —y), el sumidero,
tiene el mismo indice: apuntan al revés, pero giran igual.

2.V = (—x,y). Sobre la circunferencia, V = (— cost,sent). Su angulo polar es 7w — t, que
decrece al crecer t: al dar una vuelta, el angulo varia —27t. Luego

I(V,0) = —1.

Es el punto de silla: el campo entra por dos lados opuestos y sale por los otros dos.

3.V = (x, —y). Sobre la circunferencia, V = (cos t, — sent), de angulo polar —t. Otra vez
I(V,0) = —1.

Es la misma silla que la anterior girada 90°, y el indice lo confirma: girar el campo no cambia
cuéntas vueltas da.

4.V = (x* —y2, —2xy). Identificando el plano con C mediante z = x + iy, se tiene z2 =

(x* —y?) +i(2xy), luego B
V= (Rezz, —Imzz) = 72,

2

Sobre la circunferencia unidad, z = €' y z2 = e~2", cuyo dngulo polar es —2¢: al dar una

vuelta varfa —47. Luego
[(V,0) = —2.

5.V = (x® — 3xy?, y® — 3x%y). Como z°> = (x® — 3xy?) + i(3x*y — y*), se reconoce

V= (Rez3, —Imz3) =253,
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y sobre la circunferencia z3 = e~%, de 4ngulo —3t. Luego
I(V,0) = —3.
[

Observacion (La regla general que se acaba de descubrir). Los dos tltimos apartados no son
casos sueltos: sugieren una regla que conviene guardar.

Para un entero n > 1, identificando el plano con C, el campo V = z" tiene indice +n en el
origen, y el campo V = z" tiene indice —n. La razén se lee sobre la circunferencia unidad, que
es donde se cuenta el indice: ahi z = ¢ con t € [0,27], de modo que z" = e tiene angulo
polar nt, que al recorrer la circunferencia entera pasa de 0 a 27tn, es decir, da n vueltas en
el mismo sentido; y z"" = e~ tiene angulo polar —nt, que varfa —27tn, o sea, las mismas n
vueltas en el sentido contrario.

Y el primer apartado es el caso n = 1 de la primera familia, mientras que el segundo y el
tercero son el caso n = 1 de la segunda, salvo un giro. Con esa regla se calcula el indice de
cualquiera de estos campos sin hacer ninguna cuenta.

QUE DEJA. El procedimiento en tres pasos: rodear el cero con una curva, escribir el campo sobre ella y
contar vueltas del angulo polar. Y el diccionario complejo, que convierte el cdlculo en una lectura: z"
tiene indice n y z" tiene indice —n. Guarda también las tres imagenes: manantial +1, sumidero +1,
silla —1.

Ejercicio 1.24. Solo el toro se puede peinar

Probar que en una superficie compacta, conexa, orientable y sin borde existe un campo
vectorial diferenciable sin puntos singulares si y solo si la superficie es homeomorfa a un
toro.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Una implicacién es el teorema de Poincaré con una suma vacia.

2. Para la otra, exhibe un campo concreto sobre el toro. La parametrizacion habitual te lo regala.

3. Necesitards saber qué superficies compactas orientables tienen caracteristica 0. Eso lo demostrard la parte
de topologia; acéptalo por ahora.

Resolucién. (=) Si existe un campo sin ceros, M es un toro. Si V no tiene puntos singulares,
la suma de sus indices es una suma vacia, es decir, cero. Por el teorema de Poincaré,

x(M) =0.

Y por el teorema de clasificacion de superficies, que la segunda parte de este libro demostrard,
las superficies compactas, conexas y orientables son la esfera y las sumas conexas de 7 toros,
con x =2 —2n.Laecuacién 2 —2n = 0da n = 1: M es homeomorfa a un toro.

(<=) En el toro hay un campo sin ceros. Basta exhibirlo. Con la parametrizaciéon habitual

x(u,v) = ((b+acosu)cosv, (b+acosu)senov, aseni),

se toma V = X», el campo tangente a los paralelos. Se tiene |Xz|> = g = (b +acosu)? >
(b—a)? > 0 porque b > a, luego V no se anula en ningtin punto. Y esta definido globalmente,
porque los paralelos cubren el toro entero; su expresion es periddica en ambos parametros.
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Para una superficie M homeomorfa al toro se usa ademads el hecho de que la clasificacién
de superficies suaves puede hacerse por difeomorfismos. Sih : T — M es uno de ellos, el
campo V(h(p)) = dh,(V(p)) es diferenciable y no se anula, porque dh, es invertible. Asi la
construccion sirve para todo M del enunciado, no solo para el toro de revolucién. [

LA IDEA: PEINAR EL FLOTADOR

La imagen del campo X; es exactamente la de peinar un flotador en la direccién en
que se le da la vuelta: todos los pelos tumbados a lo largo de los paralelos, ninguno
levantado, ningtin remolino. Se puede hacer, y el teorema dice que el toro es la tinica
superficie compacta y orientable en la que se puede.

QUE DEJA. El enunciado es un puente entre las dos mitades de la asignatura y conviene verlo asi: una
pregunta sobre campos de vectores — andlisis — se contesta con la caracteristica de Euler — topologia
— usando Gauss-Bonnet como traductor. La cadena completa es: campo sin ceros = suma de indices
nula = curvatura integral nula = caracteristica nula = toro.

Ejercicio 1.25. Una curva en la esfera obliga a que haya ceros a los dos lados

Sea C una curva regular, cerrada y simple en la esfera S?. Sea V un campo vectorial diferen-
ciable en S? tal que las trayectorias de V no sean tangentes a C. Probar que cada una de las
dos regiones determinadas por C en S contiene, al menos, un punto singular de V.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. La hipétesis clave es «no tangentes». ;Qué le impide hacer al dngulo entre V y la tangente de C?

2. Si 'V no tiene ceros en una regién simple R, ;cudnto vale la variacion total del dngulo de V a lo largo de
oR?

3. Compara esa variacién con la del vector tangente de C, que la conoces por el teorema del indice de rotacién.

Resolucién. La idea. Se razona por reduccién al absurdo suponiendo que una de las dos
regiones, digamos R, no contiene ceros de V. Se calcula entonces de dos maneras cuanto
gira V al recorrer C: una usando que no hay ceros, otra usando que V nunca es tangente a C.
Los dos calculos no coinciden.

Preparacién. Una curva cerrada y simple divide a la esfera en dos regiones, cada una
homeomorfa a un disco. Sea R; una de ellas, orientada de modo que C sea su frontera
positivamente orientada. Elegimos una carta estereografica cuyo polo esté en el interior de la
otra region: contiene todo R; y proporciona un marco coordenado ortogonal compatible con
la orientacion. Sea ¢ una determinacién diferenciable del dngulo de X; a V alolargode C,y
6 la del d&ngulo de X a t, el tangente unitario de C.

Primer cdlculo: no hay ceros en el disco. Bajo la suposicién de que V no se anula en Ry, su
direccion en el marco elegido se extiende continuamente a todo el disco. El contorno puede
contraerse dentro de él sin encontrar ceros; por tanto, el grado de esa direccién sobre el borde
es cero. Equivalentemente, se puede elegir un dngulo continuo en todo el disco, que al cerrar
C vuelve al mismo valor. Asi,

Ag|.=0. (1.13)

Segundo célculo: 1a hipétesis de no tangencia. Sea B(s) = ¢(s) — 6(s), que es el angulo
de t(s) a V(s), y no depende de Xj. La hipétesis dice que V nunca es tangente a C, es decir,
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que V(s) no es nunca proporcional a t(s); por tanto B(s) no toma nunca los valores 0 ni 7t
modulo 27r.

Al ser B continua sobre la curva conexa C, permanece en una de las dos componentes
(0, 77) o (—m,0) médulo 27t. Como ademas f es una funcién continua que al cerrar la curva
vuelve a su valor inicial médulo 27t pero no puede haber cruzado ninguna de las dos barreras,
su variacién total es nula:

ABlo=0 = Ap|.=Ad|.

Y A6 lo da el teorema del indice de rotacién: C es una curva cerrada, simple y regular,
orientada positivamente y sin vértices, luego

AO\C =27

La contradiccién. De (1.13) sale Ap = 0y del segundo calculo, Ag = 277. Imposible. Luego
Rj contiene al menos un punto singular de V.

El mismo argumento, aplicado a R, con la orientacién que la convierte en la region interior,
da que R, también contiene al menos uno. n

Observaciéon (Coherencia con el teorema de Poincaré). Si ademas los ceros del campo son
aislados, el resultado encaja con Poincaré: la suma de sus indices es 2 y cada mitad aporta 1.
La demostracion anterior no necesita esa hip6tesis adicional para garantizar que hay algtn
cero a cada lado. Es la situacion del campo de meridianos de la esfera, que tiene un manantial
en el polo norte y un sumidero en el polo sur, cada uno de indice +1: si C es el ecuador, cada
mitad tiene su cero.

Qué se ha ganado. La pregunta del viento tiene respuesta. Lo que la esfera tiene y el toro no
es su caracteristica: la suma de los indices de cualquier campo con ceros aislados vale x, que
es 2 en la esfera y 0 en el toro, y una suma vacia solo puede valer 0. Se ha demostrado algo
sobre todos los vientos sin conocer ninguno porque el recuento de remolinos es, a través de
Gauss-Bonnet, una integral de curvatura disfrazada. Lo que queda abierto es qué superficies
compactas hay con cada caracteristica, y esa es la pregunta que contesta la segunda mitad del
libro.

Repaso: indice de campos
REPASO INTERCALADO: INDICE DE CAMPOS, PRIMERA RONDA

1. Define punto singular aislado y indice de un campo en éL

2. ;Por qué el indice es un nimero entero?

3. Enuncia el teorema de Poincaré y di en qué paso de su demostraciéon entra Gauss-
Bonnet.

4. ;Cuanto vale el indice de un manantial, de un sumidero y de un punto de silla?

5. Enuncia el teorema de la bola peluda y dedtcelo del de Poincaré en dos lineas.

REPASO INTERCALADO: INDICE DE CAMPOS, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

1. ;Por qué, si todos los puntos singulares de un campo son aislados, en una superficie
compacta son necesariamente finitos? ;Qué teorema de Analisis se usa?
2. Calcula, sin hacer cuentas, el indice en el origen de V = z° ydeV = z4,
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3. Un campo sobre el toro doble tiene tres ceros. ;Cudnto suman sus indices?

4. ;Qué relacion hay entre el indice de un campo y el &ngulo de holonomia? Escribe la
igualdad que los liga.

5. El indice cuenta vueltas de un dngulo. ;Qué concepto de la parte de topologia de
esta asignatura es exactamente el mismo, con otro nombre?

6. ;Por qué no hay contradiccion entre «el toro admite un campo sin ceros» y «la suma
de los indices vale x»?

CONEXION: LO QUE ESTE CAPITULO DEJA PREPARADO

= La caracteristica de Euler-Poincaré ha dejado de ser un dato y se ha convertido en la
respuesta. En la segunda mitad del libro se calculard para todas las superficies compactas, y
entonces el corolario de las superficies compactas daré la curvatura total de cada una sin
integrar.

» La orientabilidad, que aqui es una hipétesis del corolario compacto, serd alli uno de los dos
invariantes que clasifican.

s Los lazos que no bordean un disco, que aqui aparecen como geodésicas cerradas y simples
de superficies con K < 0, detectardn clases no triviales del grupo fundamental. Por ejemplo,
el paralelo del cilindro genera su grupo Z.

» La triangulacién, que aqui es un artificio técnico de la demostracion, serd alli la herramienta
con la que se demuestra el teorema de clasificacion.

Las dos mitades de la asignatura usan las mismas cuatro palabras. Conviene llegar a la segunda

sabiéndolo.



CAPITULO 2

Material complementario sobre curvas en
una superficie

Observacion (Qué es este capitulo y por qué va aqui). Junto a la leccién de Gauss-Bonnet
suele acompafarse un material complementario sobre curvas en una superficie, con cuatro
apartados. Este capitulo los recorre en su orden.

Va al final de la parte de geometria porque es el orden habitual de presentacion, pero
conviene saber que su tltimo resultado — el corolario que permite reparametrizar localmente
cualquier superficie para que g1 = 0 — justifica el uso de coordenadas ortogonales en el
lema del tridangulo pequefio y en la férmula de Liouville del capitulo 1. Quien prefiera leerlo
antes puede hacerlo sin perder nada: este capitulo no usa Gauss-Bonnet.

ANTES DE LEER

1. Una curva sobre una superficie parametrizada se da por u; = uy(t), uy = ux(t).
(Cudntos niimeros hacen falta para fijar la direccién de la curva en un punto?

2. Las lineas paramétricas de una superficie no suelen cortarse en dngulo recto. ;Se
puede cambiar de coordenadas para que si lo hagan? ;Siempre?

3. Una ecuacion diferencial M du; + N dup = 0 y una familia de curvas f(u, u2) = ¢,
;son dos cosas distintas o la misma escrita de dos maneras?

Las respuestas estan en las secciones 2.1, 2.4 y en la caja de conexién sobre el factor

integrante.
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2.1 Direcciones en un punto de una superficie

LA PREGUNTA: UNA DIRECCION CON UN SOLO NUMERO

En un plano de carreteras la direccion de un tramo se puede dar con un solo nimero,
su pendiente, y con ese namero se calcula todo: &ngulos entre tramos, cruces, per-
pendiculares. El sistema falla en un solo caso, el tramo que va de sur a norte, cuya
pendiente seria infinita. Sobre una superficie, una direccién tangente en un punto
viene dada por un vector con dos componentes en la base {X;,X;}, y dos vectores
proporcionales dan la misma direccién, asi que sobra informacion. ;Se puede codificar
una direccién con un solo nimero real, y qué ocurre con la direccién que ese ntimero
no llega a nombrar?

LA IDEA: UN SOLO NUMERO PARA UNA DIRECCION

Este capitulo explica cémo describir direcciones y familias de curvas. Su resultado
final permite escoger coordenadas con gi» = 0 cerca de cualquier punto. Asi queda
justificada la hipé6tesis de coordenadas ortogonales usada en la férmula de Liouville
del capitulo anterior.
La idea es esta. Una curva sobre una superficie parametrizada viene dada por u; =
uy(t), up = up(t), y su vector tangente es &’ = uj Xy + u5Xy. Si u} # 0 se puede dividir
por él sin cambiar la direccion, y queda un vector proporcional a

X1 —+ @ Xs.

dbll

Es decir: 1a direccién de la curva en un punto queda determinada por un solo niimero,
el valor de du; /duy ahi. Ese ntimero se llama coordenada de direccion. Es la pendiente
de la curva vista desde el sistema de coordenadas de la superficie.

En todo lo que sigue, x : U — R3 x = x(u1,uz), es una s.p. que se entenderd que es una
p-l. deunas.r.

Para las uj-curvas la direccién esta dada por X, luego su coordenada de direccién es 0 en
todos los puntos. Para las u>-curvas la coordenada vale oo, que es la forma abreviada de decir
du1 / duz =0.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: TRABAJAR CON EL PAR (] : 1) EN VEZ DE CON UN SOLO NUMERO

La alternativa. No dividir por ] y quedarse con el par de componentes (1] : u}) entendido
como una razén, de modo que dos pares proporcionales representen la misma direccién. Es lo
mismo que decir que el conjunto de direcciones tangentes en un punto es una recta proyectiva.
Su ventaja. Es una descripcién completa y simétrica. La coordenada A = duy/du; deja fuera
exactamente una direccién, la de las up-curvas, y hay que remendarla con el simbolo oo y con
manipulaciones formales como multiplicar una igualdad por 1/ y hacer 1/ = 0; el par no
deja fuera ninguna y no necesita remiendos.

Por qué no se usa aqui. Para hacer las cuentas con pendientes habria que elegir coordenadas
en esa recta proyectiva. Es posible, pero no simplifica estas ecuaciones. El arreglo que se adopta
aqui es el intermedio, y es el que se usa en el resto del capitulo: escribir las familias en la
forma Mdu; + Nduy = 0, que es simétrica y no deja fuera ninguna direccién, y reservar A
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2.1. Direcciones en un punto de una superficie

para las cuentas locales donde consta que 1 # 0. La descripcion proyectiva, por cierto, no
desaparece del libro: el espacio de direcciones de IR? es P'R, y en el capitulo 3 se comprueba
que es homeomorfo a la circunferencia.

Proposicién. Dadas dos curvas con un punto en comtn y coordenadas de direccién finitas A
y 1, sea ¢ € [0, 7| el angulo entre sus vectores directores X; + AX; y X; + #Xz. Entonces

_ g1+ 812(A+p) + gnAp
V8§11 +2812A + §2A% \/g11 + 28124 + §22142

cos ¢

En particular, las curvas son ortogonales en el punto si y solo si

g11+ g12(A+ 1) + gAp =0. (2.1)

No hay nada que no sea la definicién de PEE. Los vectores directores son X; + AXy y
X1 + uXz, y su producto escalar se calcula desarrollando por bilinealidad:

(X1 +AX2) - (Xq + pX2) = g11 + p&12 + Ag12 + Apga = g11 + g12(A + 1) + g2Ap.

Los médulos son el caso particular y = A de esa misma cuenta, bajo raiz. Y cos ¢ es el
cociente. Estos representantes fijan un sentido para cada direccion: si se invierte solo
uno, el &ngulo pasa a ser 7T — ¢. La ortogonalidad no cambia.

Co6mo se lee la féormula. Es la formula de siempre, cos¢ = a-b/(|a| |b|), aplicada a los
representantes a = X; + AX; y b = Xj 4+ uXs. Elnumerador es su producto escalar y cada raiz
del denominador es la longitud de uno de ellos. Lo tinico nuevo es que esas tres cantidades
no se calculan con las pendientes solas: cada producto de pendientes va multiplicado por el
gij que le toca. El término independiente lleva g1, el que tiene Ay lleva ¢z, y los cruzados
llevan g1. Los g;; dicen cudnto mide de verdad un paso por cada eje del papel y qué angulo
forman de verdad los dos ejes.

Un caso a mano: el plano, con dos rejillas. Conviene ver la férmula donde el resultado se
sabe de antemano.
Rejilla cartesiana, x(uq, uz) = (u1,u2,0). Aqui g11 = g0 = 1y g12 = 0, y la férmula queda

14+ Ap
VI+AZ 1+ 2

cos¢p =

Si 0 y 0 son los dngulos, entre —7t/2 y 71/2, que forman las dos direcciones con el eje 14,
entonces A = tgby, u = tghr y V1+ A2 = 1/ cos ;. Sustituyendo, cos ¢ = cos 6 cos 6, +
sen 6 sen B, = cos(0; — 0,): el dngulo entre las dos direcciones es la diferencia de sus dngulos
con el eje, como tenia que ser. La condicién de ortogonalidad (2.1) se reduce a1 + Ap = 0,
que es la regla escolar del producto de pendientes igual a —1.

Rejilla oblicua, x(u,v) = (u+ v, v, 0). Es el mismo plano con otra cuadricula. Ahora
X1 =(1,0,0) y X, = (1,1,0), de modo que

gin=1, g =1, g = 2.
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Se toman A = 0y u = —1. En el papel son las direcciones (1,0) y (1, —1), que forman 45°, y
la regla escolar da 1 + Ay = 1 # 0: no serian perpendiculares. En la superficie, el numerador
vale

g+ gu(A+u) +gpAu=1+1-(-1)+2-0=0,

y son perpendiculares. Se comprueba sin férmula: los representantes son X; = (1,0,0) y
X1 — Xz = (0, —1,0), que son perpendiculares en el espacio. El dibujo en el papel engafia y
los gjj lo corrigen. Esta rejilla oblicua volvera en las secciones siguientes, porque en ella todo
se puede comprobar a mano.

Cuando una de las dos coordenadas de direccién es oo, es decir, cuando una de las curvas
es una up-curva, se multiplica formalmente la igualdad (2.1) por 1/ y se hace 1/u = 0. Con
A = 0 para la uj-curva queda

A

0= g1l +g12<* + 1) + g2A = g12,
H H

que recupera un resultado conocido de Geometria local (seccién 3.2, apartado Angulo): las lineas

paramétricas son ortogonales en un punto si y solo si g1 se anula ahi.

Por qué el remiendo es legitimo. Multiplicar por 1/u y hacer 1/u = 0 parece un truco, y
no lo es. Si p # 0, dividir el representante X; + pX, por u da otro representante de la misma
direccién, %X1 + X, y su producto escalar con X; + AX; es

(X1 +AXz)- (%X1 + Xz) = gy“ -l-gu(;L + 1) + 8nA,

que es (2.1) dividida por . Para una up-curva el representante natural es X3, que es lo que
queda al poner 1/ = 0. Asi que la regla formal solo dice que se haga la cuenta con X,. No
hay ningtn limite escondido.

Qué se ha ganado. La pregunta del principio tiene respuesta. Una direccién tangente se
codifica con un solo ntimero, la coordenada de direccién A = du;/duy, que es la pendiente de
la curva vista en el papel de los pardmetros. La direcciéon que ese ntimero no nombra es la de
las up-curvas. Se le asigna oo y se calcula con Xj, o se usa la forma simétrica M duq + N duy; = 0
de la seccién siguiente, que no deja ninguna fuera. Lo que el plano de carreteras no tenia
es la correccién de la métrica: sobre una superficie, el &ngulo entre dos pendientes no se
calcula con las pendientes solas, y hacen falta los g;;. Queda abierto como manejar de golpe
las infinitas curvas de una familia, y no solo dos curvas en un punto.

2.2 Familias de curvas

LA PREGUNTA: MANEJAR INFINITAS CURVAS CON UNA SOLA ECUACION

En una carta esférica que evita los polos, los meridianos llenan la carta y por cada
punto pasa exactamente uno. Escribirlos de uno en uno es imposible, y sin embargo
hace falta poder hablar de todos a la vez y saber, en cada punto, hacia dénde va el que
pasa por alli. ;Qué clase de ecuacion describe de golpe una coleccién asi, y como se
lee en ella la direccién en cada punto?
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Definicién. Una familia de curvas en la s.p. x es una familia uniparamétrica de curvas
regulares tal que por cada punto pasa una tnica curva de la familia. Trabajamos localmente,
en un dominio donde puede representarse por

flu,u2) =c, 2.2)

con f diferenciable, df # 0y c un pardmetro real. Las curvas son las componentes locales de
sus niveles; podemos reducir el dominio para que cada nivel no vacio sea una sola curva.

Es decir, las curvas de la familia son las curvas de nivel de una sola funcién f en el dominio
de pardmetros: cada valor de ¢ da una curva, y por cada punto pasa la que corresponde al
valor que f toma ahi, que es uno solo. Los meridianos de la esfera, fuera de los polos y en
una carta, son el caso tipico: son las curvas v = ¢, con f(u,v) = v.

Diferenciando (2.2) se obtiene la forma equivalente

fidui + fodup; =0, fi= aaf (2.3)
ul

Lo que dice esta segunda forma es que el desplazamiento (duj,duy) a lo largo de una curva
de la familia anula la diferencial de f, porque moverse por la curva es moverse sin cambiar el
valor de f; en el plano de pardmetros eso es la perpendicularidad al gradiente, aunque sobre
la superficie el 4angulo se mide con los g;; y no con el producto escalar del papel, como se
verd en la seccion siguiente. La primera forma da las curvas; la segunda da, en cada punto,
la direccién de la curva que pasa por ahi, que es lo que hace falta para hablar de dngulos.
Reciprocamente, dada una ecuaciéon

M(uq,uz) dug + N(uy, up) duy =0 (2.4)

con M y N diferenciables y no simultdneamente nulas, existe localmente un factor integrante
K(uq,up) # 0 tal que KM duy + KN du, = df. Por tanto, tras reducir el dominio si hace falta,
(2.4) representa una familia f(u, up) = c. La equivalencia es local y supone que la ecuacién
no tiene puntos singulares. Aqui K designa el factor integrante, no la curvatura de Gauss.

Un caso a mano: los rayos. En la parte u; > 0 del dominio de pardmetros se toma la
ecuacion
Un du1 — U7 duz = O, M= us, N = —Uq.

No es exacta. Si lo fuera, M = f; y N = f, para alguna f, y el teorema de Schwarz obligaria
a que dM/du; = dN/duy; pero el primero vale 1 y el segundo —1. Multiplicando por
K = —1/u3 si se obtiene una diferencial exacta:

_%dul + iduz = d<@>
uj uq u

La familia es, por tanto, 1, /11 = c: son los rayos que salen del origen del plano de pardmetros.
La direcciéon que la ecuacién fija en cada punto es duy /duy = —M/N = uy/uy, y se lee bien:
la pendiente del rayo que pasa por (1, 13) es el cociente de las coordenadas de ese mismo
punto.

El factor integrante no es tnico. Con K = —1/(u3 + u3) sale d(arctg(u>/u1)), y la familia
se escribe arctg(up/u1) = ¢. Son los mismos rayos, etiquetados por su dngulo en vez de por
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su pendiente. Cambian Ky f, y no cambian las curvas: lo que la ecuacién determina es la
familia, no la funcién que la numera.

Sobre una superficie concreta los rayos se convierten en otras curvas. En el cilindro
x(u,v) = (cosu,senu,v), por ejemplo, las curvas v = c u son las hélices (cosu,senu,cu), de
paso 27tc, y para ¢ = 0 el paralelo v = 0. Todas salen del origen del papel, es decir, del punto
(1,0,0) del cilindro, que queda justo en el borde del dominio.

De dénde sale el factor integrante. La existencia de K no es un acto de fe: se fabrica con
la ecuacién misma. Donde N # 0, la ecuacién es duy /duy = —M /N, con segundo miembro
diferenciable. Por cada punto de un segmento pequefio de la recta u; = 179 pasa una tinica
solucién, por existencia y unicidad, y las soluciones dependen diferenciablemente del punto
de partida. Se define f(u1, 1) como la altura a la que la solucion que pasa por (11, uz) corta
ese segmento. Es la imagen de etiquetar cada curva por el punto donde cruza una valla
transversal. Entonces:
= f es constante sobre cada solucién, por construccion. Derivando a lo largo de una solucién,
fi1+ faduy/du; = 0, es decir, fiN — foM = 0. Luego (f1, f2) es proporcional a (M, N):
existe K = fo/N con f; = KMy f» = KN.
= Sobre la valla, f(u10, u2) = uy, asi que f, = 1. Por continuidad, f, # 0 cerca, y ahi K # 0.
Eso es exactamente KM du; + KN duy = df con K # 0. Donde N = 0 se tiene M # 0, y se
hace lo mismo con una valla u; = cte. La construccién es local porque la valla es corta y
porque las soluciones solo se controlan cerca de ella.

CONEXION: EL FACTOR INTEGRANTE ES EL DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Aqui no hay nada nuevo: Mduy + N duy = 0 es una ecuacién diferencial de primer orden en
forma diferencial, y el factor integrante es exactamente el de primer curso, el que convierte
una ecuacién no exacta en exacta para poder integrarla. Lo tinico que cambia es la lectura
geométrica: las soluciones de la ecuacion diferencial son las curvas de la familia, y el teorema de
existencia y unicidad es lo que garantiza que por cada punto pasa exactamente una.

Donde N # 0, la ecuacién (2.4) puede escribirse como

dup M

dlxll a N’

y asi se ve mejor lo que hace: en cada punto de la superficie fija una direccién, que es la de la
tnica curva de la familia que pasa por ahi. Un campo de direcciones diferenciable y una familia
regular de curvas son localmente el mismo dato. Si N = 0, se tiene M # 0 y se intercambian
las coordenadas para aplicar existencia y unicidad.

Qué se ha ganado. La coleccién de los meridianos, o cualquier otra familia, se describe de
golpe de dos maneras equivalentes. La primera es f(u1,uz) = ¢, que da las curvas como
niveles de una sola funcién. La segunda es M du; + Ndu,; = 0, que da en cada punto la
direccién de la curva que pasa por alli, con coordenada —M/ N. De la primera a la segunda se
pasa derivando. De la segunda a la primera se pasa integrando, con un factor integrante que
existe localmente y que no es tinico. Queda por ver qué pasa cuando se ponen dos familias a
la vez, que es lo que hace falta para tener una rejilla.
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2.3 Sistemas de curvas

LA PREGUNTA: CUANDO DOS FAMILIAS FORMAN UNA REJILLA

Dos familias de curvas que se cruzan por todas partes forman una rejilla sobre la
superficie, y una rejilla es lo que hace falta para usarlas como sistema de coordenadas.
Pero dos familias pueden ser tangentes en algunos puntos, y ahi la rejilla se degenera.
¢Qué condicién garantiza que se cruzan de verdad en todos los puntos, y cudl afiade
ademads que lo hagan en dngulo recto?

Definicién. Un sistema de curvas es un par de familias distintas f = cte., i = cte., con

fi fo
0
hy  hy 70,
lo que equivale a que las dos familias no tengan direcciones comunes en ningtn punto. Un
sistema se dice ortogonal si en cada punto las dos curvas que se cortan lo hacen ortogonal-
mente.

Por qué ese determinante. La direccién de la curva f = cte. que pasa por un punto es la
del desplazamiento (duj,duy) que anula f; duy + f> duy, y ese desplazamiento es (f2, —f1).
La dela curva h = cte. es (hp, —hy). Las dos curvas son tangentes en el punto exactamente
cuando esos dos vectores son proporcionales, es decir, cuando — foh1 + fihy = 0, que es el
determinante de la definicién. Pedir que no se anule es pedir que las dos familias se crucen
de verdad en todos los puntos, sin tocarse.

Y hay una segunda lectura, que es la que da sentido a la palabra rejilla. Esa matriz es la
jacobiana de la aplicacién (uq,uz) — (f,h). Si su determinante no se anula, el teorema de
la funcién inversa dice que, cerca de cada punto, (f, ) sirven como coordenadas nuevas,
y en ellas las lineas paramétricas son justo las curvas del sistema. Un sistema de curvas es,
localmente, lo mismo que un sistema de coordenadas. El corolario del final del capitulo usa
exactamente esto.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LA PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL ES EL TRANSPORTADOR

Los tres resultados de esta secciéon responden a la misma pregunta con tres enunciados
distintos, y conviene verlos juntos antes de mirar las férmulas, porque por separado
parecen tres tecnicismos.

La pregunta es esta: sobre una superficie, ;como se decide si dos curvas se cortan
perpendicularmente? En el plano bastaria con mirar las pendientes y pedir que el
producto valga —1. Sobre una superficie no vale, porque el dibujo en el dominio de
pardmetros miente: dos curvas que en el rectingulo de pardmetros se cortan a 90°
pueden cortarse a cualquier otro dngulo sobre la superficie, y al revés. Por ejemplo, en
la parametrizacion del plano x(u,v) = (u +v,v,0), los ejes del papel se envian a las
direcciones (1,0,0) y (1,1,0): formaban 90° y sus imégenes forman 45°.

Quien corrige la mentira es la primera forma fundamental. Los coeficientes g;; son
el transportador de la superficie: dicen cudnto mide de verdad cada direccién y qué
angulo forman de verdad dos direcciones que en el papel forman uno cualquiera.
Por eso todas las formulas de esta seccion tienen la misma forma: la condicién de
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perpendicularidad del plano, Ay +1 = 0 o similar, pero con cada producto pesado
por su gl]

Y de ahi sale, sin cuentas nuevas, la interpretacion de los tres enunciados. El primero
es esa condicién escrita para dos familias dadas por ecuaciones. El segundo la escribe
para el caso en que las dos familias vienen dadas de golpe por una tinica ecuacién
cuadrética, que es como aparecen las direcciones principales y las asintéticas. Y el
tercero le da la vuelta: en lugar de comprobar la ortogonalidad, la impone y despeja,
obteniendo la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales de una familia dada.
Comprobar, reconocer y construir: tres usos del mismo transportador.

Teorema. Elsistema f = cte., h = cte. es ortogonal si y solo si

Q11f2h2 — 12(foh1 + fiha) + 221l = 0.

La idea, en una linea: leer las dos coordenadas de direccién de las dos ecuaciones y meterlas en
la condicién de ortogonalidad ya demostrada.

Cuando fohy # 0, por (2.3) las coordenadas de direccion son A = —f1/foy u =
—hy/hy. Se sustituyen en la condicién de ortogonalidad (2.1) y se multiplica por f2h;
para quitar denominadores:

g11fohs + g12(—fiha — hif2) + g fil =0,

Si algtin denominador es nulo, se toman los vectores tangentes f,X; — f1Xa y hoX; —
h1Xs. Su producto escalar da la misma condicién, sin dividir.

Cémo se lee la condicién. Su primer miembro es el producto escalar, medido en la superfi-
cie, de los dos vectores tangentes f,X; — f1 Xz y hoXq — h1X,. Con la rejilla cartesiana del plano,
811 = 8§22 = 1y g12 = 0, se reduce a fih1 + fohy = 0: dos familias de curvas de nivel son
perpendiculares cuando lo son sus gradientes, que es lo que se espera. Obsérvese el cruce: g1
va con fohy y g22 con fihy. No es una errata. Lo que se multiplica son los tangentes (f2, —f1)
y (ha, —h1), que son los gradientes girados un cuarto de vuelta, y al girar se intercambian las
componentes.

Un caso a mano: la rejilla oblicua otra vez. En el plano x(u,v) = (u+19v,v,0),con g11 = 1,
g12 = 1y g2 = 2, se toman las familias f = u y h = u + 2v. Entonces f; =1, f, =0, =1,
hz = 2, y

g11f2h2—glz(f2h1+f1h2)+g22f1h1 :1-0-2—1-(0-14—1-2)-1—2-1-1:O.

El sistema es ortogonal. En el papel no lo parece: u = c son rectas verticales y u 4+ 2v = ¢ son
rectas de pendiente —1/2, que se cortan formando unos 63,4°. En el espacio se ve por qué es
verdad. Las curvas u = ¢ son los puntos (¢ + v, v, 0), es decir, las rectas x — y = c. Las curvas
u + 2v = c son los puntos (¢ — v, v, 0), es decir, las rectas x + y = c. Son las dos familias de
diagonales del plano, que si son perpendiculares.

Observacion (Una trampa de vocabulario). Merece la pena sefialarla expresamente. Un
sistema de curvas puede ser ortogonal en U C IR? y no serlo su imagen en x(U), y al revés.
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Cuando se habla de ortogonalidad se habla siempre del sistema en la superficie, medido con
la PEE.

El ejemplo que lo ensefia es el més sencillo de todos: u; = cte., u, = cte. Ese sistema es
ortogonal en el plano de pardmetros, porque ahi son rectas horizontales y verticales, que se
cortan en dngulo recto. Pero sus imdgenes son las lineas paramétricas, y los vectores tangentes
a ellas son Xj y Xj; el &ngulo que forman en la superficie se mide con X;-X; = g12, de modo
que el sistema imagen es ortogonal exactamente donde g1 = 0. No se puede deducir su
ortogonalidad del dibujo en el papel.

Un sistema de curvas puede también darse de una sola vez, multiplicando las dos ecuacio-
nes:

(M1du1 + N]duz)(Mzdul + deuz) =1L (dul)z +2Mduidu; + N (duz)z =0,

y reciprocamente toda ecuacién de esa forma con M? — LN > 0, cuyo primer miembro se
factorice en dos formas lineales no proporcionales, representa un sistema de curvas.

Teorema. Elsistema L(du;)? +2M duduy + N(duy)? = 0 es ortogonal si y solo si

g11N —2¢1oM + gnL = 0.

La idea, en una linea: la condicion de ortogonalidad solo usa la suma y el producto de las dos
coordenadas de direccién, y esos dos niimeros se leen de los coeficientes sin resolver la ecuacion.
Si N # 0, las coordenadas de direcciéon A y p son las raices de la ecuacion de segundo
grado que se obtiene dividiendo por (du1)?:

duz 2 duz o
N(d—ul) +2M G +L=0.

Por las relaciones de Cardano-Vieta entre coeficientes y raices,

2M L

~ MEy

Adp=— N

Sustituyendo en (2.1) y multiplicando por N se obtiene el enunciado. Si N = 0,
la hipétesis M2 — LN > 0 da M # 0y la ecuacién se factoriza como duy (L duy +
2Mduy) = 0. Una direccién es la de X, y la otra tiene pendiente A = —L/(2M).
Son ortogonales si y solo si g12 + g22A = 0, es decir, —2¢12M + gL = 0, la misma
condicioén.

EXPLICATE. La condicion M? — LN > 0 no estd de adorno. Di en voz alta qué significa en términos de
la ecuacion de sequndo grado que acaba de aparecer, y qué pasaria geométricamente si fuera igual a cero o
negativa.

Un caso a mano: las dos familias de hélices del cilindro. En el cilindro x(u,v) =
(cosu,senu,v) se tiene g11 = g = 1y g12 = 0, como se calcula en el ejercicio del final del
capitulo. Se toma la ecuacién

(du)®> — (dv)>*=0, L=1, M=0, N=-1,
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con M? — LN = 1 > 0. Su primer miembro se factoriza como (du — dv)(du + dv), asi que
representa dos familias a la vez: u — v = cy u + v = c. Son las hélices que suben hacia un
lado y las que suben hacia el otro, las dos con inclinacion de 45°. El teorema da

gllN—2g12M+g22L:1-(—1)—0+1-1:0,

luego se cortan en dngulo recto en todos los puntos. No ha hecho falta resolver nada: ni
factorizar, ni calcular las pendientes £1.

Dos familias de Geometria local: lineas de curvatura y asintéticas. Las ecuaciones cuadra-
ticas del tipo de este teorema no son un invento del capitulo: son la forma en que aparecen
dos familias de curvas importantes de la asignatura anterior. Se reenuncia lo que se usa
de ella. Los coeficientes de la segunda forma fundamental son L;; = N-Xj;, donde X;; es la
derivada segunda de x respecto de u; y u;, y la curvatura media y la de Gauss son

H— g11Lo + g22L11 — 2812L12 K — Li1Ly — L3,
28 ' g

(Geometria local, seccion 4.4 y su apartado Curvatura media, curvatura de Gauss y el teorema
egregio de Gauss). En lo que sigue, L, M y N son los coeficientes de la ecuacién del teorema,
no los de la segunda forma.

Lineas de curvatura. En un punto no umbilico, la direccion du1X; + dusX; es principal siy
solo si

(g11L12 — g12L11) du? + (g11L2 — g22L11) durdus + (g12L2 — g22L12) du3 = 0

(Geometria local, seccion 4.5, apartado Lineas de curvatura, donde se escribe como un deter-
minante de orden tres). Es una ecuacién del tipo del teorema, con L = g11L12 — g12L11,
2M = 11 Lzz — g22L11 y N = ngLZZ — gzlez. La hipétesis M2 — LN > 0se Cumple: alli se cal-
cula el discriminante de esta ecuacién, y con la notaciéon de aqui da M? — LN = ¢*>(H? — K),
con H2 — K = %(kl — k2)2 > 0 en un punto no umbilico. La condicién de ortogonalidad del
teorema pide que se anule

911(g12L2 — g22L12) — 12(g11L22 — g22L11) + §22(811L12 — g12L11),

y al desarrollar, los seis productos se cancelan dos a dos: g11g12L22 con —g12811L22, —811822L12
con 22811L12, ¥ §12822L11 con —g20912L11. Vale cero siempre. Las lineas de curvatura forman
siempre un sistema ortogonal. En Geometria local esto sale de que el endomorfismo de
Weingarten es autoadjunto, con autovalores distintos. Aqui sale de una cuenta de una linea,
sin autovalores.

Lineas asintéticas. Una direccion es asintética siy solo si L1q du% + 2Ly duidus + Lo du% =0,
y cerca de un punto con K < 0 por cada punto pasan dos lineas asintéticas (Geometria local,
seccion 4.5, apartado Lineas asintéticas). Ahora L = L1;, M = L1 y N = Ly, y la hipétesis del
teorema es L%z — Li1Ly» = —gK > 0, es decir, K < 0:la condicién algebraica es exactamente
que el punto sea hiperbélico. La condicién de ortogonalidad es g11Lx — 2g12L12 + g22L11 =0,
que es 2¢H = 0. Las lineas asintéticas se cortan en dngulo recto exactamente donde H = 0.

Con ntmeros, en la silla x(1,v) = (u, v, uv): g11 = 1+ 0%, g0 = uv, g = 1+ 12,
L1 = Ly =0y Lip = 1/v1+ u? 4 v2. La ecuacion de las asintéticas se queda en du dv = 0:
las asintéticas son las lineas paramétricas, que aqui son las dos familias de rectas contenidas
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en la silla. La condicién de ortogonalidad es —2uv/+/1 + u? 4+ v*> = 0, que solo se cumple si
uv = 0. Las rectas de la silla solo se cortan perpendicularmente a lo largo de los dos ejes. En
el punto (1,1,1), por ejemplo, el coseno del dngulo es 12/ /811822 = 1/2y se cortan a 60°. Y
en efecto, H = —uv/ (1 + u? + v?)3/2, que solo se anula en los ejes.

Qué se ha ganado. La pregunta de la rejilla tiene dos respuestas. Las dos familias se cruzan de
verdad en todos los puntos cuando el determinante de la definicién no se anula, y entonces
sirven localmente de coordenadas. Se cruzan ademads en dngulo recto cuando se cumple la
condicién del primer teorema, si vienen dadas por separado, o la del segundo, si vienen
juntas en una ecuacion cuadratica. Las dos condiciones son la ortogonalidad del plano con
cada producto pesado por su g;;. Y como regalo, dos hechos de la asignatura anterior salen
en una linea: las lineas de curvatura son siempre ortogonales, y las asintéticas lo son donde
H = 0. Queda abierta la pregunta inversa: dada una familia, ;hay siempre otra que la corte
en dngulo recto?

2.4 Trayectorias ortogonales

LA PREGUNTA: CORTAR PERPENDICULARMENTE SOBRE UNA SUPERFICIE CURVA

Sobre un terreno suave, las lineas de méaxima pendiente cortan perpendicularmente las
curvas de nivel alli donde la altura no tiene un punto critico. Es la imagen idealizada
de seguir el descenso del agua. En el plano se obtienen invirtiendo la pendiente y
cambidndole el signo. Sobre una superficie el &ngulo recto no se mide asi, sino con los
coeficientes métricos, y el terreno es una superficie. ;Qué ecuacién queda entonces
para las curvas que cortan perpendicularmente a una familia dada, y qué pinta este
célculo en un libro cuyo objetivo es el teorema de Gauss-Bonnet?

Teorema. Dada la familia de curvas M du; + N duy = 0, sus trayectorias ortogonales vienen
dadas por la ecuacion

<g11N — gle) du1 =+ (glzN — gzzM) du, = 0.

La idea, en una linea: la condicién de ortogonalidad es una ecuacién de primer grado en y, asi
que la direccion perpendicular no hay que buscarla, se despeja.

Donde los denominadores no se anulan, la familia dada tiene coordenada de direccién
A = —M/N. Se busca u tal que se cumpla (2.1); despejando,

_8ut8nA _ guM-—guN
g2+ 8nA  gnN —gnM

],[:

Como la familia buscada tiene coordenada de direccién p = duy /duy, basta escribir
esa igualdad en la forma M'du; + N'duy = 0 con —M’' /N’ = y, y sale el enunciado. La
forma final cubre también los casos excluidos por los cocientes: el vector NX; — MXp
es tangente a la familia dada, y su producto escalar con du1X; + dus X, es exactamente
el miembro izquierdo de la ecuacién buscada.

Coémo se lee la ecuacién. La ultima frase de la prueba es la lectura: la ecuacion dice que
el desplazamiento du1X; + dusXs es perpendicular, en la superficie, al tangente NX; — MX»
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de la familia dada. Con la rejilla cartesiana del plano se queda en Ndu; — Mdu,; = 0, es
decir, duy /duy = N/ M. La familia dada tenia pendiente —M /N, y la nueva tiene la inversa
cambiada de signo: es la regla del plano de la pregunta. Sobre una superficie cualquiera, cada
uno de los dos coeficientes mezcla My N con los pesos g;j, y esa mezcla es la correccion que
impone la métrica.

Un caso a mano: rectas horizontales en polares. En el plano con la rejilla polar x(r,6) =
(rcos®, rsenf, 0) se tiene ¢11 = 1, g12 = 0y g2 = r%. Las rectas horizontales y = c se
escriben r sen 6 = ¢, y diferenciando,

senfdr+rcosfdf =0, M =senf, N =rcosb.
El teorema da
(1-7cos®—0)dr+ (0—r*send)dd = r (cosOdr —rsenfdf) = rd(rcos) =0,

luego rcos§ = ¢’: las rectas verticales x = ¢/, como tenia que salir. Si se aplicara la regla del
papel, olvidando el 2, se obtendria 7 cos 0 dr — sen6df = 0, cuyas soluciones son las curvas
cos® = Ce"/2
822 = r?

, que no son rectas ni cortan a las horizontales en dngulo recto. El factor
es el que lo arregla: un incremento 46 del papel mide r 40 en el plano de verdad.

Un caso a mano: enderezar la rejilla de la silla. Antes del enunciado general, la cons-
truccion que lo demuestra, hecha con nameros. En la silla x(u, v) = (u, v, uv) de la seccién
anterior, g11 = 1+ V2, S =uvygn =1+ u?, y las lineas paramétricas, que son las dos
familias de rectas de la silla, no son ortogonales fuera de los ejes. Se conserva la familia u = c,
que esdu = 0,con M = 1y N = 0. Sus trayectorias ortogonales cumplen

g12du + g2 dv = uvdu + (1 + u*)dv = 0.

Separando variables, dv/v = —udu/(1+ u?), de donde In|v| = —3 In(1 + u?)+ cte., es decir,

flu,0) =ovvV1+u?=c.

El factor integrante es K = 1/+/1 + u?, que no es constante: multiplicado por uv da df /du, y
multiplicado por 1 + u? da df /dv.
Las curvas tienen una lectura limpia. Sobre la curva f = ¢, el punto de la silla es

c c uc
(e m> (v Vit Vit uZ)'

y cumple y? + z2 = ¢?. Las trayectorias son las curvas de la silla que estdn a distancia
constante |c| del eje x, sus cortes con los cilindros y? + z* = ¢. Es el mapa topografico de la
caja de intuicién que viene, con la distancia al eje en el papel de la altura. Cada recta u = ¢
pasa por el punto (co,0,0) del eje y se aleja de él perpendicularmente, asi que hace de linea
de méxima pendiente, y las curvas de nivel de la distancia la cortan en dngulo recto.

Las coordenadas nuevas son v; = u'y v; = vV 1+ u?. Deshaciendo el cambio, u = v1 y

v =v3/4/1+ 03, y lasilla queda parametrizada por

(%]} V102
]/(01/7)2) - (vll 7 )
\/1 + 0% \/1 + 0%
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Derivando y multiplicando se obtiene g1 = 0, g2 = 1y g11 = 14 03/(1 4 0?)2. La rejilla
es ortogonal, como se queria. El g»» = 1 también se lee: v, es la distancia al eje x, con signo,
medida a lo largo de la recta. El determinante jacobiano del cambio es 9f /dv = V1 + u?, que
no se anula nunca, y en este ejemplo el cambio es biyectivo en todo el plano: la construcciéon
funciona en toda la silla, no solo cerca de un punto. En general no hay tanta suerte, y por eso
el enunciado dice un entorno.

Y ahora el resultado que justifica la eleccion local de coordenadas ortogonales.

Corolario (Reparametrizacién ortogonal). En cualquier punto de una s.p. existe un entorno
en el que la superficie puede reparametrizarse regularmente de modo que las nuevas lineas
paramétricas sean ortogonales, es decir, de modo que g1» = 0.

LA IDEA: EL MAPA TOPOGRAFICO YA TRAE LA REJILLA PUESTA

La imagen que predice el enunciado estd en cualquier mapa de montafia. Ahi hay
dibujadas unas curvas, las de nivel, y hay otras que no estan dibujadas pero se saben:
las de méxima pendiente. Fuera de los puntos criticos de la altura, las dos familias se
cortan en angulo recto y proporcionan una rejilla local. En una cumbre o un collado
esta construccion con la altura puede fallar; el corolario permite partir de otra familia
regular.

El corolario dice exactamente eso, y la construccion es la del mapa. Se conserva una de
las dos familias de lineas paramétricas tal cual estd, y se tira la otra, sustituyéndola
por las trayectorias ortogonales de la primera. La rejilla nueva es ortogonal por cons-
truccién, y lo tnico que hay que comprobar es que las dos familias sirven de verdad
como coordenadas, es decir, que no se cortan mal en ningtn sitio.

La intuicién falsa. Uno imagina que enderezar una rejilla oblicua exige mover las
dos familias a la vez, y de ahi saca la impresién de que el resultado tiene que ser
dificil y probablemente global. Las dos cosas son falsas. No hay que mover las dos: se
conserva una entera, y eso reduce el problema a resolver una ecuacién diferencial de
primer orden. Y no es global: el enunciado dice «en un entorno», y ese entorno puede
ser diminuto. Las dos herramientas que se usan — la integracién de la ecuacién y el
teorema de la funcion inversa — dan garantias locales; no aseguran una carta global.
Es una limitacién real, no una cautela: por eso en el capitulo 1 el lema se demuestra
para tridngulos pequerios y hay que triangular para llegar a una regién cualquiera.

Paso 1: quedarse con una familia y pedirle a la otra que sea perpendicular. Sea
p = x(uq9, uz). El argumento funciona tanto si g1, se anula como si no.

Se toma la familia de curvas u; = cte., que en forma diferencial es du; = 0, es decir,
M =1y N = 0. Por el teorema anterior, sus trayectorias ortogonales cumplen

(g11 -0 — 812 1) du1 + (glz -0— 82 - 1) duz =0, osea 812 du1 +g22 duz =0.

Paso 2: l1a familia perpendicular existe (el niicleo de la prueba). La condicion decisiva

es g2 > 0: permite escribir duy /du; = —g12/ g2, una ecuacién diferencial regular. El
teorema de existencia y unicidad da una curva solucién por cada punto cercano; al
etiquetarlas por su punto de paso por una pequefia transversal se obtiene una integral
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primera f. Es la construccién de la valla explicada en la seccién de familias de curvas, al
hablar de dénde sale el factor integrante. Asi, las direcciones perpendiculares forman
una familia de curvas de verdad.

Reduciendo U a un entorno de (119, U0) si hace falta, esa familia es f(u1,up) = ¢ con

of of
=0 = K , = T = K 7 K 0 t d u,
f s g12 f2 e 922 # 0 en todo
donde K es el factor integrante, es decir, la funcién no nula por la que se multiplica la
ecuacion para que su primer miembro sea exactamente la diferencial de algo.

Paso 3: usar las dos familias como coordenadas nuevas. Se define ahora i : U — R?
por h(uq,uz) = (uy, f(u1,uz2)), que es diferenciable y tiene jacobiana

T(h) = (J}l Jg) , detJ(h) = fo = Kgm #£0

en todo U, porque K # 0y g2 = |Xz*> > 0 por la condicién de regularidad. En
particular en (119, ).

Por el teorema de la funcién inversa existen un entorno W C U de (u10, 29) y un
entorno V' de h(uqo, up) tales que h : W — V es un difeomorfismo. Luego h=1
V — W es una transformacién coordenada para x|w, y y = x|woh~! es una s.p.,
reparametrizacion local de x, con p € y(V).

Paso 4: comprobar que la rejilla nueva es la que se queria. Escribiendo y = y(v1, v2),
se tiene v1 = 1y y v = f(u1,uz). Las vp-curvas son las 17 = cte. y las vj-curvas son
las f = cte., que por construccién son sus trayectorias ortogonales. Luego las lineas
paramétricas de y son ortogonales y g1o = 0 en esta parametrizacion.

Lo que hay que llevarse. Tres movimientos. (i) Se conservan las curvas u; = cte. y se escriben
sus trayectorias ortogonales, g1 duj + g2 dup = 0. (ii) Se integran: salen las curvas f = c,
con df proporcional a (g12,822) y, por tanto, f» # 0. (iii) Se toman (1, f) como coordenadas
nuevas: la jacobiana tiene determinante f, # 0y el teorema de la funcién inversa hace el resto.
Todo descansa en g2 > 0, que hace regular la ecuacion del paso (i) e invertible la jacobiana
del paso (iii). En la silla, los tres movimientos son las tres cuentas del caso a mano.

Observacion (Qué papel juega cada hipétesis, y qué cuesta cada paso). = La regularidad
de la s.p. implica g2 = |X2/? > 0. Junto con K # 0, es lo que hace falta para que el
determinante jacobiano del paso 3 no se anule. Si la parametrizacién degenerara — como
la parametrizacion esférica habitual en los polos —, habria que empezar por otra carta
regular.

= La construccién es local tanto al integrar como al aplicar el teorema de la funcién inversa.
En algunos casos, como el plano, hay coordenadas ortogonales globales; en otros hay
obstaculos topolédgicos. La esfera, por ejemplo, no admite una sola carta global: una
superficie compacta no puede ser homeomorfa a un abierto no vacio de R2.

= El factor integrante K no aparece en el resultado. Merece la pena notarlo: la funcién f no
es Ginica ni pretende serlo, y cualquier otra con las mismas curvas de nivel sirve igual. Lo
tnico que se usa de f es la familia de curvas que define.
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EL CAMINO QUE NO SE TOMO: PEDIR COORDENADAS ORTONORMALES EN VEZ DE SOLO ORTOGONALES

La alternativa. Ya que se va a reparametrizar para conseguir g1, = 0, pedir de paso 11 =
g22 = 1. Las férmulas quedarian reducidas al minimo: la matriz de la PEF. serfa la identidad,
los dngulos y las longitudes se medirian como en el plano euclideo, y la férmula de Liouville
perderia entero su primer sumando.

Su ventaja. Serfa enorme si fuera posible. Casi toda la dificultad técnica del capitulo 1 des-
apareceria, porque el término al que hay que aplicar el teorema de Green seria idénticamente
nulo.

Qué la impide en general. Esa exigencia restringe la curvatura de la superficie. Una parametri-
zacion con 11 = g22 = 1y g12 = 0 es una isometria local con el plano, y por el teorema egregio
de Geometria local (seccién 4.4, apartado Curvatura media, curvatura de Gauss y el teorema egregio)
eso obliga a que K = 0: solo las superficies llanas admiten coordenadas asi. Pedirlo excluiria
todas las regiones con curvatura no nula. Gauss-Bonnet sigue teniendo contenido cuando
K = 0, pero queremos demostrarlo también para curvatura arbitraria. La ortogonalidad, en
cambio, puede conseguirse localmente en cualquier superficie y basta para la férmula de
Liouville. El corolario garantiza esa simplificacién sin imponer g1; = g2» = 1.

CONEXION: LOS DOS TEOREMAS DE OTRAS ASIGNATURAS QUE HACEN TODO EL TRABAJO

Merece la pena sefialar exactamente dénde estd la carne de esta demostracion, porque no esta
en la geometria.

El factor integrante viene de Ecuaciones diferenciales ordinarias: es lo que garantiza que la
ecuacion g1pdug + gooduy = 0 tiene una integral primera f, o sea, que sus soluciones forman
efectivamente una familia de curvas de nivel.

El teorema de la funcién inversa viene de Diferenciacién de funciones de varias variables, y es
lo que convierte una condicién puntual sobre un determinante en un difeomorfismo local.
Aparece con este mismo papel decenas de veces en las dos asignaturas: es la maquina estdndar
de fabricar coordenadas a medida.

La geometria solo pone dos cosas: la idea de mirar las trayectorias ortogonales de las curvas
uy1 = cte., y la observacién de que g»» > 0, consecuencia de la regularidad.

Y obsérvese qué clase de resultado es: estrictamente local. El corolario da un entorno, no
una parametrizacién global. Por eso la demostracion del teorema de Gauss-Bonnet triangula
primero y trabaja después tridngulo a tridngulo: solo en una regién suficientemente pequena
queda garantizada esa eleccién de coordenadas.

Ejercicio 2.1. Trayectorias ortogonales de las hélices del cilindro

Se considera el cilindro circular x2 + y?> = 1 con la p.1. habitual x(u,v) = (cosu,senu,v),y
en él la familia de hélicesv = u + ¢, c € R.

1. Calcular los coeficientes métricos de esta p.l..

2. Escribir la familia en forma diferencial y hallar sus trayectorias ortogonales.

3. Interpretar el resultado geométricamente.

4. ;Hacia falta el corolario de reparametrizacién ortogonal en este caso? ;Por qué?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Xy = 9dx/0u y Xo = 0x/9v. Calcula los tres productos escalares y no te asustes de lo sencillo que sale.

2. Dev = u + c, diferencia. Te queda algo de la forma M du + N dv = 0 con M y N constantes.
3. Aplica el teorema de las trayectorias ortogonales literalmente, con uy = u y uy = 0.
4. Para interpretar: con esos coeficientes métricos, ;a qué se parece la aplicacion (u,v) — x(u,v) en cuanto a
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longitudes y dngulos?

Resolucion. La idea. Si la matriz de la P.EF resulta ser la identidad, la parametrizacién
desenrolla el cilindro sobre el plano sin deformar nada. Entonces las hélices son, en el papel,
rectas de pendiente 1, y sus perpendiculares tienen que ser las rectas de pendiente —1. El
teorema de las trayectorias ortogonales solo lo confirma. Lo tnico que hay que vigilar es leer
bien My N en la ecuacién de la familia.

1. Coeficientes métricos. Se deriva:

X1 = (—senu,cosu,0), X, =(0,0,1),

y de ahi

2

g1 = X1: X = sen’ u +cos“u=1, g12 = X1:Xo =0, g2 = X2:Xp = 1.

La matriz de la PEF. es la identidad.
2. Trayectorias ortogonales. Diferenciando v = u + c se obtiene dv — du = 0, es decir,
Mdu+ Ndv=0con M = —1, N = 1. El teorema da

(¢11N — g1oM) du + (g12N — gooM)dv = (1-1—-0)du+ (0—1-(—1))dv =du +dv =0,

que integrada es u + v = cte., es decir, la familiav = —u 4 ¢'.

3. Interpretacién. Como la matriz de la PEF. es la identidad, la parametrizacién x conserva
localmente longitudes y angulos: enrolla el plano (u,v) sobre el cilindro. Su inversa local
lo desenrolla. Ahi las hélices v = u + c son las rectas de pendiente 1, y sus trayectorias
ortogonales son las rectas de pendiente —1. Al enrollar de nuevo, esas rectas son las hélices
que suben en sentido contrario con la misma inclinacién.

Es decir, el resultado no solo es correcto sino obvio una vez que se sabe que el cilindro es
localmente indistinguible del plano. La cuenta es la comprobacion.

4. ;Hacia falta el corolario? No. El corolario garantiza la existencia de coordenadas con
812 = 0 cuando no las hay; aqui la p.l. de partida ya las tiene, porque g1» = 0 de entrada.
Es la situacién coémoda en la que estdn casi todas las superficies corrientes: cilindro, esfera,
superficies de revolucién, superficies regladas ortogonales. El corolario estd ahi para poder
decir «no hay pérdida de generalidad» localmente en una demostracién general; en este
problema no hace falta recurrir a éL. |

Otra via (con el criterio de las coordenadas de direccién). Se puede evitar el teorema y usar
directamente (2.1). La coordenada de direccién de las hélices es A = dv/du = 1. Se busca u
con

g+ gu(A+p)+gpAp=14+0+1-p=0,

luego u = —1, es decir, dv/du = —1y v = —u + ¢’. Sale en una linea. Este atajo funciona aqui
porque ambas direcciones tienen pendiente finita. Si la perpendicular fuera una u;-direccién,
habria que usar la ecuacién diferencial sin dividir.

Dénde se falla. (1) Aplicar la regla del papel, invertir la pendiente y cambiarle el signo, sin
mirar la métrica. Aqui da bien por suerte, porque la matriz de la PEF. es la identidad. En
el cilindro de radio a, x(u,v) = (acosu, asenu, v), se tiene g11 = a2, g1p =0y gn =1,y
el teorema aplicado a la misma familia v = u + cda a2 du +dv =0, es decir, v = —a?u + ¢'.
La regla del papel daria v = —u + ¢/, que es falsa si a # 1: su tangente X; — X, y el de la
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hélice, X; + X», tienen producto escalar a2 — 1. Con a = 2, las hélices suben unos 26,6° sobre
los paralelos, sus trayectorias ortogonales bajan unos 63,4°, y la regla del papel las haria bajar
26,6°. (2) Quedarse en du + dv = 0 sin integrarla ni leerla: la respuesta es la familia u +v = ¢/,
las hélices que suben en sentido contrario. (3) Creer que el apartado 4 pregunta si el teorema
de las trayectorias vale en esta parametrizacion. El teorema vale en cualquiera; el corolario
solo trata de si existen coordenadas con gj» = 0.

Lo que se aprende es cuando se puede fiar uno del papel: solo si la matriz de la PEF. es,
en cada punto, un multiplo positivo de la identidad. Si un eje del papel se estira respecto
del otro, como al pasar de radio 1 a radio 4, la perpendicular del papel deja de ser la de la
superficie.

QUE DEJA. Una familia regular de curvas y un campo diferenciable de direcciones son localmente el
mismo dato: pasar de una a otro es derivar, y volver es integrar. El corolario permite ademaés escoger
coordenadas ortogonales cerca de cualquier punto. Esa es la justificacién que necesitaba la férmula
de Liouville del capitulo 1; descansa en existencia y unicidad de EDO y en el teorema de la funcién

inversa.

Qué se ha ganado. La pregunta del agua tiene respuesta. Las curvas que cortan perpendicu-
larmente a la familia M duy + N duy = 0 son las soluciones de (g11N — g1oM) dug + (g12N —
g M) duy = 0, que es la regla del plano, invertir la pendiente y cambiarle el signo, corregida
por la métrica. Y lo que pinta este calculo en un libro sobre Gauss-Bonnet es el corolario:
cerca de cualquier punto hay coordenadas con g1» = 0, que son las que usan la férmula de
Liouville y el lema del tridngulo pequefio del capitulo 1. Y las tres preguntas del principio
del capitulo quedan contestadas: la direccién se fija con un solo ntiimero, duy /du;; las lineas
paramétricas se pueden volver ortogonales siempre, pero solo cerca de cada punto; y una
ecuaciéon M duj + N dup; = 0 y una familia f = c son el mismo dato, derivando en un sentido
e integrando en el otro.

Repaso del capitulo

REPASO INTERCALADO: CURVAS EN UNA SUPERFICIE

1. Define coordenada de direccién. ;Cuédnto vale para las uj-curvas y para las u;-
curvas?

2. Escribe la condicién de ortogonalidad de dos curvas con coordenadas de direccién
Ay u,y dedtcela en dos lineas de la PEE..

3. (Qué es una familia de curvas y qué es un sistema de curvas? ;Qué condicioén
distingue a un sistema?

4. Enuncia el teorema de las trayectorias ortogonales.

5. Enuncia el corolario de reparametrizacién ortogonal y di qué dos teoremas de otras
asignaturas se usan en su demostracién.

6. ¢Por qué el corolario es local y no global? Da un ejemplo de superficie donde no
puede ser global.

7. Un sistema de curvas puede ser ortogonal en U C RR? y no serlo su imagen en la
superficie. Explica por qué y da el ejemplo mas sencillo.

8. Sin calcular: ;cudles son las trayectorias ortogonales de los meridianos de una
superficie de revolucién? ;Y de las hélices de un cilindro?
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CAPITULO 3

Introduccion

Observacion (Empieza la segunda mitad de la asignatura). A partir de aqui cambia todo:
el lenguaje, los métodos y hasta el significado de la palabra «superficie». Conviene decirlo
antes de empezar.

En la parte de geometria, una superficie era una s.r. de R® y las herramientas eran deriva-
das, integrales y curvaturas. En la parte de topologia, una superficie es un espacio topolégico
cuyos puntos tienen entornos homeomorfos a un disco, sin exigirle que viva dentro de R, y
no se deriva nada. La botella de Klein y el plano proyectivo son superficies aqui y no lo eran
alli.

Un puente central entre las dos mitades es la caracteristica de Euler-Poincaré: alli aparecia
en Gauss-Bonnet y aqui, junto con la orientabilidad, permitird clasificar las superficies
compactas, conexas y sin borde. Ese reencuentro llega en el capitulo 8.

ANTES DE LEER

1. Coge un cuadrado de papel y pega el lado izquierdo con el derecho. ;Qué obtienes?
.Y si antes de pegar le das media vuelta a uno de ellos?

2. Toma la recta real y declara equivalentes dos niimeros cuando su diferencia sea
entera. ;A qué espacio conocido se parece el cociente?

3. (Puede el cociente de un espacio muy razonable ser un espacio horrible? Intenta
que el cociente de R no sea Hausdorff.

4. ;Qué tienen en comun un cono de helado y la esfera?

Las respuestas estan en las secciones 3.4, 3.4, 3.4 y 3.5.

Muchos espacios de partida serdn subespacios euclideos, X C IR". Sus cocientes, sin
embargo, no tienen por qué serlo. Conviene recordar algunos conceptos generales del curso
de Topologia, que es donde se vieron por primera vez.
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3.1. Espacios topoldgicos

3.1 Espacios topolégicos

LA PREGUNTA: CUANTO DE LA DISTANCIA HACE FALTA DE VERDAD

En un espacio métrico se habla de limites, de continuidad y de frontera usando la
distancia, pero dos distancias muy distintas pueden dar exactamente las mismas
funciones continuas y los mismos limites: en el plano, la euclidea y la del taxi no se
distinguen en nada de eso. ;Cuaél es la parte de la informacién métrica que de verdad
se estd usando, y se puede escribir sin mencionar ningtin niimero?

Definicién. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién 7 de subconjuntos de X
que verifica:

1. 9, XeT;

2.siAy,...,A, € T,entonces 1 A, € T;

3. si {Ay}aen C T, entonces Uyep An € T

Al par (X, T) se le llama espacio topolégico. A los conjuntos de 7 se les llama abiertos y a
sus complementarios, cerrados.

LA IDEA: LA ASIMETRIA ENTRE LAS DOS ULTIMAS CONDICIONES

Merece la pena fijarse en que la interseccion solo se permite finita y la union se permite
arbitraria. No es un capricho.

En la recta real, los intervalos (—1/n,1/n) son abiertos para todo 7, y su interseccion
es {0}, que no lo es. Exigir intersecciones arbitrarias excluiria, por tanto, la topologia
usual. Si conservaramos todos los abiertos usuales de R y afiadiéramos esa exigencia,
cada punto seria abierto y acabariamos en la topologia discreta. Los axiomas no
imponen esa exigencia, aunque algunas topologias si la cumplen.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: AXIOMATIZAR POR ENTORNOS O POR CLAUSURA

La alternativa. No tomar los abiertos como nocién primitiva. Se puede dar en su lugar, para
cada punto, la familia de sus entornos, con axiomas que dicen que todo entorno contiene al
punto, que la interseccién de dos entornos es entorno y poco maés; o se puede dar un operador
de clausura A — A sobre los subconjuntos de X, con cuatro axiomas. Las tres axiométicas son
equivalentes: de cada una se recuperan las otras dos.

Su ventaja. La de entornos es la mds cercana a la intuicién de proximidad, que es de donde
viene la topologia: dice qué significa «estar cerca de x» sin hablar de conjuntos globales. La de
clausura resulta cémoda en contextos donde lo natural son los cerrados y no los abiertos.

Por qué se elige la de abiertos. Por economia. Son tres condiciones cortas sobre una sola
coleccién, sin indices por puntos, y la continuidad se escribe en una linea — una aplicacién es
continua si la preimagen de todo abierto es abierta —, que es la definicién con la que se trabaja
todo el curso; con entornos hay que enunciarla y comprobarla punto a punto. Ninguna de las
tres es «la buena»: son la misma teoria escrita de tres maneras, y la eleccién es de comodidad,
no de fondo.

Ejemplo. Si (X, d) es un espacio métrico, su topologia asociada es
Ti={ACX|Vaec AJe>0conBy(a,e) C A} U{D}.

Algunos ejemplos de distancia en el plano:
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» la euclidea, d.((x,y), (x,y)) = V(x —x")2+ (y — y)%

» la del maximo, dmax((x,y), (x/,y)) = méx{|x — x|, |y — v'| };

- la taxi, di((%,9), (1)) = [x — | + [y — /|

Las tres inducen la misma topologfa en IR?, aunque sus bolas tengan formas distintas: circulos,
cuadrados y rombos respectivamente.

Por qué las tres dan la misma topologia. La afirmacion del ejemplo contesta la pregunta
de la seccién, y la comprobacién cabe en una linea. Si dos puntos del plano difieren en (a, b),

max{|a|,|b|} < vaZ+b% < |a|+ |b| < 2méax{]al,|b|}.

La primera desigualdad dice que la hipotenusa es al menos tan larga como cada cateto. La
segunda es la desigualdad triangular: ir en diagonal no es mas largo que ir por las dos calles.
La tercera dice que cada sumando es a lo sumo el mayor de los dos. Pasada a bolas del mismo
centro p, la cadena se lee ast:

Biaxi(p,7) € Be(p,7) € Bmax(p,7) € Braxi(p, 2r).

El rombo cabe en el circulo, el circulo en el cuadrado y el cuadrado en el rombo de radio
doble. Por tanto, alrededor de un punto de un conjunto A cabe una bola pequefia de una de
las distancias si y solo si cabe una de cualquiera de las otras: como mucho hay que reducir el
radio a la mitad. Las tres distancias dan los mismos abiertos.

rombo: digyg < 7

/ R/ circulo: d, < r
\P// cuadrado: dpsx <7

\ rombo doble: dayg < 2r
Las cuatro bolas de centro p de la cadena anterior, encajadas unas en otras.

Esto es lo que la topologia conserva de una distancia. No conserva los ntimeros, sino qué
conjuntos contienen una bola pequefia alrededor de cada uno de sus puntos. Dos distancias
cuyas bolas se encajan asi tienen los mismos abiertos, y por eso los mismos limites y las
mismas funciones continuas.

Definicién. Sean B C X y x € X. Se dice que x es punto interior de B, o que B es un entorno
de x, siexiste U € T conx € U C B. Se dice que x es adherente a B si para todo U € 7 con
x € Usetiene UNB # @.

Proposicién. Un conjunto A es abierto si y solo si todos sus puntos son interiores. Un
conjunto B es cerrado si y solo si coincide con el conjunto de sus puntos adherentes.

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Se llama topologia restriccién o
relativa a
Ta={GNA|GeT},

y a (A, Ta) selellama subespacio topoldgico de (X, T).
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Notese que si A es abierto de X, entonces 7, estd formada por los abiertos de 7 contenidos
en A.

Definicién. Una aplicacion f : (X,7) — (X, T') es continua si, para todo A C X y todo x
adherente a A en X, f(x) es adherente a f(A) en X’'. Es un homeomorfismo si es biyectiva,
continua y con inversa continua.

Proposicién. Si f es continua y U es abierto de X’, entonces f~!(U) es abierto de X.

Coémo se lee la definicién, y de dénde sale la proposicién. Un punto adherente a A es un
punto «pegado» a A: todo abierto que lo contiene toca A, aunque el punto no esté en A. En
R, el 0 estda pegadoa A = {1/n; n > 1}. La definicién dice que f no despega nada: si x estd
pegado a A, su imagen estd pegada a la imagen de A. Con el ejemplo, los valores f (1 /1) no
pueden quedarse lejos de f(0).

La proposicién sale de ahi. Sean U abierto de X/, x € f1(U)y A = X\ f~}(U). Si x
estuviera pegado a A, la definicién diria que f(x) estd pegado a f(A). Pero U es un abierto
que contiene a f(x) y no toca f(A), porque ningun punto de A va a parar a U. Luego x no
estd pegado a A: algtin abierto contiene a x y no toca A, es decir, estd dentro de f~1(U).
Todos los puntos de f~1(U) son interiores y, por la proposicién anterior, f~!(U) es abierto.
El reciproco también es cierto: si f(x) no estuviera pegado a f(A), un abierto V > f(x) que
no toca f(A) tendria preimagen abierta, con x dentro y sin ningtin punto de A. Por eso, en el
resto del libro, la continuidad se comprueba con preimagenes de abiertos.

CONEXION: QUE SIGNIFICA «EL MISMO ESPACIO» EN CADA ASIGNATURA

Conviene tener presente la escala de finuras con que se comparan espacios, porque esta

asignatura la recorre entera.

= En Geometria local, dos superficies son «la misma» si hay una isometria entre ellas: conserva
longitudes, dngulos y curvatura de Gauss; no necesariamente las curvaturas extrinsecas,
como la curvatura media.

= En topologia, dos espacios son «el mismo» si hay un homeomorfismo: conserva la estructura
de abiertos y todas sus consecuencias topolégicas. La superficie de un cubo y una esfera son
homeomorfas.

= Y atn hay una escala més gruesa, la equivalencia de homotopia, que aparecera en el capitulo
5: ahi un disco y un punto son «el mismo».

El cilindro ofrece un ejemplo que también aparece al distinguir geometria local y global en

relatividad. La aplicaciéon

q(u,v) = (cosu,senu,v)

conserva la métrica du® + dv?: un pequefio trozo de plano se enrolla sin estirarse. Pero q(u +
2m,v) = q(u,v), de modo que no es un homeomorfismo del plano sobre el cilindro entero. Los
dos tienen curvatura de Gauss cero y, aun asi, su topologia global difiere. La circunferencia
horizontal del cilindro no se puede contraer a un punto dentro de él; en el plano, todo lazo se
contrae. El grupo fundamental hara precisa esa diferencia en el capitulo 6. Conocer la métrica
en cada entorno no resuelve por si solo cémo se pegan los entornos para formar todo el espacio.
Casi todo el trabajo de la segunda mitad de la asignatura consiste en construir herramientas
que distingan espacios en la segunda escala usando invariantes de la tercera.

Qué se ha ganado. La pregunta del principio tiene respuesta. De la distancia solo se usa qué
conjuntos son abiertos, y eso se escribe sin ntimeros, con los tres axiomas de la definicién.
Con los abiertos se dicen «entorno», «adherente», «continua» y «homeomorfismo», y la
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euclidea, la del méximo y la del taxi dan el mismo espacio. Queda por ver qué propiedades
de IR" sobreviven sin distancia. La seccién siguiente se ocupa de que las funciones continuas
alcancen su maximo, y la otra, de estar hecho de una sola pieza.

3.2 Compacidad

LA PREGUNTA: QUE SUSTITUYE A «CERRADO Y ACOTADO»

En una isla siempre hay un punto mds alto; en una llanura que se extendiera sin fin
podria no haberlo, con el terreno subiendo indefinidamente sin llegar nunca a una
cumbre. Lo que garantiza la cumbre es que la isla se acaba. En IR" eso se dice «cerrado
y acotado», y con ello las funciones continuas alcanzan su maximo, las sucesiones
tienen subsucesiones convergentes y todo funciona. Fuera de IR” no hay «acotado» que
valga, porque puede no haber ninguna distancia con la que acotar. ;Qué propiedad,
escrita inicamente con abiertos, hace ese mismo trabajo?

Definicién. Un recubrimiento por abiertos de A C X es una coleccién de abiertos {U, }yen
con A C |J, Uy. Se dice que A es compacto si de todo recubrimiento por abiertos se puede
extraer un subrecubrimiento finito.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR LA COMPACIDAD POR SUCESIONES

La alternativa. Llamar compacto a un espacio en el que toda sucesion tiene alguna subsucesién
convergente, que es la caracterizacién que uno usa en andlisis y la que sale del teorema de
Bolzano-Weierstrass.

Su ventaja. Es muchisimo mds manejable. Comprobar que toda sucesioén tiene subsucesion
convergente es una tarea concreta; comprobar que todo recubrimiento por abiertos, que son
muchisimos y no se pueden listar, admite un subrecubrimiento finito, no lo es.

Qué la hunde. Que las dos nociones coinciden en espacios métricos pero no en general. En
esta asignatura aparecen cocientes que pueden no ser metrizables, aunque muchos si lo sean. Y
sobre todo, el resultado que hace funcionar la mitad topolégica del curso — que una biyeccién
continua de un compacto en un Hausdorff es un homeomorfismo, que es el atajo con el que se
identifican todos los espacios cociente — se demuestra con recubrimientos y no con sucesiones.
La compacidad secuencial no se ha tirado: se sigue usando en anélisis, donde los espacios son
métricos y las dos definiciones dan lo mismo.

Un caso amano: (0,1) y [0,1]. Losabiertos U, = (1/n,1),conn > 2, recubren (0,1), porque
cada x € (0,1) cae en U, en cuanto 1/n < x. Pero una cantidad finita de ellos tiene por unién
Uy = (1/N,1), con N el mayor de los indices, y deja fuera el punto 1/(2N). Asi que (0,1)
no es compacto: el recubrimiento persigue el extremo que le falta al intervalo sin alcanzarlo
nunca. Es la llanura sin fin de la pregunta, en pequefio: la funciéon 1/x es continua en (0,1) y
no tiene méaximo.

En [0, 1] esos abiertos ya no recubren, porque el 0 no estd en ninguno. Cualquier recubri-
miento de [0, 1] tiene que incluir un abierto que contenga al 0, y ese abierto se traga de golpe
un trozo [0, €) y, con él, toda la cola de la persecucion. Que de todo recubrimiento de [0, 1]
se pueda extraer uno finito es el teorema de Heine-Borel del curso de Topologia: en R", un
subconjunto es compacto si y solo si es cerrado y acotado.
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3.3. Conexion

Definicién. Un espacio X tiene la propiedad de separacion de Hausdorff, o es T, si dados
x # y en X existen abiertos U, Vconx e U,y € VyuUnV =Q@.

Si X es compacto, todos sus subconjuntos cerrados son también compactos.

Proposicién. En todo espacio con la propiedad de Hausdorff los conjuntos compactos son
cerrados.

Por qué son ciertas las dos afirmaciones. Sea K compacto en un Hausdorff y sea x ¢ K.
Para cada y € K hay abiertos disjuntos U, > xy V;, > y. Los V;, recubren K, y por compacidad
bastan un ntmero finito, V,,, ..., V,,. La interseccion U = U, N --- N U, es abierta, por ser
finita, contiene a x y no toca V,, U---UV,, 2 K. Todo punto de fuera de K tiene, pues, un
entorno fuera de K, y K es cerrado. La compacidad convierte infinitas separaciones en una
sola, y el mismo argumento reaparece en el ejercicio «Aplastar un compacto conserva la
separacién». La afirmacién anterior a la proposicion se ve igual de rapido: a un recubrimiento
de un cerrado F de un compacto X se le afiade el abierto X \ F; se obtiene un recubrimiento
de X, se extrae uno finito y se quita X \ F.

LA IDEA: POR QUE ESTAS DOS PROPIEDADES VAN SIEMPRE JUNTAS

Compacidad y Hausdorff se citan casi siempre a la vez en esta asignatura, y hay una
razon concreta: juntas convierten aplicaciones continuas en homeomorfismos.

El resultado clave, que se usard decenas de veces, es que una biyeccién continua de
un compacto en un Hausdorff es un homeomorfismo. La compacidad garantiza que
las iméagenes de cerrados son compactas; el Hausdorff, que los compactos son cerrados;
y una biyeccion continua que lleva cerrados en cerrados tiene inversa continua.

Ese es el atajo que evita construir inversas a mano, y aparece en la seccién siguiente
convertido en el criterio préctico para identificar espacios cociente.

Qué se ha ganado. La propiedad que buscaba la pregunta es la compacidad. Hace el trabajo de
«cerrado y acotado» porque la imagen continua de un compacto es compacta: si unos abiertos
W, recubren f(X), sus preimagenes recubren X, se extraen unas pocas, y sus imagenes
recubren f(X). Para f : X — R continua con X compacto, f(X) es un compacto de R, luego
cerrado y acotado, y tiene maximo: la isla tiene cumbre. Con la propiedad de Hausdorff al
lado, la compacidad da ademas el atajo de los homeomorfismos, que es lo que necesita la
seccion del cociente.

3.3 Conexion

LA PREGUNTA: «DE UNA SOLA PIEZA» NO ES UNA DEFINICION

Cualquiera distingue una figura de una sola pieza de otra partida en dos, pero decirlo
con precision cuesta mas de lo que parece: hablar de «no poder separarla» obliga a
decir quién la separa y con qué. ;Cémo se escribe eso usando solo abiertos, y es lo
mismo que poder ir andando de un punto cualquiera a otro?

Definicién. C C X es conexosidados A,B €T con ANBNC =QyC C AUB, se tiene o
bien C C A obien C C B.
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Coémo se lee la definicién. Los abiertos A y B son un intento de partir C: entre los dos lo
cubren y no comparten ningtin punto de C. La definicién dice que todo intento asi fracasa,
porque uno de los dos se queda con C entero. Con C = [0,1] U [2,3] el intento sale bien:
A= (-1,2)yB=(3,4) cubren C, no comparten puntos de C y cada uno se lleva un trozo,
asi que C no es conexo. Con C = [0, 1] no hay manera, y ese es el teorema del curso de
Topologia segtin el cual los conexos de IR son los intervalos.

Definicién. (X,7) es conexo por caminos si para todos x,y € X existe una aplicacién
continua a : [0,1] - X cona(0) =xya(l) =y.

Definicién. X es localmente conexo (por caminos) si para todo x € X y todo entorno N de
x existe otro entorno N’ C N que es conexo (por caminos).

Proposicién. Todo espacio conexo por caminos es conexo. Reciprocamente, todo espacio
conexo y localmente conexo por caminos es conexo por caminos.

Por qué, y para qué esta la hipétesis local. La primera mitad cabe en una linea. Si Ay B
partieran un espacio conexo por caminos, un camino « de un punto de A a uno de B partirfa
[0,1] ena~!(A) ya~1(B),y [0,1] es conexo. La segunda mitad necesita la hipétesis local, y el
ejemplo que lo muestra es el seno del topélogo:

S={(x,sen(1/x)); 0<x <1} U ({0} x [-1,1]).

La gréfica oscila cada vez mas deprisa al acercarse al eje vertical y se acumula sobre todo el
segmento. S es conexo, porque es la adherencia de la grafica, que es conexa por ser imagen
continua de (0,1], y la adherencia de un conexo es conexa. Pero ningtin camino une la grafica
con el segmento. Si lo hubiera, sea t el primer instante en que toca el segmento: justo antes de
to el camino va por la grafica con x — 0, y por el teorema de Bolzano su primera coordenada
pasa por todos los valores pequefios, también por aquellos en que sen(1/x) vale 1y por
aquellos en que vale —1. La segunda coordenada tomaria los valores 1 y —1 en instantes tan
cercanos a tp como se quiera, y no seria continua en fy.

y =sen(1/x)

segmento

El seno del top6logo. Es conexo, pero no hay camino desde la grafica hasta el segmento: cerca de él, la grafica

sube hasta 1y baja hasta —1 infinitas veces.

Lo que falla es justo la hipétesis local: un entorno pequefio de un punto del segmento corta
a S en un trozo del segmento y en infinitos arcos sueltos de la gréfica, y ningtin entorno asi es
conexo por caminos. En una superficie cada punto tiene entornos homeomorfos a discos, que
son conexos por caminos, y las dos nociones coinciden siempre.

Definiciéon. Se llama componente conexa (por caminos) de x al mayor subespacio conexo
(por caminos) de X que contiene a x.

Proposiciéon. Si X es localmente conexo por caminos, la componente conexa de x coincide
con su componente conexa por caminos y es un conjunto abierto y cerrado de X.
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Definicién. Dado A C X conexo (por caminos), se dice que x € A es un punto de corte si
A\ {x} no es conexo (por caminos). El nimero de componentes conexas (por caminos, en la
segunda version) de A \ {x} se llama orden de corte de x.

LA IDEA: PARA QUE SIRVEN LOS PUNTOS DE CORTE

Es el primer invariante que distingue espacios y el mds barato de todos. Un intervalo
abierto tiene todos sus puntos de orden de corte 2; una circunferencia no tiene ningtin
punto de corte; una «Y» tiene un punto de orden 3.

Esto basta para probar, sin ninguna maquinaria, que un intervalo y una circunferencia
no son homeomorfos, y que una «Y» y una «X» tampoco lo son entre si. Merece la
pena tenerlo a mano: cuando haya que distinguir dos espacios y el grupo fundamental
salga igual, muchas veces la respuesta estd en contar puntos de corte.

Qué se ha ganado. «De una sola pieza» tiene dos traducciones precisas: no poder partirse con
dos abiertos, que es ser conexo, y poder ir andando de un punto a cualquier otro, que es ser
conexo por caminos. La segunda implica la primera. En los espacios localmente conexos por
caminos, como todas las superficies, son la misma cosa, y el seno del topélogo muestra que
en general no lo son. La conexién da, ademads, el primer invariante para distinguir espacios:
cudntas piezas quedan al quitar un punto.

3.4 Espacio cociente

LA PREGUNTA: PEGAR SIN CONSTRUIR EL RESULTADO

Un cilindro se fabrica pegando dos lados opuestos de una hoja de papel, y el papel
pegado existe: se puede coger con la mano. Una botella de Klein se fabrica con el
mismo tipo de instrucciones y no cabe en el espacio de tres dimensiones, de modo que
no hay ningtin objeto que sefialar. ;Se le puede dar sentido a «pegar» sin construir
nada dentro de IR?, y quién decide entonces qué conjuntos del resultado son abiertos?

LA IDEA: PEGAR ES LA OPERACION FUNDAMENTAL DE ESTA ASIGNATURA

Aqui empieza el contenido nuevo, y es la herramienta que se va a usar hasta el final
del libro.

La idea es la de pegar con pegamento. Se toma un espacio, se declaran iguales unos
puntos con otros y se mira qué queda. Un cuadrado con los lados verticales pegados
es un cilindro; si ademads se pegan los horizontales, un toro; si uno de los pegados se
hace dando media vuelta, una banda de Mo6bius o una botella de Klein.

Toda la clasificacién de superficies consiste en decir que cualquier superficie compacta,
conexa y sin borde se obtiene pegando los lados de un poligono, y en dar la lista de
los pegados esencialmente distintos. Por eso el espacio cociente es el concepto central.
Lo delicado no es la idea, sino la topologia: hay que decir qué conjuntos del espacio
pegado son abiertos, y hay que comprobar que el resultado no es un monstruo.

Sea (X, T') un espacio topoldgico y R una relaciéon de equivalencia sobre X. Sea 77 : X —
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X/ R la proyeccién candnica 7r(x) = [x]. Se define
T-={GCX/R; nY(G) e T},

llamada topologia cociente para la relacion R. Al par (X/R, Tr) se le llama espacio cociente.

Lema. 7 es una topologia sobre X/R.

La idea, en una linea: la definicion traslada cada condicion a X, y la preimagen respeta uniones
e intersecciones, asi que las tres condiciones se heredan sin tocar nada.

Se verifican las tres propiedades, y todas salen de que la preimagen conmuta con las
operaciones conjuntistas.

Primera. 7 1(@) = @y n1(X/R) = X, los dos abiertos de X, luego @y X/R estén
en 7.

Segunda. Si Ay, ..., Ay € Tr, entonces w1 (N; A;) = ;7 ' (A;), interseccion finita de
abiertos de X, luego abierta.

Tercera. Si { Ay} C Tr, entonces w1 (U, Ax) = Uy 7' (Ag), unién de abiertos, luego
abierta.

Observacién (Como hay que leer la definicién). La topologia cociente se define «hacia atrds»:
un conjunto del cociente es abierto cuando lo es el conjunto de todos los puntos que se
proyectan sobre él. Dicho de otra forma, un abierto del cociente es la imagen de un abierto de
X que sea unién de clases enteras. Un abierto que corte una clase por la mitad no sirve.

Esta es la fuente de casi todas las dificultades con los cocientes y la razén de que puedan
salir espacios patologicos.

Un caso a mano: el segmento con los extremos pegados. Sea X = [0,1] y sea R la relacién
que pega el 0 con el 1 y no toca nada més. Las clases son los {¢} con 0 < ¢ < 1y la clase doble
{0,1}, que en el cociente es un solo punto, [0]. ;Qué conjuntos G del cociente que contienen a
[0] son abiertos? G es abierto si y solo si 771(G) es abierto en [0, 1], y esa preimagen contiene
alavezel 0y el 1. Tiene que contener, pues, un trozo [0, ¢) y otro (1 — ¢,1]. Un entorno del
punto pegado es un arco que cruza la costura, con un trozo a cada lado, que es exactamente
lo que es un entorno de un punto en una circunferencia.

|

: (0]

Un entorno de la clase pegada. Su preimagen tiene que llevar un trozo junto a cada extremo del segmento, y en el

cociente es un arco que cruza la costura.

El conjunto [0, %) es abierto en [0, 1] y, sin embargo, su imagen no es abierta en el cociente.

Su preimagen es [0, %) U {1}, porque la clase del 0 arrastra al 1, y ese conjunto no es abierto
en [0,1]: el 1 no tiene ningun entorno dentro de él. Es la advertencia de la observacién, con
numeros: [0, %) corta la clase {0, 1} por la mitad. El cociente es una circunferencia, como se
probara con el criterio compacto-Hausdorff de esta misma seccion, y la topologia cociente es

lo que hace que también lo sea en cuanto a sus abiertos.
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EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DARLE AL COCIENTE OTRA TOPOLOGIA

La alternativa. Lo tinico que hay que exigirle a la topologia del cociente es que 7 sea continua,
y esa condicién la cumplen muchas. La mas econémica de todas es la indiscreta, {&, X/R}:
con ella 7t es continua sin necesidad de comprobar nada.

Su ventaja. Ninguna que sirva, y por eso el ejemplo vale la pena: ensefia que «que la proyeccién
sea continua» no basta para fijar la topologia, y que hay una eleccién detras de la definicién.
Qué la hunde. Con la topologia indiscreta solo importaria la cantidad de puntos: una biyec-
cién entre dos conjuntos indiscretos es un homeomorfismo. Asi se perderia, por ejemplo, la
diferencia topoldgica entre el toro y la esfera. La topologia cociente es la mds fina de todas las
que hacen continua a 7, es decir, la que conserva la mayor cantidad posible de informacién
del espacio de partida, y esa maximalidad es exactamente lo que se formaliza en la propiedad
universal de la subseccion siguiente. Elegir la mds gruesa seria tirar el espacio de partida; elegir
una intermedia obligaria a justificar por qué esa y no otra.

Ejemplo. Dos cocientes del cuadrado X = [0,1] x [0, 1] que conviene tener en la cabeza:

» identificando los lados verticales se obtiene el cilindro;

» identificando el borde entero a un punto se obtiene la esfera, vista como un casquete cuyo
borde se ha cerrado.

3.4.1 Topologia final y propiedad universal

Definicién. Sea (X,7) un espacio, Y un conjunto y f : X — Y sobreyectiva. Se llama
topologia final de f a Ty = {H C Y; f'(H) es abierto de X}.

Con 7y, la aplicacién f es continua por definicién. En particular la topologia cociente es la
topologia final de 77, luego 7 es continua. De hecho, toda topologia final es una topologia
cociente:

Proposicién. Dada f : X — Y sobreyectiva, se define Ry sobre X por x Rfx' <= f(x) =
f(x'). Entonces (X/R¢, Tr) y (Y, Tf) son homeomorfos.

LA IDEA: TODA APLICACION SOBREYECTIVA ES UN PEGADO

La imagen que predice el enunciado es esta: una aplicacion sobreyectiva no hace nada mds
que pegar. Si f manda tres puntos de X al mismo punto de Y, para Y esos tres puntos
son uno solo; Y no tiene forma de distinguirlos y no guarda ningtin recuerdo de que
fueran tres. Salvo por los nombres, Y es el espacio que resulta de pegar en X todo
lo que f manda al mismo sitio. La proposicién dice justamente eso, y afiade que el
pegado también respeta los abiertos, que es la parte que hay que trabajar.

Hay una condicién que no debe perderse: Y lleva la topologia final de f. Si el espacio de
destino ya tiene otra topologifa, habra que comprobar que coincide con ella. Construir
una suryeccién continua con las fibras adecuadas da una biyeccién continua desde
el cociente; para obtener un homeomorfismo falta justificar la inversa. El criterio
compacto-Hausdorff que viene después resuelve muchos de esos casos.

Se define f([x]) = f(x).

Paso 1: la aplicacion entre los dos candidatos estd bien definida y es biyectiva. Si
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[x] = [x/] entonces f(x) = f(x'), luego el valor no depende del representante. Es
sobreyectiva porque lo es f, e inyectiva porque f([x]) = f([x]) significa f(x) = f(x'),
es decir, x Rr x’, o sea [x] = [x']. La relacién R¢ se ha definido precisamente para que

esto salga: identifica exactamente lo que f ya identificaba, ni un punto mds ni uno
menos.

Paso 2: f es continua. Sea W abierto de (Y, 7;); entonces f~!(W) es abierto de X.
Ahora bien, f~1(W) es abierto de T si y solosi 777! (f~1(W)) es abierto de X, y como
f o= f,ese conjunto es exactamente f~(W).

Paso 3: la inversa es continua (el niicleo de la prueba). Este es el tinico paso que no es
contabilidad, porque es el tnico donde hay que ir en la direccién incémoda: de X/ Ry
hacia Y, y no al revés. Todo se reduce a una igualdad de conjuntos, y esa igualdad es
el corazén del resultado: 771(Q) = f~1(f(Q)), es decir, tomar un trozo del cociente y
subirlo, o bajarlo a Y y luego subirlo, dan lo mismo. La inyectividad de f es lo tGnico que
impide que la segunda ruta recoja puntos de més por el camino.

Sea ) abierto de (X/Ry, Tr), de modo que 7-1(Q) es abierto de X. Hay que ver que
f(Q) es abierto de T, es decir, que f ~1(f(Q)) es abierto de X. Basta comprobar la
igualdad anterior, que se hace por doble inclusién:

C:six € m1(Q), entonces [x] € Q, luego f(x) = f([x]) € f(Q) y por tanto x €
FUF(©):

D:six € f71(f(Q)), entonces f(x) = f([x]) € f(Q); al ser f inyectiva, [x] € Qy por
tanto x € 7 1(Q).

Lo que hay que llevarse. La aplicacién f([x]) = f(x) estd bien definida y es biyectiva porque
Ry pega exactamente lo que f pega. Para su continuidad y la de su inversa se sube todo a X.
En Y es abierto lo que tiene preimagen abierta por f, en el cociente lo que la tiene por 7, y
como f = f o 7t con f biyectiva, un conjunto del cociente y su imagen en Y tienen la misma
preimagen en X. Por eso los dos espacios tienen los mismos abiertos.

Definicién. A Ry se le llama la relacién inducida por f. En general, una relacién ~ sobre X
se dice compatible con fsix ~y = f(x) = f(y).
Proposicién (Propiedad universal del cociente). Sea R una relacion de equivalencia sobre el

espacio topolégico X y sea f : X — Z continua y compatible con R. Entonces f : X/R — Z,
definida por f([x]) = f(x), es continua.

La idea, en una linea: la topologia cociente estd definida como «lo que sea abierto al subirlo a
X», asi que comprobar la continuidad de f es, literalmente, comprobar la de f.

Sea W abierto de Z. Como f es continua, f~!(W) es abierto de X. Y f (W) es abierto
de X/R siy solo si 7~ 1(f~1(W)) es abierto de X; como f = f o 7, ese conjunto es
f~Y(W), que ya sabiamos abierto.

LA IDEA: LA PROPIEDAD UNIVERSAL ES LA HERRAMIENTA DE TRABAJO

Esta proposicion parece un tecnicismo y es lo que se usa en todos los ejercicios. Su
lectura préctica es:
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Para definir una aplicacion continua desde un cociente, no hace falta pelearse con la topologia
cociente: basta definirla sobre el espacio de partida, comprobar que es continua y comprobar que
respeta las identificaciones.

El reciproco también es cierto: si f es continua, entonces f o 77 lo es, por composicion.
Tenemos una equivalencia. Asi que la continuidad de una aplicacién definida en un
cociente siempre se comprueba subiendo al espacio de partida.

Proposicion (Criterio compacto-Hausdorff). Sea f : X — Y continua y sobreyectiva y sea
Ry la relacién inducida. Si Y es Hausdorff y X es compacto, entonces f:X/R f—>Yesun
homeomorfismo.

LA IDEA: LA INVERSA CONTINUA SALE GRATIS, Y POR QUE

Este criterio es la herramienta de trabajo del capitulo, y conviene entender qué regala
exactamente, porque parece demasiado.

Lo dificil de un homeomorfismo nunca es la ida: es la vuelta. Una biyeccién continua
puede perfectamente tener inversa discontinua; el ejemplo de siempre es enrollar el
intervalo [0, 277) sobre la circunferencia, que es continuo y biyectivo y cuya inversa
rompe la circunferencia por un punto. Comprobar a mano que la vuelta es continua
suele ser tedioso, y el criterio permite evitar ese trabajo en muchos cocientes del curso.
En el intervalo [0, 277) falta el extremo que cerraria la vuelta. Por ejemplo, los puntos de
pardmetro 27t — 1/n se acercan en la circunferencia al punto de pardmetro 0, pero sus
pardmetros no se acercan a 0. Ahi falla la inversa. La compacidad y la separacién de
Hausdorff evitan ese fallo mediante una propiedad precisa: las imagenes de cerrados
vuelven a ser cerradas. Esa es la cadena de la prueba.

En una frase: sobre un compacto y en un Hausdorff, continua mas biyectiva ya es
homeomorfismo. El criterio de abajo no es mds que esa idea escrita para cocientes.

Paso 1: continuidad de la ida. Por la propiedad universal, ya que Ry es compatible
con f. Es decir, no hay que tocar la topologia cociente para nada: se hereda de f.

Paso 2: biyectividad. Sobreyectiva porque lo es f; e inyectiva porque f([x]) = f([x'])
implica f(x) = f(x"), es decir, x'R¢x, o sea [x] = [x'].

Paso 3: 1a vuelta, por la cadena compacto-compacto-cerrado (el niicleo de la prueba).
Aqui esta todo, y es una cadena de tres eslabones que conviene poder recitar. Basta ver
que f lleva cerrados en cerrados, porque eso es exactamente decir que la inversa es
continua. Sea F cerrado de X/Ry; entonces 711 (F) es cerrado de X, que es compacto,
luego 71~ !(F) es compacto; al ser f continua, f(7t~!(F)) es compacto; y al ser Y
Hausdorff, los compactos son cerrados, luego f(F) = f(rt~!(F)) es cerrado.

La cadena, sin simbolos: cerrado dentro de un compacto es compacto; la imagen
continua de un compacto es compacta; y en un Hausdorff, compacto es cerrado.
Los tres eslabones son de Topologia, ninguno es de esta asignatura, y sin embargo son
lo tnico que sostiene el método con el que se resuelven casi todos los ejercicios de
cocientes del curso.
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Observacién (Qué papel juega cada hipétesis). No se pueden eliminar sin mas del criterio

general, aunque algunos homeomorfismos concretos existan sin ellas.

= X compacto. Sin ella se cae el primer eslabén. El contraejemplo es el del intervalo enrollado:
f:]0,2r) — S, f(t) = (cost,sent), es continua, sobreyectiva y ya inyectiva, luego el
cociente por Ry es el propio [0,277); y ese intervalo no es homeomorfo a la circunferencia,
porque quitdndole un punto interior se rompe en dos trozos y a la circunferencia no le
pasa.

» Y Hausdorff. Sin ella, un compacto puede no ser cerrado. Por ejemplo, la identidad de dos
puntos con topologia discreta a esos mismos puntos con topologia indiscreta es continua y
biyectiva, con dominio compacto, pero no es un homeomorfismo. Merece la pena saber
que esta hipdtesis casi nunca estorba en la practica, porque los espacios de destino de esta
asignatura viven en algtn R” y todos los subespacios de R" son Hausdorff. La que de
verdad hay que vigilar es la compacidad.

Lo que hay que llevarse. Tres pasos, y solo uno con contenido. La ida es continua por la
propiedad universal, y es biyectiva porque se usa la relacién inducida por f. La vuelta es la
cadena de tres eslabones: un cerrado del cociente tiene preimagen cerrada en el compacto
X, luego compacta; su imagen por f es compacta; y es cerrada porque Y es Hausdorff. Sin
compacidad se rompe el primer eslabén, como en [0,277) — S'.

Corolario. Si f : X — Y es continua y sobreyectiva entre espacios métricos compactos,
entonces f : X/Ry — Y es un homeomorfismo.

LA IDEA: UN METODO PARA RECONOCER COCIENTES

Cuando el espacio de partida es compacto y el destino es Hausdorff, el criterio anterior

ofrece un procedimiento que conviene tener a mano:

1. Adivinar el resultado: qué espacio conocido Y deberia salir.

2. Construir una f : X — Y continua y sobreyectiva que haga las identificaciones
que uno quiere.

3. Comprobar que Ry es exactamente la relacion R del enunciado, es decir, que
f(p) = f(qg) < pRgq.Hay que comprobar las dos implicaciones, no solo que se
respetan los pegados.

4. Invocar el criterio: si X es compacto e Y es Hausdorff, ya esta.

Obsérvese que en el paso 4 no se construye ninguna inversa. Ese es todo el ahorro.
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3.4.2 Los cocientes fundamentales

Los tres ejemplos siguientes se hacen con el mismo mecanismo, y conviene tenerlo delante
antes de mirarlos: se parte del cuadrado X = [0,1] x [0,1] con una relacién que pega lados de
su borde; se fabrica una aplicacion continua y sobreyectiva f del cuadrado sobre la superficie
de R® que uno cree que va a salir; se comprueba que la relacién inducida R 5 — es decir, «f
las manda al mismo sitio» — coincide exactamente con la relaciéon de partida; y se invoca el
criterio compacto-Hausdorff. Lo tinico que cambia de un ejemplo a otro es f, y con ella la
manera en que se pegan los bordes. Toda la dificultad, cuando la hay, esté en el tercer paso.

Ejemplo (Cilindro). Sea X = [0,1] x [0,1] y R la relacién de equivalencia generada por
(0,t) ~ (1,t): se pegan los dos lados verticales sin darles la vuelta. Se toma Y = S' x [0,1] y

f(t,s) = (cos(2mt), sen(2mt), s),

que enrolla el segmento horizontal sobre la circunferencia y deja la altura intacta. Entonces
f(p) = f(q) equivale a s = s’ y, ademads, a uno de estos casos: t = t/,t = 0,/ = 10
t = 1,t' = 0; es decir, Ry = R: la funcién solapa exactamente los puntos que la relacion
manda pegar, ni uno més. Como X es compacto e Y Hausdorff, X/R es homeomorfo al
cilindro.

Ejemplo (Toro). La superficie térica T C R® generada al girar la circunferencia (x — 2)% +
z* = 1 alrededor del eje OZ admite las ecuaciones paramétricas

x=(24cosf)cos¢, y=(2+cosb)sen¢, z=senb, 0<0,¢<2m.
Con X =[0,1] x [0,1] y
f(t,s) = ((2+ cos2mt) cos27s, (2 + cos27t) sen27s, sen27t),

que es continua y sobreyectiva sobre el compacto Hausdorff T, la relacién inducida identifica
los lados opuestos del cuadrado dos a dos, en el mismo sentido. La razén es que f solo
depende de t y de s a través de cos 27tt, sen 27tt, cos 27ts y sen 27ts, y esas cuatro funciones no
distinguen 0 de 1: el radio 1/x2 + 2 = 2 + cos 27t > 0y la altura z recuperan el seno y el
coseno de 27tt; al dividir (x,y) por ese radio se recuperan los de 27ts. Por eso no se identifican
otros puntos. El cuadrado se enrolla primero en un cilindro (por el pardmetro s) y después el
cilindro se cierra sobre si mismo (por el pardmetro t). Luego el toro es el cuadrado con los
lados opuestos identificados.

Ejemplo (Banda de Mdbius). Se parte de la circunferencia x = 2cosf, y = 2senf,z = 0
y se considera el segmento Vj, centrado en el punto de dngulo 6, de longitud 2, girado un
angulo 6/2 desde la posicién vertical. La union M = Jy<g<2, Vs es la banda de Mébius, de
ecuaciones

0 0 0
x = C059<2+/\sen§>, Y= sen9<2+/\sen §>' z = A Cos X

con 0 < 6 <27, |A| < 1. Tomando sobre el cuadrado
f(t,;s) = ((2+ (2s — 1) sen 7t) cos 27tt, (2+ (25 — 1) sen7tt) sen27t, (25 — 1) cos 7tt),

la relaciéon inducida identifica t = 0 con t = 1 pero invirtiendo la segunda coordenada:
(0,5) ~ (1,1 —3s).
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La cuenta que lo comprueba cabe en dos lineas y conviene hacerla, porque es donde
se ve aparecer la media vuelta. En t = 0 el factor senrtt vale 0 y cos 7t vale 1, luego
f(0,s) = (2,0,2s—1). Ent = 1 ocurre lo mismo con el coseno cambiado de signo: f(1,s') =
(2,0, —(2s" = 1)). Los dos puntos coinciden exactamente cuando 2s — 1 = —(2s’ — 1), es decir,
cuando s’ = 1 —s. El borde de llegada se pega al de salida boca abajo. Tampoco hay otros
solapamientos: el radio horizontal es al menos 1, de modo que el punto imagen determina
t médulo 1; fijado t, las componentes radial y vertical determinan 2s — 1. Asf las fibras son
exactamente las clases indicadas, y compacto-Hausdorff da el modelo de la banda.

Observacién (Un descuido del material de partida). El material de origen escribe la unién
como M = p<g< Vo y, dos lineas més abajo, da las ecuaciones paramétricas con 0 < 6 < 27t.
Las dos cosas no pueden ser: con 6 € [0, 7t] los segmentos solo barren media circunferencia y
lo que se obtiene es un rectangulo torcido, sin ninguna identificacién y por tanto sin media
vuelta. El recorrido bueno es el segundo, 6 € [0,27], y es el que se ha escrito arriba: al
llegar a 6 = 27t el segmento vuelve a ser el vertical de partida, pero con los dos extremos
intercambiados, que es justo lo que produce la banda.

LA IDEA: LA MEDIA VUELTA LO CAMBIA TODO

Los tres ejemplos anteriores se diferencian en un detalle minimo de la relacién y en
todo lo demas. En el cilindro se identifica (0,s) con (1, s); en la banda de Mobius, (0, s)
con (1,1 —5s).

Ese 1 — s es la media vuelta, y es la responsable de que la banda tenga una sola cara,
un solo borde y no sea orientable. Cuando en los capitulos siguientes se escriban los
pegados con letras, la diferenciaentre a---a~! y a - - - a serd exactamente esta.

Cilindro Banda de Mobius

#(1,1—75)

(0,s)@----------- < (1,s) (0,5) 8"

Los dos pegados del cuadrado [0,1] x [0,1], con el mismo punto (0, s) del lado izquierdo y su pareja en el
derecho. En la banda, el lado de llegada se recorre en sentido contrario: la flecha de la izquierda baja y la de la

derecha sube.

Definicién. Dados dos espacios disjuntos X e Y y puntos xg € X, iy € Y, se considera sobre
X UY larelacién que identifica xg con yo y deja lo demas fijo. El cociente se llama unién por
un punto o wedge y se denota X VY.

Ejemplo. S'V S! es la figura del ocho, dos circunferencias pegadas por un punto. Aparecera
constantemente: su grupo fundamental es el grupo libre con dos generadores y es el ejemplo
basico de grupo fundamental no abeliano.

Ejemplo. En R se define x ~ x’ <= x — x’ = 2k, k € Z. Entonces R/ ~ =2 S!, mediante
f(t) = (sent,cost): dos nameros reales van al mismo punto de la circunferencia exactamente
cuando se diferencian en un ntiimero entero de vueltas, que es lo que dice la relacién.
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Merece la pena fijarse en que este ejemplo no se puede cerrar con el criterio compacto-
Hausdorff, porque R no es compacto: es justamente el caso que el criterio deja fuera. Lo que
se usa aqui es la proposicién general de mds arriba, segtin la cual R/ ~ es homeomorfo a S!
con su topologia final T; y esa topologia final resulta ser la euclidea porque f manda intervalos
abiertos en arcos abiertos, de modo que un subconjunto de S! cuya antiimagen sea abierta es
él mismo unién de arcos abiertos. Conviene retenerlo: en cuanto el espacio de partida deja de
ser compacto, hace falta otra justificacion; aqui sirve que la aplicacién sea abierta.

Observacion (Notacion). Si A C Xy Reslarelacion x Ry <= x =yobienx,y € A—es
decir, «aplastar A a un punto» —, se suele escribir X/ A en lugar de X/R. Es la notacién mas
habitual en los enunciados.

Qué se ha ganado. La pregunta del principio tiene respuesta. «Pegar» es tomar el cociente
por una relacién de equivalencia, y no hace falta construir nada en RR?: el resultado es el
conjunto de las clases. Los abiertos los decide la regla «hacia atrds», segtin la cual es abierto lo
que, subido al espacio de partida, es abierto. Con eso llegan dos herramientas que se usaran
sin parar: la propiedad universal, para definir aplicaciones continuas desde un cociente,
y el criterio compacto-Hausdorff, para reconocer un cociente como un espacio conocido.
La botella de Klein, que no cabe en R?, queda descrita por su relacién sin necesidad de
ningln objeto que sefialar. Queda por ver qué pegados dan espacios nuevos, y las tres
secciones siguientes presentan los mds usados: aplastar las tapas de un cilindro, identificar
las direcciones de una recta y leer palabras.

3.5 Suspension de espacios

LA PREGUNTA: UNA OPERACION QUE SUBA UNA DIMENSION

Multiplicar un segmento por un intervalo da un cuadrado; multiplicar una circunfe-
rencia por un intervalo da un cilindro. Se querria una que de la circunferencia saque
la esfera, de la esfera la esfera de dimension tres, y asi indefinidamente. ;Cuél es esa
operacion, y por qué tiene que ser un cociente en vez de bastar con multiplicar por un
intervalo?

La respuesta corta a la pregunta es que multiplicar por un intervalo sube la dimensién
pero no cierra nada: S x I es un cilindro, que sigue teniendo un agujero y dos bordes, y no
se parece a la esfera. Lo que hace falta es multiplicar y después pegar; la topologia cociente
permite hacerlo de forma precisa. Antes hay que decir qué topologia lleva el producto.

Definicién. La topologia producto sobre X x Y es
TixT={Q}U{HC XxY:V(x,y) e HIU €T,V € Trcon(x,y) e UxV C H}.

Leida en palabras, la condicion dice: un conjunto es abierto en el producto cuando alrededor de
cada uno de sus puntos cabe un rectdngulo abierto entero, con los lados abiertos en cada factor. Es
la misma frase que define los abiertos de IR? con bolas, cambiando «bola» por «rectangulo»; y
de hecho, si 7y 7' son las topologias euclideas de R” y R, entonces T * T es la topologia
euclidea de R"™™ = R" x R™. La comprobacién es la de siempre y cabe en dos frases, porque
todo se reduce a que bolas y rectdngulos se encajan unos en otros. Si H es abierto para la
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euclidea y (x,y) € H, hay una bola B((x,y),¢) € H, y dentro de ella cabe el rectaingulo
B(x,e/2) x B(y,e/2),luego H es abierto en el producto. Y al revés, si dentro de H cabe un
rectangulo U x V alrededor de (x,y), tomense radios r y s con B(x,7) C Uy B(y,s) C V:1a
bola B((x,y), min{r,s}) queda dentro de B(x,r) x B(y,s) C U x V C H,y H es abierto para
la euclidea.

Definicién. Se llama cilindro de un espacio X a X x I con la topologia producto, siendo I
un intervalo. Para el cono y la suspensién tomaremos I = [0, 1].

Definicién. El cono de X, denotado CX, es el cociente de X x I por la relaciéon

t =+t =1, obien
(x,t)R (X', V) <— {

(x,t) = (¥, 1).

Es decir, se aplasta a un punto la tapa superior del cilindro.

@ . A C’X:XXI/R

Figura 3.1: El cono colapsa una sola tapa del cilindro en un punto. Esquema original para
visualizar el cociente, representado con X = S! (apuntes de topologia, p. 13).

La relaciéon hay que leerla despacio, porque toda la construccién estd en el primer renglén:
en el nivel t = 1, y solo ahi, todos los puntos son equivalentes entre si, sea cual sea x; en
cualquier otro nivel no se identifica nada. La tapa de arriba se recoge en un punto y el resto
del cilindro se queda como estaba.

Ejemplo. CS! = B2, el disco cerrado. Se toma f : S' x I — B? dada por f(x,t) = (1 —t)x,
que es continua y sobreyectiva, y cuya relaciéon inducida es exactamente R:

t=1t =1, obien

x=x',t="t.

1-tx=(01-t) {

La aplicacion es «encoger la circunferencia hacia el centro»: el factor 1 — t es el radio, que
empieza valiendo 1 y va bajando hasta 0. La equivalencia de la derecha sale de mirar primero
los médulos, quedan1 —t =1—+,y cont = ' ya solo puede ser x = x’ — salvo cuando el
radio se anula, que es cuando todo cae en el origen y es exactamente el caso t = t' = 1. Como
S! x I es compacto y B? es Hausdorff, el criterio cierra el argumento.

Definicién. La suspensién de X, denotada XX, es el cociente de X x I por la relacién que
aplasta a un punto la tapa superior y, por separado, a otro punto la tapa inferior:

(x,t) R(X',t') «<= t=t=1,0t=t =0,0(x,t) = (x,t')cont, t' #0,1.

Los dos aplastamientos son independientes: se obtienen dos puntos nuevos, uno arriba y
otro abajo, y no uno solo. Si se identificaran entre si el resultado seria otro espacio distinto.
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@ é
X x1I CcX

Figura 3.2: Construccién de la suspension en dos etapas: formar el cono y colapsar su base

YX

en un segundo punto. Para X = s la superficie lateral del cono doble es homeomorfa a s?
(original, p. 13).

Un caso a mano: la dimensién cero. Las dos construcciones se ven enteras en el espacio mds
pequefio que no es un punto, SO = {—1,1}, la «esfera» de dimension cero, que son dos puntos.
El cilindro S° x I son dos segmentos sueltos. El cono aplasta sus dos extremos superiores en
uno solo, y quedan dos segmentos unidos por arriba. La férmula del cono, (x,t) — (1 —t)x,
los lleva sobre [0,1] y [1, 0], pegados en el 0: CS” es un segmento, B! = [—1,1]. La suspensi6n
aplasta ademas los dos extremos inferiores en otro punto, y quedan dos segmentos unidos
por arriba y por abajo. La férmula del ejemplo siguiente, escrita para SO, es

F(£1,1) = (i,/1 —(2t—1)2, 2t—1),

y manda cada segmento sobre una semicircunferencia, la derecha y la izquierda, con los
extremos en los polos (0, £1): £S5 es la circunferencia S'.

S0 SOx T CSY =~ [—1,1] %50 = g1

Cono y suspensién de dos puntos. El punto negro de arriba es la tapa superior aplastada, y el de abajo, en la

suspension, la inferior.

El caso predice todo lo que sigue, porque es el primer peldafio de una escalera. Las
férmulas generales, CS" = B!y ¥.6" = "+l empiezan con n = 0, y cada suspensién sube
un escalén: de los dos puntos a la circunferencia, y de la circunferencia a la esfera.

Ejemplo. £S! = S2. Se prueba igual que el cono, con

Flxr,x0,t) = (\/1 — (2120, (/1 (2 —1)2xp, 26— 1).

La férmula es menos opaca de lo que parece. El cambio t — 2t — 1 lleva el intervalo [0, 1]
sobre [—1,1], y esa es la altura del punto en la esfera; el factor \/1 — (2t — 1)? es entonces el
radio del paralelo que estd a esa altura, por el teorema de Pitdgoras. Dicho de otro modo, f
manda el nivel ¢ del cilindro sobre el paralelo correspondiente de la esfera, y comoent =0y
ent = 1 ese radio vale cero, los dos niveles extremos se aplastan solos en los dos polos, que

es justo lo que pide la relacién. Las férmulas se generalizan a dimensiones arbitrarias:

Ccs"=p"tt,  xst =gl
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LA IDEA: EL CONO APLANA Y LA SUSPENSION SUBE DE DIMENSION

Las dos construcciones tienen imdgenes muy claras y conviene fijarlas.

Para una circunferencia, el cono tiene la imagen habitual de una base unida a un
vértice. La definicién por cociente extiende esa idea a otros espacios, sin exigir que
quepan en tres dimensiones. El cono de un espacio no vacio es contrictil, porque todo
se puede deslizar hacia el vértice; eso se probard en el capitulo 5 y es la razén de que
el cono aparezca tanto.

La suspension es un cono doble: se junta por arriba y por abajo, como un diamante. Y
sube la dimensién de las esferas en una unidad: £5" = S"*1. Esa es su gracia y por
eso la construccién tiene nombre propio.

Qué se ha ganado. La operacion que pedia la pregunta es la suspensién. Tiene que ser un
cociente porque el producto por un intervalo afiade dos tapas, que son borde, y lo que cierra
el espacio es aplastar cada tapa en un punto. Con una sola tapa aplastada sale el cono, que
rellena: CS" = B"t1. Con las dos sale la suspension, que sube la dimensién de las esferas,
£S" = 5"+l empezando por £S° = S!. La topologia producto que hace falta para plantearlo
es la de los rectdangulos abiertos, que en IR"” x R™ coincide con la euclidea.

3.6 Espacios proyectivos

LA PREGUNTA: GEOMETRIA SIN EXCEPCIONES

Los pintores del Renacimiento descubrieron que las dos orillas paralelas de un camino,
dibujadas en perspectiva, se cortan en un punto del horizonte: el punto de fuga. En
el plano dos rectas se cortan en un punto salvo si son paralelas, y esa excepcién
estropea todos los enunciados de la geometria elemental; en el cuadro la excepcién
desaparece porque el horizonte afiade los puntos que faltaban. Si en lugar de puntos se
toman como objetos las direcciones, las paralelas comparten direccion y la excepcién
desaparece. ;Qué espacio topolégico resulta de tomar como puntos las direcciones de
R"*1, y qué aspecto tiene ese espacio?

Definicién. El espacio proyectivo P"R es el conjunto de direcciones de R"*!:
Pan:(IRnH\{O})/N, v~w <= JA#0conv = Aw,

con la topologia cociente de la proyeccién 7 : R"*1\ {0} — P"R.
Ejemplo (P'R). Se define f : R?\ {0} — S! por f(x) = x/|x|, y sobre S! la relaciéon
yRy <= y==+y. Como

v Aw A w
_—=— = — — = :l: w P
ol =~ Tl ~ ATl ~ @)

flv) =
setienev ~ w <= f(v) R f(w), y de ahi un homeomorfismo P'R = S!/R. Para justificar
la continuidad en ambos sentidos, la normalizacién induce una aplicacién entre cocientes y
la inclusién S! < R?\ {0} induce su inversa: normalizar no cambia la recta representada.
Ambas son continuas por la propiedad universal.
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Y S'/R = S': basta tomar h : S' — S' con h(e?) = ¢%9, cuya relaciéon inducida identi-
fica exactamente los puntos antfpodas. Luego P'R = S!: la recta proyectiva real es una
circunferencia.

Una segunda lectura de P!R, en un dibujo. Cada punto de P'R es una recta de R? que pasa
por el origen. Casi todas esas rectas cortan la semicircunferencia superior cerrada en un solo
punto, y ese punto las representa sin ambigiiedad. La excepcion es la recta horizontal, que la
corta en sus dos extremos, (1,0) y (—1,0). Asi que P'R es la semicircunferencia superior con
los dos extremos pegados, que es una circunferencia: el resultado del ejemplo, ahora visto.

se pegan

Cada recta por el origen deja un solo punto en la semicircunferencia superior, salvo la horizontal, que deja los

dos extremos. Pegados esos dos, sale una circunferencia.

El dibujo se generaliza sin cambiar una palabra, y es el que conviene retener. En IR3,
cada recta por el origen corta la semiesfera superior cerrada en un solo punto, salvo las
horizontales, que la cortan en dos puntos antipodas del ecuador. Por eso P?R va a ser la
semiesfera, que es un disco, con los antipodas del borde pegados.

Ejemplo (P*R). El primer paso se repite palabra por palabra, y lo tinico que cambia es la
dimensién: la aplicacién f(x) = x/|x|, ahora de R?\ {0} en S?, sigue cumpliendo f(v) =
+f(w) exactamente cuando v ~ w, y de ahi P’R = S?/Rcon x Ry <= x = +y.

Lo que no se traslada es el segundo paso, y conviene decirlo porque es justo donde la
analogia se rompe: en la circunferencia, el cociente por antipodas volvia a ser una circunfe-
rencia gracias a ¢ — ¢?%, que enrolla S! sobre si misma dos veces. El cociente de la esfera
por antipodas, en cambio, no es una esfera; la clasificacién posterior permitird distinguirlos.
Necesitamos estudiar este nuevo espacio. Por eso hace falta otra descripcién, y hay una
mucho mas util: llamando E™ a la semiesfera superior y R" ala relacion xR'y <= x =yo
bien x,y € S! con x = +y, se tiene

P’R =~ S?/R~ E*/R.

La inclusién k : E* < S? induce una aplicacién continua entre los cocientes. Para construir
la inversa hay que elegir el representante del hemisferio superior: un punto p de abajo se
sustituye por —p, no por su reflejo en el ecuador. Si g : Et — ET /R’ es la proyeccion,

definimos
Hipy— J3P), PEET,
(p) = . .
g(—p), p enlasemiesfera inferior.
En el ecuador las dos expresiones coinciden, pues q(p) = q(—p). Por el lema de pegado en los
dos hemisferios cerrados, H es continua. Ademas, H(p) = H(—p), de modo que induce una

aplicacién continua desde S?/R. Esta y la inducida por k son inversas: cada par de antipodas
queda representado arriba, con la identificacién indicada en el borde.
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Como E* es homeomorfa a la bola cerrada B?, se obtiene la descripcién que se usara
siempre: el plano proyectivo es un disco cerrado en cuyo borde se identifican los puntos
antipodas. En general

P'R=B"/~, p~q < p=qopqes' ™, p=—g

y en el borde de la bola vuelve a aparecer P"~1RR.

LA IDEA: POR QUE EL PLANO PROYECTIVO ES TAN ESCURRIDIZO

El plano proyectivo es la superficie que méas cuesta imaginar, y hay una razén precisa:
no cabe en IR®. Cualquier intento de dibujarlo en el espacio tiene que cortarse a si
mismo.

Por eso conviene no intentar «verlo» y trabajar siempre con uno de sus dos modelos:
el disco con el borde antipoda-identificado, o la esfera con los antipodas identificados.
Los dos son manejables y los dos se usan continuamente.

Merece la pena registrar también que P?R si cabe en IR*, lo que se comprueba con una
aplicacion explicita indicada entre los problemas de este capitulo.

Qué se ha ganado. El espacio de las direcciones de R"*! es el proyectivo P"R, un cociente en
el que cada recta por el origen es un punto. Tiene dos modelos de trabajo: la esfera con los
antipodas pegados y la bola con los antipodas del borde pegados. En dimensién uno sale una
circunferencia. En dimensién dos sale una superficie compacta que no cabe en R, y esa es la
respuesta a la pregunta de qué aspecto tiene. En el modelo del disco, los puntos del borde
son las direcciones horizontales, las que el pintor sitta en el horizonte. Cada una se pega con
su antipoda porque una direccién no distingue hacia delante de hacia atras.

3.7 Modelos topolégicos

LA PREGUNTA: UNA SUPERFICIE DESCRITA CON UN DIBUJO PLANO

La botella de Klein no cabe en IR® y, sin embargo, se describe por completo con un
cuadrado y cuatro flechas dibujadas en sus lados: la instruccién es finita y cabe en un
renglon. ;Basta con eso para determinar la superficie sin ambigiiedad, y pueden dos
descripciones que se ven distintas referirse al mismo objeto?

Antes de la clasificacién de superficies conviene familiarizarse con los modelos que se usan
para representarlas. Un modelo es una especie de «instrucciones» sobre como se construye la
superficie, y resulta especialmente importante cuando la superficie no puede representarse
en tres dimensiones.

Un modelo es un poligono con sus lados etiquetados por letras y flechas. Cada letra de
pegado aparece exactamente dos veces, y ambas apariciones se pegan respetando las flechas.
Para modelos con borde también se permiten lados libres, sin pareja. Recorriendo el borde en
un sentido fijo se obtiene una palabra, en la que una letra 2 indica que los puntos del lado
aparecen en el sentido del giro y a~! que aparecen en el opuesto.

Ejemplo. Estos son los modelos bésicos. Salvo el digono aa~! de la esfera, se presentan sobre
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cuadrados; en los dos primeros, b y c son lados libres:

Cilindro: aba~1c (solo se pegan dos lados)
Banda de Mobius: abac (dos lados pegados en el mismo sentido)
Toro: aba—1b~!

Botella de Klein: ~ aba~'b
Plano proyectivo: abab

Esfera: aa Y oabb a7t

Cﬂi?dro Banda df,’ Mobius
a a a a

LR R

aba—lc abac
Toro Botella lcjie Klein
[1 A A a [Z A A [Z
b b
aba~1p~1 aba—1b

Las flechas indican cémo emparejar los lados con la misma letra; los lados punteados quedan libres.
Para leer cada palabra, empieza en el punto negro, sube por el lado derecho y contintia en sentido
antihorario. Escribe la letra sin exponente si sigues su flecha, y con —1 si vas contra ella. En los lados
libres b y ¢ no se hace ningtin pegado.

Observacién (Distintos modelos pueden representar el mismo objeto). Es el hecho central
de todo lo que viene después. Dos palabras diferentes pueden dar espacios homeomorfos,
y el teorema de clasificacion consiste precisamente en dar un procedimiento para decidirlo:
normalizar la palabra hasta llevarla a una de dos formas canénicas.

Por eso el problema tipico consiste en dar una palabra larga y pedir que se clasifique: lo
que se pone a prueba es el manejo de ese procedimiento.
Un caso a mano: dos palabras para la esfera. La tabla da dos palabras para la esfera, aa~!
y abb='a~!, y conviene ver por qué son la misma. En el digono aa~?, los dos lados van,
segun sus flechas, del vértice de la izquierda al de la derecha, uno por arriba y otro por
abajo. Pegarlos es cerrar un monedero con cremallera: cada punto del arco de arriba se junta
con el que tiene debajo, el borde desaparece y queda una bolsa cerrada, que es una esfera.
En el cuadrado abb~'a~!, las dos b son lados seguidos y sus flechas apuntan al vértice que
comparten. Se pueden cerrar también como una cremallera, empezando por ese vértice: el
punto de un lado a distancia d del vértice comun se junta con el del otro lado a la misma
distancia. Las dos b quedan cosidas en una costura interior, los otros dos extremos de las b se
juntan, y lo que queda del borde son dos lados, a y a~!: el digono de antes.
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b
D a
cremallera
bl I I
B a
a
abb—1a71 aa—!

Las dos b del cuadrado apuntan a su vértice comtn (en color) y se cierran como una cremallera. Queda el digono

-1

aa~", cuyos dos lados van del vértice de la izquierda al de la derecha.

Este es el primer movimiento del procedimiento de clasificacién del capitulo 4: una pareja
xx~1 de letras seguidas se cierra como una cremallera y desaparece de la palabra, siempre
que queden otras letras. La palabra aa~! ya no se reduce mas: es la esfera.

Un caso a mano: de dénde sale abab. El modelo del disco del plano proyectivo, con los
antipodas del borde pegados, se convierte en palabra partiendo el borde. Se corta la circun-
ferencia en cuatro arcos iguales, por los dngulos 0, 7t/2, 7 y 37/2. El giro de media vuelta
6 — 6 + 7, que es lo que lleva cada punto a su antfpoda, manda el primer arco sobre el
tercero y el segundo sobre el cuarto, y conserva el sentido de giro. Recorriendo el borde en
sentido antihorario, los dos arcos de cada pareja se recorren en el mismo sentido que su flecha,
y la palabra es abab, la de la tabla. Con solo dos arcos, las dos mitades de la circunferencia,
sale aa, que es otro modelo del plano proyectivo. Para pasar al cuadrado basta deformar el
disco llevando los cuatro arcos a los cuatro lados.

b a

—Pp
a b

El borde del disco, en cuatro arcos. El antipoda —p de un punto p del primer arco esta en el tercero, en la misma

posicion relativa: por eso los dos llevan la misma letra y la misma flecha.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DESCRIBIR LAS SUPERFICIES POR SU FORMA EN R3

La alternativa. Prescindir de palabras y poligonos y describir cada superficie como lo hace la
primera mitad de este libro: por una parametrizacién o por una ecuacién implicita en R3.

Su ventaja. Es concreta y se ve. Y permite calcular: sobre una superficie dada por ecuaciones se
miden dreas, curvaturas y geodésicas, cosa que sobre una palabra no.

Qué la hunde. Que deja fuera la mitad del teorema de clasificaciéon. El plano proyectivo y la
botella de Klein son superficies compactas perfectamente legitimas — son cocientes de un
cuadrado, igual que el toro — y no admiten ninguna descripcién en IR? sin autointersecciones.
Una teoria que solo hable de superficies de R? no puede ni enunciar la clasificacién, porque le
faltan precisamente los objetos de tipo II. La palabra, en cambio, es finita, no necesita espacio
ambiente y se manipula con reglas de reescritura. Las superficies compactas y sin borde de R®
son orientables; la banda de Mobius si cabe porque tiene borde.
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Qué se ha ganado. Las dos preguntas del principio tienen respuesta. Un poligono con
los lados emparejados y orientados determina la superficie sin ambigtiedad, porque es un
cociente del poligono, y la palabra, que se lee recorriendo el borde, lo guarda todo en un
renglén. Y dos descripciones distintas pueden dar el mismo objeto: aa~! y abb~'a~! son la
esfera, y aa y abab son el plano proyectivo. Decidir en general cudndo dos palabras dan la
misma superficie es el teorema de clasificacién del capitulo siguiente.

3.8 Problemas de la relacion

La primera relacion de problemas tiene veintidds ejercicios sobre espacios cociente, cono,
suspension y proyectivos, y varios de ellos vienen con solucionario. Se recorren aqui los que
ensefan algo; los que repiten una técnica ya vista se citan al final indicando a cudl se parecen.

Ejercicio 3.1. Las clases de la relacion «estar unidos por un camino»

En un espacio X se define la relaciéon x Ry si existe un subespacio conexo por caminos
C C X conx,y € C. ;Cuéles son las clases de equivalencia?

Resolucién. Es una relacién de equivalencia. Reflexiva: C = {x} sirve. Simétrica: el mismo
C sirve en los dos 6rdenes. Transitiva: si x,y € C; e y,z € C; con Cq, C, conexos por caminos,
entonces C; U C; es conexo por caminos, porque comparten el punto y y cualquier par de
puntos se une pasando por él; y contiene a x y a z.

Las clases. La clase de x es el mayor subespacio conexo por caminos que contiene a x, es
decir, la componente conexa por caminos de x.

En efecto, [x] contiene a todo conexo por caminos que contenga a x, por definicién de la
relacién. Y [x] es conexo por caminos: dados y, z € [x], existen conexos por caminos C, > x,y
y C: 3 x,z,y Cy UC; es conexo por caminos y contienea y y z. [ |

Ejercicio 3.2. Cudndo la proyeccion al cociente es abierta o cerrada

Probar que si R es una relacién de equivalencia sobre un espacio X, las siguientes condiciones
son equivalentes:
(a) la aplicacién 7t : X — X /R es cerrada (respectivamente, abierta);
(b) para todo cerrado (abierto) A C X, la unién de todas las clases de equivalencia que
cortan a A es cerrado (abierto) de X;
(c) paratodo abierto (cerrado) A C X, la unién de todas las clases de equivalencia contenidas
en A es abierto (cerrado) de X.

Resolucién. La idea. Las tres condiciones hablan del mismo conjunto visto de tres maneras:
la imagen de A en el cociente, subida otra vez a X. Todo se reduce a escribir esa subida.
La identidad clave. La imagen w(A) = {[x] : x € A} es un conjunto de puntos del
cociente. Al volver a X, cada uno de esos puntos da una clase entera:
i (m(A) = U ' ({lh) = U .
x€A x€A

Es precisamente la unién de todas las clases que cortan a A, llamada saturacién de A. Con
esa lectura, (a) y (b) dicen casi lo mismo.
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(a) = (b). Sea A cerrado. Por hipétesis 77(A) es cerrado, y entonces 77! (77(A)) también lo
es, por definicién de la topologia cociente. Y ese conjunto es la unién de las clases que cortan
aA.

(b) = (a). Sea A cerrado. Se sabe que 71(A) es cerrado si y solo si 71 (71(A)) lo es; y ese
conjunto es cerrado por hipétesis.

(b) = (c). Sea ahora A abierto. Como X \ A es cerrado, (b) dice que la unién de todas las
clases que cortan a X \ A es cerrada. Su complementario, que por tanto es abierto, es la unién
de todas las clases que no cortan a X \ A, es decir, las clases contenidas en A.

(c) = (b). Es el mismo paso al revés. Si A es cerrado, X \ A es abierto, y (c) dice que la unién
de las clases contenidas en X \ A es abierta. Su complementario es la unién de las clases que
no caben en X \ A, es decir, de las que cortan a A, y es cerrado. La version entre paréntesis,
con 7t abierta, se prueba con las mismas lineas intercambiando «abierto» y «cerrado». [ |

QUE DEJA. Laidentidad w1 (71(A)) = Uyea[x], que se llama la saturacién de A.Y una regla de trabajo:
para decidir si algo es abierto en el cociente, se sube a X y se mira su saturacion.

Ejercicio 3.3. Aplastar un compacto conserva la separacion

Sea X un espacio T, y K C X compacto. Probar que X /K es un espacio T>.

Resoluciéon. Qué esta pasando. Aplastar un conjunto a un punto puede estropear la sepa-
racién — el cociente IR /Q no es T, —, pero si lo que se aplasta es compacto y el espacio es
T, no pasa nada. La compacidad es exactamente lo que permite pasar de infinitos pares de
abiertos a uno solo.

Si K = @, el cociente es X y no hay nada que probar. Para K # @, se denota [K] la clase de
K en el cociente; el resto de clases son unitarias y su tinico elemento pertenece a X \ K.

Caso 1: dos clases unitarias [x], [y] con x,y ¢ K. Como X es T, existen abiertos disjuntos
U>xyV>y.Como K es compacto y X es Ty, K es cerrado, luego X \ K es abierto y

A=UN(X\K), B=Vn(X\K)

siguen siendo abiertos disjuntos que separan x e y. Y ahora viene el paso que hay que cuidar:
como A y B son disjuntos con K, todas sus clases son unitarias y por tanto A = 7~ 1(71(A))
y B = m1(7t(B)); es decir, son saturados. Luego 71(A) y 7t(B) son abiertos del cociente,
contienen respectivamente a [x] e [y] y son disjuntos.

Caso 2: separar [K] de [x] con x ¢ K. Para cada y € K, la propiedad T; da abiertos U, > x
y Vy 3 y disjuntos. Los Vj, recubren K, que es compacto, luego se extrae un subrecubrimiento
finito {V},, ..., V}, }. Se toman

U=U,N---NUy, V=V,U---UV,.

U es abierto por ser interseccién finita, contiene a x y es disjunto de V, que es abierto y
contiene a K. Los dos son saturados — U no corta a K y V lo contiene entero —, luego 7r(U)
y 7t(V) son abiertos disjuntos del cociente que separan [x] y [K]. |

Observacién (Dénde se usa la compacidad, exactamente). En el primer caso se usa que un
compacto de un espacio Hausdorff es cerrado. En el segundo permite quedarse con una
interseccion finita de los Uy: una interseccién infinita de abiertos no tiene por qué ser abierta.
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Dénde se falla. En olvidar que los abiertos del cociente vienen de abiertos saturados. Con
X =RyK=10,1],elintervalo U = (—1, %) es abierto y contiene al 0, pero su imagen no es
abierta en R/K: la preimagen de 7(U) es U UK = (—1, 1], que no es abierto. Por eso en el
caso 1 se recortan U y V fuera de K, y en el caso 2 se exige que V contenga a K entero. Son las
dos maneras de que un abierto sea saturado: no tocar K o contenerlo.

Ejercicio 3.4. Tres cocientes que parecen iguales y no lo son

Indiquese cuéles de los siguientes espacios son homeomorfos entre si:
(@) R/Z;
(b) el subespacio K C R? formado por la unién de las circunferencias Cy con centro (£1/k,0)
y radio 1/k, conk > 1;
() [-1,1]/A, con A ={£1/k; k> 1}.

Resolucién. Aqui R/Z significa aplastar todos los enteros a un solo punto, dejando los
demds puntos separados. No es el cociente por traslaciones enteras, que identifica x con x + n
y da una circunferencia.

Qué esta pasando. Los tres espacios recuerdan a un ramo infinito de circunferencias, pero
los tres son distintos. Para distinguirlos bastan dos invariantes: compacidad y separacién.

Los espacios (b) y (c) son compactos.

Para K: es acotado, pues todos sus puntos tienen norma a lo sumo 2. También es cerrado.
Si x; € K converge a x, elige una circunferencia que contenga a cada x;. Si sus indices k; son
acotados, una subsucesion estd en una misma circunferencia cerrada, y su limite x pertenece
a ella. Si no son acotados, hay una subsucesion con k; — oo; como ]xj] < 2/kj, su limite es
x = 0 € K. Por Heine-Borel, K es compacto.

Para [—1,1]/ A: es imagen continua del compacto [—1, 1], luego compacto.

El espacio (a) no es compacto. Se exhibe un recubrimiento sin subrecubrimiento finito. Se
consideran los abiertos de R

B:LJ@—;k+g, Bf:(

keZ

+1), ne2z+1

NI

7

NS
W=

Como 7~ 1(7t(B)) = By t}(7(B,)) = B, — los dos son saturados, porque Z es una sola
clase y B la contiene entera mientras que B, no la corta cuando n es impar —, sus imdgenes
son abiertas del cociente. Recubren R/Z. Y para todo entero impar 7, la clase [11/2] solo est4
contenida en el abierto 77(B,). Luego no se puede extraer subrecubrimiento finito.

Por tanto R/Z no es homeomorfo a ninguno de los otros dos.

Y (b) y (c) tampoco son homeomorfos. K es un subespacio del plano, luego es T,. Se ve
que [—1,1]/ A no lo es: las clases [0] y [A] no se pueden separar.

En efecto, supdéngase por reduccion al absurdo que existe un entorno abierto U de [0]
que no contiene a [A]. Como U es abierto del cociente, 7171 (U) es un entorno abierto de
0en [-1,1], y por tanto contiene algtin 1/k con k suficientemente grande. Esto implica
n(1/k) € U; pero1/k € A, luego m(1/k) = [A] € U, contra lo supuesto.

Conclusién: los tres espacios son dos a dos no homeomorfos. [
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LA IDEA: POR QUE EL PENDIENTE HAWAIANO NO ES UN RAMO DE CIRCUNFERENCIAS

El espacio K del apartado (b) es el llamado pendiente hawaiano: infinitas circunferencias
tangentes en un punto, con radios que tienden a cero. Es compacto y T>.

El espacio [—1,1]/A parece lo mismo — también «cierra» infinitos segmentos en
un punto — pero al aplastar todos los puntos £1/k a un tinico punto se destruye la
separacion: ese punto estd infinitamente cerca de 0 sin ser 0.

En R/Z, el recubrimiento construido obliga a elegir un abierto distinto para cada
semientero. Esa es la razén de la falta de compacidad; no basta con que el espacio de
partida no sea compacto (por ejemplo, R/IR es un punto).

La moraleja general, que vale para todos los ejercicios de cocientes: el dibujo engaia.
Hay que decidir con invariantes: compacidad, separacién, conexién, puntos de corte.

Dénde se falla. En el recubrimiento de IR/Z. La tentacién es usar las imagenes de los
intervalos (k — 3,k + 1), una por entero, pero ninguna es abierta. La preimagen de 7 ((k —
1,k+ 1)) es ese intervalo més todos los demds enteros, que son puntos sueltos, y ese conjunto
no es abierto. Por eso el abierto B junta de una vez entornos de todos los enteros: la clase Z
tiene que estar entera dentro de un solo abierto saturado. La otra trampa es leer R/Z como
el cociente por traslaciones enteras, que da una circunferencia y cambia el problema.

Ejercicio 3.5. Un cociente que no es Hausdorff

Probar que R/Q no es T3 y, por tanto, no puede ser metrizable.

Resolucién. La relacion es x Ry <= x = y obien x,y € Q; es decir, se aplastan todos los
racionales a un punto y se dejan los irracionales sueltos.

La idea. El punto [Q] estd pegado a todo. Cualquier abierto no vacio del cociente lo
contiene, porque su preimagen es un abierto no vacio de R y contiene algtin racional. Dos
abiertos no vacios comparten, pues, ese punto, y no pueden ser disjuntos.

Se razona por reduccion al absurdo. Sean [x], [y] € R/Q separados por abiertos disjuntos
U > [x] y V > [y]. Por definicién de la topologia cociente, 77~ (U) y 77 }(V) son abiertos de
R, y son no vacios. Ademds, de UNV = @ sesigue 7~ 1 (U) N (V) =rn 1 (UNV) = Q.

Ahora se usa la densidad de Q: todo abierto no vacio de R contiene algtn racional. Luego
existe ¢ € QN 7t~ L(U), y por tanto [q] € U; y existe ¢ € QN 1(V), con [q'] € V. Pero

[q9] = [4'], porque todos los racionales son la misma clase. Luego [q] € U NV, contra la
disjuncioén.
Como todo espacio metrizable es T>, R/Q no es metrizable. |

Qué hemos aprendido. El fendmeno es general y dice cuando aplastar un conjunto rompe la
separacion. Sea A C X no cerrado y sea x un punto de su adherencia que no estd en A. Todo
abierto saturado que contiene a x corta a A, luego contiene a A entero, y su imagen contiene
a [A]: las clases [x] y [A] no se separan en X/ A. Por tanto, para que X/ A sea Hausdorff hace
falta que A sea cerrado, y en un espacio Hausdorff basta con que A sea compacto, por el
ejercicio «Aplastar un compacto conserva la separacién». R/Q y el cociente [—1,1]/ A del
ejercicio anterior son dos casos del mismo fallo. Ni Q ni {+1/k} son cerrados, y los puntos de
su adherencia que quedan fuera, todos los irracionales en el primer caso y el 0 en el segundo,
se quedan pegados a la clase aplastada.
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Ejercicio 3.6. Tres cocientes del plano, dibujados en el espacio

Indiquense subespacios de R* homeomorfos a los siguientes espacios cociente:
(a) R?/D?, donde D? es la bola unidad cerrada;
(b) R?/S%;

(c) R?/(R?\ B?), donde B? es la bola abierta unidad.

Resolucién. La idea. Los tres apartados siguen el mismo camino. Primero se adivina el
modelo preguntando qué puntos sobreviven sin tocar y cudles se juntan en uno. Después se
fabrica una aplicacién continua y sobreyectiva sobre el modelo cuyas fibras sean exactamente
las clases. Y al final se comprueba que es una identificacién: con compacto-Hausdorff si se
puede y, si no, viendo que es cerrada.

(a) R?/D? = R2. Aplastar un disco cerrado a un punto no cambia el tipo topolégico del
plano: se puede «reabsorber» el disco desplazando radialmente el exterior. La aplicacién
explicita es

0 si|x] <1,
fx) =9 |x| -1
F
que es continua — las dos expresiones coinciden en |x| = 1 —, sobreyectiva sobre IR?, y cuya
relacion inducida es exactamente la del enunciado: f(x) = f(y) con x # y obliga a que los
dos estén en D?. Falta comprobar la topologia: f es cerrada. Si F es cerrado y f(x;) € f(F)
converge, entonces |f(x;)| = max(|x;| —1,0) hace que (x;) sea acotada. Una subsucesién
converge a un punto x € F, y suimagen es el limite buscado. Por tanto f(F) es cerrado. Al ser
continua, sobreyectiva y cerrada, f es una identificaciéon y da el homeomorfismo anunciado.

x sifx|>1,

(b) R?/S!: un plano con una esfera tangente. Ahora se aplasta solo la circunferencia, no
el disco que encierra. El disco interior, con todo su borde reducido a un punto, se convierte
en una esfera; y el exterior, con su borde reducido al mismo punto, se convierte en un plano.
El modelo es la unién del plano z = 0 y la esfera de radio 1y centro (0,0,1), que se tocan
solo en el origen.

Para comprobar el pegado, escribe r = |x| y, sobre el disco cerrado, define

S(x) = (2V1—12x1, 2V1 =12 xp, 2—2r2).

Su imagen es esa esfera: |S(x) — (0,0,1)| = 1; la altura recorre [0, 2], y cada paralelo se recorre
entero. El borde va al origen, y en el interior la altura recupera r y las primeras coordenadas
recuperan x. Ahora define

F(x) = {S(x), r<l1,
((r—=1)x1/r,(r—1)x2/r,0), r>1.

Las expresiones coinciden en r = 1, de modo que F es continua y sobreyectiva sobre el
modelo. Su tinica fibra no unitaria es la circunferencia aplastada. Es cerrada por el mismo
argumento de sucesiones del apartado (a): una sucesién con imagenes convergentes tiene
radios acotados, pues fuera del disco |F(x)| = r — 1. Por tanto induce el homeomorfismo.
(c) R?/(IR?\ B?) = S2. Aqui B? denota la bola abierta, como indica el enunciado. Usa S(x)
dentro del disco cerrado y el valor 0 en todo su exterior. La aplicacién resultante es continua,
sobreyectiva sobre la misma esfera y aplasta exactamente el conjunto indicado.
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El cociente es compacto: todas sus clases tienen representante en el disco cerrado, asi
que es imagen continua de ese disco compacto. La biyeccién inducida hacia la esfera es
continua por la propiedad universal; al ser el cociente compacto y la esfera Hausdorff, es un
homeomorfismo. u

Observacién (La regla que unifica los tres). En (a) se aplasta un disco entero y se obtiene de
nuevo un plano. En (b), el interior del disco se conserva y solo se aplasta su borde: asi aparece
la esfera, unida al plano exterior por un punto. En (c) también desaparece el exterior, y queda
solo la esfera. Lo decisivo es distinguir qué puntos se conservan y cudles se identifican; las
aplicaciones anteriores verifican la topologia.

Dénde se falla. En dos sitios. (1) En confundir (a) con (b): aplastar el disco entero y aplastar
solo su borde dan espacios distintos, un plano en el primer caso y un plano con una esfera
pegada en el segundo. (2) En invocar compacto-Hausdorff en (a) y (b), donde el espacio de
partida, IR?, no es compacto; por eso alli se comprueba a mano que la aplicacién es cerrada.
En (c) el criterio si sirve, pero aplicado al cociente, que es compacto porque todas sus clases
tienen representante en el disco cerrado.

QUE DEJA. La construccién mas utilizada de toda la asignatura: B"/ §n—1 o~ §" Y gy lectura: una
esfera es un disco al que se le ha cerrado el borde. Volvera en el capitulo 4 como la palabra aa~! y en
el capitulo 7 al calcular 771 (S?).

Ejercicio 3.7. El cociente de las pardbolas

En IR? se define la relacién (x,y) R (u,0) siy + x*> = v+ u?. ;A qué subespacio euclideo es
homeomorfo R?/R?

Resolucién. La idea. Cuando las clases son las curvas de nivel de una funcién continua f, el
cociente es, salvo comprobar la topologia, la imagen de f: cada clase se nombra por su valor.
Lo que queda es ver que f es una identificacion.

Las clases son paréabolas. La condicién y + x*> = v + u? dice que los dos puntos estén en la
misma curva de nivel de f(x,y) = y + x%. Esas curvas de nivel son las pardbolas y = ¢ — x?,
una por cada ¢ € R, y cubren el plano sin cortarse.

El cociente es R. Se toma f : R*> = R, f(x,y) = y + x?, que es continua y sobreyectiva, y
cuya relacién inducida es exactamente R.

Falta comprobar que la topologia final de f es la euclidea de R, y aqui no se puede usar el
criterio compacto-Hausdorff porque IR? no es compacto. Se usa en su lugar que f es abierta:
la bola B((xo,10),€) contiene el segmento vertical (xo,yo + ), |t| < €, cuyas imdgenes son
f(x0,y0) + t. Asi, suimagen contiene un intervalo abierto alrededor de la imagen del centro.
Una aplicacién continua, sobreyectiva y abierta es una identificacién, luego

R?/R = R.

Observacion (Los dos criterios de identificacién). Conviene tener los dos, porque se usan los

dos:

» Compacto-Hausdorff: f continua y sobreyectiva de un compacto en un Hausdorff es una
identificacion. Es el que se usa casi siempre.
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= Abierta o cerrada: f continua, sobreyectiva y abierta — o cerrada — es una identificacion.
Es el que salva los casos no compactos.

Dénde se falla. En dar el cociente por identificado en cuanto las fibras de f son las clases.
Eso solo da una biyeccién continua desde el cociente, y la de [0,277) sobre S! muestra que su
inversa puede no ser continua. Hace falta, ademads, uno de los dos criterios de la observacién.

Ejercicio 3.8. Hausdorff en el cociente y cerrado en el producto

1. Probar que si X/R es Ty, entonces R es cerrado en X x X.

2. Probar que si ademds 7t : X — X/R es abierta, entonces vale el reciproco: X/Res T siy
solo si R es cerrado en X x X.

3. Deducir que el espacio proyectivo P’R es un espacio T».

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. R, como subconjunto de X x X, es la preimagen de algo por la aplicacién 7t x . ; De qué?

2. Un espacio es Ty si y solo si su diagonal es cerrada en el producto.
3. Para el reciproco, si (x,y) ¢ Ry R es cerrado, hay un rectdngulo abierto U x V disjunto de R.

Resolucién. 1. La observacién decisiva es que
R=(rxm)(A),  A={(lx],x])} € (X/R) x (X/R),

porque (x,y) € R equivale a [x] = [y]. Si X/R es Ty, su diagonal A es cerrada; y 77 X 7T es
continua, luego Res cerradoen X x X. W
2. Falta la implicacion contraria bajo la hipotesis de que 7t sea abierta. Sea R cerrado y sean
[x] # [y] dos clases distintas, de modo que (x,y) ¢ R. Como R es cerrado, su complementario
es abierto en X x X y contiene a (x, y); por definicion de la topologia producto existen abiertos
U>xyV >ycon
(UxV)NR=0Q.

Como 7t es abierta, t(U) y 7t(V') son abiertos del cociente, y contienen a [x] e [y] respectiva-
mente. Y son disjuntos: si hubiera [u] = [v] conu € Uy v € V, entonces (4,v) € RN (U x V),
que es vacio. W

3. Se aplica lo anterior a 7t : $* — P?R, con la relacién x Ry <= x = +y.

7T es abierta. Para U C S? abierto, su saturacién es 771 (7r(U)) = U U (—U), unién de dos
abiertos, luego abierta; y por definicién de la topologia cociente eso significa que 7r(U) es

abierto.

R es cerrado. Se considera ¢ : S? x S — R dada por g¢(x,y) = |x —y| - |x +y|, que es
continua. Entonces R = ¢71({0}), porque ¢(x,y) = 0 equivale a x = y 0 x = —y. Preimagen
de un cerrado por una continua, luego cerrado.

Por el apartado 2, PR es T». [

Ejercicio 3.9. El cono y la suspension de una esfera

1. Probar que CS"~! es homeomorfo a B" paran > 1.
2. Probar que ¥5"1 es homeomorfo a §", n > 1, usando la aplicacion f(x,t) =
(V1—(2t—1)2x, 2t —1).
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3. Probar que CX y XX son conexos por caminos para todo espacio X.
4. Probar que S? es homeomorfo a (S! x S')/(S! v S!).

Resolucién. 1. Se toma f : §" ! x I — B" dada por f(x,t) = (1 —t)x. Es continua y
sobreyectiva, y su relacién inducida es

— ! — 3
(1—Bx = (1) = {t =t /— 1, o/b1en
x=x,t=1t,
que es exactamente la relacién del cono. Como S"~! x I es compacto y B" es Hausdorff, el
criterio da el homeomorfismo. W

2. Con la f del enunciado, la comprobacién es la misma. Cuando ¢t = 0 el primer factor se
anula y queda el polosur (0, ...,0, —1), independientemente de x; cuando t = 1, el polo norte.
En el resto, f es inyectiva. Esa es la relaciéon de la suspension, y otra vez compacto-Hausdorff.
[

3. 51 X = @, ambos cocientes son vacios y la condicién de unir cualquier par de puntos es
vacua. Supongamos X # @. En CX, todo punto [x, ] se une al vértice v = [, 1] por el camino
s — [x, (1 —s)t 4+ s], que es continuo. Luego CX es conexo por caminos.

En XX, todo punto se une igual al polo superior. Luego también. W

4. En el modelo del toro como cuadrado con la palabra aba~'b~1, el subespacio S! v S!
formado por las dos circunferencias generadoras es exactamente la imagen del borde del
cuadrado. En efecto, tras las identificaciones, los cuatro lados dan dos circunferenciasa y b, y
los cuatro vértices se identifican en un solo punto, que es el punto de unién.

Por tanto

(St x sh)/(stvsh
es el cuadrado con todo su borde aplastado a un punto. Y el cuadrado es homeomorfo al disco
B? llevando el borde en el borde, luego el cociente es B2/S! 2 S2 por el apartado del ejercicio
anterior. n

LA IDEA: EL TORO CON LAS ASAS CORTADAS

El ultimo apartado tiene una imagen muy clara. Un toro se puede cortar por sus dos
circunferencias generadoras y abrirlo hasta convertirlo en un cuadrado. Aplastar esas
dos circunferencias a un punto es lo mismo que cerrar el cuadrado por su borde, y eso
da una esfera.

El corte produce cuatro lados, y aplastarlos todos es distinto de volver a pegarlos por
parejas: el primer procedimiento da la esfera y el segundo reconstruye el toro. No hay
que confundir esas dos operaciones.

Ejercicio 3.10. Dos cocientes de un cubo

Seael cubo C = {(x,y,z) € R3; -1 < x,y,z <1}.
1. Describir el espacio cociente T® = C/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia generada

por
(=Lyz)~Lyz), (x-Lz)~(xLz), (vy-1)~xyl).
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2. Determinar el espacio cociente M = C/ ~ cuando ~ es la generada por

(1Ly,z) ~ (—1,—y,2), (x,1,z) ~ (x,—1,2).

Resolucién. Primer apartado: es el toro de dimensién tres.
Se empieza por una dimensién. Sea e : [—1,1] — S! dada por e(t) = (cos 7t,sen 7tt). Es
continua y sobreyectiva, y

e(t) =e(t) <= t—t' €2Z > t=1to{tt'}={-11},

porque t,t' € [—1,1] y la tnica diferencia par no nula posible en ese intervalo es +2.
Se define ahora

F:C—S'xS'xS,,  F(xyz) = (e(x),e(y) e(z)),

continua por serlo cada componente y sobreyectiva por serlo e.

Las fibras de F son exactamente las clases. La relacion generada por las tres identificaciones
del enunciado es la siguiente: (x,y,z) ~ (x/,/,z’) si y solo si en cada coordenada, o los
dos valores coinciden, o son —1 y 1 en algtn orden. Y eso es exactamente lo que dice
F(x,y,z) = F(x',y,2'), por la caracterizacion de e.

Se concluye con el criterio compacto-Hausdorff. El cubo C es cerrado y acotado en IR?, luego
compacto; el producto de tres circunferencias es Hausdorff, por ser subespacio de R®. Una
aplicaciéon continua y sobreyectiva de un compacto en un Hausdorff es cerrada, luego es
identificacién, y por tanto la biyeccién inducida

F:C/~— S' xS x 8!

es un homeomorfismo.

Conviene quedarse con la lectura geométrica: identificar las caras opuestas de un cubo
por traslacién da el toro de dimensidn tres, igual que identificar los lados opuestos de un
cuadrado da el toro de dimensién dos. Es el modelo con el que se piensan los universos
periddicos: quien sale por una cara entra por la opuesta.

Segundo apartado: la botella de Klein por un intervalo.

Lo primero es observar que ninguna de las dos identificaciones toca a la coordenada z: las dos
relacionan puntos con la misma z. Escribiendo C = Q x [—1,1] con Q = [—1,1]? el cuadrado
de las dos primeras coordenadas, la relacion es de la forma ~' xId, donde ~' actaa solo

sobre Q mediante
(1’y) ~! (_11 _y)/ (X, 1) ~/ (x, —1)

El cociente de un producto por una relacién que solo afecta a un factor es el producto de los
cocientes, siempre que el otro factor sea localmente compacto y Hausdorff — es el mismo
resultado que se usa para bajar homotopias a un cociente —, y [—1,1] lo es. Luego

M= (Q/~") x[-1,1].
Qué es Q/ ~'. Se lee la palabra del cuadrado recorriendo su borde en sentido antihorario a

partir de (=1, —1):
= Lado inferior, de (—1,—1) a (1, —1), con x creciente. Se le llama b.
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» Lado derecho, de (1,—1) a (1,1), con y creciente. Se le llama a.

= Lado superior, recorrido de (1,1) a (—1,1), es decir, con x decreciente. La identificacion
(x,1) ~' (x, —1) empareja el lado superior con el inferior respetando x, de modo que este
trozo es b recorrido al revés: b~ 1.

» Lado izquierdo, recorrido de (—1,1) a (=1, —1), es decir, con la segunda coordenada
decreciente. La identificacion (1,y) ~' (=1, —y) empareja el punto (1,y) del lado derecho
con el punto (—1, —y) del izquierdo; cuando y crece de —1 a 1 — el sentido de a —, el
punto correspondiente del lado izquierdo baja de (—1,1) a (—1, —1), que es justamente el
sentido en que lo estamos recorriendo. Luego este trozo es a, no a l.

La palabra es, pues, bab~'a, que salvo permutacion ciclicaesabab~!.

La letra a aparece dos veces con el mismo exponente, luego la superficie es no orientable

y tiene que ser de tipo II. Cudl exactamente se decide con el abelianizado de su grupo

fundamental, que se calcula en el capitulo 8: la presentacion es («, B | aBaBf~1) y al abelianizar

la relacion queda 2a = 0, de donde

(nl)ab =7 X Zz,

que es el abelianizado de N,. Ademas, los cuatro vértices del cuadrado se identifican todos
entresi— (1,1) ~' (=1,-1)y (1,—-1) ~' (—=1,1) por la primera relacién, y (1,1) ~' (1, -1)
por la segunda —.

Luego Q/ ~' es la botella de Klein y

M~Kx|[-1,1] |,

una botella de Klein «engordada», que es una variedad de dimension tres con borde: su borde
son las dos copias K x {—1} y K x {1}.

Dénde se falla. En leer el lado izquierdo como a~!. La relacién (1,y) ~' (=1, —y) invierte
la segunda coordenada, y al recorrer el borde en sentido antihorario el lado izquierdo se
baja: las dos inversiones se compensan y la letra sale sin exponente. Con a1lla palabra seria
bab—'a=1,la del toro, y la respuesta, T? x [—1,1], seria falsa. Lo seguro es lo que se ha hecho
arriba: seguir un punto concreto del lado derecho hasta su pareja del izquierdo y mirar si, al
recorrer el borde, se avanza en el mismo sentido que éI.

Observacién (Una advertencia sobre el enunciado). En el enunciado de partida, el segundo
apartado incluye una tercera condicién sobre las caras horizontales que aparece escrita como
(x,y,—1) ~ (x,y,—1), es decir, la identidad, que no identifica nada. El enunciado de arriba
recoge las dos condiciones que si tienen contenido, y la respuesta es la que se ha dado.

Si se hubieran identificado también las dos caras horizontales, (x,y,1) ~ (x,y,—1), el
efecto seria pegar los dos extremos del intervalo y el resultado serfa K x S! en lugar de
K x [—1,1]: la misma superficie multiplicada por una circunferencia, ahora sin borde. El
cotejo con el PDF original confirma que alli estd escrita la identidad, no este pegado adicional.
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Ejercicio 3.11. Proyeccion abierta y relacion no abierta

Sea X = {x € R; x > 0}. Se considera sobre X la relacion de equivalencia R definida por
la particién {{a, 1}},50 U {{0}}. Demostrar que p : X — X/R es abierta, pero que R no es
abierto en X x X.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Para probar que p es abierta hay que ver que el saturado de un abierto es abierto. Escribelo: ;qué conjunto
es p~t (p(U))?
2. Laaplicacion a — 1/a es un homeomorfismo de (0, 00) en si mismo.

3. Para lo segundo, dibuja R dentro del primer cuadrante. ;Cudntos puntos tiene su interseccion con una
recta vertical?

Resolucién. La proyeccidn es abierta. Sea  : (0,00) — (0, 00) la inversion ((a) = 1/a, que es
continua, biyectiva y coincide con su propia inversa: es un homeomorfismo.

Sea U C X abierto. Por definicion de topologia cociente, p(U) es abierto si y solo si lo es
su saturado p~!(p(U)), que es la unién de todas las clases que cortan a U. Como la clase de
a>0es{a,1/a} yladeOes {0},

P (p(W) = UUL(UN(0,00)).

Ahora bien, U N (0, o) es abierto de (0, ), y su imagen por el homeomorfismo ¢ es abierta
en (0,00), que a su vez es abierto en X. Luego el saturado es unién de dos abiertos de X y es
abierto. Por tanto p(U) es abierto y p es una aplicacién abierta. W

R no es abierto en X x X. Aqui «R» se ve como el subconjunto

R={(xy) € XxX; xRy} =AU{(a});a>0},

donde A es la diagonal.

Basta observar que R tiene interior vacio. En efecto, sea (x,y) € Ry sea W un entorno
suyo en X X X; W contiene un producto I; x I, de intervalos relativosconx € I,y € I,y I
contiene infinitos puntos. Pero para cada x fijo, el conjunto {y; (x,y) € R} es la clase de x,
que tiene a lo sumo dos elementos. Luego I; x I, Z R,y (x,y) no es interior a R.

Como ningtin punto de R es interior, R no es abierto. n

Otra via (qué es en realidad este cociente). Merece la pena identificarlo, porque explica de
un vistazo todo lo anterior y conecta con el ejercicio «Hausdorff en el cociente y cerrado en el
producto».

La clase de a > 0 queda determinada por méx(a,1/a) € [1,0), y la clase de 0 es un punto
aparte. Se comprueba que los entornos bésicos de [0] son las imagenes de los intervalos [0, €),
cuyo saturado es [0,¢) U (1/¢,00): es decir, un entorno de [0] contiene todas las clases con
max suficientemente grande. El punto [0] se comporta, pues, como un punto en el infinito.

Formalmente, sea [1, +o0] el intervalo compactificado, homeomorfo a [1,2] mediante
t—2—1/t ysea

f:X—=[1,+],  f(a)=méx(a,l) (a>0),  f(0)= +oo.

a

Es continua — en (0, o0) por ser el méximo de dos continuas, y en 0 porque méax(a,1/a) =
1/a — 400 —, sobreyectiva, y cumple f(x) = f(y) siy solo si x Ry. Induce, por tanto, una

151



Introduccion

biyeccién continua f desde el cociente. Su inversa es g(t) = p(1/t), con1/(+00) =0, y es
continua por ser composicién de ¢t — 1/t con p. Luego

X/R = [1,400] = [1,2].

En particular X/R si es Hausdorff, y por ese ejercicio eso equivale, dado que p es abierta, a
que R sea cerrado en X x X.Y en efecto lo es: si (a,,1/a,) — (u,v) cona, > 0, entonces u > 0
— porque si a, — 0 entonces 1/a, — co y no habria limite — y por continuidad v = 1/u.

QUE DEJA. Que «p abierta» y «R abierto en X x X» no son equivalentes. Si R es abierto, cada clase
es abierta (es una seccién de R), asi que todos los saturados son abiertos y p es abierta. Este ejemplo
muestra que el reciproco falla. La condicién que caracteriza aqui a un cociente Hausdorff es otra: con
p abierta, equivale a que R sea cerrado.

Ejercicio 3.12. Adjunciones: conexion, compacidad y separacion

Sean X e Y espacios topolégicos, A C X cerradoy f : A — Y continua. Se llama adjuncién
de X a Y por f, y se escribe X U¢ Y, al cociente de la unién disjunta X LY por la relacion
generada por a ~ f(a) paraa € A. Probar que si X e Y son conexos por caminos y A # @,
entonces X U Y es conexo por caminos; y que si los dos son compactos, X U Y es compacto.
Probar que si X e Y son Hausdorff y X es compacto, entonces X Us Y es Hausdorff.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Las dos primeras propiedades salen de que el cociente es imagen continua de X U'Y. Para la conexién por
caminos hace falta ademds que las dos piezas se toquen.

2. Para la separacion, describe primero quiénes son las clases: los puntos de X \ A van solos, y cada punto
y € Y arrastra consigoa f~1(y).

3. Un conjunto del cociente es abierto si y solo si su preimagen lo es. Asi que hay que fabricar abiertos
saturados, y ahi es donde se usa que A sea cerrado y que X sea compacto.

4. Separar dos puntos que vienen de Y es el caso dificil. Las fibras f =1 (y) y f~(y) son compactos disjuntos
de X: sepdralos primero allf.

Resolucién. La idea. La compacidad y la conexién por caminos pasan a cualquier imagen

continua, asi que las dos primeras afirmaciones salen de X L Y casi sin trabajo. La separacion

no pasa a las imdgenes: hay que fabricar a mano abiertos saturados que separen, y ahi se usan

que A es cerrado y que X es compacto. El caso dificil es el de dos puntos de Y, cuyas clases

arrastran fibras enteras de X.
Seescribe 77 : XY — Z = X Uy Y para la proyeccion. Conviene tener presentes las clases

de equivalencia:

» six € X\ A, suclasees {x};

» siy € Y,suclasees {y} U f!(y), que puede reducirse a {y} cuandoy & f(A).

En particular 77 es inyectiva sobre X \ Aysobre Y,y Z = (X \ A) U 7(Y) como conjuntos.
Dos observaciones que se usan sin parar:

» 71(X\ A) es abierto en Z, porque su preimagen es X \ A, abierto en X por ser A cerrado, y
por tanto abiertoen X LY.

= Un subconjunto S C X LI Y es saturado si contiene, con cada punto, toda su clase; es decir,
sif(SNA)C Sy f1(SNY) CS. Los abiertos de Z son exactamente las imagenes de los
abiertos saturados.
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Compacidad. La unién disjunta de dos compactos es compacta: dado un recubrimiento
por abiertos, se extrae uno finito de cada sumando y se juntan. Y Z = 7t(X LU Y) es imagen
continua de un compacto, luego compacto. W

Conexién por caminos. Los conjuntos 77(X) y 7t(Y) son imédgenes continuas de espacios
conexos por caminos, luego lo son, y su unién es Z. Para que la unién de dos conjuntos
conexos por caminos lo sea hace falta que se corten, y aqui se cortan siempre que A # @:
tomando a € A, el punto 71(a) = 7(f(a)) estd en los dos.

Dados entonces p, g € Z, se une cada uno con ese punto comun dentro de la pieza que lo
contiene, y se yuxtaponen los dos caminos. W

EXPLICATE. ;Qué pasa si A = D? Escribe quién es Z en ese caso y comprueba que la conclusion de
conexién por caminos puede fallar: toma X e Y con un punto cada uno. La definicion de adjuncion admite
A = ©; la hipétesis adicional es para esa conclusion y faltaba en el enunciado original.

Separacién. Supéngase X compacto y Hausdorff e Y Hausdorff, y sean p # g en Z. Se
distinguen tres casos.

Caso 1: los dos vienen de X \ A. Sean x,x’ € X'\ A con rt(x) = py m(x’) = g; son distintos
porque 77 es inyectiva ahi. Como X es Hausdorff hay abiertos disjuntos U > x y U’ 3 ¥’ en X,
y se pueden sustituir por UN (X \ A) y U' N (X \ A), que siguen siendo abiertos de X y no
cortan a A. Un abierto de X disjunto de A es saturado, porque sus puntos van solos en su
clase. Luego 7r(U) y 7t(U’) son abiertos disjuntos de Z que separan p de 4.

Caso 2: uno vienede X \ AyelotrodeY.Seap = m(x)conx € X\ Aygq=mn(y)cony €Y.
Como X es compacto y Hausdorff es regular, y A es cerrado con x ¢ A: existen abiertos
disjuntos U > x y W O A en X. Entonces:

» U es disjunto de A, luego es saturado y 7t(U) es abierto y contiene a p;
» WUY essaturado, porque A C W hace que f1(Y) = A C Wy f(WNA) CY; es abierto,

y m(W UY) contiene a g.

Y son disjuntos: un punto de 7t(U) esla clase {u} deunu € U C X\ A, y esa clase no corta
aWUY porqueu ¢ W.

Caso 3: los dos vienen de Y. Sean p = 7t(y), q = 7t(y’) cony # y’ en Y. La compacidad de X,
usada ya en el caso 2, interviene aqui en tres pasos.

Paso 1: separar las fibras dentro de X. Los conjuntos f~'(y) y f~1(y') son cerrados en A —
preimégenes de puntos, que son cerrados por ser Y Hausdorff —, luego cerrados en X y
por tanto compactos; y son disjuntos. Un espacio compacto y Hausdorff es normal: dados
dos compactos disjuntos K y L, para cada x € K se separan x y L por abiertos disjuntos
usando Hausdorff y la compacidad de L, y después se extrae un subrecubrimiento finito de
K. Existen, pues, abiertos disjuntos Go y G} de X con f~(y) C Goy f1(y') C Gj. Obsérvese
que el argumento vale igual si alguna de las dos fibras es vacia, tomando el abierto vacio.

Paso 2: encoger los entornos en Y para que sus fibras entren en Go y G. El conjunto A \ Gy es
cerrado en el compacto A, luego compacto, y suimagen f(A \ Gp) es un compacto de Y que
no contiene a y, pues todo punto de f~!(y) estd en Gg. Como Y es Hausdorff, un punto y
un compacto que no lo contiene se separan por abiertos disjuntos; en particular existe V > y
abierto con VN f(A\ Go) = @, 1o que equivalea f (V) C Gy. El mismo pérrafo, cambiando
y por y' y Go por G) — y nada mds, porque los dos puntos juegan papeles simétricos y
de G}, solo se ha usado que es abierto y contiene a f~!(y') —, da un V' > y/ abierto con
f -1 (V) C G(’). Y se pueden encoger V' y %4 para que ademds sean disjuntos, intersecindolos
con dos abiertos disjuntos que separen y de y’ en Y.

Paso 3: construir los abiertos saturados. Sea D = f~1(Y \ V), que es cerrado en A y por tanto
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en X, y se define
G=Gy\D, G =G)\D, D' =fYy\V.
Son abiertos de X y disjuntos, por estar contenidos en Gy y Gj. Ademas
GNA=(GoNA)\DCA\D=f1(V),

yalrevés f1(V) C Goy fY(V)ND = @, luego f (V) C G. Es decir, GNA = f~ (V)
exactamente, y lo mismo para G'.

Con eso, G UV es saturado: f(GNA) = f(f1(V)) C Vy f1(V) C G. Es abierto, y
(G U V) contiene a p. Lo mismo con G' UV’ y g.

Finalmente, GUV y G’ UV’ son disjuntos y saturados. Si sus imagenes tuvieran una
clase en comun, esa clase estarfa contenida entera en ambos conjuntos, contradiciendo su
disjuncién. Por tanto sus imédgenes son abiertos disjuntos que separan p y 4.

Los tres casos agotan las posibilidades, luego Z es Hausdorff. u

Lo que hay que llevarse. Con dos puntos de Y se hacen tres cosas. Primero se separan sus
fibras dentro de X, que son compactos disjuntos. Después se encogen los entornos de los
puntos en Y para que sus fibras caigan dentro de esos abiertos, usando que f(A \ Gy) es
compacto y no contiene al punto. Por tltimo se recortan los abiertos de X para que corten
a A exactamente en esas fibras. Asi, cada par formado por un abierto de X y uno de Y es
saturado, y los dos pares son disjuntos.

Observacién (Los problemas que no se detallan aqui). Por no repetir técnica, se citan en una

linea:

= Problema 3 (inmersién de B/ A en X/ A con A cerrado): mismo argumento de saturados
que el problema 2.

= Problema 9 (cociente de un cociente): se resuelve con la propiedad universal aplicada dos
veces, igual que la caracterizacion de la topologia final.

= Problema 10 (componentes conexas del cociente): la hipétesis es que cada clase esté
contenida en una componente conexa de X. Para probar que las imdgenes son componentes,
se usan la conexién de las imagenes y la separacién mediante conjuntos cerrados saturados.

= Problema 11 (B"/S"~! = §"): es el apartado (c) del problema de los tres cocientes del
plano en dimensién 7: la misma férmula x — (24/1 — |x|2 x,2 — 2|x|?) sobre la bola cerrada
aplasta solo su borde y parametriza una esfera de dimension .

» Problema 18 (inmersiones de X en CX y en XX): comprobacion directa de que x — [x,0] y
x + [x, 3] son inmersiones cerradas.

» Un ejercicio importante (P’R se sumerge en R* mediante f(x,y,z) = (xy,yz, xz,x* +
2y? + 322)): la comprobacién de que f(p) = f(q) <= p = =£q se hace por casos segtin
cuédntas coordenadas se anulan, y después se aplica compacto-Hausdorff. Merece la pena
hacerlo: es la prueba de que el plano proyectivo, que no cabe en R3, si cabe en IR*.
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3.8. Problemas de la relacion

Repaso del capitulo

REPASO INTERCALADO: INTRODUCCION, PRIMERA RONDA

1. Define topologia cociente. ;Cudndo es abierto un conjunto del cociente?

2. Enuncia la propiedad universal del cociente y di para qué se usa en la practica.

3. Enuncia el criterio compacto-Hausdorff y escribe los cuatro pasos del método que
se deriva de él.

4. Define cono y suspension de un espacio. ;Cudnto valen CS" y £.5"?

&

Describe los dos modelos del plano proyectivo.
6. Escribe las palabras del toro, la botella de Klein, el plano proyectivo, la esfera y la
banda de Mobius.

REPASO INTERCALADO: INTRODUCCION, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

1. ;Qué diferencia hay entre el cilindro y la banda de Mobius en la relacion de equivalen-
cia? Escribela con férmulas.

2. Da un ejemplo de cociente de un espacio Hausdorff que no sea Hausdorff.

3. ¢(Por qué la interseccion en la definicién de topologia solo se permite finita? Da el
contraejemplo.

4. Enla parte de geometria se dijo que una regién simple es <homeomorfa a un disco».
Con las definiciones de este capitulo, ;qué significa exactamente?

5. El cilindro apareci6 en las dos mitades de la asignatura. ;Qué es en cada una y en
qué se diferencian los dos objetos?

6. ¢Por qué el plano proyectivo no puede ser una s.r. de IR® y si es una superficie en el
sentido de esta parte del curso?
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CAPITULO 4

Clasificacion de superficies |

ANTES DE LEER

Haz una lista de todas las superficies compactas que se te ocurran. ;Cudntas hay?
Pega dos toros quitdndole un disco a cada uno y cosiendo por el borde. ;Qué sale?
¢Qué crees que sale al pegar dos bandas de Mobius por su borde?

(Qué es exactamente lo que hace que una superficie sea orientable?

Las respuestas estdn en las secciones 4.1, 4.2, 4.1 y 4.4.

= @ D B

LA IDEA: QUE SIGNIFICA CLASIFICAR

En topologia, clasificar la familia de espacios que cumplen una propiedad topolédgica

P — es decir, invariante por homeomorfismos — consiste en alcanzar dos objetivos:

1. Encontrar modelos Xj, ..., X,, ... de forma que todo espacio con la propiedad P
sea homeomorfo a algin X;. Esto es la [ista.

2. Dar un método de distinguibilidad, es decir, un procedimiento que decida cuando
dos espacios con la propiedad P no son homeomorfos. Para eso basta distinguir los
modelos entre si.

Sin el segundo objetivo el primero no vale nada: una lista con repeticiones no clasifica.

Las propiedades conocidas desde el curso de Topologia que sirven para distinguir son

la compacidad, la conexion, el nimero de componentes conexas y el nimero y orden

de los puntos de corte. Con ellas no basta para las superficies, y por eso hace falta el
grupo fundamental. Este capitulo consigue el primer objetivo; el segundo tendra que

esperar al capitulo 8.
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4.1. Teorema de clasificacion de superficies

4.1 Teorema de clasificacién de superficies

Salvo cuando se hable expresamente de borde, la clasificacién de este capitulo se refiere a
superficies compactas, conexas y sin borde.

LA PREGUNTA: CABEN TODAS LAS SUPERFICIES EN UNA LISTA

Las superficies compactas parecen infinitamente variadas: esferas, toros, roscas de
varios agujeros, botellas de Klein, cocientes de poligonos que uno ni sabe dibujar. ;Es
posible que todas ellas se reduzcan a una lista gobernada por un solo ntimero entero y
una sola distincién cualitativa, y que dos objetos distintos de esa lista no sean nunca el
mismo?

Ya se han visto los modelos de la esfera y del plano proyectivo como espacios cociente: la
esfera es el cuadrado con palabra abb~'a~! y el plano proyectivo el disco con los antipodas
del borde identificados, es decir, la palabra abab. El siguiente teorema proporciona modelos
para todas las demés.

LA IDEA: TODA SUPERFICIE ES UN POLIGONO DE PAPEL CON INSTRUCCIONES DE PEGADO

La imagen que predice el teorema es la de un patrén de costura. Una superficie
compacta, por complicada que sea, se puede cortar hasta dejarla plana: se le van dando
tijeretazos, por arcos y curvas adecuados, hasta obtener un disco que se representa
sobre la mesa. Lo que queda es un poligono de papel, y en el borde estdn escritas las
instrucciones para volver a coserlo: qué lado va con qué lado y en qué sentido. Esas
instrucciones son la palabra.

A partir de ahi el problema deja de ser geométrico y se vuelve de escritura. Dos
patrones distintos pueden dar la misma superficie, porque se puede cortar el poligono
por una diagonal y volver a pegarlo por otro lado, y eso cambia la palabra sin cambiar
el objeto cosido. La demostracién del teorema — que no se hace aqui — consiste en
dar una lista de esos cortes y pegados y comprobar que, aplicindolos con paciencia,
cualquier palabra se reduce a una de las dos formas normales del enunciado. Es un
algoritmo de limpieza, no una iluminacién: se van agrupando letras hasta que solo
quedan bloques aba~'b~! o bloques aa.

La intuicion falsa que hay que quitarse de en medio. Uno mira la lista de superficies
imaginables — esferas, roscas, botellas, cocientes ilegibles de poligonos de doce lados
— y concluye que la variedad es inagotable. La variedad es real, pero esta toda en el
orden de las letras, y el orden de las letras es exactamente lo que los cortes y pegados
pueden reorganizar. Lo que sobrevive a esa reorganizacién es muy poco: el género de
la forma normal y la orientabilidad. El niimero de letras de una palabra cualquiera
puede cambiar con los cortes; no es por si solo un invariante.

Y el corazén, en una frase. El tipo topolégico de una superficie compacta, conexa y
sin borde queda determinado por un entero y su orientabilidad. Todo lo demas que
uno cree ver en ella — el tamafio, los bultos, como esta metida en el espacio —no es
de la superficie, es del dibujo.

Teorema (Clasificacién, primera parte). Una superficie compacta, conexa y sin borde distinta
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de S? y P’R es homeomorfa a un espacio cociente de alguno de los dos tipos siguientes.
Tipo I (M,,). El resultado de identificar los lados de un poligono de 4n lados, conn > 1,
llamado poligono fundamental, de acuerdo con el c6digo

alblaflbfl . anbna,jlb,jl.

Tipo II (N,). El resultado de identificar los lados de un poligono de 2n lados, conn > 2,
por el cédigo
aidq dzdp - - - Aydy.

Recuérdese que el c6digo significa lo siguiente: fijado un sentido de giro sobre el poligono,
las aristas indicadas con la misma letra se identifican de manera que a; indica que los puntos
de la arista van apareciendo en el sentido del giro, mientras que esos mismos puntos en a; *
se ven aparecer en el sentido opuesto.

El caso n = 1 del tipo I es el toro, con palabra aba—1b~1.

Un caso a mano: las cuatro esquinas del toro. Antes de hablar de todos los modelos a la
vez conviene ver en el més sencillo qué pasa con los vértices, porque es donde se decide si un
cociente es una superficie. Se numeran los vértices del cuadrado Py, P;, P>, P5 en el sentido de
giro, y se llama e; al lado que va de P; a P, 1, con indices médulo 4. La palabra aba—1b~1 dice
cémo va cada letra:

= ¢j es a, recorrida de Py a Py;

m e1esh,de PpaPby;

s ¢y esa !, de modo queesaavade P;a P;

» ¢3es b~ !, de modo que esa b va de Py a Ps.

Pegar las dos a junta origen con origen y extremo con extremo: Py ~ Pz y P; ~ P,. Pegar las
dos b hace lo mismo con las suyas: P ~ Py y P, ~ P5. Encadenando, las cuatro esquinas son
un solo punto P del toro.

Falta ver que alrededor de P hay un disco. En cada esquina del cuadrado hay un cuarto de
disco, limitado por dos radios que van a lo largo de los lados. Cada radio se nombra por la
letra y por si esa letra sale de P o llega a P: as, a,, bs, b,. Mirando la lista de arriba,

PO: as_bs, P]: bs_ae, Pz: ue_be, P3: be_as.

El cuarto de Py comparte el radio bs con el de P;; este comparte a, con el de P,; este, b, con
el de P;; y este, a5 con el de Py. Los cuatro cuartos se cierran en una sola vuelta, y forman un
disco entero alrededor de P, con las cuatro direcciones en el orden as, bs, a., b.: sale a, sale b,
llega a, llega b. Es el cruce de las dos circunferencias a y b que se ven dibujadas sobre el toro.

Py a P bs
pegar B Po
ba AD > e as
P | P
P 0 a p 1 be
aba~1b=1 leida desde Py entorno de P en el toro

Los cuatro cuartos de disco de las esquinas (cada uno de un color) se pegan por los radios que comparten y dan

una vuelta completa alrededor del punto P.
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Observacién (Todos los vértices son el mismo punto). Tanto en los modelos de tipo I como en
los de tipo II, los vértices del poligono representan un mismo punto. Los entornos pequetios
de ese punto son el resultado de pegar las esquinas del poligono, y al pegarlas se obtiene un
entorno del plano euclideo.

Este es el punto delicado al comprobar que un cociente es una superficie: hay que verificar
que los vértices, al identificarse, dan lugar a un entorno homeomorfo a un disco, y no a dos
discos pegados por un punto o cosas peores.

Contar sin dibujar: x = 1 —k +v. El recuento de las esquinas da, sin triangular nada,
la caracteristica de Euler-Poincaré del cociente, que es el nimero que va a distinguir unos
modelos de otros. Un poligono de 2k lados pegados por parejas es un complejo con una
sola cara, que es el interior del poligono; con k aristas, porque cada pareja de lados se ha
convertido en una sola arista y hay tantas como letras distintas; y con v vértices, uno por
cada clase de esquinas. Luego

XxX=C—-A+V=1—-k+o.

Se lee asi: la cara aporta uno, cada letra resta uno y cada punto distinto al que van a parar las
esquinas suma uno. Con los cuatro cuadrados que ya han salido:

Palabra clasesdeesquinas v x=1-2+40v
toro, aba=1b~1 {Py, P1, P», P3} 1 0
esfera, abb—la~! {Po}, {P2},{P,P5} 3 2
plano proyectivo, abab {Py, P}, {P,Ps} 2 1
botella de Klein, aba—1b {Py, P, P, P5} 1 0

Las cuatro palabras tienen el mismo nimero de letras y dan tres caracteristicas distintas: el
numero de letras no decide nada por si solo, y lo que hay que contar es v. Que el resultado
no dependa del poligono elegido es la invariancia de la caracteristica, que se enuncia en la
seccion 8.4.

En los modelos del teorema todas las esquinas van a parar a un solo punto, como dice la
observacion, asi que v = 1 y la férmula da de una vez

xX(My)=1-2n+1=2-2n, xX(N)=1-n+1=2—n.

Son los dos ntimeros que se usan en todo lo que sigue. La tabla ensefia también por qué la
caracteristica sola no basta: el toro y la botella de Klein dan los dos 0, y lo que los separa es la
orientabilidad (seccién 4.4).

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CLASIFICAR SALVO EQUIVALENCIA HOMOTOPICA

La alternativa. Renunciar al homeomorfismo, que es una relacién muy fina y muy dificil de
decidir, y clasificar las superficies salvo equivalencia homotdpica, es decir, considerando iguales
dos espacios que se deforman continuamente el uno en el otro.

Su ventaja. La equivalencia homotdpica conserva el grupo fundamental. Si dos modelos tienen
grupos no isomorfos, no pueden ser homotépicamente equivalentes ni homeomorfos. Esta
herramienta bastard para distinguir los modelos de la lista; no es un criterio completo de
equivalencia homotépica para espacios arbitrarios.

Qué se pierde con ella, y qué no. Para superficies compactas, conexas y sin borde, nada: dos de
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ellas son homotépicamente equivalentes si y solo si son homeomorfas, y por eso la estrategia
de este libro — distinguirlas por su grupo fundamental — demuestra de verdad lo que se
quiere demostrar. Conviene saber que esa coincidencia es una particularidad de la dimensién
dos y que no se puede generalizar: en dimensiones mayores hay espacios homot6picamente
equivalentes que no son homeomorfos, y alli la clasificacién homotdpica es estrictamente més
amplia. Aqui el atajo es legitimo; lo que no es legitimo es olvidar que se ha tomado un atajo.

Ejemplo (La botella de Klein es N,). La botella de Klein tiene por palabra aba~1b sobre un
cuadrado. ;Dénde aparece en el teorema de clasificacion?

La respuesta es que la botella de Klein se obtiene al unir dos bandas de Mdébius por el
borde. Cortando el cuadrado por la diagonal adecuada y reagrupando las piezas se ve que el
modelo aba—1b se transforma en aya1a2as, que es exactamente N,.

q q (81 p D 3 v
ddDC CDG
P P oas 4 q oy Y

1> 9 p pe»ie'plig g
—>

d c c d

D da g D

q a1 v O3
B. Moébius B. Moébius

Figura 4.1: Cortes del modelo de Klein que separan dos bandas de Mobius. Se corta por c y d
y se pegan los lados a de las dos tiras exteriores. Los pares «; indican los pegados; los cortes
¢, d forman el borde por el que se retinen las dos bandas (original, p. 22).

La transformacién cabe en tres lineas y conviene hacerla, porque es el primer ejemplo
de las tijeras con las que se demuestra el teorema. Se corta el cuadrado por la diagonal que
va del origen del primer lado al final del segundo, y se llama c a esa diagonal, de modo
que c sustituye al recorrido ab y formalmente b = a~!c. El corte da dos tridngulos, con
bordes abc! y ca=!b. Al pegarlos por los lados b, respetando sus flechas, el nuevo borde es
aac™1 !

c L Leyéndolo al revés y cambiando el punto inicial se obtiene a™~ a~lce. Asise justifica

geométricamente la cuenta abreviada:

aba b =a(atc)at (a7 lc)=catatc=ca e
Una palabra de identificacion se puede leer empezando por donde uno quiera, porque solo
importa el orden ciclico de las letras alrededor del poligono; pasando la c de delante al final y
escribiendo d = a~! queda

ca?c ~a?cc =ddcc,
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que es el modelo ayaya2a; de tipo Il con nn = 2. El recuento lo confirma: k = 2 letras y una sola
clase de vértices (la tiltima fila de la tabla de arriba: las a juntan Py ~ P3 y Py ~ P5, ylas b,
Pp~P3yP~P)danxy=1-24+1=0,y x(N2) =2—-2=0.

Y N, también es la unién por el borde de dos planos proyectivos con un agujero. Esas dos
descripciones son la misma, gracias a la observacién que sigue.

Observacién (Importante). El plano proyectivo con un agujero es una banda de Mébius,
cuyo borde es el borde del agujero.

Es el hecho mas util de toda esta parte del curso y conviene entenderlo bien. El plano
proyectivo es un disco con los antipodas del borde identificados. Si se le quita un disco abierto
del centro, queda una corona con los antipodas del borde exterior identificados; y esa corona,
al hacer la identificacion, es una banda de Mobius.

De aqui sale que toda superficie de tipo II contiene una banda de Mobius, que es la caracteriza-
cién préactica de la no orientabilidad.

S > P
. a
a2 A a —— ap
< =
as P
P o1
oa —»
a9 s
P a2 P
aq
=04 YB = Banda de Mébius con borde o = a1 U ao
a2

Figura 4.2: Arriba: la mitad triangular del modelo N, se reconoce como un plano proyectivo
con un agujero. Abajo: el corte 8 y el nuevo pegado producen una banda de Mobius, cuyo
borde es & = a1 U ay. Las flechas conservan las identificaciones durante cada operaciéon
(original, pp. 22-23).

Un caso a mano: la corona con los antipodas pegados. La figura ve el hecho cortando
poligonos. La observacién lo dice de otra manera — una corona con los antipodas del borde
exterior pegados es una banda de Mébius —, y con coordenadas polares se comprueba en
tres pasos. Sea la corona A = {} < r < 1}, con la tnica identificacién (1,6) ~ (1,6 + ) en
el borde exterior; el borde interior, r = %, queda libre, y es el borde del agujero.

Paso 1: cortar por dos radios. Se corta A por los radios 6 = 0y 0 = 7. Quedan dos medias
coronas, la de arriba, U, con 0 < 6 < 7, y la de abajo, L, con m < 6 < 27. Cada una es un
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rectangulo en las coordenadas (6, 7).

Paso 2: pegar por el borde exterior. La identificacién de antipodas lleva el arco exterior de
L sobre el de U por 6 — 0 — 7, y conserva el sentido. Se pone L encima de U, dada la
vuelta para que su arco exterior quede abajo, y se pegan por ese arco. Sale un rectangulo
R =0, 7] x [0,1], con U en la mitad de abajo y L en la de arriba:

— 1 iy<l
(1y) €R s 0=x r=5+y siy <5 (enl),
0=x+m r=3—y siy>3 (enl).

En la linea del medio, y = 3, las dos férmulas dan r = 1y dngulos que difieren en 7t: son
puntos antipodas, que es justo lo que se ha pegado.

Paso 3: los radios cortados (el niicleo). Lo que queda por pegar son los dos radios del paso 1,
cada uno visto desde las dos piezas. El punto (0,y) del lado izquierdo de R, cony < 1, es
el punto # = 0,7 = 1 4+ y de U; en L ese mismo punto tiene § = 2ty r = 3 —/, luego
Yy =1—y, yestd enellado derecho de R, a la altura 1 — y. Con el otro radio pasa lo mismo,
cambiando 6 = 0 por 6 = 7 y empezando en el lado derecho. En los dos casos,

Oy) ~(m,1-y):

el lado izquierdo se pega con el derecho ddndole la vuelta. Un rectdngulo con dos lados
opuestos pegados asi es la banda de Mobius. Su borde lo forman losladosy =0ey = 1deR,
que son la circunferencia interior r = 3, y la linea del medio, que es la circunferencia exterior
después de pegar los antipodas, es el alma de la banda.

r=1(delL)
p
L
0 = 0=0
_— Chk----- r=1----- yC
u
-Pp
r=1(del)
corona: p ~ —p en el borde R: (0,y) ~ (m,1—y)
exterior; se corta por dos radios 1&'1 ba;n da de 1\,/I’o'bius,

A la izquierda, la corona con los antipodas del borde exterior pegados y los dos radios por los que se corta. A la
derecha, las dos medias coronas pegadas por el borde exterior (linea discontinua): los lados c llevan flechas

opuestas, y el rectdngulo es una banda de Mtbius cuyo borde es la circunferencia interior.

Qué se ha ganado. La mitad de la pregunta del principio tiene respuesta: todas las superficies
compactas, conexas y sin borde caben en una lista, la esfera, el plano proyectivo y los modelos
M, y Ny, y cada modelo es un poligono con una palabra de una de dos formas. Ademas se
sabe leer una palabra sin dibujar: las clases de esquinas dicen si alrededor de cada vértice hay
un disco, y x = 1 — k + v da un ntimero que no ve ni el tamafio ni los bultos. Queda abierta
la otra mitad, que dos modelos distintos de la lista no sean la misma superficie. La seccién
siguiente empieza por ver como se fabrican unos modelos a partir de otros.
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4.2 Suma conexa

LA PREGUNTA: SUMAR SUPERFICIES

Si las superficies van a formar una lista ordenada por un entero, deberia existir una
operacion que las fabrique unas de otras, igual que los ndmeros naturales se fabrican
sumando unos. ;Hay alguna manera de «sumar» dos superficies que dé otra superficie,
y depende el resultado del sitio por donde se peguen?

Definicién. La suma conexa de dos superficies S y S’ es una nueva superficie S# S’ que
resulta al eliminar el interior de un disco cerrado contenido en cada superficie y pegar las
circunferencias resultantes mediante un homeomorfismo. Si se trabaja con superficies con
borde, los discos se eligen en su interior.

LA IDEA: LA SUMA CONEXA ES «HACER UN TUNEL»

La imagen es la de dos globos a los que se les hace un agujero y se les pega un tubo
corto que los comunica. El resultado es una sola superficie.

Lo importante para la clasificacién es que la suma conexa es una operacién algebraica
sobre las clases de homeomorfismo de superficies conexas: es conmutativa, asociativa
y tiene elemento neutro. Ese punto de vista convierte la clasificacién en un problema
de aritmética.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: PEGAR POR UN PUNTO EN VEZ DE POR UN DISCO

La alternativa. Definir la suma de dos superficies como la suma puntual: se elige un punto en
cada una y se identifican, sin quitar nada.

Su ventaja. Es muchisimo mdas simple. No hay que elegir discos, ni comprobar que el re-
sultado no depende de cudles se hayan elegido, ni elegir un homeomorfismo entre las dos
circunferencias de borde, que es el punto delicado de la definicién buena.

Qué la hunde. Que el resultado no es una superficie. En el punto de unién, cualquier entorno
pequeiio es la unién de dos discos pegados por su centro, y eso no es homeomorfo a un
disco: al quitarle el punto central, un disco sigue siendo conexo y esta figura se parte en dos.
La operacién se sale del terreno de juego en el primer paso, y toda la clasificacién trata de
superficies. Pero se usa: la suma puntual es una construccién estdndar y aparece en este mismo
libro, porque la suma puntual de # circunferencias es el espacio al que se retrae una superficie a
la que se le ha quitado un disco, y con ella calcula el capitulo 8 todos los grupos fundamentales.

La cuenta de la suma conexa: x(S#S') = x(S) + x(S') — 2. Antes de ver qué superficies
salen al sumar, conviene saber qué le pasa al nimero que distingue los modelos. La férmula
del titulo se usa en los ejercicios del final del capitulo, y sale de contar vértices, aristas y caras
en dos pasos.

Paso 1: quitar un disco resta uno. La definicién deja elegir el disco, y se elige bien: se triangula
S y se toma como disco uno de sus triangulos. Quitar su interior no toca ni vértices ni aristas y
suprime una cara, asi que la superficie con el agujero tiene caracteristica x(S) — 1. Lo mismo
con §’, que se queda en x(S') — 1.

Paso 2: pegar por la circunferencia no cuesta nada (el niicleo). Los dos bordes son ahora
tridngulos, con tres vértices y tres aristas cada uno, y el homeomorfismo de pegado se toma
de modo que lleve vértices en vértices. Al pegar, la circunferencia comtn se cuenta una sola
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vez en lugar de dos: desaparecen tres vértices y tres aristas, y el saldoes —3 +3 = 0, que es
la caracteristica de una circunferencia. Luego

x(S#8") = (x(S) —1) + (x(8') = 1) = x(S") = x(S) + x(8") — 2.

Se lee asi: el —2 son los dos discos quitados, y 1a costura no resta nada porque lo que se comparte

es una circunferencia, de caracteristica cero. Es la regla de aditividad que usa el capitulo 8,

X(AUB) = x(A)+ x(B) — x(ANB),con ANB = S,
Tres comprobaciones a mano, con los nimeros de la seccién anterior:

= dos toros: 0+ 0 — 2 = —2, y el octégono de M, con k = 4 letras y un solo vértice, da por
suladol —4+1=-2;

= dos planos proyectivos: 1 +1 — 2 = 0, que es la caracteristica de la botella de Klein, y en
efecto la botella es Ny;

» una esfera y cualquier S: 2+ x(S) — 2 = x(S), como corresponde a un elemento neutro.

421 Tipol

Considerando el modelo M, = aibja; 1b1_ 1a2b2a2_ 1b2_ 1 y cortando el octégono por una
diagonal se obtienen dos toros con un agujero, pegados por el borde del agujero. Es decir,

M # M, = M.
aj
b2 bl ‘bl
—a
a2 a A AN
N
b) by by
as :
Toro con un agujero
Jbo
Toro con un agujero
“2a o AR
by

Figura 4.3: El corte a del octégono deja dos toros con un agujero. El borde libre de cada pieza
es una copia de «; al volver a pegarlas se recupera M, (original, p. 23).

Por qué cada mitad es un toro con un agujero. Se numeran las esquinas del octégono
Py, ..., P7y se corta por la diagonal « que va de Py a P4. A un lado queda un pentadgono con
palabra a;bya; 'b; *a, donde & es un lado libre. Sus cinco esquinas van a parar a un solo punto,
con la misma cuenta que en el toro de la seccién anterior: llamando Qy, ..., Q4 a las esquinas
del pentagono, las dos a; juntan Qo ~ Q3 y Q1 ~ Qy, y las dos by juntan Q1 ~ Q4 y Q2 ~ Qs.
Asi que & empieza y acaba en el mismo punto y, una vez pegado, es una circunferencia: el
borde del agujero.
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Para ver qué superficie tiene ese agujero, se tapa. Taparlo es pegar un disco cuyo borde es
«, es decir, un poligono de un solo lado. Pegar dos poligonos por un lado comtin borra ese
lado y junta las dos palabras, como en el ejemplo de la botella de Klein, y aqui lo que queda
es a1bya; 'by ' el toro. El pentdgono es, pues, un toro al que le falta un disco. Su caracteristica
lo confirma: una cara, tres aristas (a1, by y «) y un vérticedan1 —3+1 = —1 = x(T) — 1. Al
otro lado de « pasa lo mismo con azbra, 1b2_ L

Iterando, M, es el resultado de pegar M,,_; con un agujero y M; con un agujero por el
borde, de donde

M, =M #---#M.

n veces

La cuenta del principio de la seccién cuadra en cada paso:

X(My1) +x(My) —=2=(2-2(n—1)) +0—-2=2—2n = x(Mj).
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4.2.2 Tipoll

Se hace lo mismo, y lo tinico que cambia es la pieza que se separa. En el poligono de 2n
lados ayay aza; - - - aya, se corta por la diagonal a que une el principio de la primera a; con el
final de la segunda. A un lado queda un tridngulo de palabra a;a;«; al otro, un poligono de
2n — 1 lados con palabra a lazay - - ayay.

El tridngulo. Si sus esquinas son Qop, Q1, Q2, la primera a; va de Qp a Q; y la segunda de Q;
a Qy; los origenes juntan Qp ~ Q1 y los extremos Q; ~ Qy, asi que las tres esquinas son un
solo punto y a vuelve a ser una circunferencia. Al taparla con un disco queda la palabra a;a;:
un disco cuyo borde se parte en dos arcos que se pegan recorriéndolos en el mismo sentido,
es decir, el disco con los antipodas del borde identificados, que es el plano proyectivo. El
tridngulo es, por tanto, un plano proyectivo con un agujero, es decir, una banda de Mobius, por
la observacion de la seccién anterior. Donde en el tipo I salia un toro con un agujero, aqui
sale una banda de Mobius. La caracteristica cuadra: una cara, dos aristas y un vértice dan
0= x(P*R) — 1.

El resto. Al tapar « en el otro poligono queda aza; - - - a,a,, que es N,_1. Luego, con
N; = P°R,

Ny =Ny, 1#N; =N #---#Njy,

y la cuenta vuelve a cuadrar, igual que en el tipo I:

X(Nu—1) + x(N1) =2=(2—(n—1)) +1-2=2—n= x(Ny).

ai

= N; =Py(R) con agujero

= Nn—1 con agujero

Q

Figura 4.4: La misma operacién en un poligono de tipo II separa N; con un agujero del resto,
N,,—1 con un agujero. El arco « pasa a ser el borde libre de ambas piezas (original, p. 24).

Observacién. La esfera S? actiia como elemento neutro de la suma conexa: si M es una
superficie, M # S? es homeomorfa a M, ya que la esfera con un agujero es homeomorfa a un
disco y pegar un disco por el borde del agujero es taparlo.

Qué se ha ganado. La primera pregunta de la seccion tiene respuesta: si hay una suma, y con
ella toda la lista se fabrica con dos piezas, el toro y el plano proyectivo, con la esfera como
cero: M, es la suma de n toros y N, la de n planos proyectivos. La cuenta de la caracteristica
dice cudnto cuesta cada pieza: un toro resta dos y un plano proyectivo resta uno.

La segunda pregunta, si el resultado depende de por dénde se pegue, también queda
contestada, aunque la respuesta se apoya en lo que falta por demostrar. La suma S# S’ es
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otra superficie compacta, conexa y sin borde. Su caracteristica, por la cuenta de arriba, solo

depende de x(S) y x(S). Y es orientable exactamente cuando S y S’ 1o son:

= siuna de las dos contiene una banda de Mobius, el disco se quita fuera de ella y la banda
sigue dentro de la suma;

= si las dos son orientables, se orientan de modo que las orientaciones inducidas en la
circunferencia de pegado se enfrenten, cambiando la de S’ si hace falta.

Como la caracteristica y la orientabilidad deciden el modelo (capitulo 8), da igual qué discos

se quiten y como se pegue. Queda por ver qué pasa al mezclar las dos piezas.

4.3 Mezclando tipos

LA PREGUNTA: QUE SALE AL MEZCLAR LOS DOS TIPOS

Si a un toro se le afiade un plano proyectivo, el resultado no puede ser orientable,
luego tiene que estar en la lista de tipo II. Pero el toro «vale» dos letras del c6digo y
el plano proyectivo una sola, de modo que no esta claro cudntas quedan. ;Cual es
exactamente el resultado, y por qué un asa deja de contar como asa en cuanto hay un
gorro cruzado?

Queda una pregunta natural: ;qué superficie es P’R # T, es decir, Ny # M;?
La respuesta es, y merece la pena subrayarla porque desconcierta la primera vez,

P’R#T = Ny # M; = N3 = botella de Klein # P’R

Se obtiene con una sucesion de cortes y pegados sobre el poligono: se corta por una
diagonal, se vuelve a pegar por otro lado, y la palabra abab cdc~'d~! se normaliza a ee f f gg.

Conviene comprobar el resultado con Euler. Los c6digos abab y cdc~'d~! describen los
poligonos de las superficies cerradas; no son el borde del agujero que se abre en cada una
para hacer la suma conexa. La concatenacién da el modelo octogonal de la suma, y

x=1—-k4+v=1-4+4+2=-1,

porque el octégono tiene k = 4 letras y sus vértices caen en dos clases. Las dos clases se
cuentan como en la secciéon 4.1. Con las esquinas P, . . ., P7, las letrasa y bjuntan Py ~ P, ~ P4
y P ~ P3:son las dos clases del plano proyectivo abab, solo que en el cuadrado P, era la
misma esquina que Py y aqui es otra. Las letras c y d juntan Py ~ P; ~ P ~ P5 ~ Py, que es la
tnica clase del toro. Como P, y P4 estan en los dos bloques, la clase de Py del primero se funde
con la del segundo, y quedan { Py, P>, Py, Ps, Ps, P7} y { P1, P3 }. Como alguna letra aparece dos
veces con el mismo exponente, la superficie es no orientable, yde x =2 —n = —1salen = 3:

X(PR#T)=-1 = N;

La existencia de los modelos de la clasificacién hace el resto: la superficie es algtin N, y
X(Ny) =2—n= —1obligaan =3.

Concatenar palabras es sumar superficies. Lo que acaba de pasar con el octégono pasa
siempre. Si wy y w; son palabras sin letras comunes, de superficies S; y S, el poligono de
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palabra w;w, representa S; # S». La diagonal a que separa los dos bloques lo corta en dos

poligonos, wia y a~'wy, y cada uno es S; con un agujero, por el mismo argumento de la

seccién anterior: al tapar « vuelve la palabra w;. Y el recuento lo refleja.

» Las letras de w; juntan el primer vértice de su bloque con el dltimo. En el poligono de
w1 solo, esos dos eran una misma esquina, y la cadena de esquinas que da la vuelta a su
vértice, como la del toro de la seccion 4.1, sale por un lado de esa esquina y vuelve por el
otro. Al abrir la esquina en dos, la cadena las sigue uniendo.

= Lo mismo hacen las letras de w; en su bloque.

= Los dos bloques comparten esos dos vértices, y sus dos clases se funden en una.

Luegov =v1+0v2 -1y

le—(k1+k2)+(01+02—1):(1—k1—|—01)—|—(1—k2—|—02)—2=X(51)+X(52)—2.

El vértice que se pierde al concatenar es el —2 de la suma conexa. En el octégono salen
v=241-1=2yx=1+0-2= -1

La normalizacién por cortes y pegados es otra demostracion del resultado. Las figuras 4.5
y 4.6 recuperan la secuencia original: usan el modelo aa para el plano proyectivo y beb~!c!
para el toro. Las letras de los cortes cambian la descripcién del borde, pero cada corte seguido

del pegado indicado conserva la superficie.

1%
@)

Figura 4.5: Preparacién de PR # T (arriba). Abajo, paso 1 a la izquierda: abrir por a y unir
las piezas; paso 2 a la derecha: cortar por e y pegar por a. En el nuevo contorno, las dos
apariciones de b mantienen el mismo sentido (original, pp. 24-25).
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= 3¢ paso:

= 4° paso:

Figura 4.6: Pasos 3—4: cortar por f y pegar por c; cortar por gy pegar por b. El dltimo poligono
tiene tres parejas de lados con el mismo sentido: es N3. Cada flecha de equivalencia representa
el corte y el pegado que se ve a sus lados (original, p. 26).

LA IDEA: POR QUE UN ASA Y UN GORRO CRUZADO NO SE SUMAN

Laigualdad N; # M; = N3 dice algo més fuerte de lo que parece: en presencia de una
sola pieza no orientable, un asa vale por dos gorros cruzados.

La imagen es esta. Un asa es un tubo pegado por sus dos extremos, y el tubo se puede
recorrer «por fuera» o «por dentro». En una superficie orientable esas dos formas de
pegar dan resultados distintos. Pero si la superficie ya contiene una banda de Mobius,
se puede pasear el tubo por ella, darle la vuelta y volver: las dos formas de pegar
pasan a ser la misma, y el asa se descompone.

La consecuencia practica es que las mezclas no producen una tercera familia: si hay
un gorro cruzado, el resultado es no orientable. Para que la lista no tenga repeticiones
también hay que distinguir los modelos dentro de cada familia.

Observacion (La regla practica). De la igualdad anterior se deduce la regla que resuelve
varios de los ejercicios de este capitulo: en una suma conexa, si aparece al menos un plano
proyectivo, cada toro se puede sustituir por dos planos proyectivos. Es decir,

M, #N, = Nopin siempre que n > 1.

Por qué es cierta, y para qué esti n > 1. Se cambia un toro cada vez. Como la suma conexa
es conmutativa y asociativa, de M, # N;; se puede separar un toro y un plano proyectivo:

My #Ny = My,_1# (T#P?R) # N1 = My_1 # N3 # N1 = My,_1 # Ny 0.

Hay un toro menos, dos planos proyectivos mas y sigue habiendo al menos uno, asi que el
paso se repite. Tras m pasos no queda ningtn toro y sale N,,;2,,. La hipétesis n > 1 es la que
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permite dar el primer paso. Sin ningtn plano proyectivo la suma es M,,, que es orientable, y
la regla darfa Ny, que no lo es: para m = 1 diria que el toro es la botella de Klein, que tiene
la misma caracteristica, 0, pero no es orientable. La caracteristica da la misma respuesta por el
otro camino: (2 —2m) 4+ (2 —n) —2 =2 — (2m+n) = x(Noy4x), y la suma es no orientable
porque contiene la banda de Mobius de N;,.

Qué se ha ganado. Mezclar no amplia la lista. Cualquier suma finita de toros y planos
proyectivos es un M, si no hay ningtn plano proyectivo, o un Ny, 4, si hay alguno. Para
operar con las dos piezas basta una regla nueva, T # P2R = P?R # PR # P’R. Y la cuenta de
la concatenacién da un método sin figuras: se escriben las palabras una detras de otra, se
cuentan letras y clases de vértices, y sale x. Falta saber en qué familia cae cada palabra, que
es la orientabilidad.

4.4 Orientabilidad. Asas y gorros cruzados

LA PREGUNTA: LEER LA ORIENTABILIDAD EN LA PALABRA

Al pasear una normal por una banda de Mobius se vuelve al punto de partida con ella
dada la vuelta; por un cilindro, no. Es una distincién cualitativa que ningtn recuento
de agujeros detecta y que separa en dos la lista de superficies. ;Se puede decidir
mirando tinicamente la palabra del poligono, sin dibujar nada y sin pasear ninguna
normal?

4.4.1 Orientabilidad en las superficies de tipo I y II

Definicién. Una superficie es orientable si admite un atlas cuyas cartas tienen orientaciones
compatibles: los cambios de coordenadas preservan la orientacion del plano. Equivale a
poder elegir de forma continua una orientacién local en cada punto.

Para una superficie regular de R3, esto equivale a que exista un campo normal unitario
global y continuo. La normal puede variar de direccién a lo largo de una curva; lo que no
ocurre es que, al continuarla alrededor de una curva cerrada, regrese con el signo cambiado.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR ORIENTABLE COMO «NO CONTIENE UNA BANDA DE MOBIUS»

La alternativa. Tomar como definicién de superficie orientable la de que no contenga ninguna
banda de Mobius.

Su ventaja. Es visual y, sobre todo, no menciona vectores normales. Eso importa aqui més de
lo que parece: una superficie abstracta, definida como cociente de un poligono, no estd metida
en R? y no tiene ningtin vector normal que pasear, de modo que una definicién basada solo en
normales no sirve para las superficies abstractas. La definicién mediante orientaciones locales
evita esa dificultad.

Qué la hunde como definicién de trabajo. Que es una condicién negativa sobre todos los
subconjuntos posibles: aplicarla exigirfa revisar que ningtin trozo de la superficie es una banda
de Mobius, y no hay forma directa de hacer esa revisién. Lo que sf se puede hacer, y es lo que
hace el teorema que viene a continuacion, es leer la respuesta en la palabra: la superficie es no
orientable exactamente cuando alguna letra aparece dos veces con el mismo exponente, y eso
se decide de un vistazo. Las dos formulaciones son equivalentes — el propio teorema afirma
que toda superficie de tipo II contiene una banda de Mobius —, y la que se usa para calcular es
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la de la palabra.

LA IDEA: LA BANDA DE MOBIUS ESTA ESCRITA EN LA PALABRA

La imagen que predice el enunciado cabe en un trozo de poligono. Supéngase que en
la palabra aparece una letra dos veces con el mismo exponente, comoen...a...a....
Eso significa que los dos lados marcados con a se cosen recorriéndolos en el mismo
sentido de giro del poligono, es decir, enfrentados con media vuelta. Recortese ahora una
tira estrecha de papel que vaya de uno de esos lados al otro por dentro del poligono, y
cosase. Lo que sale, con esa media vuelta, es literalmente una banda de Mobius. No
hay que buscarla: se lee.

Y al revés, en un bloque aba—'b~1 cada letra aparece una vez en cada sentido, de modo
que los dos lados se cosen enfrentados sin girar y la tira sale plana, como un cilindro.
Por eso la distinciéon entre las dos familias no es un accidente de la lista, sino la misma
distincion de siempre entre pegar recto y pegar con media vuelta, escrita en forma de
exponentes.

La intuicién falsa. Uno da por supuesto que para decidir la orientabilidad hay que
pasear una normal por la superficie, como se hace en la parte de geometria. En las
superficies de tipo II eso ni siquiera se puede hacer, porque no viven en R® y no tienen
ninguna normal que pasear. La orientabilidad no es una propiedad del vector normal:
el vector normal era solo la forma de detectarla cuando la superficie estaba metida
en el espacio. La propiedad de fondo es si existe 0 no un trozo que se cierre sobre si
mismo dando media vuelta, y eso se decide con los exponentes, sin dibujar nada.

La otra mitad: si ninguna letra repite exponente, la superficie es orientable. La intuicién
ha visto por qué una letra con el mismo exponente dos veces fabrica una banda de Mobius.
Falta ver por qué, si eso no pasa nunca, no hay ninguna, y se ve en el toro.

= Se orienta el interior del cuadrado con el giro contrario a las agujas del reloj. Esa orientacion
induce en el borde el sentido de recorrido Py — P; — P, — Ps.

= La letra a aparece una vez con exponente +1, y el borde la recorre en el sentido de su
flecha, y otra con exponente —1, y el borde la recorre al revés. Lo mismo b.

» Al coser, los dos lados se juntan con los sentidos inducidos enfrentados. Esa es justamente
la condicién para que dos trozos orientados se peguen conservando la orientacién: la
misma que, en la demostraciéon del teorema de Gauss-Bonnet global del capitulo 1, hacia
que cada lado interno de una triangulacién se recorriera dos veces en sentidos opuestos.

Asi, la orientacién del interior del poligono se prolonga a través de cada costura. En el vértice,

los cuartos de disco de las esquinas se juntan con el mismo giro, que es la vuelta as, bs, a,, be

de la seccién 4.1. Ningtin camino vuelve con la orientaciéon cambiada, y la superficie es
orientable. El argumento no usa nada del toro salvo que cada letra aparece una vez con cada
exponente, asi que vale para cualquier palabra asi.

Con el mismo exponente pasa lo contrario. El borde recorre los dos lados en el mismo
sentido, al coserlos los sentidos inducidos coinciden en vez de enfrentarse, y la orientaciéon
que llega por un lado de la costura es la opuesta a la que habia al otro. La tira que cruza esa
costura es la banda de Mdobius de la intuicion.

Teorema. Para superficies compactas, conexas y sin borde, incluyendo My = S? y N; = P’RR,
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se tienen las dos caracterizaciones siguientes:

1. Una superficie es de tipo I si y solo si es orientable.

2. Una superficie es de tipo Il si y solo si es no orientable. Ademds, toda superficie de este
tipo contiene al menos una banda de Mobius.

Leer una palabra, con la tabla delante. Las cuatro palabras de la seccion 4.1 y dos hexadgo-
nos, con los exponentes de cada letra, las clases de esquinas y la caracteristica:

Palabra exponentes v x superficie

abb—1a~1 a:+—,b: +— 3 2 esfera, M

aba—1p~1 a:+—,b:+— 1 0 toro, M;

abab a:++,b: ++ 2 1 plano proyectivo, N
aba~'b a:+—,b: ++ 1 0 Dbotellade Klein, N,
abca= b1 1 todas +— 2 0 toro, M

abcabc todas ++ 3 1 plano proyectivo, N

En los dos hexdgonos, cada lado se pega con el opuesto. En abca'b~1c~! las esquinas se
reparten en las clases {Py, P», P} y {P1, P3, D5}, y sale otra vez el toro: un hexdgono con los
lados opuestos pegados por traslacion. En abcabce se reparten en {Po, P3}, {P1, P4} y { P2, 5},
y sale el plano proyectivo: es el disco con los antipodas del borde pegados, con el borde
partido en seis arcos en vez de en cuatro. El nimero de lados no decide nada; lo deciden los
exponentes y las clases.

La regla no depende de por dénde se empiece a leer ni del sentido. Empezar en otra
esquina solo gira la palabra. Leerla al revés invierte el orden y cambia todos los exponentes a
la vez: aba~'b~! leida al revés es bab~'a~1. Dos exponentes iguales siguen siendo iguales y
dos opuestos siguen siendo opuestos.

Qué se ha ganado: leer una palabra en tres pasos. Con lo visto en este capitulo, una palabra

en la que cada letra aparece dos veces se reconoce sin dibujar:

1. Es una superficie. Cada direccioén de salida de un vértice, como a5, estd en exactamente dos
esquinas, las dos en que empieza una a. Asi, al ir pasando de una esquina a la siguiente
por la direccién que comparten, la cadena no se bifurca nunca: se cierra en una sola vuelta
que recorre la clase entera, como en el toro, y alrededor de cada vértice hay un disco. Si
alguna letra aparece tres veces, ya no es una superficie; el hexdgono del daltimo ejercicio
del capitulo lo muestra.

2. La familia, por los exponentes. Si alguna letra repite exponente, es de tipo II; si ninguna lo
hace, de tipo I.

3. El miimero, por la caracteristica. Se cuentan las clases de esquinas v, se calcula y =1 —k+v
y se despeja: M, conn = (2—x)/20 N, conn =2 — x.

Por ejemplo, abcabc tiene alguna letra repetida con el mismo exponentey xy =1—-3+3 =1,

luego es Nj. El paso 3 usa que la caracteristica no depende del poligono, que se enuncia en la

seccion 8.4.

CONEXION: LA ORIENTABILIDAD EN LAS DOS MITADES DE LA ASIGNATURA

La palabra «orientable» apareci6 en la parte de geometria como hipétesis del corolario del
teorema de Gauss-Bonnet para superficies compactas, y alli significaba que existiera un campo
normal unitario global. La orientacién local extiende esa misma propiedad a superficies abs-
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tractas y se convierte en un invariante clasificador. Es también la orientacién que se necesita
para integrar formas de grado méximo y aplicar Stokes.

Y hay una consecuencia que cierra el circulo: como las superficies de tipo I no caben en R?,
en la parte de geometria todas las superficies compactas y sin borde eran orientables, y por
eso alli la caracteristica bastaba para clasificar. Aqui no basta, y la orientabilidad es el segundo
invariante que hace falta.

4.4.2 Asasy gorros cruzados

Teorema. La superficie de tipo I M, es el resultado de pegar 1 asas a S°.

Pegar un asa significa hacer dos agujeros en la esfera y pegar en ellos los bordes de un
cilindro. Un toro es una esfera con un asa; el toro doble, con dos; y asi sucesivamente.

Teorema. La superficie de tipo II Nj es el resultado de pegar k gorros cruzados a S°.

Observacién. Un gorro cruzado representa la banda de Mébius P?R \ B, donde B es un
disco abierto, con la circunferencia del borde colocada en un plano. La intersecciéon aparente
del gorro cruzado desaparece si se retuerce el borde del disco B, pero entonces no se puede
pegar B a ese borde retorcido y quedarse a la vez en el espacio tridimensional sin introducir
una interseccion aparente.

Debido a la imposibilidad de embeber P?R en RR3, una representacion tridimensional
completa de P’R no puede ser inyectiva. Esto no excluye una inmersién suave con autointer-
secciones: embeber exige ademds representar la superficie sin identificar puntos distintos. Lo
mismo ocurre con el resto de superficies de tipo II: la representacién habitual de la botella de
Klein tiene una circunferencia de autointersecciéon que es un artefacto del dibujo, no de la
superficie.

Por qué un asa es un toro, y un gorro cruzado un plano proyectivo. Los dos teoremas son

la suma conexa de la seccién 4.2 vista de otra manera.

s Elasa. Se toma en S un disco que contenga los dos agujeros. Ese disco agujereado es una
esfera con tres agujeros, un pantalén, y al pegarle el cilindro por dos de sus bordes queda
una pieza orientable con un solo borde y caracteristica —1 + 0 = —1. Tapando ese borde
con un disco sale una superficie cerrada, orientable y de caracteristica 0, que es el toro; la
pieza es, pues, un toro con un agujero. Pegar un asa a una superficie S es, por tanto, quitar
un disco y pegar un toro con un agujero, es decir, S#T.Y M, = S>#T#-- - #T.

» El gorro cruzado. Pegar un gorro es quitar un disco y pegar por su borde una banda de
Moébius, que es un plano proyectivo con un agujero (seccién 4.1). Es S # P’R, y N; es la
esfera con k gorros.

Hay una precision que el enunciado da por supuesta. El cilindro del asa se pega de modo

que las orientaciones inducidas en los bordes se enfrenten, como en el ejercicio de la forma

normal. Si uno de sus extremos se pega con media vuelta, sale un asa torcida, la pieza deja de
ser orientable, y la esfera con un asa torcida es la botella de Klein, con la misma caracteristica

0 que el toro.

El asa torcida explica también la intuicién de la seccién anterior. Si S ya tiene un gorro
cruzado, un extremo de un asa recta se puede deslizar a lo largo de la banda de Mobius y
volver a su sitio dado la vuelta: el asa recta se ha convertido en torcida. Por eso T # P?R es lo
mismo que la botella de Klein sumada con P°R, que es N, # N = Na.
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LA IDEA: EL RESUMEN QUE HAY QUE LLEVARSE

Toda superficie compacta, conexa y sin borde es una esfera a la que se le han pegado
o bien 1 asas, o bien k gorros cruzados. Nada més. Y las dos familias no se solapan
porque las primeras son orientables y las segundas no.

Lo que falta para cerrar la clasificacién es probar que dentro de cada familia los
modelos son distintos entre si, es decir, que M, y M,, no son homeomorfas si n # m.
Eso lo hara el grupo fundamental en el capitulo 8.

4,5 Problemas de la relacion

Ejercicio 4.1. Mezclas de toros y planos proyectivos

Sea M la suma conexa de n toros y N la suma conexa de n planos proyectivos. ;Qué
superficie es M# N? ;Y si N es la suma conexa de n botellas de Klein?

Resolucién. Primer movimiento: decidir el tipo. Tomamos n > 1. La superficie N contiene
una banda de Mobius. El disco que se quita para hacer la suma conexa puede elegirse fuera
de esa banda, que permanece en M # N. Luego M # N no es orientable y es de tipo II. Solo
queda contar cuantos gorros cruzados tiene.
El recuento. M = M, es la suma conexa de n toros, y N = N, la de n planos proyectivos,
de modo que
M#N=T# - -#T # P’R#---#P°R.

n n

Aplicando 7 veces la regla T # PR = P2RR # P?R # P?R, cada toro se convierte en dos planos
proyectivos adicionales:
M#N = N2n+n = N3p.

Si N es la suma conexa de 7 botellas de Klein. Cada botella de Klein es N, luego N = N,
y ahora
M#N = Mn #N2n = N2n+2n = N4n-

Otra via (contando caracteristicas). Se puede comprobar con la caracteristica de Euler-
Poincaré, que es aditiva bajo suma conexa en la forma x(S#S') = x(S) + x(§’) — 2. Con
X(My) =2 =21y x(Np) =2 —n:

X(Mu#N,) =2—-2n)+2—n)—2=2-3n=x(N3,). v

Y como M # N es no orientable, la caracteristica basta para identificarla dentro de la familia
de tipo II.

Dénde se falla. En empezar por la caracteristica. Paran = 2, x(Mp #Np) = —2+0—2 = —4,
que es también la caracteristica de M3. Quien cuenta primero y no mira la orientabilidad
contesta «la suma de tres toros», y la respuesta es Ns. El otro fallo es usar la regla practica de
la seccién «Mezclando tipos» sin ningtin plano proyectivo; aqui no hay problema, porque N
es la suma de n > 1 planos proyectivos o botellas.
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QUE DEJA. La regla de reescritura T # P2R = P?R # PR # PR, que es la tnica que hace falta para
operar con sumas conexas, y el orden correcto de trabajo: primero se decide la orientabilidad, que fija la
familia; después se cuenta. Los dos datos se complementan; contar solo x puede dejar dos posibilidades.

Ejercicio 4.2. Si la suma conexa es una esfera, los sumandos también

Probar que si A y B son dos superficies compactas tales que A # B = 52, entonces A = B =
S2.

Resolucién. La idea. La suma conexa nunca «mejora» una superficie: afiadir algo a una esfera
solo puede bajar la caracteristica. Si el resultado es una esfera, es que no se ha anadido nada.

El argumento. Los sumandos son conexos: cualquier componente ajena al disco usado en la
suma seguiria separada, pero el resultado es una esfera. Por la aditividad de la caracteristica,

X(A#B) = x(A) + x(B) — 2.
Si A#B = S?, entonces x (A #B) = 2y por tanto

X(A) + x(B) = 4

Ahora bien, la caracteristica de una superficie compacta y conexa es siempre x < 2, con
igualdad tnicamente para la esfera: en efecto, x(M,) =2 —-2n <2y x(N,) =2—-n <1,y
el valor 2 solo lo alcanza My = S2.

De x(A) <2, x(B) <2y x(A)+ x(B) = 4 se sigue que x(A) = x(B) = 2, luego las dos
son esferas. |

Otra via (con orientabilidad, sin caracteristicas). Se puede razonar sin contar. Si A o B fuese
no orientable, contendria una banda de Mobius, y esa banda seguirfa dentro de A # B, que
seria no orientable; pero la esfera es orientable. Luego las dos son orientables, es decir, de
tipo I, digamos A = M,y B = M;. Y M, # M; = M4, que es la esferasolosi p+g =0, es
decir, p =q = 0.

Dénde se falla. En olvidar el —2 de la férmula. Sin él, dos planos proyectivos darian1+1 = 2,
y se «demostrarfa» que PR # PR es la esfera, cuando es la botella de Klein, de caracteristica
0.

Qué hemos aprendido. La suma conexa no tiene inversos. Como x < 2 para toda superficie
compacta y conexa, x(A#B) = x(A) + x(B) —2 < x(A): sumar nunca sube la caracteristica,
y lo que se afiade no se quita afiadiendo otra cosa. Es la misma aritmética que la de los
nimeros naturales, dondea +b = 0 obligaaa = b = 0.

Ejercicio 4.3. Superficies representables en un poligono dado

1. Dar, justificadamente, seis superficies compactas que se puedan representar en un penta-
gono. jHay alguna mas?

2. Probar que si una superficie cerrada M se puede representar en un decdgono, entonces
X(M) > —3. ;Puede representarse la suma conexa de tres toros en un decdgono? ;Y la de
tres planos proyectivos?
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Resolucién. La cuenta que resuelve los dos apartados. Un modelo sobre un poligono de 2k
lados, con los lados identificados dos a dos, da un complejo con

C =1 cara, A = k aristas, V = v clases de vértices,

luego
X=C—-A+V=1-k+vo.

Todo depende, pues, de v: cuantas clases de vértices quedan tras las identificaciones.

1. El pentagono. Usamos el convenio de identificar lados completos por parejas, permi-
tiendo lados libres y sin subdividirlos. Un pentagono tiene cinco lados, que es impar, asi que
no se pueden identificar todos dos a dos: siempre queda al menos un lado libre y la superficie
tiene borde. Llamando k al nimero de pares identificados y f = 5 — 2k al de lados libres, hay
E = k + f aristas, una cara y v clases de vértices, luego x = v —k — f 4 1, y solo caben tres
casos:k=0,k=1yk=2.

k = 0. No se identifica nada: la superficie es el propio pentdgono, es decir, un disco, con
x=1

k =1, tres lados libres. Identificar un solo par junta a lo sumo dos parejas de vértices, luego
v>3yx=v—-4+12>0;ycomo )y < 1siempre, solo salen x = 1 (otra vez el disco) y
X = 0. Con x = 0 hay exactamente dos superficies segtin su orientabilidad: el cilindro, con
dos componentes de borde, y la banda de Mdbius, con una. Los c6digos de abajo realizan
ambos casos.

k = 2, un lado libre. Ahora E = 3y x = v — 2,y el borde tiene una sola componente, porque
hay un solo lado libre. Con v = 1 queda x = —1, y hay dos superficies compactas con y = —1
y un borde: el toro con un agujero, si el cdigo es orientable, y la botella de Klein con un
agujero, sino lo es. Los valores v = 2 y v = 3 devuelven la banda de Mobius y el disco.

Asi que la lista completa tiene cinco superficies: disco, cilindro, banda de Mébius, toro con
un agujero y botella de Klein con un agujero. No hay ninguna mds: enumerando los pares
de lados y los dos sentidos posibles para cada identificacién no aparece nada distinto. La
enumeracion es corta. Sin pares hay una manera; con un par, diez elecciones de los dos lados
por dos sentidos, veinte; con dos pares, quince elecciones (el lado libre y como se emparejan
los otros cuatro) por cuatro sentidos, sesenta. De esas 81 palabras, 16 dan el disco, 35 la banda
de Mobius, 5 el cilindro, 5 el toro con un agujero y 20 la botella de Klein con un agujero.
Para comprobar que las cinco se obtienen realmente, sirven los cédigos

disco abcde
cilindro aba~lcd
banda de Mobius abacd
toro con un agujero aba—'b~1c
botella de Klein con un agujero | aba~'bc

Las letras que aparecen una sola vez representan lados libres.

Observacion (El enunciado pide seis). El enunciado pide seis superficies. Con el convenio
anterior hay cinco tipos de homeomorfismo. Afiadir «el plano proyectivo con un agujero» no
da una sexta: es la banda de Mobius, ya incluida.

2. El decagono. Con 2k = 10, es decir k = 5,
x=1-5+v=0v—-4.
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Como v > 1 — siempre queda al menos una clase de vértices —, se obtiene
x(M)>1—-4=-3.

¢ Tres toros? x(M3) =2 — 6 = —4 < —3. No se puede representar en un decdgono: harian
falta al menos doce lados, y en efecto M3 tiene modelo canénico en un poligono de 4 - 3 = 12
lados.

¢ Tres planos proyectivos? x(N3) = 2 —3 = —1 > —3. Si se puede. Su modelo canénico
a1a1a2a2a3a3 tiene seis lados; para llevarlo a diez basta afiadir dos pares cancelables, por
ejemplo escribiendo aya1a2a2a3a3 bb~! cc~1, que representa la misma superficie porque cada
par xx~! adyacente equivale a hacer la suma conexa con una esfera. Es la concatenacién de la
seccién «Mezclando tipos»: la palabra xx~! sola es la esfera, con dos clases de esquinas, y
afiadirla suma una clase. El recuento lo confirma: k = 5letrasyv =1+ (2—-1)+(2—1) =3
clasesdan y =1—-5+3 = —1 = x(N3). [

Dénde se falla. En el pentdgono, en usar x = 1 — k + v olvidando los lados libres: cada lado
libre es una arista mas del complejo, y la cuenta buena es x = v — (k+ f) + 1. En el decdgono,
en tomar la cota por una construccién: y > —3 dice que N3 no estd prohibida, pero para ver
que se representa hay que dar una palabra de diez lados, y la canénica tiene seis.

Observacion (La cota y > 1 — ky para qué sirve). La desigualdad x > 1 — k para un poligono
de 2k lados es una herramienta de imposibilidad muy barata. Su lectura: un poligono con pocos
lados no puede representar una superficie con muchos agujeros.

Y la cota se alcanza exactamente cuando todos los vértices se identifican en uno solo, que
es lo que ocurre en los modelos canénicos del teorema de clasificacion.

QUE DEJA. La férmula x = 1 — k + v para un modelo sobre un poligono de 2k lados, que es la forma
mas rapida de calcular la caracteristica de una palabra sin dibujar nada: se cuentan las letras distintas
y las clases de vértices, y ya estd. Se usara en todos los ejercicios de clasificaciéon del capitulo 8.

Ejercicio 4.4. La forma normal de Mobius por sumas de esferas con agujeros

Una superficie compacta, conexa, orientable y sin borde puede describirse cortandola por
una familia de planos paralelos suficientemente préximos: los trozos que quedan son esferas
con agujeros, y la superficie se representa como una suma formal de simbolos (4145 ... a,),
donde el simbolo representa una esfera con n agujeros y las letras nombran las componentes
de su borde. La suma indica que dos trozos se pegan por la componente del borde que
tienen en comtn, de modo que cada letra aparece exactamente dos veces en la suma. Los
pegados se hacen de forma compatible con la orientacién: las orientaciones inducidas en los
bordes se enfrentan.

1. Interpretar geométricamente la superficie dada por la suma formal

(@) + (abc) + (bed) + (def) + (f) + (eg) + (8)-

2. Comprobar que (xa1az...) + (xbiby...) y (a1a2...b1by .. .) son homeomorfas, siendo x y
todas las demads letras distintas entre si.

3. Comprobar que toda superficie compacta, conexa, orientable y sin borde se puede ex-
presar, salvo homeomorfismo, como (a14z . ..a,) + (a1az ... a,), que es su forma normal,
con n > 1. Hallar la forma normal de la superficie del primer apartado.
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PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. La caracteristica de una esfera con n agujeros vale 2 — n: es la esfera, con x = 2, a la que se le han quitado
n discos, y cada disco quitado resta una unidad.

2. ;Cudnto vale la caracteristica de una circunferencia? Contesta eso y sabrds como se comporta x al pegar
dos trozos por un borde comiin.

3. Una superficie compacta, conexa y orientable estd determinada por un solo niimero. Basta calcularlo.

4. En el tercer apartado, piensa en el toro doble apoyado sobre una mesa y cértalo por el plano horizontal que
lo parte en dos mitades simétricas. ; Cudntas circunferencias aparecen en el corte y qué es cada mitad?

Resolucién. La herramienta: 1a caracteristica es aditiva al pegar por circunferencias. Si dos
trozos A y B se pegan a lo largo de una curva cerrada simple C, entonces

X(AUB) = x(A) + x(B) — x(C) = x(A) + x(B),

porque x(S') = 0: una circunferencia se triangula con n vértices y n aristas y ninguna cara,
luego V—-E+T = n—n+0 = 0. Lo mismo vale si se pegan por varias circunferencias
disjuntas, restando cero cada vez.

Y la caracteristica de una esfera con n agujeros es 2 — n: quitar un disco abierto de una
superficie triangulada equivale a suprimir una cara, lo que baja x en una unidad.

Primer apartado. Se cuentan las caracteristicas de los siete trozos:

(a): x=1, (abc): x=-1, (bed): x=-1, (def): x =—1,
(f):x=1 (eg): x=0, (9:x=1

Cadaletraa,b,c,d,e, f, g aparece exactamente dos veces en la suma, de modo que todas las
componentes de borde quedan pegadas y el resultado es una superficie cerrada. Y la pieza
estd conectada: (a) se pega a (abc) por a; (abc) a (bed) por by por ¢; (bed) a (def) por d; (def)
a(f) por fya(eg) pore;y (eg) a(g) por g

Sumando y sin restar nada, por lo dicho arriba,
x=1-1-1-1+1+0+1=0.

Una superficie compacta, conexa, orientable y con xy = 2 — 2n = 0 tiene n = 1: es un toro.

Conviene ver de donde sale el asa. Los trozos (abc) y (bed) se pegan por dos circunferencias
alavez, by c; pegar dos pantalones por dos de sus bordes es exactamente construir un tubo
que vuelve sobre si mismo, es decir, un asa. Todos los demds pegados son por una sola
circunferencia y no afiaden género.

Segundo apartado. Sea P = (xa; ...a,), una esfera con p + 1 agujeros, y Q = (xby ...b,),
una esfera con g + 1 agujeros, y sea S = P + Q el resultado de pegarlas por el borde x.

S es conexa, orientable y compacta, con borde formado por las p + g circunferencias
a, ..., Aap, by,..., bq. Su caracteristica es

x(8)=2-(p+1)+(2-(g+1) =2-(p+9),

que es exactamente la de una esfera con p + g agujeros. Y dos superficies compactas, conexas,
orientables, con el mismo nimero de componentes de borde y la misma caracteristica son
homeomorfas: tapando cada componente de borde con un disco se obtienen dos superficies
cerradas, orientables y con la misma caracteristica— en los dos casos2 — (p +¢) + (p+¢q) =2
—, es decir, dos esferas, y el homeomorfismo entre ellas se puede elegir llevando los discos
afadidos en los discos afiadidos.
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Luego S = (ay...apb; ...b,): pegar dos esferas con agujeros por una sola circunferencia
vuelve a dar una esfera con agujeros, y los agujeros que sobreviven son los que no se han
usado para pegar. W

Tercer apartado. Sea S una superficie orientable, compacta, conexa y sin borde, de género
g, es decir, con xy =2 —2g.

Se toma el modelo estandar de S simétrico respecto de un plano: la frontera de una region
plana con g agujeros engrosada en la direccién perpendicular (redondeando las esquinas). El
plano medio corta la superficie en g + 1 circunferencias: el borde exterior de la regién plana y
los g bordes interiores. Las dos mitades son conexas y se corresponden por la reflexién. En el
toro doble, con g = 2, se ve asf:

& mitad de arriba mitad de abajo
a2 a3
cortar
o O ) +
el toro doble visto desde arriba; cada mitad es una esfera con tres agujeros:
el plano medio lo corta en a1, ap y a3 (ayapa3) + (ayapa3)

Cada mitad es compacta, conexa, orientable, con ¢ + 1 componentes de borde, y su
caracteristica es la mitad de la de S, porque las dos se pegan a lo largo de circunferencias:

x(mitad) = 1 x(S) =1—-g=2—(g+1),

que es la caracteristica de una esfera con g + 1 agujeros. Por el criterio del apartado anterior,
cada mitad es una esfera con g + 1 agujeros. Luego

S = (a1a2 .. .Elg+1) + (ﬂlﬂlz e ag+1),

que es la forma normal anunciada, conn = g + 1.

El reciproco se comprueba con la caracteristica, y son tres lineas que conviene escribir. La
suma (a; ...a,) + (a1 ...a,) pega dos esferas con 1 agujeros a lo largo de sus # circunferencias
de borde, de modo que el resultado es compacto, conexo, orientable y esta vez sin borde,
porque no queda ninguna circunferencia libre. Las caracteristicas se suman sin correccion,
porque lo que se comparte son circunferencias y x(S!) = 0:

x=Q2-n)+Q2-n)=4-2n=2-2(n—-1).

Y una superficie cerrada, conexa y orientable estd determinada por su caracteristica, que vale
2 —2g en género g; comparando, g =n — 1.
La forma normal del primer apartado. Como alli sali6 ¢ = 1, la forma normal es

(a1a2) + (a1a2),

es decir, dos cilindros pegados por sus dos circunferencias de borde. Y en efecto: dos tubos
pegados por sus dos extremos forman un toro. [

Dénde se falla. En el indice de la forma normal: la superficie de género g llevan = g +1
letras, no g. Con una sola letra, (a) + (a) son dos discos pegados por el borde, que es la esfera;
el toro necesita dos, y el toro doble tres, que son las tres circunferencias de la figura. Y en el
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primer apartado, en restar algo por cada pegado: las circunferencias tienen caracteristica cero

y no se resta nada.
Observacion. Los tres trozos basicos se dibujan asi: (a), (ab) y (abc) son un disco, un cilindro

y un pantalén, respectivamente. Son esferas con uno, dos y tres agujeros; las letras nombran
sus componentes de borde, no aristas de un poligono.

N

b C
De izquierda a derecha: (a), (ab) y (abc).

QUE DEJA. Una manera de manejar superficies que no pasa por poligonos ni por palabras: se des-
componen en piezas sencillas y se lleva la cuenta de la caracteristica, que es aditiva porque las
circunferencias por las que se pega tienen caracteristica nula. Es exactamente el mismo mecanismo
que en la parte de geometria permitia trocear una region en tridngulos sin que la cuenta cambiara, y
es el que estd detras de la formula x (S#S') = x(S) + x(S’) — 2 de la suma conexa.

Ejercicio 4.5. Un hexdgono que no da una superficie

Describir cémo son los entornos de cada punto en el espacio cociente obtenido a partir de
un hexdgono cuyas aristas del borde quedan identificadas segtin la sucesién aabba'b. A los
espacios triangulables en los que todo punto tiene un entorno de uno de esos tipos, aun no
siendo superficies, se les llama falsas superficies.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Cuenta cudntas veces aparece cada letra. En un modelo de superficie cada letra aparece exactamente dos
veces; aqui no.
2. Un punto interior de una arista tiene un entorno formado por tantos semidiscos pegados por su didmetro
como aristas se hayan identificado.

3. Para el vértice, identifica primero cudntos vértices distintos quedan. Después dibuja el enlace: el grafo
cuyos vértices son las direcciones de salida a lo largo de las aristas y cuyas aristas son los sectores del
hexdgono.

4. En un punto de superficie el enlace tiene que ser una circunferencia. Comprueba si lo es.

Resolucidén. La idea. Ser superficie es una propiedad local: se mira qué entorno tiene cada
punto. Los puntos del cociente son de tres clases — interiores, de arista y vértices —, y en
cada una se decide con el recurso del toro de la seccién 4.1: contar qué trozos del poligono
se juntan alrededor del punto y como se enlazan. Si cada letra apareciera dos veces saldria
siempre un disco; aqui no.

Lo primero: cada letra aparece tres veces. En la palabraaabba~! b la letra a aparece en las
posiciones primera, segunda y quinta, y la letra b en la tercera, cuarta y sexta. Eso ya descarta
que el cociente sea una superficie, y es lo que hay que cuantificar.

Se numeran los vértices del hexagono Py, ..., Ps y las aristas ¢; de P; a P;;1, con indices
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modulo 6, recorriendo el borde en un sentido fijo:

eo=4a, e1=a, e=b, es=Db, egs=a ", es=0D0.

interior: un disco

la palabra aabba~'b leida desde Py arista: tres hojas
(seccion transversal)

Que ¢4 lleve exponente —1 significa que, como arista de tipo a, se recorre de P5s a P, y no al
revés.

Tipo 1: puntos interiores del hexdgono. No se identifican con nada, luego tienen un
entorno homeomorfo a un disco abierto del plano. Son puntos de superficie.

Tipo 2: puntos interiores de una arista. Un punto interior de una arista de tipo a se
identifica con sendos puntos interiores de las otras dos aristas de tipo 4. Un entorno suyo en
el hexagono es un semidisco; al identificar, quedan tres semidiscos pegados por su didmetro
comin. Ese espacio — un «libro de tres hojas» — no es homeomorfo a un disco: su enlace
tiene dos vértices unidos por tres arcos, mientras que el enlace de un punto interior de
superficie es una circunferencia. En la linea comun se juntan tres hojas, en vez de las dos
mitades de un disco. Lo mismo ocurre con las aristas de tipo b.

Tipo 3: el vértice. Se calcula primero cuantos vértices distintos quedan.

La identificacion de las aristas de tipo a empareja sus origenes entre si y sus extremos entre
si. Los origenes de ey, e; y e4 son Py, P; y Ps; los extremos, Py, P> y Py. Luego

Py~ Py ~ D5, Py ~ P, ~ Py

La de tipo b empareja los origenes de e, e3 y e5, que son P», P3 y Ps, y sus extremos, P3, Py y
Po. Luego Pz ~ P3 ~ P5.

Juntando todo, los seis vértices caen en una sola clase. Con eso se puede ya contar la
caracteristica: V = 1 vértice, E = 2 aristas — las clasesa y b —y T = 1 cara, de modo que
x=1-24+1=0.

Para describir el entorno del vértice se dibuja su enlace, es decir, el grafo que se obtiene
tomando un arco pequefio en cada esquina del poligono y pegando sus extremos segtn las
identificaciones de los lados. Sus vértices son las direcciones distintas en que se puede salir a
lo largo de una arista, y sus aristas son los sectores del hexdgono que llegan al punto.

Las direcciones de salida son cuatro, porque cada clase de aristas aporta dos: el extremo
inicial y el final. Se les llama as, 4, bs, b.. Cada esquina P; del hexdgono es un sector limitado
por dos de esas direcciones, y mirando la lista de aristas se obtiene

PO: bg_as, Pl . ag_as, PZ: ae_bsl
P3: be_bs, P4: bg_ag, P5: as_bs.
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EXPLICATE. Comprueba dos de esas filas tii mismo. Por ejemplo, la esquina Py estd entre e3, que es una
b que termina ahi, y es, que como arista de tipo a también termina en Py por llevar exponente —1. De
ahi sale b, —a,.

El enlace es entonces un grafo con cuatro vértices y seis aristas en el que cada vértice
tiene grado tres: as aparece en Py, Py y Ps; a. en P, P> y Py; bs en P,, P3y Ps; y been Py, P3 y
P;. Cuatro vértices, cada uno unido a los otros tres: es el grafo completo Kj. El cruce de las
diagonales en el dibujo no es un vértice del grafo.

as p 1 e
by
P, P
0 P5 2
b. P3 b
enlace del vértice: enlace de un punto de superficie:
K4, grado tres una circunferencia

En un punto de superficie el enlace tiene que ser una circunferencia, porque el entorno es
un disco. Aqui es Ky, que no lo es — tiene vértices de grado tres y una circunferencia es un
grafo de grado dos —, luego el entorno del vértice es el cono sobre K; y el punto no es de
superficie.

Resumen. El cociente tiene exactamente tres tipos de puntos:

1. los interiores, con entorno un disco;

2. los de las dos aristas, con entorno tres semidiscos pegados por su didmetro;

3. el tinico vértice, con entorno el cono sobre el grafo completo de cuatro vértices.

Es, pues, una falsa superficie y no una superficie. u

QUE DEJA. El criterio local que decide si un cociente de un poligono es una superficie sin borde, y
que casi siempre se aplica sin nombrarlo: cada letra tiene que aparecer exactamente dos veces — si
aparece mas, los puntos de esa arista tienen entornos de «libro» — y el enlace del vértice tiene que
ser una sola circunferencia. Esa segunda condicién es la que se comprueba, aun sin decirlo, cuando
se verifica que al pegar las esquinas del poligono sale un entorno del plano; y el ejemplo del hexdgono
ensefia que puede fallar aunque la caracteristica salga un nimero perfectamente respetable. Para

superficies con borde se permiten lados libres y enlaces homeomorfos a un intervalo en los puntos del
borde.

Repaso del capitulo

REPASO INTERCALADO: CLASIFICACION I, PRIMERA RONDA

Enuncia el teorema de clasificacion con los dos cédigos, de tipo I y de tipo II.
Define suma conexa. ;Cudl es su elemento neutro y por qué?

¢Qué superficie es PR # T? Escribe la regla general.

Define superficie orientable y enuncia la caracterizacion por tipos.

¢Qué es un gorro cruzado? ;Y un asa?

Escribe x (M) y x(Ng).

AR L
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REPASO INTERCALADO: CLASIFICACION I, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

1. ¢Por qué la botella de Klein es N, y no un tipo nuevo?

2. El plano proyectivo con un agujero es una banda de Mobius. Explica por qué y para
qué sirve.

3. En la parte de geometria se afirmé que dos superficies regulares compactas y
conexas con la misma caracteristica son homeomorfas. Da el contraejemplo que este
capitulo proporciona y explica por qué no contradice aquello.

4. ;Cuantas superficies compactas, conexas y sin borde hay con x = 0? ;Y con x = 1?

5. Calcula la caracteristica de la palabra abca~'dc~! mediante y = V — E + 1, contando
las clases de vértices a mano. Aqui b y d son lados libres: ;cuédntas aristas quedan
en total?

6. Una superficie compacta orientable tiene curvatura integral —87. ;Cuéntas asas
tiene? Enlaza con el corolario del capitulo 1.
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CAPITULO 5

Teoria de homotopia

ANTES DE LEER

1. Un disco y un punto no son homeomorfos. Pero en cierto sentido son «casi lo
mismo». ;En qué sentido?

2. Dibuja un lazo sobre la superficie de una rosquilla que no se pueda encoger hasta
un punto sin salirse de ella. ;Cuédntos lazos esencialmente distintos hay?

3. Siaunlazo se le da la vuelta y después se recorre otra vez, ;qué sale? ;Suena eso a
alguna estructura algebraica conocida?

Las respuestas estdn en las secciones 5.1, 5.3 y 5.2.

LA IDEA: LA ESCALA DE FINURA CORRECTA

Distinguir espacios por homeomorfismo es dificil y a menudo innecesario. La topologia
algebraica introduce una escala mds gruesa, la homotopia, en la que dos espacios son
«el mismo» si uno se puede deformar de forma continua en el otro.

En esa escala, un disco es lo mismo que un punto, un cilindro es lo mismo que una
circunferencia, y R?Z menos un punto es lo mismo que una circunferencia. Se pierde
informacion, pero se gana algo decisivo: en esa escala si se pueden construir invariantes
calculables.

El invariante que se construye en este capitulo es el grupo fundamental, que mide
cuantos lazos esencialmente distintos tiene un espacio. Y como es un invariante de
homotopia, y todo homeomorfismo es una equivalencia de homotopia, sirve también
para distinguir por homeomorfismo: si dos espacios conexos por caminos tienen grupos
fundamentales no isomorfos, no son homeomorfos. Ese es el uso que se le dara en el resto
del libro.
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5.1 Homotopia

LA PREGUNTA: CUANDO DOS APLICACIONES SON «LA MISMA »

Dos aplicaciones continuas pueden ser distintas en todos los puntos y sin embargo
deformarse la una en la otra sin romper nada, como se deforma una taza en un donut.
Esa idea de deformacion estd detrds de todo lo que viene después, y tal como se acaba
de enunciar es demasiado vaga para trabajar con ella. ;Cémo se escribe con precision,
y qué relaciéon de equivalencia produce?

Definicién. Sean f, g : X — Y continuas y sea I = [0, 1]. Se dice que f y g son homotépicas,
y se escribe f ~ g, si existe H : X X I — Y continua con

H(x,0) = f(x),  H(x1) = g(x).

A H se le llama homotopia entre f y g. Si A C X, se dice que f y g son homotépicas
relativamente a A si ademds H(a,t) = f(a) = g(a) paratodoa € Ay todo t.

LA IDEA: LA HOMOTOPIA ES UNA PELICULA

La variable ¢ es el tiempo. Una homotopia entre f y g es una pelicula continua que
en el instante 0 muestra f y en el instante 1 muestra g, sin saltos. Y la continuidad se
exige conjuntamente en x y en t: no basta con que cada fotograma sea continuo.
Cuando la homotopia es relativa a A, hay puntos clavados: los de A no se mueven
durante toda la pelicula. Es lo que se necesitara para los lazos, donde el punto base
tiene que quedarse quieto.

Lema. Ser homotdpicas es una relacién de equivalencia, y también lo es serlo relativamente
a un conjunto.

La idea, en una linea: si la homotopia es una pelicula, reflexiva es la pelicula congelada, simétrica
es pasarla al revés y transitiva es pegar dos peliculas sequidas proyectando cada una al doble de
velocidad.

Reflexiva: f ~ f mediante H(x,t) = f(x).

Simétrica: si f ~ ¢ mediante H, entonces ¢ ~ f mediante H(x,t) = H(x,1 —t), que
cumple H(x,0) = g(x)y H(x,1) = f(x), y es continua por serlo composicién de
continuas.

Transitiva: si f ~ g por Fy g ~ h por G, entonces f ~ h por

F(x,2t)

Hi 1) = G(x,2t —1)

—_ NI
s S

Ni= O
IA A
IA A

Estd bien definida en t = 3 porque F(x,1) = g(x) = G(x,0), y es continua por el lema
del pegado, al estar definida por trozos sobre dos cerrados que cubren el dominio.

Lema. La relaciéon de homotopia es compatible con la composicién. Es decir:
1.sif,g: X —=Yyh:Y — Zsoncontinuasy f ~ g, entoncesho f ~hog;
2.sih:Z — Xy f,g: X — Y son continuas con f ~ g, entonces foh ~ goh;
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3.sif~gyh~h, entonces foh~gol

La idea, en una linea: si se proyecta una pelicula y se filma la pantalla con otra aplicacién
continua, o se filma antes de proyectar, en los dos casos sale otra pelicula.

Para (1), si H es una homotopia entre f y g, entonces ho Hlo esentre ho f y ho g. Para
(2), Ho (h x 1d) sirve. Y (3) se obtiene componiendo: foh ~ foh’ ~ goh’ y usando
la transitividad.

Definicién. Una aplicacién continua f : X — Y se dice equivalencia de homotopia si existe
g:Y — X continua con f o g ~ Idy y go f ~ Idx. Entonces X e Y se dicen homotépicamente
equivalentes o del mismo tipo de homotopia.

Todo homeomorfismo es una equivalencia de homotopia, con su inversa como g. El
reciproco es falso, y esa es justamente la utilidad del concepto.

Un caso a mano: el cilindro y la circunferencia. La introduccién del capitulo afirmaba que,
en esta escala, un cilindro es lo mismo que una circunferencia. Se comprueba con la definicién.
Sean X = S! x I, la inclusiéon de labase i : S' — X, i(z) = (z,0), y la proyeccién p : X — S1,
p(z,s) = z. Una de las dos composiciones es la identidad sin mas: p(i(z)) = p(z,0) = z.
La otra, i o p, aplasta el cilindro sobre su base, (z,5) — (z,0). No es la identidad, pero es
hométopa a ella mediante la pelicula que baja cada punto por su generatriz:

H((zs),t) = (z, (1 —1t)s).

Ent = 0eslaidentidad, ent = 1esio p, y no se sale del cilindro porque (1 — t)s sigue en I.
Asi que S x [y S! tienen el mismo tipo de homotopfa, y sin embargo no son homeomorfos:
al quitarle dos puntos, la circunferencia se parte en dos arcos y el cilindro sigue de una pieza.

Ejemplo. R"” y un punto {p} son homotdpicamente equivalentes. Sea ¢ : R" — {p} la
constantey f : {p} — R" dada por f(p) = 0. Entonces co f = Idp, y Idrs > f o c mediante
H(x,t) = (1—t)x.

La misma homotopia prueba que todo espacio vectorial normado es homotépicamente
equivalente a un punto.

La homotopia rectilinea. La férmula del ejemplo es un caso particular de una construcciéon
que se usara en todo el libro, siempre que el espacio de llegada sea convexo. Sea C C R”"
convexo, es decir, que contiene el segmento que une dos cualesquiera de sus puntos, y sean
f,g: X — C continuas. Entonces

H(x, t) = (1= 1) f(x) +£8(x)

es una homotopia entre f y g dentro de C. Se lee asi: cada punto f(x) viaja en linea recta, a
velocidad constante, hasta g(x). Hay tres cosas que comprobar, y cada una ocupa una linea. H
es continua, porque se obtiene sumando y multiplicando funciones continuas. H(x,0) = f(x)
y H(x,1) = g(x). Y H(x, t) € C, porque es un punto del segmento entre f(x) y g(x), que esta
en C por convexidad. Ademds, si f y g coinciden en los puntos de un conjunto A, entonces
H(a,t) = f(a) para todo t: la homotopia es relativa a A.
De ahi salen tres consecuencias que se usan constantemente:
= todo convexo es contrictil, tomando g constante; con C = R" y ¢ = 0 sale el ejemplo
anterior;
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= dos caminos de un convexo con los mismos extremos son equivalentes, porque coinciden
en {0,1} y la homotopia rectilinea es relativa a ese conjunto;

= en particular, en el cuadrado I x I, que es convexo, dos caminos cualesquiera con los
mismos extremos son equivalentes. Este hecho, tan modesto, es el nticleo de dos demostra-
ciones del capitulo: la de cémo acttia una homotopia sobre el grupo fundamental y la de
las clases libres de lazos de la circunferencia.

Dénde falla. Lo tinico que puede fallar es la convexidad, y falla justo en los espacios que

interesan. En R? \ {0}, el segmento que va de x a —x pasa por el origen en t = %, asi que

la férmula rectilinea entre la identidad y la aplicaciéon x — —x se sale del espacio. Las dos

aplicaciones si son hométopas, por la rotacién de dngulo 7tt: lo que falla es la férmula, no la

conclusién. Por eso, cada vez que se usa una férmula rectilinea fuera de un convexo hay que

comprobar que el segmento no toca lo que se ha quitado. Es lo que se hace mds abajo con la

retraccién radial.

Por qué se piden las dos composiciones. Con una sola no basta. Sean la inclusién i : S! —
R? y la aplicacién constante ¢ : R? — S! de valor (1,0). La composicién i o c : R? — R? es
constante, y la homotopia rectilinea la une con la identidad del plano. La otra, coi : st — st
es la constante de la circunferencia, y el capitulo siguiente probara que no es hométopa a Idgi:
si lo fuera, la circunferencia seria contractil y su grupo fundamental seria trivial, en vez de Z.
Sin la segunda condicién, la circunferencia y el plano «serian» del mismo tipo, y el plano no
tiene ningtin agujero. Cada composicion vigila un lado: g o f ~ Idx dice que ir a Y y volver
no pierde nada de X, y f o ¢ >~ Idy, que no se pierde nada de Y. Aqui, el viaje de ida y vuelta
S! — R? — S! aplasta la circunferencia en un punto y pierde su agujero.

Definicién. Un espacio X se dice contractil si es homotépicamente equivalente a un punto.

Ejemplo. El cono CX de cualquier espacio no vacio X es contrctil. Si [x, ] € CX es la clase
de (x,t), se define
H([x,t],s) =[x, (1 —s)t+5],

que cumple H([x,t],0) = [x,t] y H([x,t],1) = [x,1] = v, el vértice. Para comprobar la
continuidad, la férmula continua sobre X x I x I es constante en las fibras de g x Id;, donde
g: X x I = CX es la proyeccion. Este producto sigue siendo una identificacién porque I es
localmente compacto y Hausdorff; por la propiedad universal, H es continua.

Ejemplo. R?\ {0} es homotépicamente equivalente a S'. Sea i la inclusién y r(x) = x/|x|.
Entonces roi = Idg1 y Id ~ i o r mediante

H(x,t) = (1—t)x+tﬁ,

que nunca pasa por el origen porque los dos vectores son positivamente proporcionales.
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Figura 5.1: La retraccién radial lleva hacia la circunferencia tanto los puntos interiores como
los exteriores. Cada punto recorre un segmento de su propio rayo y nunca pasa por el origen;
los puntos de S! permanecen fijos (original, p. 31).

5.1.1 Retractos

Definiciéon. Si A C X, se dice que A es un retracto de X si existe r : X — A continua con
r(a) = aparatodoa € A, esdecir,roi =1Id4 coni: A — X la inclusién. Se dice retracto de
deformacidn si ademds i o r ~ Idy, y retracto de deformacién fuerte si esa homotopia puede
tomarse relativa a A.

LA IDEA: LOS TRES NIVELES, Y POR QUE IMPORTAN

Conviene tener clara la escala, porque los tres niveles se confunden con facilidad y

dicen cosas muy distintas.

= Retracto: existe una forma continua de aplastar X sobre A dejando A quieto. Eso no
garantiza que A y X tengan el mismo tipo de homotopia.

= Retracto de deformacién: ademds, ese aplastamiento es homot6pico a no hacer
nada. Entonces A y X tienen el mismo tipo de homotopia y, en particular, el mismo
grupo fundamental.

= Retracto de deformacién fuerte: ademads, durante todo el aplastamiento los puntos
de A no se mueven.

En la practica, casi todos los célculos de grupos fundamentales consisten en encontrar

un retracto de deformacion fuerte sencillo. Por eso es el concepto mas utilizado del

capitulo.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CONFORMARSE CON EL RETRACTO, SIN DEFORMACION

La alternativa. Quedarse con la primera de las tres nociones, el retracto a secas, y usarla para
comparar espacios. Es la méds débil y, por tanto, la que mds ejemplos admite.

Su ventaja. Se comprueba exhibiendo una sola aplicacién continua » que deje fijo A, sin
construir ninguna homotopfa.

Su limite. No garantiza la equivalencia de homotopia. Un punto cualquiera es retracto de
cualquier espacio no vacio, sin mas que tomar la aplicaciéon constante: si el retracto bastara
para comparar, todos los espacios serfan «iguales» a un punto y la teorfa no distinguiria nada.
Lo que hace falta es que el aplastamiento sea ademas homotopo a no hacer nada, y eso es
exactamente lo que afiade la condicién de deformacién: esta garantiza que A y X tengan grupos
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fundamentales isomorfos. El retracto a secas no sobra: es la nocién con la que se enuncia el
teorema de no retraccién del capitulo 6, donde lo interesante es precisamente que no exista
ninguno.

Ejemplo. S! es retracto de deformacion fuerte de R? \ {0}: la homotopia del ejemplo anterior
cumple H(a,t) = a para todoa € S'.

Cémo se comprueba un retracto de deformacién fuerte. La definiciéon habla de una ho-

motopia entre i o ¥ y Idx, y conviene desplegarla, porque en los problemas lo que se escribe

es una férmula H(x,t) y hay que saber qué comprobar sobre ella. Que A sea retracto de

deformacion fuerte de X equivale a dar una H : X x I — X continua que pase cuatro

controles:

1. H(x,0) = x para todo x € X: la pelicula empieza en la identidad;

2. H(x,1) € A para todo x € X: termina dentro de A, y entonces r(x) = H(x,1) es la
retraccion;

3. H(a,t) = a para todo a € Ay todo f: los puntos de A no se mueven. Si solo se pide
H(a,1) = a, que dice que r deja fijo A, se tiene un retracto de deformacion a secas;

4. H(x,t) € X para todo x y todo ¢t: 1a pelicula no se sale del espacio.

El cuarto control es el que se olvida, porque no estd escrito en ninguna parte: va dentro de

«H : X x 1 — X». Y es el que falla cuando X tiene agujeros. En el ejemplo, con H(x,t) =

(1 —t)x + tx/|x|, los cuatro se ven asi. (1) H(x,0) = x. (2) H(x,1) = x/|x| tiene norma 1. (3)

Sila| =1,H(a,t) = (1 —t)a+ta = a. (4) H(x,t) es x multiplicado por el ntimero positivo

(1 —t)+t/|x|, de modo que

|H(x,t)| = (1 —t)|x|+t >0,
y la pelicula nunca pasa por el origen. Es lo que hay que escribir en cada apartado del primer

problema del capitulo, con otra H.

Ejemplo. S' x {yo} es un retracto del toro S' x S! mediante (x,y) — (x,10), pero no es
retracto de deformacion. Se probard en el capitulo siguiente, cuando se disponga del grupo
fundamental: si lo fuera, habria un homomorfismo inyectivo Z x Z — Z, que no existe.

Ejemplo (Un retracto de deformacién que no es fuerte). Sea
X=(Ix{0Hu{otxI)u (U{%} x 1) CR?
n=1

el «peine con infinitas ptas». El punto p = (0, 1), en el extremo de la ptia del eje, es retracto de
deformacién de X mediante la homotopia que primero baja todos los puntos al eje horizontal,
después los recoge en el origen y por altimo los sube por el eje vertical hasta p.
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Pn+1Pn D3 D2 b1
pil”.il 0.‘. ® o

Figura 5.2: El peine y la sucesion p, — p. Para ir de p, a p dentro del peine hay que bajar
hasta la base y volver a subir; esa necesidad impide una contraccién que mantenga p fijo
(original, p. 32).

Pero no es retracto de deformacién fuerte. La razén, y merece la pena entenderla porque
es el contraejemplo estandar: la sucesién p, = (1/n,1) converge a p, y cualquier homotopia
que lleve p, hasta p tiene que bajar por su ptia hasta el eje horizontal, cruzar y volver a subir.
Si p tuviera que quedarse quieto, tomando limites se concluiria que p también esta en el eje
horizontal, lo cual es falso.

Con detalle: si existiera F relativa a {p}, cada F|{, . serfa un camino de p, a p, que por
conexion debe pasar por I x {0}; tomando t, con F(py,t,) € I x {0} y una subsucesion
convergente t, — to, la continuidad de F y la compacidad de I x {0} darfan p = F(p,to) €
I x {0}, contradiccién.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccion tiene respuesta: deformar una aplicacién en otra
es dar una homotopia, una pelicula continua en las dos variables a la vez, y ser hométopas es
una relacién de equivalencia que respeta la composiciéon. Con ella se construye una escala
maés gruesa que el homeomorfismo, la equivalencia de homotopia, en la que el cilindro, el
plano sin un punto y la circunferencia son lo mismo, y el plano, el cono y el punto también.
Y hay una manera practica de reconocerla, el retracto de deformacién, que se comprueba
con cuatro controles. Queda abierta la pregunta contraria, que es la importante: como se
demuestra que dos espacios 1o son equivalentes, por ejemplo que la circunferencia no es
contractil. Ninguna pelicula que se ensaye lo prueba; hace falta un invariante. La seccién
siguiente prepara su materia prima, los caminos y su producto.

5.2 Caminos y equivalencia de caminos

LA PREGUNTA: UN PRODUCTO QUE NO ES ASOCIATIVO

Una misma pieza musical tocada a dos tempos distintos es la misma pieza, aunque
como funciones del tiempo sean distintas. Se quiere fabricar un grupo con los lazos de
un espacio, y el candidato obvio a producto es recorrer primero uno y después el otro.
Pero ese producto no es asociativo: recorrer («a * ) * ¢ y recorrer a * (p * ) pasa por
los mismos puntos a velocidades distintas, y en general son aplicaciones distintas; y
por la misma razén el camino constante no es neutro. ;Hay manera de arreglarlo sin
renunciar al grupo, admitiendo que dos recorridos a distinto tempo son «el mismo»?
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Un camino entre x e y en X es una aplicacién continuaa : I — X cona(0) = xya(l) =y.
Se dice que « es un lazo si «(0) = a(1).

Definicién. Dados a, f: I — X con a(1) = B(0), se llama yuxtaposicién al camino
a(2t) 0<t

1
* = 7
(xB)() B2t—1) L<t<1.

IN
IN

IN

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: HACER ASOCIATIVA LA YUXTAPOSICION CAMBIANDO LOS CAMINOS

La alternativa. El estorbo es que la yuxtaposicion obliga a recorrer cada mitad al doble de
velocidad, y por eso (a * B) %y y a * (B * ) no coinciden. Se arregla permitiendo que los
caminos tengan dominios de longitud variable, « : [0,7] — X, y definiendo la yuxtaposicién
por concatenacion sin reescalar: asi el producto es asociativo de manera exacta, no solo salvo
homotopia.

Su ventaja. El conjunto de lazos seria ya un monoide asociativo antes de pasar al cociente:
la asociatividad y el neutro (el camino de duracién cero) serian exactos. El inverso seguiria
requiriendo pasar a clases de homotopia: recorrer un camino y volver por él no es literalmente
quedarse quieto.

Qué la hunde aqui. Que obliga a rehacer las definiciones de camino y de homotopia de caminos
con dominios variables, y se pierde la comodidad de trabajar siempre en I = [0, 1], que es
lo que permite escribir homotopias explicitas por férmulas sobre el cuadrado I x I, como se
hace una y otra vez en los problemas. Y al final no se gana nada: el grupo que resulta es el
mismo, porque reparametrizar un camino lo deja en su misma clase. La construccién se usa en
contextos donde la asociatividad exacta importa por s misma; en un primer curso, el precio no
compensa.

Definicién. Dos caminos con los mismos extremos se dicen equivalentes, y se escribe « ~ B,
si son homotoépicos relativamente a {0,1}; es decir, si existe H : I x I — X continua con
H(t,0) = «a(t), H(t,1) = B(t), H(0,s) = xo y H(1,s) = x1 para todo s.

LA IDEA: POR QUE HAY QUE CLAVAR LOS EXTREMOS

Sino se exigiera que la homotopia sea relativa a {0,1}, todos los caminos de un espacio
conexo por caminos serian equivalentes y el concepto no distinguiria nada: bastaria
deslizar un extremo hasta el otro.

Clavando los extremos, lo que se mide es qué obstdculos hay en el espacio entre un camino
y otro. Dos caminos con los mismos extremos en el plano son siempre equivalentes; en
el plano menos un punto, no lo son si pasan por lados distintos del agujero. Ahi es
donde aparece la informacion.

Lema. La yuxtaposicion es compatible con la equivalencia de caminos: si a ~ o yB~ B’ y
los extremos permiten yuxtaponerlos, entonces a *  ~ a’ x f.

La idea, en una linea: se deforman los dos tramos a la vez, cada uno con su propia pelicula, y
las dos peliculas encajan en el empalme porque ahi los extremos estdn clavados.
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Si H es la homotopia entre « y &’ y G la de B y p/, ambas relativas a {0,1}, se define

VAN
—_ NI
N

H(2t,s) 0<t
F(t,s) = c .
2

(2t —1,s) t

VAN
IA

que estd bien definida en t = 1 porque H(1,s) = y = G(0,s), y cumple F(t,0) =
(ax B)(t), F(t,1) = («' x p')(t), F(0,s) = x y F(1,s) = z. Es continua por el lema del
pegado en los dos rectdngulos cerrados.

LA IDEA: CAMBIAR EL HORARIO Y DESHACER EL RECORRIDO

Antes de mirar las férmulas conviene tener la imagen, porque la imagen hace las tres

homotopias evidentes y sin ella parecen tres artificios.

Un camino es dos cosas a la vez: un trazado y un horario. El trazado es por dénde se

pasa; el horario es en qué instante se esta en cada sitio. La equivalencia de caminos

no distingue horarios: se puede ir mds deprisa por un tramo y mds despacio por otro,

y el camino sigue siendo el mismo salvo equivalencia, porque cambiar el horario es

deformar continuamente el camino sin mover los extremos.

Con eso, las tres propiedades dejan de necesitar demostracion para creerse:

= La asociatividad falla como igualdad estricta solo por el horario: los dos caminos
recorren &, By 7y en el mismo orden y por el mismo sitio, y inicamente discrepan
en cuanto tiempo dedican a cada tramo. Uno reparte %, %, % y el otro %, %, %.

= El neutro es quedarse parado un rato al principio. Un rato de estar parado no afiade
trazado; basta ir acortandolo hasta que dure cero.

= Elinverso es ir y volver por el mismo sitio. Basta ir cada vez menos lejos antes de
darse la vuelta, hasta no salir.

En la asociatividad y el neutro solo cambia el horario. En el inverso cambia también el

trazado: se recorre un tramo cada vez mads corto, de ida y de vuelta.

La intuicién falsa. Uno lee «el grupo fundamental es un grupo» y espera que la
yuxtaposicion sea asociativa sin mas, como lo es componer funciones. No lo es: (« *
B) * vy a* (B * ) son en general caminos distintos como funciones, y un camino no
tiene inverso de verdad, porque ir y volver no es lo mismo que no haberse movido.
El grupo no existe en los caminos: existe en sus clases. Pasar al cociente no es un
tecnicismo previo, es lo tinico que hace que haya grupo.

Proposicién. La yuxtaposicion verifica, salvo equivalencia de caminos:

1. asociatividad: (a * B) * v ~ a* (B *);

2. elemento neutro: si ¢, es el camino constante x, entonces ¢, x & ~ & ~ & * Cy;

3. elemento inverso: si &(f) = a(1 —t) es el camino opuesto, entonces a * & ~ cy y & * & ~ Cy.

Escribimos las tres homotopias: las dos primeras cambian el horario y la tercera acorta
la ida y vuelta.

Paso 1: asociatividad, deslizando los cortes (el niicleo de la prueba). Es la tnica de las
tres cuya férmula no se explica sola, y es la que hay que entender: los dos caminos son
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nos

el mismo trazado con dos horarios, y la homotopia no es mas que interpolar entre los
dos horarios. Los dos caminos recorren «, 8 y 'y en el mismo orden, pero repartiendo
el tiempo de forma distinta: uno usa los cortes 1,  y el otro 1, 2. La homotopia desliza
los cortes:

#(s1) o<t
F(tys) = (B4t —(s+1) = <t<=,
P52 =cicl
Cémo se lee. Para cada s fijo, F(+,s) es un camino que recorre « en el intervalo [0, <], B
en [5H, 2] y  en el resto. Las tres férmulas salen de una sola regla, que conviene

tener porque permite escribir cualquier homotopia de este tipo sin tanteos: recorrer
un camino o a velocidad constante durante el intervalo [a,b] es evaluar o(;=2), porque
ese cociente vale 0 en t =a,valelent = by crece linealmente entre medias. Con

[a,b] = [ st sale S+1,con [, 2] que mide 4,sale 4t — (s +1); y con [££2,1], que
mide ;% sale 4-5-2 Ens = 0los cortes estdn en 1 y 1, que son los de (a * ﬁ) * 'y, en

s = 1, enty?, que son los de & x (B * y); y a mitad de pelicula, ens = 1, en 8 y 8. Los

cortes se deslizan en linea recta, como muestra la figura.

ax (Bxy) «
1 3
2 1
s Q B Y x
X
1 1 1
i 2 2
(axp)*y S

El cuadrado I x I de la pelicula: el tiempo ¢ del camino en horizontal y el tiempo s de la pelicula en
Vertical Ala izquierda la asociatividad: en cada franja se recorre un camino entero, y los cortes pasan de
4, 5 (aba}o) a 2, i 3 (arriba). A la derecha, el neutro: la espera en x ocupa la franja izquierda y se acorta

hasta desaparecer.

Paso 2: neutro, acortando la espera. Para c, * & ~ « basta ir acortando el tramo

constante:
x 0<t< L

o(¥37) P <t<

F(t,s) =

Es la misma regla: la espera dura 15 y a ocupa el resto, [15%,1], de donde sale el

2t+s—1 _ . . . o
S En s = 0 se espera medio tiempo, que es cy * &; en s = 1 la espera

dura cero y queda «.

argumento
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Paso 3: inverso, llegando cada vez menos lejos. La homotopia

a(2t(1—s))
a(2-2t)1-s)) 3

va recorriendo cada vez menos camino antes de darse la vuelta, hasta quedarse en el
punto de partida.
En las tres férmulas, las piezas son continuas sobre cerrados que cubren I? y coinciden

o
IA

t

VAN
—_ Nl
S

F(t,s) =
t

IN
IN

en los empalmes; los denominadores son positivos. El lema del pegado da la conti-
nuidad conjunta. Al sustituir s = 0, 1 aparecen los caminos anunciados, y al sustituir
t = 0,1 se comprueba que los extremos permanecen fijos.

Faltan los dos casos simétricos, y lo que cambia en ellos es poco. Para a x ¢, ~ « la
espera va al final: a ocupa [0, 11*] y el resto del tiempo se estd parado en y, de modo

que la regla da

#(m) 0=t< 5

y <l

o

F(t,s) =

Y & * « ~ ¢, no necesita formula nueva: es el paso 3 aplicado al camino &, que sale de
Y, porque el opuesto de & es «.

Lo que hay que llevarse. Las tres homotopias son peliculas sobre el cuadrado I x I, con el
tiempo del camino en horizontal y el de la pelicula en vertical. La asociatividad y el neutro
solo cambian el horario: se marcan los cortes de abajo y los de arriba, se unen con segmentos,
y en cada franja se recorre el camino que toca con la regla o (l";;_”a‘) El inverso cambia el
trazado: en el instante s se llega hasta (1 — s) y se vuelve. La continuidad sale siempre del
lema del pegado, y los extremos fijos, de sustituir t =0y t = 1.

Qué se ha ganado. El producto de caminos no era asociativo, ni tenfa neutro ni inversos; pero
todo eso se cumple salvo equivalencia, y la equivalencia es compatible con la yuxtaposicién. Al
pasar a clases, las tres propiedades se vuelven igualdades, que es lo que pedia la pregunta
de la seccion. Queda una tltima restricciéon: dos caminos solo se pueden yuxtaponer si el
primero acaba donde empieza el segundo. Quedarse con los lazos de un mismo punto, que
se pueden yuxtaponer todos con todos, es lo que da un grupo, y es la seccién siguiente.

5.3 Grupo fundamental

LA PREGUNTA: CONTAR AGUJEROS CON LAZOS

Un lazo que rodea un agujero no se puede encoger hasta un punto sin salirse del
espacio, y uno que no rodea nada si. Parece entonces que contando cudntas clases de
lazos hay se contarian los agujeros. ;Es tan sencillo, y por qué lo que sale de contarlas
no es un nimero sino un grupo, que ademds puede no ser conmutativo?

Sea )(X, xp) el conjunto de lazos en x, es decir, {« : I — X continua; «(0) = a(1) = xp}.
Se define el conjunto cociente

7T1(X,x0) = Q(X,xo)/fv
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5.3. Grupo fundamental

por la relacion de equivalencia de caminos, con el producto de clases [«][a'] = [a * a'], que
estd bien definido por el lema de compatibilidad.

Proposicién. 711(X, xg) es un grupo.

La idea, en una linea: la proposicion anterior ya dio los tres axiomas de grupo «salvo equivalen-
cia», y pasar al cociente por esa equivalencia es exactamente quitarle el «salvo».

Es la traduccién directa de la proposicion anterior: la asociatividad da la asociatividad
del producto, el camino constante [cy,] es el neutro y [#] es el inverso de [«].

Definicién. A 711(X, xo) se le llama grupo fundamental de X en xy.
EL CAMINO QUE NO SE TOMO: PRESCINDIR DEL PUNTO BASE

La alternativa. Molesta tener que arrastrar un punto base x( y demostrar después que cambiarlo
no altera el grupo. Lo natural parece considerar todos los lazos del espacio, sin exigir que
empiecen en ningun sitio concreto, y tomar sus clases de homotopia libre.

Su ventaja. El objeto que resulta es un invariante del espacio sin ninguna eleccién arbitraria de
por medio, y no hay que probar ningtin teorema de cambio de base.

Qué la hunde. Que se queda sin producto. Para multiplicar dos lazos hay que recorrer uno
y después el otro, y eso exige que el segundo empiece donde termina el primero: dos lazos
cualesquiera del espacio no se pueden yuxtaponer. Lo que queda es un conjunto sin operacion,
y con conjuntos pelados se distinguen muy pocos espacios. El punto base es el precio que se
paga por tener un grupo, y la subseccién siguiente demuestra que ese precio es pequefio. Y el
objeto sin base tampoco se tira: si X es conexo por caminos, resulta ser el conjunto de clases
de conjugacion de 71 (X, xg), que es justo lo que hace falta cuando se clasifican aplicaciones de
la circunferencia en un espacio.

Proposicion. Sea f : X — Y continua. Entonces f induce un homomorfismo de grupos

ferm(X,x) = m(Y, f(x)),  fia] =[foa]

La idea, en una linea: una aplicacion continua transporta peliculas a peliculas, asi que respeta
tanto la equivalencia de caminos como la yuxtaposicion, que es lo tinico que hay que comprobar.
Bien definido: 1a relacion de homotopia relativa a {0,1} es compatible con la composi-
cion, luego & ~ o’ implica fa ~ fo'.

Homomorfismo: la yuxtaposicién también es compatible con la composicién, de donde

fol(axa’) = (fa)x(fa')y por tanto f.([a][a]) = fila] fla'].
Proposicién. Se cumplen (go f). = g.f« y Ids = Id.

Son dos igualdades de una linea, que se comprueban sobre un lazo cualquiera « en xo:

(80 f)«[a] = [go foa] = g[f oa] = gu(fi[#]), yTdi[a] = [Id 0 a] = [a].
Corolario. Si f : X — Y es homeomorfismo, entonces f, es isomorfismo.

La idea, en una linea: el paso a f. respeta composiciones e identidades, luego convierte inversas
en inversas.
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Aplicando lo anteriora fy f !,

feo(f Ve=(fof NHe=1d, (fVuofu=1d,

luego f. es biyectivo con inversa (f~1),.

LA IDEA: EL MECANISMO QUE SE VA A USAR CIEN VECES

Esta consecuencia es la que convierte el grupo fundamental en una herramienta y
conviene tenerla en la forma en que se usa, que es la contrarreciproca:

Si X e Y son conexos por caminos y 11(X, xo) y 711(Y, yo) no son isomorfos, entonces X e Y
no son homeomorfos.

Y hay una version refinada, la que resuelve los problemas de retractos: si A es retracto
de X, entonces r o i = Id 4 implica r, o i, = Id, de donde i, es inyectivo. Asi que basta
encontrar un obstdculo algebraico a la inyectividad para probar que no hay retraccién.

5.3.1 Cambio de punto base

Proposiciéon. Sea y : I — X un camino entre xp y x1. Entonces existe un isomorfismo

Yiom(Xox) = m(X,x0),  ys([a]) = [(v+a) * ]

Ademds, si -y es equivalente a 9/, entonces y; = 'yé.
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LA IDEA: IR, DAR LA VUELTA Y VOLVER POR DONDE SE VINO

La imagen que predice el enunciado es la de un excursionista que vive en xg y quiere
hacer un lazo que estd en x;. Lo tinico que puede hacer es ir hasta x; por un camino 7,
dar alli la vuelta que queria dar, y volver a casa deshaciendo exactamente el camino de
ida. El resultado es un lazo en xq. Recuperamos la clase original aplicando el cambio
de base por 7; esa reversibilidad es lo que da el isomorfismo. No se pueden cancelar
directamente 7 y 7 a través del lazo intermedio.

Eso es todo el enunciado, y explica de paso por qué la férmula tiene esa forma de
bocadillo, ¢ * a * : es la conjugacién de siempre, la misma que en teoria de grupos,
y por la misma razén. Cambiar de punto base es cambiar de sistema de referencia, y
para cambiar de referencia se va, se acttia y se vuelve.

La intuicién falsa, y es importante porque se usa mal. De este resultado se concluye,
con razén, que en un espacio conexo por caminos el grupo fundamental no depende
del punto base; y de ahi se salta, sin razén, a que se puede olvidar el punto base por
completo. El grupo es el mismo salvo isomorfismo, pero el isomorfismo depende del
camino elegido. Dos caminos no equivalentes pueden dar identificaciones distintas, y
por eso «el» lazo que representa a un generador concreto no estd bien definido sin
decir por dénde se ha ido. La coletilla desaparece solo cuando el grupo es abeliano.



5.3. Grupo fundamental

Paso 1: esta bien definido. Si « ~ &, entonces v xa * ¥ ~ v xa’ % ¥, por el lema de
compatibilidad de la yuxtaposicién, aplicado dos veces con 7y y ¥ fijos (cada camino
es equivalente a si mismo). Los paréntesis no importan: por la asociatividad salvo
equivalencia, (7 % a) *§y ~ v * (& % 7), y por eso en lo que sigue se escribe sin ellos.

Paso 2: es homomorfismo, y aqui esta el mecanismo (el niicleo de la prueba). Todo
se apoya en una sola cancelacién: al poner dos lazos conjugados uno detrds de otro,
en el medio queda un ¥ * 7, que es ir y volver, y eso se borra. En una frase: el viaje
de vuelta de la primera y el de ida de la segunda se anulan, y lo que queda es la
conjugacién del producto. Usando 4 * 7 ~ cy,,

T(WlW]) = [y s Ty sa s 7] = [(yxas D) « (1 8 £ D) = %[0l 7).

~C

Paso 3: es isomorfismo. Se comprueba que ; es su inversa, cancelando de la misma
forma: deshacer el viaje es hacerlo al revés. Como ¥ va de x; a xg y su opuesto es v, se
tiene 7;[B] = [¥ * B * 7] para cada lazo B en xg, y

Ve (vela]) = [y *asxgrqy] = [er *axcy] = [a].

Con los papeles de 7 y ¥ cambiados sale 4 (7:[B]) = [B].

Paso 4: no depende del representante de . Si v ~ 9/, también ¥ ~ ¥/, porque
basta pasar al revés el tiempo del camino en la homotopia, H(1 — t,s). El lema de
compatibilidad da entonces y x & x ¥ ~ 9 * a * 4’ para cada «, es decir, 7; = 'yé.

Lo que hay que llevarse. Cambiar de punto base es conjugar por un camino: ir por v, dar la
vuelta y volver por . Todo sale de una sola cancelacion, 4 * y ~ cy,: puesta entre dos lazos
conjugados da el homomorfismo, y aplicada a los dos lados da la inversa ;. Lo que no hay
es independencia del camino: el isomorfismo solo depende de la clase de 7, y dos caminos
no equivalentes pueden dar isomorfismos distintos.

Observacién (Consecuencia préctica). En un espacio conexo por caminos, el grupo funda-
mental no depende del punto base salvo isomorfismo, y por eso se escribe simplemente
s (X ) .

Cuidado, sin embargo: el isomorfismo depende del camino elegido, y caminos no equiva-
lentes pueden dar isomorfismos distintos. Solo cuando 711 (X) es abeliano el isomorfismo es
independiente del camino; ese es el contenido del concepto de espacio 1-simple, que aparece
entre los problemas de este capitulo.

Proposiciéon. Sea H : X x I — Y una homotopia entre f,g : X — Y. Dado xp € X, sea
v(t) = H(xo,t), camino de f(xo) a g(xo). Entonces el diagrama formado por f., g. y 74 es
conmutativo:

fe=r08s  mi:m(Y,8(x0)) — m(Y, f(x0)).
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LA IDEA: LA PELICULA ARRASTRA EL PUNTO BASE

Si la homotopia H dejara quieto xp, cada lazo f o a se deformaria en g o a sin mover el
punto base, y se tendria f. = g, sin méas. En general no es asi: durante la pelicula el
punto xg se transforma en H(xo, t), que recorre el camino 7 desde f(xp) hasta g(xo).
Los lazos f o a y g o a viven en puntos base distintos, y por tanto en grupos distintos,
y no se pueden comparar directamente. El enunciado dice que se comparan en cuanto
se trae g o w de vuelta a f(xp) por el camino que ha seguido el punto base: ir por -y, dar
la vuelta g o a y volver. Es el cambio de base de la subsecciéon anterior, con el camino
que la propia pelicula ha dibujado.

Y todo se reduce a un hecho del cuadrado: el lazo y la pelicula forman juntos una
aplicacion del cuadrado I x I, y en un cuadrado da igual por qué borde se vaya de
una esquina a otra.

Paso 1: el cuadrado y sus cuatro lados. Para un lazo a« en xp, miramos el cuadra-
do G(t,s) = H(a(t),s), que es continuo por ser composiciéon de continuas. Abajo,
G(t,0) = f(a(t)); arriba, G(t,1) = g(a(t)); y a los lados, como «(0) = a(1) = xo,
G(0,s) = G(1,s) = H(xo,s) = 7(s). Es decir, sus lados tienen las imdgenes indicadas:

gow

Y G(t,s) Y

fou

Paso 2: en el cuadrado da igual por qué borde se vaya (el niicleo de la prueba). En el
cuadrado, el lado inferior y el recorrido que sube por la izquierda, cruza por arriba y
baja por la derecha son homotépicos con extremos fijos (por la homotopia rectilinea de
la seccién 5.1, porque el cuadrado es convexo y los dos caminos van de (0,0) a (1,0)).

Paso 3: se lleva a Y. Componiendo con G, una equivalencia de caminos en el cuadrado
se convierte en una equivalencia en Y. La imagen del lado inferior es f o a, y la del
otro recorrido es 7y, después g o w y después y al revés. Obtenemos

foar~yx(goa)xy,

que es precisamente f,[a] = 7;(g+[a]).

Lo que hay que llevarse. El lazo « y la pelicula H forman una aplicacién del cuadrado,
G(t,s) = H(«a(t),s), cuyos lados son f o a abajo, g o « arriba y la traza y del punto base a
los dos lados. En el cuadrado, ir por abajo o dar la vuelta por arriba es lo mismo, y eso da
foa ~ yx(goa)x7.Sila homotopia deja quieto xp, el camino 7 es constante y queda
f« = gu: dos aplicaciones hométopas relativamente al punto base inducen el mismo homomorfismo.

Corolario. Si f : X — Y es una equivalencia de homotopia, entonces f, : m1(X,x9) —
(Y, f(x0)) es un isomorfismo.
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La idea, en una linea: aqui las composiciones no dan la identidad sino un cambio de punto
base, y como un cambio de punto base ya se sabe que es isomorfismo, sirve igual de bien para
concluir.

Sea ¢ una inversa homotépica de f. Para no confundir grupos con distinto punto base,
escribimos f, , para el homomorfismo inducido con base x € X.

Paso 1: g, o f, no es la identidad, sino un cambio de base. Sea K una homotopia de
go faldxy, paracada x, sea 6(t) = K(x,t) el camino que recorre x durante ella, de
g(f(x)) a x. La proposicion anterior, aplicada a K, da (g o f)«x = 03 o (Idx)«x = J;. Es
decir, la composiciéon

S f(x) © frx 1 (X, x) — m(X, g(f(x)))

es un cambio de base y, por tanto, un isomorfismo. En particular, f, . es inyectivo para
todo x, porque si una composicién es inyectiva, lo es la primera aplicacién que actta.

Paso 2: 1o mismo por el otro lado. Con los papeles de f y g cambiados, la homotopia
fog ~Idy hace de f, 4, © gy un cambio de base en Y, y por la misma razén g, es
inyectivo para todo y.

Paso 3: 1a sobreyectividad, con la inyectividad de g. (el niicleo de la prueba). Falta la
sobreyectividad de f. . Dado b € m1(Y, f(x)), la sobreyectividad de la composicion
anterior proporciona a € 71 (X, x) con

8x,f(x) (f*,x(bl)) = g*,f(x)(b)'

Como g, ¢(») es inyectivo, f.x(a) = b. Luego f. . es biyectivo, en particular para
X = Xq.

Lo que hay que llevarse. La tentacion es escribir g, o f, = (g0 f)« = Id. = 1d, y el segundo
paso es falso: g o f solo es hométopa a la identidad, la homotopia mueve el punto base y lo
que resulta es un cambio de base, que es isomorfismo pero no la identidad. Con eso basta:
de que g. f. sea biyectiva sale f, inyectiva; del otro lado, g, inyectiva; y las dos cosas juntas
dan f, sobreyectiva. Respecto al caso del homeomorfismo, lo tinico nuevo es la proposicién
anterior.

Corolario. Si A C X es retracto de deformacion fuerte de X y xg € A, la inclusién induce un
isomorfismo i : 711(A, x0) — 71(X, x0). En particular, los lazos que representan generadores
de 711 (A, x0) representan también generadores de 71 (X, xp).

La inclusién es una equivalencia de homotopia con r como inversa, porque r o i = Id4
eior ~ Idyx. El corolario anterior da que i, es isomorfismo, y como i, lleva la clase de
cada lazo de A a la clase del mismo lazo visto en X, los generadores van a generadores.
Para esto basta un retracto de deformacién; lo que afiade «fuerte» es que la homotopia
deja quieto xp, de modo que el isomorfismo inverso es directamente 7., sin cambio
debase: r, 0i, = (roi), =Idei,or, = (ior), = Id, esta tltima por la proposiciéon
anterior con y constante.

Corolario. Si X es contréctil, entonces 711 (X, x) = {1}.
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Si X es contréctil, la aplicacién constante X — {p} es una equivalencia de homotopia,
y el corolario de las equivalencias da 711 (X, x9) = 71 ({p}, p). En un punto hay un solo
lazo, el constante, asi que ese grupo es trivial.

Qué da cada nivel en el grupo fundamental. Con estos corolarios, los tres niveles de
retracto de la seccién 5.1 se traducen en tres afirmaciones algebraicas sobre la inclusién
i: A — Xylaretracciéonr, con xp € A:

SiAes... entonces. .. porque. ..

retracto i, inyectivo y r, sobreyectivo r,o0i, =1d

retracto de deformacién i, isomorfismo i es una equivalencia
...fuerte y su inverso es 7. la homotopia fija xo

La tabla se usa del revés, para probar que algo no ocurre. Si i, no puede ser inyectivo, A no es
retracto de X; si no puede ser biyectivo, o si los dos grupos no son isomorfos, A no es retracto
de deformacion.

El toro, con los niimeros puestos. Sea A = St x {yo} dentro del toro X = St x St con
la retraccion r(x,y) = (x,yo). Anticipando 711(S') = Z del capitulo siguiente, y con la
proposicién del producto de més abajo, 711 (X) = Z x Z, y los homomorfismos son i, (n) =
(n,0) y r«(m,n) = m.Se comprueba la primera fila: 7. (i.(n)) = n, e i, es inyectivo. Pero no es
sobreyectivo, porque (0, 1), la clase de la otra circunferencia {xp} x S!, no est4 en su imagen.
Asi que A es retracto y no es retracto de deformacién. Y la misma tabla, con la circunferencia
dentro del disco, donde i, : Z — {1} no puede ser inyectivo, dice que la circunferencia no es
retracto del disco: es el teorema de no retraccién del capitulo siguiente.

Definicién. Si X es conexo por caminos y 711 (X, xo) = {1}, se dice que X es simplemente
conexo.

Proposicién. Para espacios cualesquiera,

7'C1(X X Y, (XO,y())) = 7T1(X,X0) X 7T1(Y,y0).

La idea, en una linea: un lazo en un producto no es mds que un par de lazos recorridos a la vez,
y una homotopia en el producto, un par de homotopias simultdneas; el isomorfismo consiste en
mirar cada componente por separado.

Sean py, p las proyecciones y

P m (X XY, (x0,90)) = m(X,x0) x m(Y,y0),  ¢la] = ([p1a], [p2a]),

que es homomorfismo por serlo cada p;..
Sobreyectiva: dados lazos een X yy en 'Y, el par (¢,77)(t) = (e(t), n(t)) es un lazo en el

producto con [(e, )] = (], [1])-
Inyectiva: si P[] = P[B], hay homotopias F y G entre las proyecciones, y H(t,s) =
(F(t,s),G(t,s)) es una homotopia entre a y B, continua para la topologia producto.

Ejemplo. Anticipando el calculo 711(S!) = Z del capitulo siguiente, la proposicién da de
inmediato el grupo fundamental del toro:

m(Stx sy =z xz.
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Los dos generadores son los dos lazos canénicos, el meridiano y el paralelo.
EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CONTAR AGUJEROS CON GRUPOS ABELIANOS

La alternativa. En lugar de lazos, contar los agujeros de un espacio con los llamados grupos
de homologia, que se construyen a partir de una triangulacién viendo qué combinaciones de
aristas cierran un ciclo y cudles de esos ciclos son el borde de un trozo de superficie.

Su ventaja. Es enorme y conviene reconocerla, porque explica por qué la homologia es tan ttil
en topologia algebraica. Los grupos de homologia son abelianos y, para un complejo finito, se
calculan mediante matrices enteras por un procedimiento que termina. Existen en todas las
dimensiones; el grupo fundamental se construye con lazos y sus homotopias, y puede ser no
conmutativo y dificil de identificar.

Qué la hunde como tinica herramienta. Que ve menos. El grupo fundamental determina la
homologia de dimensién uno en espacios conexos por caminos — es su abelianizado, cosa
que este libro usa explicitamente en el capitulo 8 —, pero no al revés: al abelianizar se tira
informacién. Para superficies compactas, conexas y sin borde la pérdida no importa, porque
la homologia basta para clasificarlas; en dimensién tres, en cambio, existen espacios con
exactamente los mismos grupos de homologia que la esfera y que no son homeomorfos a ella,
y el grupo fundamental permite distinguirlos. La homologfa no esta en este temario, pero
conviene saber que existe y qué relaciéon guarda con lo que si esta.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccién tiene respuesta. Contar clases de lazos no
da un namero sino un grupo, porque los lazos de un punto se multiplican recorriéndolos
seguidos; y el grupo puede no ser conmutativo, porque recorrer « y después p no tiene por
qué equivaler a hacerlo al revés. En un espacio conexo por caminos ese grupo no depende del
punto base salvo isomorfismo, las aplicaciones continuas lo transportan y es un invariante del
tipo de homotopia: dos espacios con grupos fundamentales no isomorfos no son equivalentes,
y menos atn homeomorfos. Queda por hacer lo que justifica todo, que es calcular uno
que tenga mas de un elemento. Hasta aqui, cada grupo que ha salido se reduce al neutro
(convexos, contréctiles) o se ha dejado para el capitulo siguiente, que calcula 711 (S!) X Z y,
con él, el del toro, el de R? \ {0} y los de la tabla de retractos que viene a continuacién.

5.4 Problemas de las relaciones

Ejercicio 5.1. Retractos de deformacién que hay que tener catalogados

Probar que S"~! es retracto de deformacién de R" \ {0}. Encontrar retractos de deformacién
compactos de los siguientes espacios:

R\ {p1,..., p};

S! x S! menos un punto, es decir, el toro menos un punto;

R3 menos el eje OZ, y R\ (S! v S!), con el ocho habitual contenido en el plano z = 0;
la banda de Mdbius, y la banda de Mébius menos un punto;

R3\ (OZUSY);

el complementario de un disco en el plano proyectivo;

el complementario en R® de dos rectas paralelas.

Nl =

Resolucién. La idea. Todos los apartados se hacen con el mismo movimiento: se empuja cada
punto a lo largo de un rayo o de un segmento hasta un subespacio mas pequefio, cuidando
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de que la pelicula no pase nunca por lo que se ha quitado, que es el cuarto control de la
seccién 5.1. Lo que queda suele ser un grafo, una superficie o una circunferencia, y de ahi se
lee el tipo de homotopia. Conviene no mezclar dos cosas: el retracto de deformacién es un
subespacio concreto de X, con todos sus arcos si es un grafo; el tipo de homotopia es la clase
de los espacios equivalentes a él, y se describe con un modelo mads sencillo que no tiene por
qué estar dentro de X.

El caso base. S" ! es retracto de deformacién fuerte de R” \ {0} mediante r(x) = x/|x|y
H(x,t) = (1 —t)x +tx/|x|, que nunca se anula porque los dos sumandos son positivamente
proporcionales.

1. El plano menos k puntos distintos. Un retracto compacto facil de construir es un disco
grande con k discos abiertos pequefnios quitados. Se eligen los discos pequetios disjuntos,
centrados en los p; y contenidos en el grande. Primero se recoge radialmente el exterior del
disco grande sobre su borde; después, cada disco pequefio sin su centro se recoge sobre su
circunferencia. Estas deformaciones fijan los bordes, asi que se pegan con la identidad.

Ese disco con agujeros se puede deformar a un grafo formado por k circunferencias
conectadas mediante un drbol de arcos. Al contraer el arbol se obtiene el tipo de homotopia
Stv ...V Sl Conviene distinguir el grafo dibujado (con sus arcos de unién) de la unién
puntual que describe su tipo de homotopia.

2. El toro menos un punto se retrae a S! V S!. Se ve mejor en el modelo cuadrado: una
traslacion del toro permite situar el punto quitado en el interior del cuadrado; el cuadrado
agujereado se retrae sobre su borde, y el borde del cuadrado, tras las identificaciones aba~ b1,
es exactamente una unién puntual de dos circunferencias.

3. R® menos el eje OZ se retrae a S': se aplasta primero sobre el plano z = 0 y después
radialmente.

Para el complementario del ocho plano K = S! V S, se toma un doble toro macizo Y que
sea un engrosamiento pequefio de K. Los dos huecos de Y en el plano z = 0 se tapan con
discos Dj, D, como dos membranas. El retracto compacto buscado es

dYUD;UD,: unasuperficie de dos asas con dos membranas.

La deformacioén se hace en dos pasos. Dentro de Y, se empuja Y \ K sobre 9Y alejandose
del grafo central. Fuera de Y, se baja o sube verticalmente hasta tocar Y o el plano z = 0.
Quedan la superficie, las dos membranas y la region exterior del plano. Por tltimo se recoge
esta region sobre la curva exterior de dY N {z = 0}. Los pasos fijan las zonas de contacto y
no atraviesan K. Esta es la construccién de la solucién original; las membranas no son dos
esferas independientes.

4. La banda de Mdbius se retrae a su circunferencia central, la que la recorre por el medio:

basta empujar cada segmento transversal hacia su punto medio. Luego la banda de Mobius

tiene el mismo tipo de homotopia que S!, y 1 = Z.
Para la banda de Mdbius menos un punto, la posicién del punto importa:

= Si estd en el interior, se sitia dentro del rectdingulo que representa la banda y se retrae
radialmente el rectdngulo perforado sobre su perimetro. Tras identificar los lados, queda
un grafo con dos vértices y tres aristas entre ellos (un grafo ®). Es compacto y tiene el tipo
de homotopia de S v S1.

= Si estd en el borde, permanece un retracto de deformacién S'. Puede verse directamente en
el modelo [0,1] x [—1,1] con (0, u) ~ (1, —u): la homotopia [v, u] — [v, (1 — t)u] lleva a la
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circunferencia central. Para t > 0 su imagen esta en el interior, de modo que nunca pasa
por el punto del borde eliminado.

Q arriba P

arriba

P /\
CA <L\O/~> ycC P\i/Q

- abajo

p abajo Q
La banda de Mébius sin un punto interior. A la izquierda, el rectangulo con los lados ¢ pegados con media vuelta,
(0,u) ~ (1, —u), y el agujero, desde el que todo se empuja hacia el perimetro. Las cuatro esquinas quedan en dos

puntos, Py Q, y los tres lados que sobreviven, abajo, arriba y ¢, van cada uno de P a Q: a la derecha, el grafo ©.

5.R%\ (OZ U S'), con la circunferencia unidad del plano xy enlazada con el eje: se retrae al
toro. En coordenadas cilindricas r > 0, el espacio es

8! % (((0,00) x R)\ {(1,0)}).

El cambio (r,z) — (logr, z) identifica el segundo factor con R? \ {0}. Al retraerlo radialmente
a una circunferencia y dejar fijo el primer factor, resulta S' x S. Asf se ve también por qué
aparecen dos direcciones independientes para los lazos.

6. El complementario de un disco en el plano proyectivo. Si se quita el interior de un
disco cerrado embebido, queda una banda de Moébius compacta; si se quita también su
borde, queda el interior de esa banda. En los dos casos la contraccién transversal lleva a la
circunferencia central. Luego el grupo fundamental es Z.

7. El complementario de dos rectas paralelas en R® se retrae a S! V S!: aplastando sobre un
plano perpendicular a las rectas queda el plano menos dos puntos, que es el apartado 1 con
k=2. n

Observacion (La tabla que conviene construir). Merece la pena guardar el resultado en
forma de tabla, porque estos espacios reaparecen en casi todos los ejercicios de los capitulos
siguientes:

Espacio Tipo de homotopia

R™\ {0) 5!

R? menos k puntos k circunferencias unidas por un punto
Toro menos un punto dos circunferencias unidas por un punto
Banda de Mobius una circunferencia

P?R menos un disco una circunferencia

R3 menos una recta una circunferencia

R3 menos dos rectas paralelas  dos circunferencias unidas por un punto

Contar las circunferencias de un grafo. Varios apartados terminan en un grafo, y hace
falta saber cuédntas circunferencias tiene su tipo de homotopfia sin dibujar la contraccién. La
regla: un grafo finito y conexo con V vértices y A aristas tiene el tipo de homotopia de una
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unién por un punto de A — V + 1 circunferencias. La razén, en dos lineas: se elige un arbol
que pase por todos los vértices, que tiene V — 1 aristas y se contrae a un punto, como en el
apartado 1; cada una de las A — (V — 1) aristas que no estan en el drbol tiene entonces sus
dos extremos en ese punto y se convierte en una circunferencia. Con los ntimeros puestos: el
grafo © de la banda de Mobius perforada tiene V =2y A = 3,1luego 3 — 2+ 1 = 2; el borde
del cuadrado del toro tras las identificaciones aba~'1b~! tiene V = 1y A = 2, luego 2; y el
grafo del apartado 1, con k circunferencias de un vértice cada una unidas en cadena por k — 1
arcos, tiene V. =ky A = 2k — 1, luego k. El nimero A — V + 1 es uno menos la caracteristica
V — A del grafo, la misma cuenta del capitulo 4 en dimensién uno.

Dénde se falla. En tres sitios.

= En el cuarto control: una pelicula que parece razonable atraviesa un punto quitado. En
R2\ {p,q}, conp = (—1,0) y g = (1,0), empujar todo radialmente desde el origen hasta
la circunferencia de radio 3 lleva el punto (3,0) por el eje hasta (3,0), y por el camino pasa
por gq. Por eso el apartado 1 empuja cada disco pequefio desde su propio centro, que es
precisamente el punto quitado.

= En confundir el retracto con su tipo: si se pide un retracto de deformacién compacto, la
respuesta es el grafo dibujado dentro del espacio, con sus arcos de unién; la unién por un
punto de circunferencias es solo su tipo de homotopia, y para llegar a ella se contrae un
arbol, lo que ya no es una deformacién dentro de X.

= En la banda de Mébius sin un punto: la respuesta cambia segtin donde esté el punto, y
quien empuja hacia el alma sin mirar obtiene S! en los dos casos. Si el punto es interior, esa
pelicula pasa por él: los puntos de su mismo segmento transversal que estdn mas lejos del
alma lo atraviesan al bajar.

QUE DEJA. El repertorio de retractos, que es lo que de verdad se usa: casi ningtin grupo fundamental
se calcula desde la definicién, sino reconociendo una equivalencia de homotopia o un retracto de
deformacién de la tabla. En el plano menos k puntos aparecen k circunferencias; no es una regla
universal para cualquier «agujero»: R%\ {0} se retrae a una esfera.

Ejercicio 5.2. Un retracto de un espacio contrdctil es contrdctil

Probar que un retracto de un espacio contrctil es contractil. Probar también que X es
homotépicamente equivalente a un punto si y solo si Idx es homotépica a la aplicacion
constante x( para algtun xp € X.

Resolucién. La idea. Ser contractil es poder deformar la identidad en una constante; es la
caracterizacion que se prueba primero. Si X tiene esa peliculay 7 : X — A es una retraccion,
basta proyectarla con r: lo que se ve en A es otra pelicula, que empieza en la identidad de A
porque r deja fijo A, y termina en un punto.

La caracterizacién.

(=) Por hipétesis existen f : {p} = Xyc:X — {p} conco f ~1d,, — de hecho son
iguales —y f oc >~ Idx. Sea f(p) = x1 y H una homotopia entre Idx y f o c, es decir, entre la
identidad y la constante x;. Entonces Idx ~ ctey,. Ademas, t — H(x, t) une cada x con x1,
por lo que X es conexo por caminos. Concatenando la homotopia con un camino de x; a xg
se obtiene la contraccién a cualquier xo.

(<) Sildx ~~ ctey,, se toman f : X — {p} la constante y ¢ : {p} — X con g(p) = xo.
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Entonces fog =1d(,, ygo f =ctey, ~1dx. W

El retracto. Sea X contractil y r : X — A una retraccién, coni : A — X la inclusién, de
modo que roi = Ida.

Por la caracterizacion, existe H : X x I — X con H(x,0) = xy H(x,1) = x( para todo x.
Se define

G:AxI Xy xwrBoxa

que es continua por ser composicién de continuas, y cumple
G(a,0) =r(H(a,0)) =r(a) = a, G(a,1) =r(H(a,1)) =r(xg) =: a9 € A.

Luego Id 4 =~ cte,, y, por la caracterizacién, A es contréctil. u

Doénde se falla. En restringir la pelicula a A sin proyectarla. H(a,t) es un punto de X

que puede no estar en A. Si X es el disco cerrado y A un didmetro, que es retracto por la

proyeccién ortogonal, la contraccién rectilinea hacia el punto (0, 1) saca del didgmetro todos

sus puntos en cuanto ¢t > 0; componer con r los devuelve a él. Y no vale cualquier subespacio:
la circunferencia estd dentro del disco, que es contréctil, y no es contractil, como se vera en el

capitulo siguiente. Lo que le falta es ser retracto.

Ejercicio 5.3. Todo lazo define una aplicacion de la circunferencia

Probar que todo lazo a en xg € X define una aplicacién continua f, : S' — X con f,((1,0)) =
Xo, y reciprocamente. Mds adn, si « ~ &’ entonces f, >~ f, relativamente a (1,0).

Resolucién. La idea. Un lazo es un camino que empieza y acaba en el mismo punto, es
decir, una aplicacion I — X que identifica los dos extremos del intervalo. Y el intervalo
con los extremos identificados es la circunferencia. Asi que un lazo y una aplicacién de la
circunferencia son el mismo objeto visto de dos maneras.

La construccién. Sea g : I — S! dada por q(t) = (cos27t,sen27t). Es continua, sobre-
yectiva, y su relacion inducida identifica exactamente 0 con 1. Como I es compacto y S! es
Hausdorff, el criterio compacto-Hausdorff dice que S' = 1/{0 ~ 1}.

Dado un lazo «, se tiene a(0) = a(1) = xo, luego « es compatible con esa identificacién, y
por la propiedad universal induce una aplicacién continua f, : S' — X con f, 0 g = a. En
particular f,((1,0)) = fa(9(0)) = a(0) = xo.

Reciprocamente, dada f : S' — X continua con f((1,0)) = xo, la composicién « = f o q es
un lazo en xg.

La compatibilidad con la homotopia. Si H es una homotopia entre a y o’ relativa a {0,1},
entonces H es compatible con la identificacién en cada tiempo s. El producto g4 x Id; es una
identificacién (es una sobreyeccién continua de un compacto a un Hausdorff), y su propiedad
universal produce una homotopia H : S' x I — X entre f, y fy, relativa a (1,0) porque
H(0,s) = H(1,s) = xq para todo s. |

Dénde se falla. En leer el enunciado sin el «relativamente a (1,0)». Si f, y f,v son hométopas
por una homotopia libre, que mueve el punto (1,0), no se sigue que a ~ «’: el punto base
viaja durante la pelicula, y 1o que se obtiene es que [a] y [a’] son conjugados. Es el ultimo
problema del capitulo, el de los espacios 1-simples. La correspondencia exacta entre lazos y
aplicaciones de la circunferencia solo vale con el punto clavado.
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QUE DEJA. La identificacién «lazo = aplicacion de la circunferencia», que es el punto de vista con
el que se define el grado en el capitulo siguiente. Y el uso canénico de la propiedad universal: para
definir algo sobre un cociente, se define arriba y se comprueba la compatibilidad.

Ejercicio 5.4. Un retracto es cerrado, y extiende aplicaciones

Probar que todo retracto de un espacio métrico es un subespacio cerrado. Probar también
que A C X esretracto de X siy solo si toda aplicacién continua de A en un espacio arbitrario
Z admite una extensién continua a X.

Resolucién. Primera parte: el retracto es cerrado. Sea (X, d) un espacio métricoyr: X — A
una retraccion, es decir, continua y con r(a) = a para todo a € A.
La observacién que resuelve el problema es que

A={xeX; r(x)=ux}.

En efecto, si x € A entonces r(x) = x por ser r retraccion; y sir(x) = x entonces x = r(x) € A
porque la imagen de r estd en A.
Ahora se fabrica una funcién continua que se anule exactamente en ese conjunto. Se define
¢ : X — R por
P(x) =d(x,r(x)).

Es continua: la aplicacion x — (x,7(x)) es continua de X en X x X porque lo son sus dos
componentes, y la distancia 4 : X x X — R es continua; ¢ es la composiciéon de las dos.

Y ¢(x) = 0siysolosix = r(x), es decir, si y solosi x € A. Luego A = ¢~ 1({0}) es la
preimagen de un cerrado por una aplicacion continua, y por tanto es cerrado. W

Segunda parte, ida. Supdngase que A es retracto de X, con retraccionr,ysea f : A — Z
continua. Se define F = f or : X — Z, que es continua por serlo las dos. Para a € A se tiene
F(a) = f(r(a)) = f(a), luego F extiende a f.

Segunda parte, vuelta. Supéngase que toda aplicacién continua de A en cualquier espacio
se extiende a X. Se aplica la hipétesis al caso Z = Ay f = Ida, que es continua porque
la preimagen de un abierto de A es él mismo. Existe entonces F : X — A continua con
F|4 =1d 4, es decir, F(a) = a para todo a € A. Eso es exactamente una retraccion. |

Otra via (sin métrica: basta con que X sea Hausdorff). La primera parte no necesita distancia.
Sea X Hausdorff y 7 : X — A una retraccion; se prueba que X \ A es abierto. Sea x ¢ A, de
modo que r(x) # x. Por Hausdorff existen abiertos disjuntos U > x y V > r(x). El conjunto
W = UNr (V) es abierto — interseccién de dos abiertos, pues r es continua — y contiene a
x.Y paratodoy € Wsetieney € Uy r(y) € V,conUNV = @, luego r(y) # y y por tanto
y ¢ A AsiWW C X\ A, que resulta abierto.

Merece la pena quedarse con la versién general: solo requiere Hausdorff, sin elegir ni
construir una métrica. Muchos cocientes del capitulo 3 si son metrizables, pero aqui basta esa
hipétesis mas débil.

Doénde se falla. En aplicar la primera parte sin ninguna hipétesis de separacion. Sin Hausdorff
es falsa. En X = {a,b} con la topologia indiscreta, cuyos tnicos abiertos son @ y X, el
subconjunto A = {a} es retracto: la aplicaciéon constante r = a es continua, porque la
preimagen de cada abierto de A es @ o X. Pero A no es cerrado, porque su complementario
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{b} no es abierto. En el argumento, lo que falla es separar x = b de r(x) = a con dos abiertos
disjuntos.

QUE DEJA. Dos cosas. La primera, la caracterizaciéon A = {x ;r(x) = x}, que convierte «ser retracto»
en una igualdad entre dos aplicaciones continuas y permite usar el argumento estdndar de que el
conjunto donde coinciden dos continuas es cerrado si el codominio es Hausdorff. La segunda, la
lectura de un retracto como extensor: A es retracto de X exactamente cuando todo lo definido sobre A
se puede prolongar a X. Esa es la forma en que la nocién aparece en el teorema de no retraccion del
capitulo 6: decir que no hay retraccién de B2 sobre S! es decir que la identidad de S! no se extiende al
disco.

Ejercicio 5.5. Retractos de deformacién: en producto y en cadena

Probar que si A es retracto de deformacién de X y B lo es de Y, entonces A x B es retracto
de deformacién de X x Y. Probar que si A es retracto de deformacién de Xy Bloes de A,
entonces B lo es de X.

Resolucién. La idea. Las dos partes repiten la teoria. En el producto se pasan las dos peliculas
a la vez, cada una en su componente. En la cadena se pasa una detras de otra, al doble de
velocidad, como en la transitividad de la homotopia; lo tinico nuevo es decidir qué hace en la
segunda mitad un punto que no estd en A.

Se fija la notacién. Que A sea retracto de deformacion de X significa que existen una
retraccion 7 : X — A y una homotopia H : X x [ — X con

H(x,0) = x, H(x,1) =r(x) paratodox € X,

donde en la segunda igualdad se estd viendo r(x) como punto de X a través de la inclusion.
El producto. Sean r1 : X — A con homotopia H, y ; : Y — B con homotopia G. Se define

r=rixr:XxY—AXB, r(x,y)z (71(95)/7’2(]/)),

continua porque lo son sus dos componentes, y que deja fijo cada punto de A x B porque
cada r; deja fijos los suyos. Es, pues, una retraccién.
Para la homotopia se define K: (X x Y) x I — X x Y por

K((x,y),t) = (H(x,t), G(y,1)).

Es continua por serlo cada componente — cada una es una composiciéon de H o G con
proyecciones —, y cumple

K((x,y),0) = (x,y),  K((xy),1) = (r(x),2(y)) =r(x,y).

Luego A x B es retracto de deformacién de X x Y. Si las dos deformaciones de partida eran
fuertes, es decir, si H(a,t) = aparaa € Ay G(b,t) = b parab € B, entonces K((a,b),t) =
(a,b) y la del producto también lo es.

La cadena.Sean B C A C X,conr : X — Ay H parael primer par,yr : A —+ ByG
para el segundo.

La retracciéon es ¥ = rpory : X — B, continua por composicién. Deja fijo B: si b € B,
entonces b € Ay r(b) = b, luego r(b) = ra(b) = 0.
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La homotopia se define por trozos:

H(x,2t),
G(ri(x), 2t —1),

=)
IN
IN

K(x,t) =

_ NI
. ~

N|—
IN
VAN

Hay tres cosas que comprobar.

Que las dos formulas coinciden en t = L. Por arriba sale H(x,1) = r;(x); por abajo,
G(r1(x),0) = r1(x), porque G empieza en la identidad de A. Coinciden.

Que K es continua. Los conjuntos X x [0, 1] y X x [3,1] son cerrados en X x I y lo recubren;
en cada uno la férmula correspondiente es continua — la de arriba por serlo H y la reparame-
trizacion t — 2t; la de abajo por serlo G, r1 y t — 2t — 1 —; y en la interseccién coinciden. El
lema del pegado da la continuidad de K. Aqui es esencial que los dos trozos sean cerrados:
con dos abiertos que se solapan valdria igual, pero con un cerrado y un abierto disjuntos la
continuidad no queda garantizada.

Que empieza y acaba donde debe. K(x,0) = H(x,0) = x, y K(x,1) = G(r1(x),1) =
ra(r1(x)) = r(x).

Luego B es retracto de deformacién de X. n

Doénde se falla. En la segunda mitad de la cadena, en escribir G(x,2t — 1) en vez de
G(r1(x),2t — 1). La homotopia G solo esta definida sobre A x I, y un punto de X que no esté
en A no tiene pelicula propia en la segunda mitad: la que sigue es la de 71 (x), que es donde
lo dej6 la primera. Y si las dos deformaciones son fuertes, la de la cadena también lo es: para
b € B, que estd en A, se tiene H(b,2t) = by G(r1(b),2t —1) = G(b,2t — 1) = D.

Otra via (lo que se obtiene con menos esfuerzo, y por qué no basta). Ser retracto de
deformacién implica tener el mismo tipo de homotopia, y el tipo de homotopia se conserva
por composicién y por productos. De ahi sale, sin construir nada, que A X By X X Y son
homotépicamente equivalentes, y que B y X también.

Pero eso es estrictamente menos de lo que se pide. «Ser retracto de deformaciéon de» es una
relacién entre un subespacio y el espacio que lo contiene, no una relacién de equivalencia
entre espacios: dice ademads que la equivalencia estd realizada por la inclusién. El ejercicio
siguiente muestra dos subespacios homeomorfos del mismo espacio de los que solo uno es
retracto de deformacién, y con el argumento del tipo de homotopia no habria manera de
distinguirlos.

Ejercicio 5.6. Dos subespacios homeomorfos, y solo uno es retracto de deformacion

Dar un ejemplo de un espacio X y de dos subconjuntos A y B homeomorfos entre si tales
que A sea retracto de deformacién de X y B no lo sea.

Resolucién. La idea. Un retracto tiene que recibir todo X de forma continua, y una aplicacién
continua no puede separar los puntos de un trozo conexo, porque la imagen de un conexo
es conexa. Asi que basta tomar dos pares de puntos, homeomorfos entre si como lo son dos
espacios discretos de dos puntos, pero colocados de forma distinta: uno con cada punto en
un trozo, el otro con los dos puntos en el mismo trozo.
El ejemplo. Se toma
X=[0,1U[23 CR,
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con la topologia usual, y los subconjuntos
A={02}, B={03}.

Los dos son espacios de dos puntos con la topologia discreta, luego son homeomorfos entre
si: cualquier biyeccion entre ellos es un homeomorfismo.
A silo es, y ademds de manera fuerte. La retraccion es

continua porque [0,1] y [2, 3] son abiertos y cerrados en X y en cada uno es constante. La
homotopia es la que desliza cada punto hasta el extremo izquierdo de su intervalo:

H(x,t) (1—t)x, x €1[0,1],
Tl =Hx+2t, x€e2,3]

Es continua en cada trozo y los trozos son abiertos y cerrados, cumple H(x,0) = x, H(x,1) =
r(x), y deja quietos los puntos de A: H(0,f) =0y H(2,t) = 2.

B nolo es, y de hecho no es ni retracto. Supéngase que existiera una retraccién p : X — B,
con p(0) =0y p(3) = 5. Elintervalo [0,1] es conexo y p es continua, luego p([0,1]) es un
subconjunto conexo de B. Pero B es discreto con dos puntos, asi que sus tinicos subconjuntos
conexos son los puntos y el vacio. Luego p es constante sobre [0, 1], 1o cual contradice que
valgaOen 0y % en 1, que son puntos distintos de [0, 1].

No hay, pues, ninguna retracciéon de X sobre B, y con mds razén ningan retracto de
deformacion. u

Otra via (el mismo obstaculo en un espacio conexo). También se puede distinguir la posicién
de dos circunferencias homeomorfas mediante el grupo fundamental.
Se toma X = IR?\ {0}, y en él

A=S'={p;lpl=1}, B={p;lp-(50)|=1},

la circunferencia unidad y una circunferencia de radio 1 centrada en (5, 0), que no rodea al
origen. Las dos son homeomorfas a S*.

Que A es retracto de deformacion fuerte de X es el ejemplo estdndar del capitulo, con
H(p,t) = (1 —=t)p+tp/lpl.

Que B no lo es se ve con el grupo fundamental, anticipando el calculo 71 (S') = Z del
capitulo 6. Si B fuese retracto de deformacion, la inclusién j : B < X serfa una equivalencia
de homotopia y j, seria un isomorfismo. Pero B estd contenido en el semiplano x > 0, que es
convexo y no contiene al origen; dentro de él todo lazo se contrae a su propio punto base
mediante la homotopia rectilinea. Luego j. lleva todo al neutro, mientras que 71 (X) = Z no
se reduce al neutro. Contradiccién. De hecho, j, tampoco es inyectivo, pues 7r1(B) = Z: B no
es siquiera retracto de X.

Qué hemos aprendido. Ser retracto, o retracto de deformacién, no es una propiedad del
subespacio sino de cémo esta colocado dentro de X. Los dos ejemplos usan la misma obstruc-
cién a dos niveles: en el primero, la conexién, porque una aplicacién continua no separa un
intervalo; en el segundo, el grupo fundamental, porque una circunferencia que no rodea el
agujero tiene j, trivial.
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Ejercicio 5.7. Aplicaciones desde un contrdctil, y los dos extremos de la topologia

Probar que si X es contréctil e Y conexo por caminos, dos aplicaciones continuas cualesquiera
de X en Y son homotépicas. Indicar después cuantos elementos tiene el conjunto de las
clases de homotopia de aplicaciones continuas de (S!, {1}) en (X, *) relativas a {1} en los
dos casos siguientes: cuando X tiene la topologia discreta y cuando tiene la indiscreta.

Resolucién. La idea. Si X es contractil, toda aplicacion que sale de X se puede deformar en
una constante, arrastrando la contraccién; y en un Y conexo por caminos, dos constantes se
unen por un camino. En la segunda parte, los dos extremos de la topologia dejan el mismo
resultado por razones opuestas.

Primera parte. Sea H : X x I — X con H(x,0) = x y H(x,1) = x; para todo x, y sean
f,g: X = Y continuas.

La composicién foH : X x I — Y es continua y cumple (f o H)(x,0) = f(x) y (fo
H)(x,1) = f(x1). Luego f =~ cte(,). Por el mismo argumento, g = ctey(,,).

Falta unir las dos constantes. Como Y es conexo por caminos, existe un camino y : [ — Y
con ¥(0) = f(x1) y (1) = g(x1). La aplicaciéon G : X x I — Y dada por G(x,t) = y(t) es
continua — es la composicién de la proyeccién sobre I con y — y es una homotopia entre

Ctef(x) ¥ Ctes(x)-
Por transitividad de la homotopia, f ~ ¢. W

EXPLICATE. ;Dénde se ha usado que Y sea conexo por caminos, y qué pasaria sin esa hipétesis?
Constriiyete un contraejemplo con X = {p} y Y formado por dos puntos aislados.

Segunda parte, topologia discreta. Sea X discreto y * € X. Una aplicacién continua
f : S! — X tiene imagen conexa, porque S' es conexo; y los tinicos subconjuntos conexos
no vacios de un espacio discreto son los puntos. Luego f es constante, y como debe cumplir
f(1) = %, la tinica aplicacién posible es la constante .

Hay entonces una sola aplicacién y, por tanto, una sola clase: el conjunto tiene un elemento.
Dicho en el lenguaje del capitulo, 711 (X, *) es el grupo trivial para todo espacio discreto.

Segunda parte, topologia indiscreta. Sea ahora X indiscreto, es decir, con 7 = {Q, X}.
Aqui ocurre lo contrario: foda aplicacién de cualquier espacio en X es continua, porque las
preimégenes de los dos tinicos abiertos son @ y el total. Hay, pues, muchas aplicaciones
S! — X; lo que pasa es que también hay muchas homotopias.

Sean f,¢: S' — X con f(1) = g(1) = . Se define H : S! x I — X por

H(z 1) = {f =), §

g(z), t

NI—= NI—=

cuya continuidad no exige comprobar el empalme: cualquier aplicacién con codominio
indiscreto es continua. Y cumple H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z) y H(1,t) = * para todo t,
luego es una homotopia relativa a {1}.

Asi que todas las aplicaciones estdn en la misma clase y el conjunto vuelve a tener un
elemento. [

Qué hemos aprendido. Los dos extremos de la topologia dan grupo fundamental trivial
por razones opuestas. En la discreta hay tan pocos abiertos que desde un conexo solo salen
aplicaciones constantes. En la indiscreta todas las aplicaciones son continuas, pero también
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todas las homotopias, y dos lazos cualesquiera se unen por una. En los dos casos la topologia
no ve ningtn agujero, y el grupo fundamental tampoco.

Ejercicio 5.8. El cilindro de una aplicacion

Sea f : X — Y continua. Sobre la unién disjunta (X x I) 'Y se considera la relacion de
equivalencia generada por (x,1) ~ f(x). El espacio cociente resultante se llama cilindro de
la aplicacion f y se denota My. Probar que Y es retracto de deformacioén de M.

Resolucién. La idea. El cilindro de f es el cilindro X x I con la tapa X x {1} pegadaa Y
siguiendo f. La deformacion sube cada punto por su segmento {x} x I hasta la tapa, que
ya es un punto de Y, y deja quieto Y. Todo el trabajo técnico consiste en comprobar que esa
pelicula, escrita arriba, en (X x I) 'Y, baja bien al cociente.

oo [

X x {0}

El cilindro de f:1a tapa X x {1} se pega a Y siguiendo f (flechas discontinuas), que puede juntar varios puntos

en uno. La deformacién sube cada punto por su segmento vertical hasta la tapa, es decir, hasta Y.

Sea 7t : (X x I)UY — My la proyeccion al cociente. Se identifica Y con su imagen
7(Y) € My; obsérvese que 7t es inyectiva sobre Y, porque la relacién solo identifica puntos
de X x {1} con puntos de Y y nunca dos puntos de Y entre si.

La retraccién. Se define R : (X x I) UY — Y por

R(x,s) = f(x) para(x,s) € X x1I, R(y) =y parayeY.

Es continua en cada sumando — en el primero es f compuesta con la proyeccién, en el
segundo la identidad —, y una aplicacién desde una unién disjunta es continua exactamente
cuando lo es en cada sumando.

R es compatible con la relacién: el punto (x,1) vaa f(x) y el punto f(x) vaa f(x), luego
los dos elementos que se identifican tienen la misma imagen. Por la propiedad universal del
cociente, R induce una aplicacion continuar : My — Y conrom = R.

Y r es retraccién: paray € Y, r(7t(y)) = R(y) = y. Esto justifica ademads la identificacién
de Y con el subespacio 7t(Y): 7|y es continua e inyectiva, y su inversa es la restriccién de r.

La homotopia. Se define K: ((X x I)UY) x I — M por

K((x,8),t) = m(x, (1 —t)s +1), K(y,t) = n(y).

Es continua en cada sumando por serlo 77 y las férmulas. Y es compatible con la relacién:
paras =1,

R((x1),1) = m(x, (1= 1) + 1) = 7(x,1) = 7(f(x)) = K(F(x). 1),
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donde la tercera igualdad es precisamente la identificacién que define My.

Queda un punto técnico que conviene no saltarse: para bajar K.a My x I hace falta saber
que 7t X Id; vuelve a ser una identificacién. Eso es cierto porque I es compacto y Hausdorff,
y el producto de una identificaciéon por la identidad de un espacio localmente compacto y
Hausdorff sigue siendo una identificacién. Es el mismo resultado utilizado en la contraccion
del cono.

Se obtiene asi K : Mf xI—->M f continua, con

K(m(x,s),0) = 7(x,s), K(m(x,s),1) = m(x,1) = (f(x)),

y K(7t(y),t) = n(y) para todo t.
Es decir: K empieza en la identidad de My, termina en la inclusion de r y deja quietos
todos los puntos de Y. Luego Y es retracto de deformacién fuerte de M. n

Qué hemos aprendido. Toda aplicacién continua es, salvo equivalencia de homotopia, una
inclusion. La aplicacién j(x) = 7t(x,0) lleva X a la base del cilindro, My se retrae sobre Y,
y la retraccién compuesta con j es f, porque r(7t(x,0)) = R(x,0) = f(x). Es el recurso que
permite tratar cualquier aplicacién como si fuera la inclusién de un subespacio.

Ejercicio 5.9. El functor [ X, —| y la caracterizacion de las equivalencias

Probar que toda aplicacion continua f : Yy — Y; da lugar a una aplicacion f, : [X, Yo] —
[X,Y1] entre conjuntos de clases de homotopia, con las propiedades siguientes: si f' ~ f
entonces f, = fi; (Idy). es la identidad; (¢o f). = g« o fi; y si f es equivalencia de
homotopia, f. es biyectiva. Probar después el reciproco: si f. es biyectiva para todo X,
entonces f es una equivalencia de homotopia.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Lo primero es comprobar que f estd bien definida: que no depende del representante que se elija de la clase.
2. Las tres propiedades algebraicas son una linea cada una. La cuarta sale de las tres anteriores sin tocar
ninguin espacio.
3. Para el reciproco, el tinico recurso disponible es elegir bien el X. Como vale para todos, se puede tomar
X = Y1 y X = Y().

Resolucién. La idea. Una equivalencia de homotopia tiene inversa salvo homotopia, y pasar a
los conjuntos [X, —] convierte «salvo homotopia» en igualdad: la inversa salvo homotopia se
vuelve una inversa de verdad entre conjuntos. Para el reciproco, lo tinico que se tiene es la
libertad de elegir X, y dos elecciones bastan.

Se escribe [X, Y] para el conjunto de clases de homotopia libre de aplicaciones continuas
de XenY.

f. estd bien definida. Se pone f.[u] = [f ou].Siu ~ 1’ mediante H : X x I — Y{, entonces
foH: X xI—Yescontinuay es una homotopia entre fou'y f ou’. Luego [f o u] = [f o u/]
y la definicién no depende del representante.

Si f ~ f' entonces f. = f,.Sea K : Yo x I — Y; una homotopia entre f y f’, y sea
u : X — Yp continua. La aplicaciéon

Xx 2Ny w1 Ky
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es continua y en t = 0 vale f(u(x)), ent = 1 vale f'(u(x)). Luego f ou ~ f' ou y las dos
aplicaciones inducidas coinciden sobre [u].
Identidad y composicién. (Idy).[u] = [Idou] = [u]. Y

(g0 f)lu] = [go fou] = glf ou] = g« (f:[ul),
que es la igualdad pedida, valida sobre cada clase y por tanto como aplicaciones.
Si f es equivalencia de homotopia, f. es biyectiva. Sea ¢ : Y1 — Yy con go f ~ Idy,
y f og ~ Idy,. Aplicando las tres propiedades anteriores en este orden — composicién,
invariancia por homotopia, identidad —,

geofi=(gof)=(dy)=1d,  fiogi=(fog): = (ldy). =1Id.

Luego f. es biyectiva, con inversa g.. Obsérvese que aqui no se ha vuelto a mirar ningtn
espacio: es dlgebra pura sobre las tres propiedades. W
El reciproco. Supéngase que f. : [X, Yo] — [X, Y1] es biyectiva para todo espacio X. Hay
que fabricar una inversa homotépica de f, y lo tinico que se tiene es la libertad de elegir X.
Primer paso: se elige X = Y. La sobreyectividad de f. : [Y1, Yo] — [Y1, Y1] aplicada a la clase
[Idy,] da una aplicacion continua u : Y7 — Yp con

filu] = [Idy,], es decir, fou~Idy,.
Segundo paso: se elige X =Y. Se calcula la imagen por f de la clase [u o f]:

feluo fl=1fouoc fl=1[(fou)of].

Como f o u =~ Idy,, componiendo por la derecha con f se obtiene (f o u) o f ~ f, luego

f*[uof] = [f] = [fOIdYO] :f*[IdYo]'

La inyectividad de f : [Yo, Yo] — [Yo, Y1] da entonces [u o f] = [Idy,], es decir, u o f ~ Idy,.
Las dos condiciones juntas dicen que f es una equivalencia de homotopia con inversa 1. l

Otra via (el enunciado dual). El mismo problema tiene una versién con las flechas al revés:
toda g : Xo — Xj induce g* : [X1,Y] — [Xo, Y] por g*[v] = [v o g], con las tres propiedades
andlogas — obsérvese que ahora (ho g)* = ¢* o h*, con el orden invertido —, y si ¢* es
biyectiva para todo Y, entonces g es una equivalencia de homotopia. La demostracién es la
misma con los papeles cambiados: se toma Y = X y la sobreyectividad da v con v o g ~ Idx,;
después Y = X; y la inyectividad cierra.

Ejercicio 5.10. Equivalencias de homotopia: criterios, productos y componentes

Probar que toda aplicacién continua homotdpica a una equivalencia de homotopia es una
equivalencia de homotopia, y que lo es toda aplicacién continua entre espacios contréctiles.
Probar quessi f1 >~ g1y fo =~ g2 entonces f1 X fr >~ g1 X g2,y deducir que X x Y es contréctil
siy solo silo son X e Y. Finalmente, sea I'ly(X) el conjunto de las componentes conexas por
caminos de X y sea f : ITp(X) — ITp(Y) la aplicacién que lleva la componente de x en la
de f(x); probar que (go f). = g« © fi, que f ~ g implica f. = g., y que si f es equivalencia
de homotopia entonces f. es biyectiva.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR

1. Para el primer apartado necesitas que la homotopia sea compatible con la composicién por los dos lados. Ya
lo has usado en el ejercicio anterior.
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2. Para las aplicaciones entre contrdctiles, no hay que construir nada: sirve el primer apartado del ejercicio
sobre aplicaciones desde un contrdctil.

3. Para el producto, otra vez las dos homotopias a la vez y con el mismo pardmetro.
4. Para la vuelta de «X X Y contrdctil», ;de quién es retracto X dentrode X x Y?
5. EnTly, todo se reduce a una idea: una homotopia entre f y g da, para cada x, un camino entre f(x) y g(x).

Resolucién. La idea. Todo sale de dos hechos ya probados: la homotopia es compatible con
la composicién por los dos lados, y una homotopia entre f y g da, para cada punto x, un
camino de f(x) a g(x). El primero da los criterios y el producto; el segundo, las componentes.

Homot6pica a una equivalencia. Sea f ~ f’ con f’ equivalencia de homotopia y sea ¢ una
inversa homotopica de f’. La homotopia es compatible con la composicion: sih ~ I’ y k es
continua, entonces k o h ~ k o i’ — basta componer la homotopia conk —y hok ~ 1 ok —
basta precomponer con k x Id; —. Por tanto

gof~gof ~Id, fog~fog~Id,

y f es equivalencia de homotopia con la misma inversa g.
Entre contractiles. Sean X e Y contréctiles y f : X — Y continua cualquiera. Se elige
g : Y — X también cualquiera, por ejemplo una constante. Los dos espacios son contréctiles
y en particular conexos por caminos, porque Id ~ cte proporciona, para cada punto, un
camino hasta el punto de la constante. Se aplica ahora el resultado del ejercicio anterior sobre
aplicaciones desde un contractil, con dominio contréctil y codominio conexo por caminos:
» ¢o f yIdx son dos aplicaciones de X contractil en X conexo por caminos, luego son
homotoépicas;
» fog yldy son dos aplicaciones de Y contractil en Y conexo por caminos, luego son
homotépicas.
Asi que f es equivalencia de homotopia, sea cual sea. W
El producto. Sean H; : X; x I — Y; homotopias de f; a g;. La aplicacion

H((x1,x2),t) = (Hi(x1,1), Ha(x2,1))

es continua por serlo cada componente, y es una homotopia de f1 X f, a g1 X .
De ahi, si f1 y f» son equivalencias con inversas u; y up, entonces

(ul X uz) o (fl X fz) = (Ll1 Ofl) X (uz sz) ~ IXm X Idx2 = IXmxXz/

y simétricamente para la otra composicién. Luego f; x f, es equivalencia de homotopia.

X X Y contrictil si y solo si lo son los dos.

(<) Si X e Y son contréctiles, las aplicaciones constantes X — {p} e Y — {q} son
equivalencias de homotopia; por lo recién probado, su producto X x Y — {(p,q)} también
lo es, luego X x Y es contractil.

(=) Sea X x Y contractil, con Y # @, y fijese yo € Y. La inclusiéoni : X — X x Y,
i(x) = (x,y0), y la proyecciéon p; : X x Y — X son continuas y cumplen p; o i = Idx: es decir,
i(X) es un retracto de X x Y, homeomorfo a X. Y ya se ha probado en este capitulo que un
retracto de un espacio contractil es contractil. Luego X lo es, y por simetria Y también.

Las componentes conexas por caminos. Primero hay que ver que f, estd bien definida: si
x 'y x" estdn en la misma componente, hay un camino « de x a x’, y f o« es un camino de f(x)
a f(x'), luego f(x) y f(x') estdn en la misma componente y Cy(,) = Cs(y).
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Composicion. (g f)«(Cx) = Cy(r(x)) = 8§+(Crx)) = &+ (f+(Cx)).

Invariancia por homotopia. Si H es una homotopia de f a g, entonces para cada x la aplicacion
t — H(x,t) es un camino continuo de f(x) a g(x). Luego C(,) = Cy(y), €s decir, f. = g..

Equivalencias. Si u es inversa homotdpica de f, las dos propiedades anteriores més (Id). =
Iddan u, o f, =1dy f. ou, =Id, luego f. es biyectiva.

Y mas todavia: la componente Cy tiene el mismo tipo de homotopia que Cy/,). En efecto,
f(Cy) C Cr(x) ¥, como Cyf(x)) = (uo f)«(Cy) = Cy, también u(Cf(x)) C C,; ademas, si H es
la homotopia de u o f a Idx, para cada z € Cy el camino t — H(z,t) vade u(f(z)) azy por
tanto no sale de C; = Cy, de modo que H se restringe a C; x I — Cy. Lo mismo con la otra
homotopia. Luego f|c, y u|c /() SON inversas homot6picas la una de la otra. n

Ejercicio 5.11. La propiedad de extensién de homotopia

Se dice que el par (X, A) tiene la propiedad de extensién de homotopia, o PEH, si para toda
aplicacién continua f : X — Y en un espacio arbitrario Y y toda homotopia F: A x [ = Y
de f|4 existe una homotopia G : X x I — Y que extiende alaveza F y a f. Probar que si A
es cerrado, el par (X, A) tiene la PEH si y solosi (X x {0}) U (A x I) es retracto de X x I.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Llama Z = (X x {0}) U (A x I) y dibiijalo: es el fondo del cilindro X x I mds la pared que se levanta
sobre A.

2. Un par formado por una aplicacion en X y una homotopia en A es exactamente una aplicacién definida
sobre Z. Comprueba dénde hace falta que A sea cerrado.

3. Para la implicacion que va de la PEH a la retraccion, hay que elegir un'Y concreto. Como en el ejercicio del
functor, el candidato es el propio Z.

Resolucién. La idea. Los datos de la PEH, una aplicacién en el fondo del cilindro X x I y una
homotopia en la pared que se levanta sobre A, son lo mismo que una aplicacién definida en
Z, el fondo més la pared. Extenderlos a todo el cilindro es extender una aplicacién desde Z, y
el ejercicio de los retractos como extensores dice que poder extender siempre es lo mismo
que ser retracto. La resolucion escribe esa traduccién con detalle.

Se escribe Z = (X x {0}) U(AXxI) C X xI.

Observacion previa: los datos de la PEH son una aplicacién sobre Z.Dada f : X — Yy
dadaF: AxI— Y conF(a,0) = f(a), se define®: Z — Y por

®(x,0) = f(x) (x € X), ®(a,t) =F(a,t) (ac A tel).

Estd bien definida porque en el solapamiento A x {0} las dos férmulas coinciden, que es
justamente la condicién F(a,0) = f(a).

Y es continua: X x {0} es cerradoen X x I, y A x I también lo es porque A es cerrado en
X; sus intersecciones con Z son cerradas en Z, lo recubren, y sobre cada uno la férmula es
continua. El lema del pegado para dos cerrados da la continuidad de ®. Aqui es donde entra
la hipétesis sobre A: permite aplicar este lema del pegado.

Reciprocamente, toda aplicacién continua ® : Z — Y determina un par (f, F) de esa
forma, restringiendoa X x {0} ya A x I.

Si Z es retracto de X x I, el par tiene la PEH. Sea p : X X [ — Z una retraccién y sean f y
F como en el enunciado. Se toma ® como arriba y se define

G=®op: XxI—=Y,
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continua por composicion. Falta comprobar que extiende a los dos datos, y sale de que p deja
fijos los puntos de Z:

G(x,0) = P(p(x,0)) = P(x,0) = f(x), G(a, t) = D(p(a,t)) = P(a,t) = F(a,t).

Si el par tiene la PEH, Z es retracto de X x I. Aqui hay que elegir el espacio de llegada, y
el enunciado permite cualquiera. Se toma Y = Z y los datos més naturales posibles:

f:X—=2Z f(x) = (x,0), F:AxI—Z, F(at) = (at),

las dos continuas — son restricciones de aplicaciones evidentes con imagen en Z — y
compatibles, porque F(a,0) = (a,0) = f(a).

Por la PEH existe G : X x [ — Z continua con G(x,0) = f(x) = (x,0) paratodox € Xy
G(a,t) = F(a,t) = (a,t) paratodo (a,t) € A x I.

Es decir, G deja fijo cada punto de Z, y su imagen estd en Z: eso es exactamente una
retraccion de X x I sobre Z. n

Ejercicio 5.12. Cancelacion en la yuxtaposicion de caminos

Probar que la yuxtaposicién de caminos satisface la siguiente propiedad de cancelacién: si

fox8o ~ fi*g1y 8o ~ &1, entonces fo ~ fi.

Resolucién. La idea. Es la cancelacion de siempre en un grupo: de ab = a't’ y b = V' sale
a = a’ multiplicando por b~ a la derecha. Lo tnico que hay que vigilar es que cada producto
tenga sentido, porque dos caminos solo se yuxtaponen si el primero acaba donde empieza el
segundo.

Los extremos, primero. Para que f; * g; tenga sentido, fo y f1 son caminos de un punto x a
un punto v, y go y g1 son caminos de y a un punto z. Las equivalencias del enunciado son,
todas, relativas a los extremos.

La cuenta. Se usan las tres propiedades demostradas en la seccién de caminos, todas salvo
equivalencia: el camino constante es neutro, g * § ~ ¢, y la yuxtaposicién es asociativa; y se
usa que la equivalencia es compatible con la yuxtaposiciéon, de modo que se pueden sustituir
factores equivalentes.

Obsérvese antes que de gp ~ g1 se sigue gp ~ &1: si H es una homotopia relativa a los
extremos entre go y g1, entonces H(1 — ¢, ) lo es entre sus inversos.

Ahora:

fo ~ foxcey ~ fox(g0x8) ~ (foxgo)* o
donde se han usado, en este orden, el neutro, el inverso y la asociatividad. Sustituyendo
ahora los dos factores por sus equivalentes — f * go ~ f1 * g1 por hipétesis, y go ~ §1 por la
observacion —,

(foxgo)*Z0 ~ (fixg1)*S1 ~ fix(g1%§1) ~ fixey ~ fi.
Por transitividad, fo ~ fi. [

QUE DEJA. Que las clases de caminos de un espacio no forman un grupo — dos caminos cualesquiera
no se pueden multiplicar —, pero se comportan como si lo fueran siempre que los extremos encajen:
hay neutro, inverso y asociatividad, y con eso valen todas las manipulaciones algebraicas de siempre,
cancelacion incluida. Esa estructura tiene nombre propio, grupoide, y el grupo fundamental es lo que
queda al quedarse solo con los lazos de un punto, que si se pueden multiplicar todos con todos.

216



5.4. Problemas de las relaciones

Ejercicio 5.13. Simple conexién, caminos y componentes

Probar que 711 (X, x9) = 0si y solo si para todo x € X dos caminos cualesquiera entre xo y x
son equivalentes. Probar también que si A C X es la componente conexa por caminos de xy,
la inclusién i : A — X induce un isomorfismo i, : 711 (A, x0) — 11 (X, x0).

Resolucién. Primera parte, ida. Supdngase 711 (X, xo) = 0y sean &, p dos caminos de xg a x.
Entonces o * 8 es un lazo en xo, luego a x B ~ cy,. Se opera:

w~akey ~ak(BxB)~ (axB)xB~cy*xB~ P

Primera parte, vuelta. Supéngase que dos caminos cualesquiera con los mismos extremos,
saliendo de xp, son equivalentes. Se aplica al caso x = xp: dado un lazo « en xy, tanto « como
el camino constante ¢y, son caminos de xg a xo, luego a« ~ ¢y, y [«] es el neutro. Como « era
arbitrario, 11 (X, xp) =0. W

Segunda parte. Sea A la componente conexa por caminos de x(. La observacion que se
usa dos veces es esta: si S es un subconjunto conexo por caminos de X que contiene a xq, entonces
S C A, por definicién de componente.

Sobreyectividad. Sea « un lazo en xo dentro de X. Su traza a(I) es la imagen continua
del conexo por caminos I, luego es conexa por caminos, y contiene a xp = «(0). Por la
observacion, a(I) C A: es decir, w es ya un lazo de A, y i [a] 4 = [a]x.

Inyectividad. Sea « un lazo en A con i.[a]4 = 1, es decir, tal que existe H : [ x I — X
homotopia relativa a {0,1} entre a y cy,. La imagen H(I x I) es la imagen continua de un
cuadrado, que es conexo por caminos, y contiene a xo. Por la observacion, H(I x I) C A, de
modo que H es en realidad una homotopia dentro de Ay [a]4 = 1. [ |

QUE DEJA. Dos cosas de uso constante. La primera, que la simple conexién se puede leer sin mencionar
lazos: en un espacio simplemente conexo da igual el camino que se tome entre dos puntos, lo que explica
por qué el transporte paralelo de la parte de geometria deja de depender del camino cuando la
regién es simplemente conexa y tiene curvatura nula. La segunda, que el grupo fundamental solo
ve la componente conexa por caminos del punto base: por eso se supone siempre, sin pérdida de
generalidad, que el espacio es conexo por caminos, y por eso las hip6tesis del teorema de Seifert-van

Kampen insisten tanto en ello.

Ejercicio 5.14. Espacios 1-simples y las clases libres de S'

Un espacio conexo por caminos X se dice 1-simple si dados xp,x; € X, dos caminos
cualesquiera de x( a x; inducen el mismo isomorfismo entre 711 (X, x1) y 711(X, x0). Probar
que X es 1-simple si y solo si 711(X, x¢) es abeliano. Sea ahora [S?, X] el conjunto de las clases
de homotopia libre, no relativa, de aplicaciones de S' en X, y sea ¢ : 711(X, x9) — [S!, X] la
aplicacion [«] — [f,]. Probar que ¢ es sobreyectiva cuando X es conexo por caminos, y que
si ¢([a]) = @([B]) entonces [a] y [B] son conjugados. Concluir que [S!, X] esté en biyeccién
con las clases de conjugacién de 71 (X, xp).

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Escribe el isomorfismo que induce un camino <y: es [a] — [y % a * ¥]. Iguala los de dos caminos y despeja.

2. Si vy & recorren todos los caminos de xo a x1, ;qué lazos aparecen como & * y?
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3. Para la sobreyectividad de ¢, el problema es que una aplicacién de S' no tiene por qué pasar por xo. Unela
a xqo por un camino y comprueba que la clase libre no cambia.

Resolucién. La idea. Dos caminos 7y y é de x¢ a x; dan el mismo isomorfismo exactamente
cuando el lazo é * 7, que va por J al revés y vuelve por 7, conmuta con todo; y como ese
lazo puede ser cualquiera, ser 1-simple es lo mismo que tener grupo abeliano. En la segunda
parte, olvidar el punto base es perder la diferencia entre un lazo y sus conjugados, porque
una homotopia libre deja que el punto base dé una vuelta.

Primera parte. Se recuerda del capitulo que un camino 7y de x¢ a x1 induce el isomorfismo

Vit 7'[1(X,X1) — 7'(1(X,x0), 'yﬁ[a] = [’y*a*'ﬂ

Sean <y y 6 dos caminos de x¢ a x1. Que induzcan el mismo isomorfismo significa que para
todo lazo « en x,
[y xaq] = [65axd].
Multiplicando a la izquierda por [] y a la derecha por [§] — lo que es licito por la cancelacién
del ejercicio anterior —, la igualdad equivale a

es decir, a que el lazo ¢ = 3 * 7, que es un lazo en x7, conmute con [a].

Ahora se observa que, fijado 4, el elemento [c] recorre todo 711(X, x1) cuando J recorre los
caminos de xp a x1: dado un lazo ¢ cualquiera en x1, basta tomar § = <y * ¢, que es un camino
de xp a x1 y cumple § * 1y ~ c.

Por tanto: X es 1-simple si y solo si todo elemento de 771 (X, x1) conmuta con todos, es decir,
siy solo si 711 (X, x1) es abeliano. Y como X es conexo por caminos, ese grupo es isomorfo a
sl (X , X0 ) . |

Segunda parte: ¢ es sobreyectiva. Sea f : S' — X continua y sea x; = f((1,0)). Por
el ejercicio anterior sobre lazos y aplicaciones de la circunferencia, f corresponde al lazo
a1 = fogenx;, donde g(t) = (cos27tt,sen27t). Como X es conexo por caminos, existe un
camino 7y de xp a x1, y @ = 7y x a1 * ¥ es un lazo en xy.

Se afirma que f, y f son libremente homot6picas. La homotopia consiste en ir acortando el
rabo y: para cada s € I se llama 7y al camino (1) = y(s+ (1 —s)u), que vade y(s) axy, y
se define

G:IxI—X, G(t,s) = (s * a1 % %) (t).

Es continua, porque las tres piezas dependen continuamente de (¢, s) y las reparametriza-
ciones de la yuxtaposiciéon son continuas. En s = 0 el camino g es vy queda a; ens = 1
el camino 7y, es constante y queda cy, * &1 * cx,, que es una reparametrizaciéon de «; y por
tanto define la misma aplicacién de S! salvo homotopfa. Ademads G(0,s) = v5(0) = y(s) y
G(1,s) = 9s(1) = 75(0) = ¥(s) para todo s, de modo que G pasa al cociente [/{0 ~ 1} = S!
y define una homotopfa libre S! x I — X. Concatendndola con la homotopia que elimina las
dos esperas constantes se llega a f. Luego ¢([«]) = [f].

Segunda parte: la fibra de ¢ son las clases de conjugacién. Sean « y 8 lazos en xg con
fa'y fp libremente homotépicas, y sea F : S! x I — X una homotopfa libre entre ellas. El
punto base se mueve a lo largo del camino (s) = F((1,0),s), que es un lazo en xy porque

F((1,0),0) = «(0) = xo y F((1,0),1) = B(0) = xo.
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Componiendo F con g x Id; se obtiene F : I x I — X con F(t,0) = a(t), F(t,1) = B(t) y
F(0,5) = F(1,s) = 7(s). Es decir, F es una homotopia de & a § en la que los extremos, en vez
de estar clavados, recorren .

De ahi sale la conjugaciéon con un argumento que conviene tener catalogado, porque
resuelve solo todos los problemas de este tipo: en un cuadrado, dos caminos con los mismos
extremos son siempre equivalentes, por ser el cuadrado convexo y valer la homotopia rectilinea.
Se consideran en I x I los dos caminos que van de (0,0) a (1,0):
= el borde inferior, ¢ +— (t,0);
= el que sube por el borde izquierdo, cruza por el superior y baja por el derecho.

Son equivalentes en I X I; componiendo con F, sus imégenes son equivalentes en X. La
imagen del primero es «; la del segundo es 7y *  * 4. Luego

[a] =[] B 7],

de modo que [«] y [B] son conjugados.
Reciprocamente, si [a] = [7][B][7] ! con  un lazo en xy, el argumento de «acortar el rabo»
de la sobreyectividad, aplicado con ese -, produce una homotopia libre entre f, y fg.
Juntando las tres cosas: @ es sobreyectiva y dos elementos tienen la misma imagen si y solo
si son conjugados. Luego ¢ induce una biyeccién entre el conjunto de clases de conjugaciéon
de (X, xo) y [SE, X]. |

Qué hemos aprendido. Esto cierra la alternativa de prescindir del punto base de la seccién 5.3:
las clases libres de lazos existen, pero son las clases de conjugacién del grupo fundamental, y
no tienen producto. En un grupo abeliano cada clase de conjugacién tiene un solo elemento, y
entonces ¢ es biyectiva: para el toro, anticipando el calculo del capitulo siguiente, [S!, S x S!]
estd en biyeccién con Z x Z.

Repaso del capitulo

REPASO INTERCALADO: HOMOTOP{A, PRIMERA RONDA

1. Define homotopia, homotopia relativa y equivalencia de homotopia.

2. Define retracto, retracto de deformacién y retracto de deformacién fuerte, y di qué
aporta cada nivel.

3. Enuncia las tres propiedades de la yuxtaposicién y describe la imagen de cada
homotopia.

4. Define grupo fundamental y prueba que el producto esté bien definido.

@

Enuncia el isomorfismo de cambio de punto base.
6. (Qué es un espacio simplemente conexo? ;Y contréctil? ;Cudl implica cual?

REPASO INTERCALADO: HOMOTOPIA, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

1. Da un ejemplo de retracto que no sea de deformacién, y explica como se prueba
que no lo es.

Da un ejemplo de retracto de deformacién que no sea fuerte.

¢Por qué 1 (X x Y) = m1(X) x m1(Y)? ¢Qué da eso para el toro?

Un espacio contractil es conexo por caminos. Demuéstralo en dos lineas.

Si A es retracto de X, la inclusién induce un homomorfismo inyectivo. ;Por qué, y

> P
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para qué sirve?
6. En la parte de geometria apareci6 que, si una geodésica simple cerrada bordea un

disco, no puede cumplirse K < 0 en todo ese disco. ;Qué dice esto sobre la clase

del lazo en una superficie con K < 0? No se esta afirmando que toda superficie asi
tenga geodésicas cerradas.
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CAPITULO 6

Cdlculo del grupo fundamental

ANTES DE LEER

1. Unlazo en la circunferencia puede dar una vuelta, dos, o ninguna, y puede darlas
al revés. ;Cudantos lazos esencialmente distintos hay?

2. ;Se puede aplastar de forma continua un disco sobre su borde dejando el borde
quieto? Intenta hacerlo con las manos.

3. Todo polinomio complejo tiene una raiz. ;Qué podria tener eso que ver con dar
vueltas alrededor de un punto?

Las respuestas estdn en las secciones 6.1y 6.2.

LA IDEA: POR QUE TODO DEPENDE DE LA CIRCUNFERENCIA

Conocer el grupo fundamental de la circunferencia, junto con la herramienta de
cdlculo que proporciona el teorema de Seifert-van Kampen, permite determinar el
grupo fundamental de una gran variedad de ejemplos. En esta asignatura, el interés
estd centrado en las superficies.

La circunferencia es el caso basico porque muchos de los ejemplos anteriores, como
el plano perforado, tienen el tipo de homotopia de uniones de circunferencias. Para
superficies cerradas, como el toro, hard falta ademds entender las relaciones entre los
lazos: de eso se ocupa Seifert-van Kampen.
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Cdlculo del grupo fundamental

6.1 Grupo fundamental de S!

222

LA PREGUNTA: DEMOSTRAR QUE UNA VUELTA NO SE PUEDE DESHACER

Una cuerda que da una vuelta alrededor de un poste no se puede soltar sin pasar uno
de sus extremos por encima del poste; una que solo lo roza, si. Que un lazo que da
una vuelta completa a la circunferencia no se puede encoger hasta un punto lo cree
cualquiera, pero creerlo no es demostrarlo: hace falta exhibir algo que distinga las
vueltas y que no cambie al deformar el lazo. ;Qué se le puede medir a un lazo de la
circunferencia que sea un nimero entero y que sobreviva a cualquier deformacién
continua?

LA IDEA: EL HECHO CRUCIAL, Y POR QUE LO ES

Todo el célculo descansa en una propiedad de la aplicaciéon
p:R— S, p(t) = (cos2rt, sen2rt),

que enrolla la recta sobre la circunferencia como un muelle infinito.

La propiedad es esta: cada punto de S' tiene un entorno cuya preimagen es una union
disjunta de trozos de recta, cada uno de los cuales p aplica homeomdrficamente sobre el entorno.
Es decir, localmente p no mezcla nada: mirando de cerca, la recta y la circunferencia
son indistinguibles.

Eso permite elevar: dado un camino en la circunferencia, se puede seguir su rastro
en la recta de forma tnica una vez fijado el punto de partida. Y al elevar un lazo,
el punto de llegada no tiene por qué ser el de partida: se habra subido un ndamero
entero de pisos. Ese entero es el grado del lazo, y es todo el grupo fundamental de la
circunferencia.

La imagen, y conviene llevarla hasta el final. Un aparcamiento en espiral. Visto desde
arriba, en planta, todo el aparcamiento es una circunferencia: por mas que se conduzca,
uno siempre estd sobre el mismo circulo del plano. Pero el aparcamiento de verdad
es la rampa, que sube; y la rampa es una recta enrollada. Conducir es un lazo en la
circunferencia; la rampa es el levantamiento; y la tinica cosa que uno no puede falsear
al final del trayecto es en qué planta ha acabado.

La imagen predice el teorema entero, punto por punto. Predice que el invariante es
un entero y no un nimero cualquiera, porque las plantas son discretas. Predice que se
suma al encadenar dos trayectos, porque las plantas se suman. Predice que no cambia al
deformar, porque para cambiar de planta sin salir de la rampa habria que dar un salto.
Y predice que un lazo de grado cero si se puede encoger, porque quien acaba en la
planta de la que sali6 puede simplemente desandar lo andado. Cuatro predicciones
que son los cuatro pasos de la demostracién.

Todo el teorema descansa entonces en una sola cosa, y merece decirse aparte: no se
puede saltar de planta. Para convertirlo en una prueba se necesitan la existencia y
unicidad de los levantamientos, tanto de caminos como de homotopias. Las plantas
finales permanecen en una fibra discreta; por continuidad no pueden cambiar.
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EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CONTAR LAS VUELTAS MIRANDO EL LAZO

La alternativa. Definir el grado de un lazo de la circunferencia como el niimero de vueltas que
se le ven dar, sin construir ningtn levantamiento.

Su ventaja. Es lo que todo el mundo tiene en la cabeza, y para los lazos que uno dibuja funciona
sin discusion posible.

Qué la hunde. Que «las vueltas que se le ven dar» no es una definicién. Un lazo es tnicamente
una aplicacién continua I — S, y las aplicaciones continuas pueden ser todo lo patolégicas
que se quiera: no tienen por qué ser derivables en ningtin punto, ni recorrer la circunferencia de
manera mondétona a trozos, ni admitir dibujo alguno. Sin una definicién que valga para todas
ellas no hay teorema, y ademads habria que probar por separado que el niimero no cambia al
deformar. El levantamiento hace las dos cosas de una vez: convierte el lazo en un camino de
la recta, donde «cudntos pisos ha subido» es la resta &(1) — &(0), un nimero perfectamente
definido, y la unicidad del levantamiento, junto con la elevacién de homotopias, prueba la
invariancia.

Se recalca el hecho crucial. Para todo x € S! existe un abierto U, C S! tal que p~!(U,) es
unién disjunta de abiertos V;;, uno por cada a € p‘l (x), y ademds, para cada a,

pg - p‘Va . Vu — u_x
es un homeomorfismo.

Definicién. Se llama fibra de x a p~!(x) y cubierta de U, a cada V.

Con esta normalizacién, p(t + 1) = p(t): la fibra de x = p(ty) es tp + Z. Un arco pequefio
U, se levanta a intervalos separados por una unidad:

Uy
R P *

to—1 to to+1
Sl

El hecho crucial, comprobado en un punto. Conviene verlo una vez con las férmulas delan-
te, porque todo lo que sigue lo usa. Sea x = (1,0) y sea U = S'\ {(—1,0)}, la circunferencia
sin el punto opuesto. Cada punto de U se escribe de una sola manera como (cos 6, sen ) con
0 € (—m, 1),y 0 depende continuamente del punto: es el &ngulo polar, que solo salta al cruzar
(—1,0), y ese punto se ha quitado. Como p(t) = (—1,0) exactamente cuando t € 3 + Z, se
tiene

p W) =R\ (5+2Z) = (k=3 k+3),

kez

una unién disjunta de intervalos abiertos, uno por cada punto k de la fibra p~!(x) = Z. Y en
cada intervalo la inversa de p se escribe de un golpe:

pi ' (cos,senf) =k + %, 6 € (—m, m).
Se lee asi: para subir un punto de U a la planta k, se mide su dngulo, se pasa a vueltas
dividiendo por 271 y se suma el nimero de la planta. Es continua, y componerla con p
da la identidad, porque p(k + 6/27t) = (cos(27tk 4 0),sen(27tk + 6)) = (cos8,sen ). Para
cualquier otro punto de S! se hace lo mismo girando: se quita su opuesto.
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Lo que no se puede hacer es tomar U = S! entera. Su preimagen es toda la recta, que es
conexa y no se parte en trozos; y no hay un dngulo continuo definido en toda la circunferencia,
porque al dar la vuelta completa tendria que volver a su valor inicial habiendo aumentado
en 27t. Por eso el hecho crucial es local: 1os entornos tienen que ser arcos que no den la vuelta,
y un camino largo hay que trocearlo para que cada trozo quepa en uno de ellos. Ese troceo es
el trabajo del lema siguiente.

Lema (Lema de Lebesgue). Sea (X, d) un espacio métrico compacto no vacio y ¢/ un recubri-
miento por abiertos de X. Entonces existe 6 > 0 tal que todo subconjunto de X con didametro
menor que J estd contenido en algtn abierto del recubrimiento.

La idea, en una linea: se fabrica una funcion que mide «cudnto le sobra a este punto por todos
lados», y como es continua en un compacto tiene un minimo positivo; ese minimo es el J.

Si algin abierto del recubrimiento es X, sirve cualquier § > 0. En otro caso, por
compacidad se extrae un subrecubrimiento finito { Ay, ..., A, }, con complementarios
no vacios. Para cada i sea C; = X \ A, y se define f : X — R por

n
Fx) =5 1 d(x,C).
i=1

Es continua en un compacto, luego alcanza un minimo é > 0; es estrictamente positivo
porque todo x estd en algtin A; y por tanto d(x, C;) > 0 para ese i.

SiY C X es no vacio y tiene didmetro menor que J, se elige xo € Y; entonces Y C
B(xo,d), porque todo y € Y cumple d(xp,y) < diamY < 6. Como f(x9) > 'y f(xo)
es el promedio de los n numeros d(xo, C;), alguno de ellos es al menos el promedio:
existe i con d(xp, C;) > 4. Eso significa que ningtin punto a distancia menor que J de
xo estd en C;, es decir, B(xg,d) C Aj; en particular Y C A;.

Un caso amano. En X = [0,1] se toma el recubrimiento {A1, A;} = {[0,3), (3,1]}, dos
abiertos del intervalo que se solapan en (%, %) Un subconjunto de didmetro menor que %
que tenga algtin punto < % no llega a %, y cabe en Aj; si no tiene ninguno, cabe en Aj. Asi
que 6 = % sirve, y no se puede mejorar: [%, %] tiene didmetro exactamente % y no cabe en
ninguno. La funcién de la demostracién, con C; = [3,1] y C, = [0, 3], vale (5 — x) en [0, 3],
la constante { en [1,3] y 3(x — 3) en [}, 1]; su minimo es . La prueba da, pues, un § peor
que el 6ptimo, pero vélido, y eso es todo lo que se le pide: el lema no busca el mejor J, solo

asegura que hay uno positivo.

LA IDEA: PARA QUE SIRVE EL LEMA DE LEBESGUE

Es una herramienta puramente técnica pero imprescindible, y su papel es siempre el
mismo: trocear.

Un camino en la circunferencia puede dar muchas vueltas y no cabe en un solo entorno
con cubiertas. El lema garantiza que se puede partir el intervalo [0, 1] en un namero
finito de trozos tan pequerios que cada uno vaya a parar dentro de un solo entorno.
Y en cada trozo pequerio la elevacién se escribe de un golpe, sin ningtin argumento:
como ese trozo cae dentro de un entorno bien cubierto, basta componer con la inversa
del homeomorfismo local que sube ese entorno a la planta elegida.
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El mismo papel juega en la demostracion de que la elevaciéon respeta homotopias, con
el cuadrado I x I partido en cuadraditos.

Elevar a mano, antes del teorema. Tres lazos en (1,0), elevados desde O0:

» a(t) = p(2t) = (cos4rt,sen4rt) da dos vueltas. Su elevacion es &(t) = 2t, que acaba en 2.
Si se eleva desde a = 3, sale 2t + 3, que acaba en 5: la planta de llegada cambia con la de
salida, pero lo subido, 2, no.

» B(t) = p(t) parat < 3y B(t) = p(1 —t) para t > 1 da media vuelta y la deshace. Su
elevacién es B(t) = min(t,1 — t), que vuelve a 0: grado cero, aunque el lazo pase por el
punto opuesto (—1,0).

» y(t) = p(#?) recorre la circunferencia una vez, frenando al principio. Su elevacién es t2,
que acaba en 1: grado uno, el mismo que la vuelta canénica.

El grado cuenta vueltas netas: no le importa la velocidad ni por dénde pasa el lazo, solo

cudntas plantas ha ganado al final.

Y asi encontraria la demostracion la elevacion de «, sin conocerla de antemano. Se cubre
Stcon U; = S'\ {(-1,0)} y U_ = S'\ {(1,0)}. Con la particién t; = i/8, en cada trozo
[ti, ti+1] el lazo recorre un cuarto de vuelta cerrado, que no contiene a la vez (1,0) y (—1,0),
y por tanto cabe entero en U o en U_. En cada trozo la elevacién es la férmula del hecho
crucial: el &ngulo dividido por 27t més la planta en la que se llega al trozo, con el d&ngulo
tomado en (—7, 7r) en Uy y en (0,271) en U_. Trozo a trozo la planta se va arrastrando, y al
final se ha subido de 0 a 2. Eso es exactamente la existencia del paso 1 que viene.

Teorema. 71;(S',(1,0)) = Z.

La demostracién consiste en alcanzar cuatro objetivos, y son las cuatro predicciones
de la rampa.

Paso 1: construir la rampa y comprobar que no se puede saltar de planta (el niicleo
de la prueba). Es decir, existencia y unicidad de la elevacién. Aqui esté todo el peso
del teorema: la existencia se fabrica troceando, y la unicidad, que es la parte que de
verdad importa, sale de un argumento de conexién. Los tres pasos siguientes no hacen
mas que cobrar las consecuencias.

Dados un camino a : I — S! con a(0) = xp y a(1) = x1, y cualquier a € p~1(x),
existe un tinico camino & : I - R con &(0) =ay po& = a, llamado elevacién de
por a.

Existencia. Sea U un recubrimiento de S! por abiertos que admiten cubiertas. Se aplica
el lema de Lebesgue al recubrimiento {a~}(U) : U € U} del intervalo: existe una
particion 0 =ty < ty < --- < t, = 1 tal que a([t;, t;+1]) C U; para algan U; € U. Se
define & en [0, t;] como pa_l o, con V, la cubierta de Uy que contiene a 4; a continuacién
se toma a1 = &(t) y se repite en [tl, tz], y asi sucesivamente. Los trozos encajan por
construccion y el pegado finito da continuidad.

Unicidad. Sea & otra elevacion con &(0) = ay sea A = {t : &(t) = &(t) }. Es no vacio
porque 0 € A. Es cerrado por continuidad: si t, — t con t, € A, entonces &(t) = &(t).
Y es abierto:sit € A,setomal € U cona(t) € Uye >0cona((t—¢t+e)NI) C U;
las imagenes de ese intervalo por & y & son conexas, estdn en p~1(U), que es unién
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disjunta de cubiertas, y comparten el punto &(t), luego estdn en la misma cubierta
Vy; como p, es un homeomorfismo y las dos composiciones con p coinciden, las dos
elevaciones coinciden en todo el intervalo. Al ser A no vacio, abierto y cerrado en el
conexo [0, 1], se tiene A = [0, 1].

En particular, si « es un lazo en xy = (1,0), entonces &(1) € p~(xo), luego &(1) = a+k
conk € Z. A ese k se le llama grado de a. No depende del inicio elegido: cambiar a
por a+m, m € Z, cambia la elevaciéon a & + m por periodicidad y unicidad, y deja
igual el incremento. Para los lazos en (1,0) fijaremos a = 0.

Paso 2: deformar el trayecto no cambia de planta. Si & ~ g mediante H : [ x [ — S!
relativa a {0, 1}, se aplica el lema de Lebesgue al recubrimiento {H}(U)} de I x I
para partirlo en cuadraditos R;; con H (Rij) C Ujj, y se eleva cuadradito a cuadradito,
empezando por el de la esquina y avanzando por filas. En cada paso, la unicidad de
la elevacién de caminos garantiza que los trozos coinciden en las aristas comunes.
El pegado finito da continuidad. En los dos lados verticales, las elevaciones toman
valores en una fibra discreta; como cada lado es conexo, esos valores son constantes.
Como se eleva un cuadradito, con detalle. Es la frase anterior desplegada, y es el punto mas
delicado de toda la prueba. Sea R el cuadradito al que le toca el turno, con H (R) C U,
y sea c su esquina inferior izquierda. Lo ya elevado toca a R a lo sumo en dos lados,
el izquierdo y el de abajo, que forman una L con vértice en c (en la primera fila solo
el izquierdo, en la primera columna solo el de abajo; al primer cuadradito no lo toca
nada, y en ¢ = (0,0) se pone el valor a). Se elige la cubierta V de U que contiene el
valor ya asignado a c y se define, en R,

ﬁ:p;loH,

que es continua y cumple p o H = H. Falta ver que coincide con lo que ya habia en
la L. Cada lado de la L, recorrido desde ¢, es un camino, y H lo lleva a un camino de
U; lo ya elevado y la férmula nueva son dos elevaciones de ese mismo camino que
empiezan en el mismo punto sobre c. Por la unicidad del paso 1, coinciden en todo
el lado. Asi el trozo nuevo pega con el viejo, y tras el tltimo cuadradito, el lema del
pegado (finitos cerrados) da una H continua en todo I x I.

s = 1: sale una elevacién de j

13 14 15 16

t=01] 9 | 10| 11 | 12 |t=1
constante constante
X0 5 6 7 8 X0

1 2 3 4

s = 0: se eleva «, sale &
En la figura, el cuadrado I x I partido en dieciséis cuadraditos, numerados en el orden

en que se elevan. En gris claro, lo ya elevado; en gris oscuro, el cuadradito séptimo,
que es el que toca; en trazo grueso, la L por la que tiene que pegar con lo anterior.

226



6.1. Grupo fundamental de S'

Se obtiene asi H : I x I — R continua con H(t,0) = &(t), H(0,s) = ay H(1,s) = &(1)
para todos s, t. Y como H(t,1) es una elevacién de B que empieza en a, por unicidad
es B. Luego & ~ By, en particular, & y B tienen el mismo grado.

Paso 3: 1a planta de llegada es, por tanto, una funcién de la clase. Por (2), la aplicacién
@ :m(Shx) = Z, P([a]) = grad(a)

estd bien definida.

Paso 4: contar plantas es exactamente contar clases.
Homomorfismo. Si 5 es la elevacion de p por & (1), entonces & *  existe y es una elevacion
de a * B que empieza en &(0); por unicidad es la elevacién, y

grad(ax ) = (a+ B)(1) —a = (1) — a
= ) (&(1) —a) = grad(pB) + grad(«).

La cadena se lee asi: el lazo compuesto sube primero lo que sube a y después, desde la
planta a la que ha llegado, lo que sube B. El primer paréntesis es el grado de  porque
B es la elevacion de B desde &(1), y el grado no depende de la planta de salida (paso 1).
Sobreyectiva. Dado k € Z, ellazo ay(t) = (cos 27tkt, sen 27tkt) tiene elevacion & (t) = kt
empezando en 0, luego grado k.

Inyectiva. Si @([a]) = 0, entonces & es un lazo en R, que es contractil, luego [&] = 0 en
m1(R,0) = {0}. Aplicando p., [a] = [po &] = p«[a] = 0.

|
e
—_
|
N
—
—_
N
~
_|_

Lo que hay que llevarse. Los caminos y las homotopias de S! se suben a IR, troceando
con el lema de Lebesgue y usando en cada trozo la inversa local de p. La subida
es linica porque dos subidas que empiezan juntas coinciden en un conjunto abierto,
cerrado y no vacio del intervalo. Como una homotopia se sube entera y la planta final
vive en la fibra discreta Z, esa planta no cambia al deformar: es el grado. Y el grado es
un isomorfismo porque las plantas se suman al encadenar y porque en IR, que no tiene
agujeros, un lazo que vuelve a su planta se contrae.

Observacién (Qué papel juega cada ingrediente). Ninguna hipétesis del enunciado se pue-
de quitar, porque el enunciado no tiene hipétesis: lo que hay que revisar aqui es de qué

propiedades de p y de I ha vivido la demostracion.

Que p sea un recubrimiento: cada entorno elegido se levanta a abiertos disjuntos, to-
dos aplicados homeomoérficamente sobre él. Esta propiedad permite elevar caminos y
homotopias en cualquier recubrimiento; ser solo un homeomorfismo local no basta para
asegurarla.

Que R sea simplemente conexo. Es lo que se usa en la inyectividad del paso 4, y hace que
el recuento de plantas distinga todas las clases. El grupo Z viene de los desplazamientos
enteros de esta cubierta. Si el espacio de arriba tuviera lazos no triviales, llegar a la planta
inicial no aseguraria que el lazo se contrajera.

Que ] y I x I sean compactos, via el lema de Lebesgue. Es lo que permite trocear en un
numero finito de pedazos y cerrar la construccién mediante el lema del pegado finito.
Que I sea conexo. Es lo que cierra la unicidad: el conjunto donde dos elevaciones coinciden
se prueba abierto, cerrado y no vacio, y en un conexo eso lo obliga a ser todo. Es literalmente
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la traduccién de «no se puede saltar de planta».

Observacion. El resultado es vélido sea cual sea el punto sobre el que se calcule el grupo

fundamental de S, porque la circunferencia es conexa por caminos.

Ellazo a(t) = €*™ representa un generador: es la vuelta canénica, y aparecerd con ese

nombre en todos los calculos posteriores.
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EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CONTAR LAS VUELTAS CON UNA INTEGRAL

La alternativa. Para un lazo a de clase C! a trozos en C \ {0}, el ntimero de vueltas alrededor
del origen es
1 dz

2mti Jo 2
que es el indice de la teoria de variable compleja. Definido asi es un entero, se calcula con
residuos, y su invariancia por deformacién es un teorema estdndar de aquella asignatura.
Su ventaja. Se calcula de verdad, con una integral concreta, y conecta el asunto con una
herramienta que el lector ya tiene en la mano.
Su limite como punto de partida. Los lazos del grupo fundamental son solo continuos; no
todos admiten esa integral en su formulacién habitual. El levantamiento define el entero
directamente para todos ellos. De hecho, una vez construida la elevacién & de un lazo de st
se puede interpolar linealmente entre ella y t — &(0) + kt, con k su grado. Al proyectar por p,
resulta una homotopia con extremos fijos hasta un representante suave de la misma clase.
El puente con integracién. Para un lazo a(t) = ¢®(*) de clase C! a trozos, con argumento real
levantado 6, la integral es

L/adj_i/olg’(t)dtzwzk_

27 Jo oz 27 27

Es el mismo incremento que cuenta las vueltas en la demostracién topolégica.

CONEXION: FASE, CIRCULACION Y VUELTAS ALREDEDOR DE UN AGUJERO

En una oscilacién, la fase se describe por un punto (cos#,senf) de S!, mientras que la fase
acumulada 6 puede crecer durante muchas vueltas. Esta distincién es exactamente la del
recubrimiento: aqui 6 = 27&, porque p mide vueltas y no radianes. Si un ciclo empieza y
termina con la misma fase, el incremento de fase acumulada es 27tk. El teorema demuestra que
ese entero no cambia al deformar continuamente el ciclo. Una sola lectura de cos § no basta
para reconstruir la fase: también hay que conservar el sentido del giro.

La misma obstruccién aparece en la circulacién de un campo. En el plano sin el origen, sea

— Y x
Fx,y) = <x2+y2'x2 +yz) .

Un célculo de derivadas da dxF, — dyF; = 0 en todo su dominio. Sin embargo, en la circunfe-
rencia positiva a(t) = (cos27tt, sen27tt) se obtiene

Fa(t)) - &' () = 27, 7§F dr =27,

No hay contradiccién con Green—Stokes: el disco que rellena esa circunferencia contiene el
origen, donde F no estd definido. El teorema necesita que el campo sea regular en toda la regién
de integracién.

En un entorno donde se puede elegir un dngulo real suave, F = V0. Ese potencial existe local-
mente, pero no en todo el plano perforado: si existiera un potencial real global, su incremento
sobre cualquier lazo seria cero. En lenguaje de formas, (—y dx + xdy) /(x> + y?) es cerrada y
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localmente exacta, pero no exacta en todo el dominio. Para cualquier lazo suave a trozos que
evite el origen, su integral dividida por 27 cuenta el mismo entero k que el levantamiento de su
direccion o/ |a|. Asi, el «agujero» que detecta el grupo fundamental explica por qué un célculo
local de derivadas no garantiza un potencial global.

Observacién (Otros ejemplos del hecho crucial). La propiedad de p : R — S! no es exclusiva
suya; a partir de ejemplos como este se desarrolla la llamada teoria de cubiertas. Dos més que
conviene tener vistos:

» p:R?> — S! x S! dada por p(t,s) = (e¥™,e*™), que enrolla el plano sobre el toro. Las
cubiertas de un abierto del toro son las infinitas copias que aparecen en la cuadricula del
plano.

» 52 — P2R, la proyeccién que identifica antipodas. Aqui cada abierto pequefio del plano
proyectivo tiene exactamente dos cubiertas en la esfera, la formada por un casquete
pequerio y la formada por su antipoda.

b 4 4 Cubiertas
R U NI SN
R2 N % N 2N V%
b 4 b 4 i \ b
D D /4
a \J/ e \JJ "o \

\ 4 y

Figura 6.1: El recubrimiento del toro por el plano: las pequefias regiones grises son copias
disjuntas de un mismo entorno. Los lados a,b se identifican al proyectar al toro. Para la
aplicacion p(t,s) del texto, cada periodo en cualquiera de las coordenadas vale 1 (original,
p- 48).

El segundo es el que explicard, en el capitulo 8, por qué 711 (P?IR) = Z,: solo hay dos pisos
a los que subir.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccion tiene respuesta: lo que se le mide a un lazo de
la circunferencia es la planta a la que llega su elevacién, un entero que no cambia al deformar
el lazo y que distingue todas sus clases. Con eso se tiene el primer grupo fundamental no
trivial del curso, m; (Sl, Xo) = Z, generado por la vuelta candnica, y con él, a través de las
equivalencias de homotopia del capitulo 5, el del plano perforado, el cilindro, la corona y la
banda de Mobius. Queda por ver qué se puede demostrar con este calculo, que es la seccion
siguiente, y como se calcula el grupo de espacios que no se retraen sobre una circunferencia,
como el toro menos un punto o una superficie cerrada, que es el trabajo del teorema de
Seifert-van Kampen.
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6.2 Aplicaciones

LA PREGUNTA: QUE SE COMPRA CON 711 (S!, x9) & Z

Saber que el grupo fundamental de la circunferencia es Z no parece gran cosa: es
el espacio mas sencillo que tiene un agujero. Y sin embargo de ese tinico calculo
salen el teorema del punto fijo de Brouwer en el plano y el teorema fundamental del
dlgebra. ;Cémo puede una cuenta sobre lazos en una circunferencia demostrar que
todo polinomio complejo no constante tiene una raiz?

Teorema (Teorema de no retraccién). No existe retraccién de B? sobre S!.

La idea, en una linea: una retraccién obligaria al agujero de la circunferencia a caber dentro del
disco, que no tiene ninguno; traducido a grupos, obligaria a la identidad de Z a pasar por el
grupo trivial y volver.

Supéngase que existe r : B2 — S! con roi = Idgi, siendo i : S* < B? la inclusién.
Aplicando el funtor 7r; y usando que B? es contréctil:

Z = m1(SY, %)~ (B2, x0) = {1} = i (SY, x0) 2 Z,

y la composicién es (r o i), = Id, = Id. Pero una aplicacién que factoriza a través del
grupo trivial es el homomorfismo nulo, y la identidad de Z no lo es. Contradiccion.

Por qué no basta empujar desde el centro. La segunda pregunta del principio del capitulo
invitaba a intentarlo con las manos. El primer intento es la proyeccién radial x — x/|x|:
lleva cada punto al borde a lo largo de su radio y deja quieto el borde. Funciona en todo
el disco menos en un punto, el centro, donde no hay radio que elegir; es una retraccién de
B2\ {0} sobre S!, y de hecho de deformacién (capitulo 5). Cambiar de férmula no arregla
nada: siempre queda algtin punto donde el aplastamiento se rompe, y el teorema dice por qué.
En B2\ {0} el grupo fundamental es Z y la igualdad 7. o i, = Id no tiene nada de imposible;
al rellenar el centro el grupo se vuelve trivial, y la igualdad si lo es. El agujero del centro era
exactamente lo que la retraccién necesitaba.

Eso dice también qué papel juega cada hipétesis. Que el disco sea contréctil es lo que
hace trivial el grupo del medio; con la corona {1 < |x| < 2} en lugar del disco, el grupo
del medio es Z y la retraccion radial existe. Que roi = Id es lo que da (r o i), = Id; una
aplicacion cualquiera B> — S! que no deje quieto el borde, una constante por ejemplo, existe
sin problema. Y lo que convierte la geometria en dlgebra es la regla (r 0 i), = r, o/i,.

Lo que hay que llevarse. Una retracciéon es una igualdad roi = Id, y 711 la convierte en
1 o iy = Id; la identidad de un grupo no trivial no puede pasar por el grupo trivial. Es la
primera fila de la tabla de niveles del capitulo 5 (si A es retracto, i, es inyectivo) usada del
revés: i, : Z — {1} no puede ser inyectivo.
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LA IDEA: EL ARGUMENTO QUE SE REPITE EN TODO EL CURSO

La estructura de esta demostracion es la de casi todos los problemas de esta parte, y

conviene aislarla:

1. Se supone que existe la aplicacién prohibida.

2. Se aplica 711, que convierte espacios en grupos y aplicaciones continuas en homo-
morfismos.

3. Se obtiene un homomorfismo imposible: la identidad de Z factorizando por el
grupo trivial, o un homomorfismo inyectivode Z x ZenZ x Z,ode Z x Z en Z.

Todo el arte esta en el paso 3, es decir, en saber qué homomorfismos de grupos

son imposibles. Por eso conviene tener a mano una lista corta: no hay homomorfismos

inyectivos de Z x Z en Z; no hay homomorfismos inyectivos de un grupo no abeliano en uno

abeliano; el 1inico homomorfismo de Z; en Z es el nulo.

Las tres imposibilidades, cada una con su linea. Conviene saber por qué son imposibles,
porque en cada problema hay que decirlo.

No hay homomorfismos inyectivos Z. x Z. — Z. Si ¢(1,0) = Ay ¢(0,1) = u, entonces
o(u,—A) = uA — Apu = 0.Si A o pno es cero, (1, —A) es un elemento no nulo del nucleo; si
los dos son cero, ¢ es nulo. En los dos casos el ntcleo no es trivial. Es la cuenta del ejemplo
del toro, al final de esta seccién.

No hay homomorfismos inyectivos de un grupo no abeliano en uno abeliano. Si ab # ba, el
elemento aba~1b~! no es el neutro, y va a ¢(a)p(b)g(a) 1¢(b)~?!, que si lo es porque en el
grupo de llegada todo conmuta. En particular Z * Z no se mete en Z x Z: por eso las dos
circunferencias a U b del toro, cuyo grupo Z * Z se calcula en el capitulo siguiente, no son
un retracto del toro.

El iinico homomorfismo Zy — Z es el nulo. Si ¢(1) = m, entonces 2m = ¢(1+1) = ¢(0) =0,
luego m = 0: un elemento de orden finito tiene que ir a uno de orden finito, y en Z el tnico
es el 0. Con 711 (P?R) = Z, del capitulo 8, dice que toda aplicacién continua del plano
proyectivo en la circunferencia induce el homomorfismo nulo.

Proposicién. Sea f : B2 — R? continua. Entonces existe y € B? con f(y) = 0, o bien existe
z € S! con f(z) = Az para algtn A > 0.

La idea, en una linea: se fabrica a mano un campo g que en el borde apunta hacia fuera; si no se
anulara, normalizarlo daria la retraccion que el teorema anterior prohibe, luego se anula.
Se define g : B2 — R? por
(2lx] = 1)x — 2= 2[x)f (x/1x]) silx| >
—f(4]x[x) i [x] <
Como se lee g. Por zonas. En el disco interior, de radio %, la aplicacion x — 4|x|x lo lleva

sobre todo B? (su norma es 4|x|?> < 1), asi que ahi g es — f entera, comprimida en un
disco mds pequefio. En la corona § < |x| < 1se escribe x = pz,conz € Sy p = |x|:

8(pz) = (20— Dpz + (2—20)(—f(2)),
una mezcla de z y de —f(z) con pesos que no son negativos. Cuando p va de  a
1, el peso de —f(z) pasade 1 a0y el de zde 0 a 1: g empieza siendo —f(z) en la
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circunferencia interior y acaba siendo z en el borde. En resumen, g es un campo en el
disco que en el borde es la identidad y que por dentro lleva la informacién de f.

Por qué el signo menos. En la corona, g(pz) solo puede anularse si los dos sumandos se
compensan, es decir, si f(z) apunta en la misma direccién que z, hacia fuera. Con + f
en lugar de — f saldria f(z) apuntando hacia dentro, que no contradice nada; con — f
sale hacia fuera, que es lo que el teorema de Brouwer necesitara.

Las dos férmulas coinciden cuando |x| = 1/2: ambas valen —f(2x). El lema del
pegado da continuidad de g. Si ¢ no se anulara nunca, h(x) = g(x)/|g(x)| seria
continua de B? en S!, y para |x| = 1 darfa h(x) = x: serfa una retraccién, en contra del
teorema anterior. Luego existe xy con g(xp) = 0. Escribiendo r = |xo:

» Sir < 1/2, entonces f(4rxg) = 0, con 4rxo € B2.

= Sir > 1/2,no puedeser r = 1 porque g(xp9) = xg en el borde. Portanto1/2 < r < 1,

yz = xo/r € S! verifica f(z) = r(zzzrl )7, con coeficiente estrictamente positivo.

Un caso a mano. Sea f = ¢ constante, con |c| = 1. No tiene ceros, asi que la proposicion
predice un z € S' conc = Azy A > 0, y solo puede ser z = ¢, con A = 1. La
demostracién lo encuentra asi. En el disco interior ¢ = —c, que no se anula. En la
corona, g(pz) = (2p —1)pz — (2 —2p)csolose anulasiz =cy (20 —1)p =2 —2p, es
decir, 20> + p —2 = 0, cuyaraizen (3,1) esp = _1+\ﬁ ~ 0,78. El cero de g es xp = pc,
(p 1)
—20

y el coeficiente £ vale exactamente 1 = A.

Lo que hay que llevarse. Se fabrica un campo que en el borde es la identidad y que
por dentro lleva a —f. Si no se anulara, normalizarlo seria una retraccién del disco
sobre su borde; luego se anula. Dénde se anula dice qué alternativa se cumple: en el
disco interior, un cero de f; en la corona, un punto del borde en el que f apunta hacia
fuera.

Proposicién. Sea f : B> — R? continua. Entonces f tiene un punto fijo, o bien existe z € S!
con f(z) = Az paraalgin A > 1.

Supodngase f(x) # x para todo x y apliquese la proposicién anterior a h(x) = f(x) —x,
que no se anula: existe z € S! con f(z) —z = uz, u > 0, es decir, f(z) = (1 + )z con
A=1+u>1

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: EL MAPA QUE SE CAE DENTRO DEL PAIS

Brouwer, en dimensién dos, es el teorema del mapa: si se coge un mapa de Espafia,
se arruga como se quiera sin romperlo y se deja caer sobre el suelo de Espana, algtin
punto del mapa acaba justo encima del punto que representa. La conclusién parece
magia y la demostracién es una sola idea.

Supoéngase que no hubiera punto fijo. Entonces, para cada x, los puntos f(x) y x
son distintos y definen una direccién; siguiendo esa direccion desde f(x) hacia x y
prolongando hasta el borde se obtiene, para cada punto del disco, un punto del borde,
de manera continua, y dejando quieto cada punto que ya estaba en el borde. Es decir:
una retraccion del disco sobre su borde.

Y eso es imposible, y la razén es la tnica cosa que hace falta saber de todo el capitulo:
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el disco no tiene agujeros y la circunferencia si. Una retraccién obligaria a que el lazo
que da la vuelta al borde, que en S! no se puede encoger a un punto, si se pudiera
encoger, porque dentro del disco se encoge sin problema y la retraccién se lleva el
encogimiento consigo. El grupo fundamental convierte esa imposibilidad geométrica
en una imposibilidad algebraica: la identidad de Z no puede pasar por el grupo
trivial y volver intacta. Ese es el motor de Brouwer, de la no retraccién y, en la pagina
siguiente, del teorema fundamental del dlgebra.

Teorema (Punto fijo de Brouwer). Toda aplicacién continua f : B — B? tiene un punto fijo.

La idea, en una linea: la segunda alternativa de la proposicién anterior manda un punto del
borde fuera del disco, y eso no se lo puede permitir una aplicacién que va del disco al disco.
Si no lo tuviera, por la proposicién anterior existirfa z € S! con f(z) = Azy A > 1.
Entonces |f(z)| = A|z| = A > 1, pero f(z) € B? obliga a |f(z)| < 1. Contradiccién.

La demostracion escrita no sigue el rayo de la caja anterior, sino las dos proposiciones. El
motor es el mismo, la no retraccién, y se ahorra escribir la férmula del punto en que el rayo
corta el borde, que es la parte engorrosa del camino del rayo.

Qué pasa si se quita una hipétesis. Las tres se pueden romper con un ejemplo concreto.

» Que f caiga en el disco. La traslacién f(x) = x + (2,0), de B2 en IR?, no tiene punto fijo. Se
cumple la segunda alternativa de la proposicién: z = (1,0) da f(z) = (3,0) = 3z, con
A =3 > 1. Esjusto el punto que se sale del disco.

= Que el dominio no tenga agujeros. El giro de angulo 7t de la corona {1 < |x| < 2} en si misma
no tiene punto fijo, porque x = —x obliga a x = 0. En el disco, el mismo giro fija el centro,
que es precisamente el punto que le falta a la corona.

» Que sea el disco y no su borde. En S! la antipodal z — —z no tiene punto fijo, como se ve en
los problemas de este capitulo.

Lo que hay que llevarse. Si f no tuviera punto fijo, f(x) — x serfa un campo sin ceros en el
disco. La proposicion lo obliga a apuntar hacia fuera en algun punto del borde, f(z) —z = pz
con it >0, yesosacaa f(z) del disco. Todo descansa en la no retraccién.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: EL LAZO QUE SE ENCOGE Y NO PUEDE

Que el dlgebra dependa de la topologia sorprende siempre, y la idea cabe en tres frases.
Supdngase que p no tiene ninguna raiz. Entonces se puede mirar, para cada radio r, la
curva que describe p(z) cuando z recorre la circunferencia de radio r: como p no se
anula nunca, esa curva no pasa por el origen y tiene un ntiimero de vueltas alrededor
de él bien definido.

Ahora se hace variar r de forma continua, y con él el niimero de vueltas, que es un
entero: si varia con continuidad y solo toma valores enteros, no varia. Basta entonces
mirarlo en los dos extremos. Con r = 0 la curva es el punto constante p(0): cero vueltas.
Con r enorme, el término a,z" aplasta a todos los demés y la curva da précticamente
las mismas vueltas que z", es decir, n.

Cero tiene que ser igual a n, y n > 1. La contradiccién prueba que p si tenia una raiz.
Lo tinico que se ha usado es que 71 (S') = Z y que un entero que varfa continuamente
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es constante: otra vez el mismo motor que en Brouwer.

Un caso a mano: z2> + 1. Este polinomio si tiene raices, i, y por eso mismo deja ver dénde
salta el nimero de vueltas. Sobre la circunferencia |z| = 7, con z = re?

p(re®) = 14 12620

es la circunferencia de centro 1 y radio 2, recorrida dos veces mientras 0 da una vuelta. Si
r < 1, el radio ? es menor que 1, que es la distancia del centro al origen, y la curva no rodea
el origen: cero vueltas. Si v > 1, lo rodea, y como se recorre dos veces da dos vueltas, las
mismas que z2. Y justo en r = 1 la curva pasa por el origen, en § = +7/2, es decir, en z = +i:
las raices. El nimero de vueltas salta de 0 a 2 exactamente al cruzar las raices, y sin raices no
podria saltar.

En la figura, las curvas p(re®) para r = 0,7, 1y 1,3: circunferencias de centro 1 y radios
0,49, 1y 1,69. La interior no rodea el origen; la exterior lo rodea, y al recorrerse dos veces da
dos vueltas; la de trazos pasa por él. La demostraciéon que sigue toma para este polinomio
M =1+0+1 = 2: sobre |z| = 2 el término constante, de médulo 1, es menor que |z2| =4,y

la curva da las mismas vueltas que 22,

Teorema (Teorema fundamental del dlgebra). Todo polinomio p(z) = a,z" + ---+apenC,
conn > 1ya, # 0, tiene al menos una raiz.

Los tres pasos son las tres frases de la idea: elevar a la n da n vueltas; si no hay raices,
el radio se puede encoger sin que nada se rompa; y encoger el radio deja el polinomio
en una constante, que da cero vueltas.

Paso 1: la potencia n-ésima da n vueltas. Sea f,, : S — S! dada por f,(z) = z"". Como
z" = ™ el homomorfismo inducido lleva el generador [a], con a(t) = €2™, en la
clase de &, (t) = e¥™", cuyo grado es n. Es decir, f,.[a] = n[a], y en particular f,. # 0
sin > 1.

Paso 2: acotar el resto para poder deformarlo hasta cero. Se razona por reduccién
al absurdo suponiendo p(z) # 0 para todo z € C. Se puede suponer p monico,
dividiendo por el término lider. Sea M = 1+ |a,_1| + - - - + |ag]. Si |z| > M, entonces
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|z < |z[* ' paraj<n-—1y

|an—12""" 4+ ag| < (lan—1| + -+ [ao])|2|"7" = (M = 1)]z|" 71 < [z[".

Paso 3: las dos deformaciones que no pueden coexistir (el niicleo de la prueba). Aqui
estd el teorema, y son dos deformaciones que tiran del mismo lazo hacia lados opuestos.
La primera, F, conecta el lazo constante con el polinomio sobre la circunferencia de
radio M. La segunda, G, conecta z" con ese mismo lazo, encendiendo los términos
inferiores. Las dos acaban en el mismo lazo, luego cero y n tendrian que ser el mismo
nimero de vueltas. Y ahi se ve para qué ha servido cada hipétesis: que p no se anule
es lo que permite normalizar F, y la acotacion del paso 2 es lo que permite normalizar
G.

Se definen dos homotopias F,G : S* x I — S:

H(z,t)
[H(z,1)|"

p(Mtz)

50 = Tyt

G(z,t) =

H(z,t) = (Mz2)" + t(ay_1(Mz)" ' + - -+ ag).

F esta bien definida porque p no se anula. Para G, el punto z sigue en S!, pero el
polinomio se evaltaa en Mz, de norma M. La cota del paso 2 da, para todo t € [0,1],

t(an—1(Mz)" 1+ +ag)| < M" = |(Mz)"].

Los dos sumandos de H no pueden cancelarse. Por tanto ambas normalizaciones son
continuas y estdn definidas en todo S* x I.

Ahora bien, ) e
_ pO e _r Mz
R T R T
_ WMz _ p(Mz)
G(z,0) = Yk = fu(z), G(z,1) = (M)

Por transitividad, cte >~ f,,. El cambio de punto base de esa homotopia relaciona los ho-
momorfismos inducidos mediante un isomorfismo. Concretamente, es la proposicién
de la seccién 5.3 segtin la cual la pelicula arrastra el punto base: si y es el camino que re-
corre el punto base durante la homotopia de f, a la constante, entonces f,,« = 73 o cte..
Como cte, manda todas las clases al elemento neutro y 74 €s un isomorfismo, fy«
también las mandaria todas al neutro. Esto contradice f,. # 0.

Lo que hay que llevarse. Si p no tuviera raices, la curva p(|z| = r) se podria deformar
sin pasar por el origen desde r = 0, donde es un punto, hasta r = M, donde da
las mismas vueltas que z". El nimero de vueltas, que es un entero y no cambia al
deformar, pasaria de 0 a n. Cada ingrediente tiene su sitio: que p no se anule permite
normalizar la primera deformacién; que el término lider mande para |z| > M permite
normalizar la segunda; y que n > 1 hace que z" dé alguna vuelta, sin lo cual no habria
contradiccion.
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DE DONDE VIENE: UN TEOREMA DE ALGEBRA DEMOSTRADO SIN ALGEBRA

Merece la pena detenerse en lo que se acaba de hacer. El teorema fundamental del dlgebra es
un enunciado sobre polinomios y se ha demostrado contando vueltas.

La idea, despojada de tecnicismos, es esta: si z recorre una circunferencia muy grande, el
polinomio p(z) estd dominado por su término de mayor grado, luego p(z) da n vueltas
alrededor del origen. Si z recorre una circunferencia muy pequefia, p(z) se queda cerca de p(0)
y no da ninguna vuelta. Si p no se anulara nunca, se podria pasar de una situacion a la otra de
forma continua, y el ntimero de vueltas — que es un entero — tendria que pasar de n a 0 sin
saltos. Imposible.

Es el argumento del perro atado: si un perro atado con una correa da n vueltas alrededor de un
poste, la correa no se puede desenredar sin cortar el poste.

Ejemplo. Si se identifican dos puntos de S?, el espacio cociente X tiene grupo fundamental
no trivial. En efecto, X se retrae sobre una circunferencia, la que va de un punto al otro por la
esfera y vuelve por la identificacion; si 711 (X) fuese trivial, la identidad de Z factorizaria por
el grupo trivial.

Para hacer explicita la retraccién, situamos los puntos identificados en los polos. Sea
g : S — X la proyeccién y elijamos un arco meridiano g : I —+ S? cuya altura sea 1 — 2t.
La férmula r(gq(x,y,z)) = q(B((1 — z) /2)) envia cada paralelo a su punto sobre ese arco. Es
continua por la propiedad del cociente, respeta la identificacién de los polos y fija q(B(I)),
que es la circunferencia buscada.

Conviene tener claro qué da el retracto y qué no. Da que i, es inyectivo: 711 (X) contiene
una copia de Z, la de la circunferencia que baja por la esfera y vuelve por la identificacion.
No dice cuél es 711 (X) entero; para eso hay que descomponer X en trozos de grupo conocido,
que es el trabajo del teorema del capitulo siguiente.

Ejemplo. S!esretracto del toro S! x S! pero no de deformacién. La retraccién es la proyeccién
(x,y) — (x,y0). Si fuera de deformacion, i, o r, seria un isomorfismo de Z x Z, y por tanto
t« 1 Z x Z — Z seria inyectivo. Pero eso es imposible: si ¢(1,0) = Ay ¢(0,1) = p, entonces

¢, —A) = pA = Ap =0
con (u,—A) # (0,0) salvo que A = u = 0, en cuyo caso ¢ es nulo.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccién tiene respuesta: con 711 (S?, xo) = Z se compra
todo lo que sale del esquema «suponer la aplicaciéon prohibida, aplicar 7r; y llegar a un
homomorfismo imposible». Asi salen la no retraccién, Brouwer en el disco y, contando
vueltas de un polinomio, el teorema fundamental del dlgebra. El esquema es tan fuerte como
la lista de grupos que se conocen, y de momento solo se conoce Z (y Z x Z, por el producto).
Para que dé mas obstrucciones hacen falta mas grupos: Z * Z para la figura de ocho, Z, para
el plano proyectivo y, sobre todo, los de las superficies cerradas. Calcularlos es lo que queda.
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6.3 Problemas de las relaciones

Ejercicio 6.1. Aplicaciones no sobreyectivas en la esfera

Probar que si f : X — S" es continua y no es sobreyectiva, entonces es homotépica a la
aplicacion constante.

Resolucién. La idea. Una esfera a la que le falta un punto es un plano, y en un plano todo se
puede contraer. Como la imagen de f evita un punto, f vive en realidad en ese plano.

El argumento. Sea 4 € S" un punto que no estd en la imagen de f. Entonces f se factoriza
como f =jo f',donde f': X — 5"\ {q} y j es la inclusion.

Por la proyeccion estereografica desde g, S" \ {g} = R”, que es contrictil: existe H :
R" x I — R"con H(y,0) =yy H(y,1) = 0.

Trasladando esa homotopia por el homeomorfismo y componiendo con f” se obtiene una
homotopia entre f’ y una constante dentro de S" \ {7}; componiendo con j, una homotopia
entre f y una constante en S".

La homotopia, escrita. Se puede dar sin pasar por la proyeccién estereografica, empujando
f(x) hacia el punto opuesto —q a lo largo del segmento y volviendo a la esfera:

o (-0f) -t
HED = 1000 — 1

El denominador no se anula: si (1 —t) f(x) = tq, tomando normas sale 1 — t = ¢, es decir,
t = %, y entonces f(x) = g, que es justo el punto que f no alcanza. Asi H es continua,
H(x,0) = f(x) y H(x,1) = —q. n

Dénde se falla. En olvidar la hipétesis: la identidad de S es sobreyectiva y no es hométopa
a una constante, porque tiene grado 1 (el grado se define unas paginas mas abajo). Y en leer
el enunciado del revés: ser hométopa a una constante no obliga a dejar puntos fuera. La
aplicacién de S! que da una vuelta entera y la deshace es sobreyectiva y tiene grado 0.

Qué hemos aprendido. Para probar que una aplicacién es hométopa a una constante, basta

encontrar un punto que no toque. Y, leido del revés, una aplicacién S' — S! de grado distinto
de cero tiene que ser sobreyectiva: si dejara un punto fuera, seria hométopa a una constante,
que tiene grado 0.

Ejercicio 6.2. Tres caracterizaciones de la simple conexion

Probar que para un espacio conexo por caminos X las tres condiciones siguientes son
equivalentes:

(a) toda aplicacion continua f : S! — Xes homotépica a una constante;

(b) toda aplicacién continua f : S! — X se extiende al disco B?;

(c) m(X,xp) =0 para todo xp € X.

Resolucién. La idea. Las tres dicen «todo lazo es trivial» de tres maneras: se puede encoger
hasta un punto (a), se puede rellenar con un disco (b), su clase es el neutro (c). Entre (a)
y (b) no hay nada que demostrar, solo una imagen que ver: una pelicula que encoge la
circunferencia hasta un punto es un disco, porque el tiempo de la pelicula hace de radio y el
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instante final, en que todo es un punto, hace de centro. Entre (a) y (c) la tinica diferencia es si
el punto base se queda quieto o no, y eso lo resuelve el cambio de punto base.

(@) = (b). Sea f : S' — X homotdpica a la constante x; mediante H : S! x [ — X, con
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = x1. Como H es constante en S' x {1}, es compatible con la relaciéon
que define el cono, y por la propiedad universal induce una aplicacién continua H : CS' — X.
Y CS' 2 B2, con S! correspondiendo al borde. Luego H es la extension buscada. Escrita en el
disco, con el homeomorfismo [z,s] — (1 —s)z, es

F((1—s)z) = H(zs) :

el punto a distancia 1 — s del centro en la direccién z va a donde la pelicula lleva z en el

instante s. En el centro, s = 1, el valor es x; sea cual sea z, y por eso F estd bien definida; en el

borde, s = 0, es f(z).

(b) = (a). Si f se extiende a F : B2 — X, se define H(z,t) = F((1 — t)z), que es continua,
cumple H(z,0) = F(z) = f(z) y H(z,1) = F(0), constante.

(@) <= (0). Por la correspondencia entre lazos y aplicaciones de S!, un lazo a representa
el neutro de 711 siy solo si f, es homotdpica a una constante relativamente al punto base. La
Unica sutileza es pasar de homotopia libre a homotopia relativa: si f, =~ cte libremente, el
camino que recorre el punto base durante la homotopia induce el isomorfismo 7, y la clase
de « va a la clase del neutro. Con los dos sentidos por separado:

» () = (a). Dada f : S' — X, el lazo a(t) = f(¢*™) en xy = f(1,0) cumple f = f,.
Como m1(X, x9) = {1}, « ~ cte, y por el ejercicio del capitulo 5 que identifica lazos con
aplicaciones de la circunferencia, f; ~ f.t, que es constante.

= (a) = (c). Sea & un lazo en xg y &(t) = ¢*™"* la vuelta canénica; entonces a = f, o ¢, luego
(] = (fu)«[€]- Si fa es homobtopa a una constante, la proposicion de la seccién 5.3 sobre
la pelicula que arrastra el punto base da (f)« = 4 o cte,, que manda todas las clases al
neutro. Luego [a] = 1.

Como X es conexo por caminos, basta con un punto base: los demds dan grupos isomorfos. l

QUE DEJA. Las tres caras del mismo concepto. La (b) es la mas ttil en los problemas: ser simplemente
conexo significa que todo lazo se puede rellenar con un disco. Es la imagen correcta y la que hay que tener
en la cabeza al mirar una superficie.

Ejercicio 6.3. Un espacio cubierto por dos simplemente conexos

Probar que si X = AU B con A y B abiertos tales que A, By AN B son conexos por caminos,
ANB # @y Ay B son simplemente conexos, entonces X es simplemente conexo. Deducir
que 711 (S") = 0 para todo n > 2.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Toma un lazo y trocéalo con el lema de Lebesgue en trozos que caigan alternativamente en A o en B.

2. Une los puntos de corte con el punto base mediante caminos dentro de A N B.
3. Para la esfera, ;como se cubre con dos casquetes?

Resolucion. La idea. Un lazo que se pasea por A y por B se corta en trozos, cada uno dentro
de uno de los dos abiertos, y se cierran los trozos con caminos auxiliares. Cada trozo cerrado
vive en un simplemente conexo, luego se contrae; y el lazo original es el producto de todos
ellos.
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El argumento. Al compartir un punto y ser ambos conexos por caminos, A y B tienen unién
conexa por caminos. Sea « un lazo en xg € A N B. El recubrimiento {a~1(A),a"1(B)} de [0, 1]
es por abiertos, luego por el lema de Lebesgue existe una particion 0 = ¢ty < --- < t, = 1tal
que cada «([t;, t;+1]) estd contenido entero en A o en B.

Se puede suponer, agrupando trozos consecutivos que caen en el mismo abierto, que los
trozos alternan. Entonces cada punto de corte a(t;) estd en A N B. Como A N B es conexo por
caminos, se elige para cada i un camino ; dentro de A N B que una xo con «(t;), tomando o
Y Yn constantes.

Reparametrizando cada tramo sobre I mediante «;(t) = a(t; + (tj41 — t;)t), se tiene

o~ (yokag k1) (1 aq x o) k- ek (Y1 kX1 % ),

porque las parejas %; * y; intercaladas son equivalentes a caminos constantes. Cada paréntesis
es un lazo en xp contenido enteramente en A o en B, que son simplemente conexos, luego
cada uno representa el neutro. Por tanto [a] = 1.

A //// B B o
X0
L%}

a(ty) \\\B
|
\ ‘ /
\\\ ) /D((i’z) //

En la figura, un lazo en x( troceado en tres tramos: &g y a2 dentro de A y «; dentro de B. Los
puntos de corte caen en la lente A N B, y los caminos auxiliares 1, 2, a trazos, los unen con
xo sin salir de ella. Cada lazo cerrado con ellos, yg * ag * 1, Y1 * @1 * Y2 Y Y2 * &2 * Y3, Vive
entero en A o entero en B, con 7y y 73 constantes.

La esfera. Se cubre 5" con A = §"\ {N} y B = §"\ {S}, los complementarios de los
dos polos. Los dos son abiertos, homeomorfos a IR" por proyeccién estereogréfica, luego
simplemente conexos. Y AN B = S"\ {N, S}, que es homeomorfo a R" \ {0} y, paran > 2,
es conexo por caminos. Luego 711 (5") = 0. |

Observaciéon (Por qué falla para n = 1). La hipdtesis que se rompe es exactamente la
conexi6én por caminos de A N B: en S!, quitar dos puntos deja dos arcos disjuntos. Y en efecto
7'(1(51) =47 7& 0.

Merece la pena registrarlo: en el teorema de Seifert-van Kampen, la hipétesis de que A N B
sea conexo por caminos no es técnica, es esencial, y el contraejemplo es la circunferencia.

QUE DEJA. La técnica de trocear un lazo con el lema de Lebesgue e insertar caminos auxiliares ¥ * v,
que es literalmente la demostracion del teorema de Seifert-van Kampen en miniatura. Quien entienda
este ejercicio entiende el teorema del capitulo siguiente.

Para una aplicacién continua f : S! — S, definimos su grado como el del lazo t — f(e?*):
el incremento entre los extremos de cualquier elevaciéon. También es invariante por homotopia
libre: al elevar una homotopia, ese incremento es una funcién continua con valores enteros, y
por tanto constante.

El grado de una aplicacién, con detalle. La definicién da por sentadas tres cosas, y conviene
verlas antes del ejercicio que la usa.
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= Por qué vale cualquier elevacion. El lazo t + f(e*™") empieza en f(1,0), que no tiene por
qué ser (1,0), y por eso no se puede fijar la salida en 0. Pero dos elevaciones del mismo
camino difieren en un entero constante: si ¢ es una, ¢ + m es la que sale de ¢(0) +m, y
por la unicidad no hay otras. Al restar llegada menos salida, ese entero se cancela.

» Por qué es invariante por homotopia libre. Sea H : S! x I — S! una homotopifa de f a g.
La aplicacién (t,s) — H (€2, ), del cuadrado en S, se eleva cuadradito a cuadradito
exactamente como en el paso 2 del teorema, que no us6 que la homotopia fuera relativa
mas que para los lados verticales. Sale H : I x I — R continua, y para cada s el incremento
d(s) = H(1,s) — H(0,s) es un entero, porque los dos extremos estan sobre el mismo
punto H((1,0),s). Una funcién continua de s con valores enteros es constante, luego
grad f = d(0) = d(1) = grad g. A diferencia del paso 2, aqui los lados verticales si se
mueven; lo que no cambia es la diferencia entre ellos.

» Qué mide en el grupo fundamental. Si f(1,0) = (1,0), el homomorfismo f, : Z — Z manda
el generador, la clase de la vuelta candnica ¢, a la clase de f o ¢, cuyo grado es el de f. Un
homomorfismo de Z en Z queda determinado por la imagen de 1, asi que f, es multiplicar
por el grado: f.(k) = grad(f) k.

Y los casos que conviene tener hechos, todos por el mismo mecanismo (se eleva t — f(e?7)

y se resta):

f(z) una elevaciéon grado
z" nt n

z, es decir, (x,y) — (x,—y) —t -1
e'%z, el giro de dngulo 6y t+00/2m 1
constante ¢i% Bo/2m 0

El paso 1 del teorema fundamental del dlgebra es la primera fila leida en el grupo: f,.
multiplica por n.

Ejercicio 6.4. El grado y sus consecuencias

1. Calcular el grado de la aplicacién f : St — S! dada por f(x,y) = (x, —y).

2. Probar que el grado de la aplicacién antipodal a : S' — S, a(z) = —z, es 1.

3. Probar que f : S! — S!, f(z) = —z, es homotdpica a la identidad, y deducir que tener
punto fijo no es una propiedad invariante por homotopia.

Resolucién. La idea. Los tres apartados se resuelven con el mismo gesto: escribir f(e?™)

como ¢?™¢() con ¢ continua, que es una elevacién, y restar ¢(1) — ¢(0). Lo tnico que hay
que pensar es el tercero, que pide una homotopia y una conclusién sobre puntos fijos.
1. Sea ¢ : [0,1] — R dada por g(t) = —t, continua con g(0) = 0. Sea p(s) =
(cos 27ts,sen 27s) la proyeccién canénica y 7t : [0,1] — S! el paso al cociente. Entonces
p(g(t)) = p(—t) = (cos(—2mtt), sen(—27mt)) = (cos2mt, —sen2mt) = f(7(t)).
Luego g es el levantamiento buscado, y como g(1) = —1,

grad(f) = —1.

Geométricamente: f es la reflexién respecto del eje horizontal, que recorre la circunferencia al
revés.

240



6.3. Problemas de las relaciones

2. El grado de una aplicaciéon no cambia al componerla con un giro, porque un giro es
homotoépico a la identidad: basta girar el dngulo poco a poco. Y la antipodal coincide con el
giro de angulo 7r. Componiendo la antipodal con el giro de dngulo 7t se obtiene la identidad,
que tiene grado uno; luego el grado de la antipodal es uno.

Otra via, la directa. Se eleva: a(e?™!) = —e™t = ¢2™i(1/2) asique t ~— t+ 1 es una
elevacién. Vade 1 a 3, y el grado es la diferencia, 1.

3. La homotopia explicita es

H(z,t) = "™z,

que es continua, cumple H(z,0) = zy H(z,1) = ¢z = —z. Luego la antipodal es homot6pica
a la identidad.

La deduccién. La identidad de S tiene puntos fijos: todos. La antipodal no tiene ninguno,
porque z = —z obligaaz = 0 ¢ S'. Y acabamos de ver que son homotépicas. Luego tener
punto fijo no es invariante por homotopia. [

Dénde se falla. En tres sitios.

» Tomar la llegada por el grado. La elevacion de la antipodal sale de % y llega a % ;el grado es la
diferencia, 1, no % Solo cuando la elevacién sale de 0 coinciden las dos cosas.

» Confundir la antipodal con una reflexién. En S! la antipodal es un giro, de grado 1; la reflexiéon
del apartado 1 invierte el sentido y tiene grado —1. En S? ya no es asf, como avisa la
observacion que sigue.

= Querer probar Brouwer deformando. Toda f : B> — B? es hométopa a una constante, por
la homotopia rectilinea en el disco, que es convexo, y una constante tiene punto fijo. Eso
no prueba nada: el apartado 3 dice precisamente que tener punto fijo no pasa de una
aplicacién a otra hométopa. Por eso Brouwer necesita la no retraccion.

Qué hemos aprendido. El grado se calcula siempre igual, elevando y restando, y es lo tinico

de una aplicacién S! — S! que sobrevive a las deformaciones: ve el sentido de giro, pero no

ve los puntos fijos.

Observacién (Un aviso sobre el grado de la antipodal). En S! la antipodal tiene grado 1; en S
tiene grado —1. En general, la antipodal de S" tiene grado (—1)"*!, porque es la composicién
de n + 1 reflexiones. El grado de una aplicacién S" — S" con n > 2 no se define en este curso,
porque necesita homologia: lo que sigue es un aviso de lo que pasa, no algo demostrado aqui.

Esto da una obstruccién a los campos tangentes sin ceros: si existiera uno, normalizado a
longitud uno, V, la férmula cos(7tt)x + sen(7tt) V(x) seria una homotopia entre la identidad
y la antipodal. Sus grados deberian coincidir, lo cual falla si n es par. Si n es impar, el campo
V(x) = (—x2,x1, —X4,X3,...,—Xn41, Xn) €S tangente y nunca se anula. Para S?, se recupera el
teorema de la bola peluda de la seccién 1.5.

QUE DEJA. El calculo del grado por levantamiento, que es mecénico: se levanta, se mira la diferencia
entre llegada y partida, y ese es el grado. Y dos hechos que conviene retener: el grado no cambia al
componer con giros, y la antipodal de S! tiene grado uno y ningtn punto fijo.
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Ejercicio 6.5. Infinitos espacios simplemente conexos y distintos

Dar una familia infinita de espacios conexos por caminos y simplemente conexos que no
sean homeomorfos dos a dos.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. La familia obvia es la de las esferas S" con n > 2. Piensa qué haria falta para demostrar que no son
homeomorfas entre si, y si eso estd a mano en este curso.

2. Hay una construccion del capitulo 3 que produce espacios simplemente conexos automdticamente, sin
calcular nada.

3. Para distinguir dos espacios basta con encontrar un solo niimero que se conserve por homeomorfismos y
que valga distinto en cada uno. El mds barato de todos: cudntos trozos quedan al quitar un punto.

Resolucién. Por qué la respuesta obvia no sirve todavia. La primera familia que se le ocurre
a cualquiera es {S" },,>2. Son conexos por caminos y simplemente conexos, esto tltimo por el
ejercicio anterior sobre espacios cubiertos por dos abiertos simplemente conexos. Pero para
acabar el problema haria falta probar que S” y S no son homeomorfas cuando n # m, y
eso es el teorema de invariancia de la dimensién, que no se demuestra en esta asignatura: el
grupo fundamental no sirve, porque vale {1} para todas ellas. La familia es correcta, pero la
justificacién no esta a mano.
Una familia que si se puede justificar entera. Para cada n > 3 se toma

X, = C(Dy), D, ={1,2,...,n} con la topologia discreta,

el cono sobre un espacio discreto de n puntos. Concretamente, X, es la unién de n segmentos
que comparten un extremo comiin, al que se llamara centro y se denotard v: una estrella de n
puntas.

Son conexos por caminos y simplemente conexos. Todo cono CX con X # @ es contréctil: la
homotopia H([x,s],t) = [x, (1 — t)s + t] empuja cada punto hacia el vértice, es continua por
la propiedad universal del cociente, y lleva la identidad a la constante. Un espacio contractil
es conexo por caminos — la propia homotopia da un camino de cada punto al vértice —y
tiene grupo fundamental trivial, por el corolario del capitulo 5. Asi que no hay nada que
calcular: la construccién los fabrica ya simplemente conexos.

No son homeomorfos dos a dos. Se define, para cada punto p de un espacio Y, el ntimero

cy(p) = ntmero de componentes conexas de Y \ {p},

que es un invariante topolégico en el sentido siguiente: si# : Y — Y’ es un homeomorfismo,
entonces & restringe a un homeomorfismo de Y \ {p} en Y’ \ {h(p)}, y los homeomorfismos
conservan el nimero de componentes conexas. Por tanto también es invariante el maximo,
cuando existe,
m(Y) = maxcy(p).
pey

En X, se calcula c punto a punto:
= si p = v es el centro, al quitarlo quedan las n puntas sin su extremo comtn, que son n

conjuntos conexos, abiertos y disjuntos dos a dos: cx, (v) = n;
= si p es un punto interior de una punta, al quitarlo esa punta se parte en dos trozos y las

demas siguen unidas entre si por el centro: cx, (p) = 2;
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= sip es el extremo libre de una punta, X, \ {p} sigue siendo conexo: cx, (p) = 1.
Luego m(X,) = n, porquen >3 > 2.

Si X, y Xy fueran homeomorfos se tendria n = m(X,) = m(X,,) = m. Por tanto la familia
{Xy }n>3 es infinita y sus miembros no son homeomorfos dos a dos. n

EXPLICATE. ;Por qué se empieza en n = 3 y no en n = 1? Dibuja X1 y Xp y comprueba que son el
mismo espacio. Esa es exactamente la razon.

Otra via (con conjuntos del plano, si se prefiere algo mas concreto). La misma idea se realiza
dentro de R? sin hablar de conos: se toma

n—1

Y, = U {t(cosz%k,senznlk) s0<t< 1},

k=0
la unién de n radios de la circunferencia unidad. Es un subconjunto estrellado respecto del
origen, luego contractil por la homotopia rectilinea H(p,t) = (1 —t)p, y por tanto conexo
por caminos y simplemente conexo. Y el mismo recuento de componentes al quitar el origen
los distingue.

Merece la pena tener las dos versiones: la del cono ensefia que la simple conexién sale

gratis de la construccion, y la del plano es la que se dibuja.

Qué hemos aprendido. Todos los X, son contrictiles, asi que tienen el mismo tipo de
homotopia que un punto, y ningtin invariante de homotopfa, el grupo fundamental incluido,
puede separarlos. Hace falta un invariante que solo se conserve por homeomorfismos, y el
nimero de trozos que quedan al quitar un punto es de esos: el centro de la estrella se puede
encoger hasta nada con una homotopia, pero ningtin homeomorfismo lo borra.

Repaso del capitulo

REPASO INTERCALADO: CALCULO DEL GRUPO FUNDAMENTAL, PRIMERA RONDA

Enuncia el hecho crucial sobre p : R — S! y explica para qué sirve.

Enuncia el lema de Lebesgue y di en qué dos sitios de la demostracion se usa.
Define el grado de un lazo en S! y demuestra que esta bien definido.

Enuncia el teorema de no retraccion y demuéstralo en cuatro lineas.

> P

Enuncia el teorema del punto fijo de Brouwer.

REPASO INTERCALADO: CALCULO DEL GRUPO FUNDAMENTAL, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL
ANTERIOR

1. ¢Por qué m1(S") = 0 paran > 2y no para n = 1? Localiza la hipétesis que se
rompe.

2. Explica en cinco lineas, sin férmulas, la demostracién del teorema fundamental del
algebra.

3. Da tres homomorfismos de grupos que sean imposibles y di qué problema resuelve
cada uno.

4. Calcula 711 del cilindro y de la banda de Mobius usando la tabla de retractos del
capitulo 5. Para el toro menos un punto, di sobre qué espacio se retrae y por qué su
grupo tiene que esperar al teorema de Seifert-van Kampen.
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5. (Qué relacion hay entre el grado de una aplicacién S! — S! y el indice de un campo
en un punto singular de la seccién 1.5?

6. El toro admite un campo tangente sin ceros y la esfera no. Justifica ambos hechos
mediante x. ;Basta tener grupo fundamental no trivial para admitir un campo sin
ceros? Considera también la superficie cerrada orientable de género dos.
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CAPITULO 7

Teorema de Seifert-van Kampen

ANTES DE LEER

1. Si sabes los lazos de dos trozos de un espacio y sabes como se pegan, ;deberias
poder deducir los lazos del total? ;Qué informacién extra hace falta?

2. Escribe el grupo Z x Z dando generadores y relaciones. ;Y Z,,?

3. ;Por qué crees que el grupo fundamental de una figura de ocho no puede ser
abeliano?

Las respuestas estdn en las secciones 7.2, 7.1y 7.2.1.

LA IDEA: LA HERRAMIENTA QUE FALTABA

Hasta ahora los célculos se han apoyado en la circunferencia, los retractos y algunas
construcciones sencillas, como el producto de espacios. El teorema de este capitulo
es la maquina general: dice que si un espacio se descompone en dos abiertos cuya
interseccién es razonable, entonces su grupo fundamental se obtiene pegando los de
las dos piezas.

Pegar grupos no es tan simple como pegar espacios, y por eso hace falta primero un
poco de lenguaje algebraico: presentaciones, producto libre y producto amalgamado.
Es la primera seccién del capitulo y no tiene nada de topologia.

Después viene el teorema, y después un procedimiento en cinco pasos para usarlo.
Ese procedimiento es lo que hay que dominar: casi todo lo que viene después consiste
en aplicarlo a un poligono de identificaciones.
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7.1 Presentacién de grupos

LA PREGUNTA: DESCRIBIR UN GRUPO SIN LISTARLO

Un grupo puede tener muchisimos elementos y estar generado por unas pocas opera-
ciones. Entre los grupos fundamentales que van a salir los hay infinitos y no conmuta-
tivos: una tabla finita no basta para describirlos. Lo tinico que se tiene es un pufiado
de lazos y unas cuantas igualdades entre ellos. ;Qué significa exactamente definir un
grupo dando generadores y relaciones, y coémo se decide si dos descripciones distintas
corresponden al mismo grupo?

Definicién. Sea G un grupo. Se llama presentacién de G a un par (S | R) donde S es un
conjunto de generadores — todo elemento de G se escribe como producto de elementos de S
y sus inversos — y R es un conjunto de relaciones, es decir, de palabras de S que son iguales
al elemento neutro, elegido de modo que si dos palabras representan el mismo elemento de
G se puede pasar de una a otra usando las igualdades r*! = e con r € Ry las relaciones
obvias del grupo.

Si R = @, se dice que (S | ) es un grupo libre con base S.

Observacién. En la presentacién no se incluyen las relaciones triviales como aa~! = ¢, que

se suponen dadas implicitamente por la estructura de grupo.

Co6mo se trabaja con una presentacién, amano. Antes de ninglin teorema conviene manejar
estos objetos con las manos, porque con una presentacion se hacen siempre las mismas dos
operaciones.

En el grupo libre, multiplicar es concatenar y cancelar. Los elementos de (a,b | ) son las
palabras reducidas: sucesiones de letras a*!, b*! en las que ninguna letra aparece pegada a
su inversa. Dos palabras se multiplican escribiéndolas una detrds de otra y cancelando los

pares xx~! que queden juntos en la costura, hasta que no quede ninguno:

(ab™Y) - (ba) = a (b™1b)a = a?,
(aba ') - (abla ) =ab(a )b et =a (kb )a ! =e.

La segunda cuenta ensefia también cémo se invierte una palabra: se lee al revés invirtien-
do cada letra, y (aba=!)~! = ab~'a~!. En el grupo libre no hay méas igualdades que esas
cancelaciones, asi que dos palabras reducidas distintas son elementos distintos.

Con relaciones, cada relacion es una regla de reescritura. La igualdad r = e permite insertar o
borrar la palabra 7, o su inversa, en cualquier punto de una palabra. En (a | a3), por ejemplo,
a° =a*a®> =a’ya! = a'a® = 4% el grupo tiene exactamente los tres elementos e, a, 4 y es
Z3.En (a,b | aba~'b~!), multiplicando la relacién por ba a la derecha se obtiene ab = ba, de
modo que cualquier b puede pasar al otro lado de cualquier a:

ba?b la=a*bb 'a =2

Formalmente, el grupo (S | R) es el cociente del grupo libre de base S por el menor subgrupo
normal que contiene a R; en la practica basta con esta lectura: el grupo libre, con ciertas
palabras declaradas iguales al neutro, y dos palabras son el mismo elemento cuando las
reglas permiten pasar de una a otra.
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EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DESCRIBIR EL GRUPO POR SU TABLA O POR SUS ELEMENTOS

La alternativa. Dar cada grupo mediante la lista de sus elementos y su tabla de multiplicar, o
mediante una realizacién concreta como grupo de matrices o de permutaciones.

Su ventaja. No hay ambigiiedad ninguna: dos grupos dados asi se comparan elemento a
elemento y, para grupos finitos, decidir si son isomorfos es una comprobacién mecanica.

Su limite aqui. Algunos de los grupos que salen son infinitos, asi que una tabla finita no basta:
el de la suma puntual de dos circunferencias es libre de rango dos y tiene infinitos elementos
ya en la primera pagina del capitulo. La presentacién, en cambio, se lee directamente de los
modelos de un solo vértice: un generador por cada arista identificada y una relacién por la
palabra del borde. Es un formato especialmente comodo para calcular con Seifert-van Kampen.
El precio, que conviene saber. Comparar presentaciones puede ser dificil: no existe un algo-
ritmo que decida el isomorfismo para cualesquiera dos presentaciones finitas. Eso no impide
resolver familias concretas. En el capitulo 8, los abelianizados bastardn para distinguir los
modelos de superficies compactas, conexas y sin borde.

Observacién (Importante: como se define un homomorfismo desde una presentacién). Para
construir un homomorfismo f : G = (S | R) — H, se asigna a cada generador s € S una
imagen h; € H. La asignacion se extiende a un tinico homomorfismo si, al sustituir esas
imagenes en cada palabra de R, se obtiene el neutro de H.

En efecto, se define f(s{! - sil) = hil .. hEl Respetar las relaciones garantiza que el
resultado no depende de la palabra elegida. La férmula respeta concatenaciones, luego define
un homomorfismo; y cualquier homomorfismo con esas imagenes debe satisfacerla, lo que
prueba la unicidad.

Este es el criterio que se usa en todos los ejercicios para construir homomorfismos y para
probar que no existen.

El criterio, a mano. Tres casos, que son los tres que se repiten.

» ZxZ = {(a,b|aba~'b™') = Z cona — 1,b — 0. Como Z es aditivo, sustituir en la
relacién es sumar los exponentes con sus imagenes: 1 +0 —1 —0 = 0. La relacién se
respeta, luego hay un tnico homomorfismo con esas imagenes; identificando a = (1,0) y
b = (0,1), es la proyeccion (m,n) — m.

» Zy = {a|a?) = Zcona+— 1. Larelacion da1+1 = 2 # 0: no vale. Con a + k da
2k = 0, que en Z obliga a k = 0. El tinico homomorfismo Z, — Z es el nulo, y este hecho
resolvera un ejercicio del final del capitulo.

» (a,b|) — H, sin relaciones. No hay nada que comprobar: a y b pueden ir a dos elementos
cualesquiera de H. Esa libertad es lo que da nombre al grupo libre.

Coémo se prueba que dos palabras son distintas. El criterio sirve también para lo contrario
de construir. Para ver que dos palabras 1 y v dan elementos distintos de G, basta encontrar un
homomorfismo de G en un grupo concreto donde sus imédgenes difieran: si fueran el mismo
elemento, tendrian la misma imagen. Asi se prueba, por ejemplo, que Z * Z = (a,b | ) no es
abeliano. Como no hay relaciones, se puede mandar a — (12) y b — (23) en el grupo Sz de
las permutaciones de tres objetos. Componiendo de derecha a izquierda,

ab— (12)(23) = (123),  ba+— (23)(12) = (132),

que son permutaciones distintas. Luego ab # ba en Z x Z, y el conmutador aba~'b~! no es
el neutro. Esta es la comprobacién que hay detras de cada vez que el capitulo dice que un
grupo libre de rango dos no es abeliano.
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Ejemplo. Presentaciones que hay que reconocer al vuelo:

Z: {a]), grupo libre de base {a}; también (a,b | ab~1)
Zy: (a|a")

ZxZ: {ab]|aba= b 1)

7" : (a1,...,a, | aia]-ai’laj’l, 1<i<j<n)

En el caso de Z x Z, 1a relacion expresa la conmutatividad, que no se considera trivial porque
se trabaja con grupos no necesariamente abelianos.

Y merece la pena fijarse en algo que no es casualidad: la relacién aba~'b~! coincide con la
identificacién de las aristas en el poligono fundamental del toro. Esa coincidencia es lo que
el capitulo 8 explicara.

Definicién. Sea G un grupo con presentacién (S | R). Se llama abelianizacién de G al
grupo abeliano G, con presentacion (S | RU R,;), donde Ry, = {sisjsfls; ; 8i,sj € S}. Las
1,1

expresiones s;s;s; 's;  se abrevian [si,s;] y se llaman conmutadores.

LA IDEA: POR QUE SE ABELIANIZA

Seifert-van Kampen también produce grupos no abelianos, que pueden ser dificiles
de comparar: decidir si dos presentaciones dan grupos isomorfos es, en general, un
problema sin solucién algoritmica.

La abelianizacién es una forma de perder informacién a cambio de poder calcular.
Un grupo abeliano finitamente generado esta clasificado por un teorema de Algebra:
es un producto de copias de Z y de grupos ciclicos finitos, y esos factores se leen
directamente. Asi que abelianizando se obtiene un invariante manejable.

Y para distinguir las superficies compactas, conexas y sin borde basta: los abelianizados
de los grupos fundamentales de M,, y N;, son todos distintos, y por eso la clasificacién
funciona. Ese es el motivo de que las dos cosas vayan siempre juntas, el grupo
fundamental y su abelianizado: el primero se calcula con el teorema, el segundo es el
que identifica la superficie.

Ejemplo. Z = (a | )daZ,, = (a | aaa—'a™1) = (a | ) = Z. En general, si A es abeliano,
Ay = A.En particular (Z,),, = Z,.

Abelianizar a mano. En un grupo abeliano el orden de las letras no importa, asi que cada

relacion se puede leer en notacién aditiva: se suma, para cada generador, el total de sus

exponentes. Con las palabras de las superficies que vienen después:

» toro, aba b1 a0+ b —a— b = 0. La relacién se vacia y queda Z x Z;

» botella de Klein, aba 'b: a + b — a + b = 2b. Queda 2b = 0 con a libre, es decir, Z x Zj;

= plano proyectivo, aa: 2a = 0, que da Z;

= la superficie N3, a2b%c%: 2a 4+ 2b +2c¢ = 0. Aqui hace falta un cambio de generadores: con
a =a+b+clostriosa,b,cya’,b,c generan lo mismo (porque 2 = a’ — b — ¢), y larelacién
se convierte en 2a’ = 0. Queda Z x Z x Z,.

La regla que sale de estos cuatro casos: se escriben las relaciones como combinaciones enteras

de los generadores y se cambian generadores, con cambios que se puedan deshacer sin salir

de los enteros, hasta que cada relacion afecte a un solo generador. Un generador sin relacién

aporta un Z; uno con la relacién k x = 0 aporta un Zy.
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Definicién. Sean G; = (S1 | R1) y G2 = (Sz | Rp); renombramos los generadores si hace
falta para que S; y S; sean disjuntos. Se llama producto libre de G; y G, al grupo G; * G,
con presentacion

<51 US, ’ R, U R2>.

Se conservan las relaciones de cada factor, sin afiadir relaciones entre ambos. El neutro es la
palabra vacia, comun a los dos factores; no hace falta introducirlo como generador ni como
relacion adicional.

Ejemplo.

Zx---xZ="_ay,...,a,|), Z*Zzz<a,b\b2>, ZyxZy={ab|a",b™).

n

Ademais (G; * Ga) gy = G x G4, 1o que da un atajo muy util: el abelianizado de un producto
libre es el producto directo de los abelianizados.

La razon cabe en tres lineas. Abelianizar G * G, es afiadir los conmutadores de todos los
pares de generadores. Los de dos generadores de S; abelianizan Gy; los de dos generadores
de S; abelianizan Gp; y los mixtos, [s1,52] con s; € Sy s, € Sy, hacen que todo el primer
factor conmute con todo el segundo, que es justo lo que distingue el producto directo del
libre. Por ejemplo, (Z * Z3)y = Z X Zoy (Z*Z)yp = Z x Z.

Definicién. Dado un diagrama de homomorfismos G; Pil Go N Gycon G; = (S; | Rj) y
51, S disjuntos, se llama producto amalgamado del diagrama al grupo G con presentacién

<Sl US, | RiURyU R12>, Rip = {fl(S)fz(S)_l ;S € So}

Es decir, el producto amalgamado es el resultado de afiadir al producto libre las relaciones
que igualan fi(s) con f,(s), escritos como palabras en los generadores de sus respectivos
grupos.

Observacién (Importante). Todo diagrama conmutativo de grupos

Gdica 6lbuada
induce un homomorfismo ¢ : G — H desde el producto amalgamado, definido por ¢(s;) =
fi(si). Esta bien definido porque f/(R;) = e por ser homomorfismos, y porque para todo
s €Sy
9(f1(5)fa(5)71) = fifils) fofals) ' =
por la conmutatividad del diagrama. Ademads es el tinico homomorfismo con esas imédgenes
en los generadores: esta es la propiedad universal del producto amalgamado.

Ejemplo. Tres casos particulares de interés:

1. si Gy = {1}, el producto amalgamado es G; * Gy;

2. si G = Gy = {1}, es el grupo trivial, sea cual sea Go;

3. si G, = {1}y f1 : Go — G es sobreyectivo, también es el grupo trivial.

Cada uno tiene su linea de razén. En el primero, fi(s) = f2(s) = e para todo s, de modo
que las relaciones de Rj; no dicen nada y queda el producto libre. En el segundo no hay
generadores que poner: S; y S» pueden tomarse vacios. En el tercero, cada relacion de Ry
dice f1(s) = e; como las imagenes fi(s) generan G; por ser f; sobreyectivo, todo G; queda
declarado trivial.
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Un caso a mano, que es el del plano proyectivo. Sean Gy = (s | ) =Z, G = (x|)=Zy
G, = {1}, con f1(s) = x? y f el nulo. El diagrama es

(x]) €25 (s |) 229 {13,

y la tinica relaciéon nueva es f1(s) f2(s) ! = x2. El producto amalgamado es (x | x?) & Z.
Aqui fi no es sobreyectivo, porque su imagen son las potencias pares de x, y por eso no se
mata todo: se mata x> y sobrevive una x de orden dos. Cuando G, = {1}, en general, el

producto amalgamado es G; con las imagenes f1(s) declaradas iguales al neutro. Este cdlculo
reaparecerd en la seccién siguiente con nombres geométricos: x serd la tinica arista del plano
proyectivo y s la vuelta alrededor de un agujero, que recorre esa arista dos veces.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccién tiene respuesta. Definir un grupo por generado-
res y relaciones es tomar el grupo libre de los generadores, donde multiplicar es concatenar
y cancelar, y declarar iguales al neutro ciertas palabras. Desde un grupo asi dado, un ho-
momorfismo se construye eligiendo las imégenes de los generadores y comprobando las
relaciones. Esas mismas comprobaciones deciden a veces que dos palabras son distintas, o
que dos presentaciones no dan el mismo grupo: basta que sus abelianizados, que se calculan
como sistemas de ecuaciones enteras, sean distintos. Lo que queda abierto es el caso general,
sin algoritmo, y, sobre todo, de dénde salen las presentaciones de los espacios. Eso es la
seccion siguiente.

7.2 El teorema

LA PREGUNTA: CALCULAR EL GRUPO DE UN ESPACIO PARTIENDOLO EN DOS

Calcular el grupo fundamental de la circunferencia ha costado una teoria entera de
levantamientos, y repetir ese esfuerzo para cada superficie es inviable. Lo natural es
partir el espacio en dos trozos cuyos grupos ya se conozcan. ;Determinan esos dos
grupos el del total, y qué informacién adicional hay que dar sobre la forma en que los
trozos se pegan?

Teorema (Seifert-van Kampen). Sea X un espacio topolégico tal que X = X; U X; con Xj, X
abiertos y X1 N X, conexo por caminos. Sea xp € X7 N X;. Entonces 711 (X, x¢) es isomorfo al
producto amalgamado del diagrama

m1(X1, X0) Je m1(X3 N Xp, x0) 2, 11 (X2, x0),

donde i : X1 N X, — Xk y jk : Xk — X son las inclusiones. Més atin, el homomorfismo
¢ : G — m (X, xp) inducido por ji. y ja« €s un isomorfismo.

LA IDEA: DOS MAPAS QUE SE SOLAPAN

La imagen que predice el enunciado es la de un excursionista con dos mapas. El
terreno entero no cabe en ninguno de los dos, pero entre los dos lo cubren, y hay una
franja donde se solapan. Cualquier ruta del terreno se puede trocear en tramos, cada
uno enteramente dentro de uno de los dos mapas: el lema de Lebesgue garantiza un
troceado finito, y se agrupan tramos consecutivos del mismo mapa. Asi, los cortes
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entre tramos distintos caen en la franja comtn y se pueden llevar hasta un punto fijo

de esa franja sin salirse de ella. Con eso, toda ruta es una sucesién de lazos, cada uno

dibujable en un solo mapa.

De ahi salen las dos mitades del teorema, y conviene verlas separadas.

» Todo lazo se genera con lazos de los dos trozos. Es lo anterior, y es la parte facil. Por
eso los generadores de 711 (X, x¢) son los de 711 (X3, xo) junto con los de 711(X2, xp),
sin nada mas.

= La franja comin dice qué estd contado dos veces. Un lazo que vive en el solape
aparece en los dos mapas, con dos nombres distintos, y los dos nombres designan el
mismo lazo del terreno. Eso es exactamente lo que hacen las relaciones i1, (c) = iz (c)
del producto amalgamado: no afiaden lazos, identifican nombres. El diccionario
entre los dos mapas es 71 (X1 N X2, x).

La intuicién falsa, y es la que hay que quitarse. Uno lee «el grupo del total sale de
los grupos de las partes» y entiende que basta con conocer 711 (X1, x9) v 71(X2, X0).
No basta, y ahi esta todo el contenido del teorema. Dos espacios pueden tener trozos
con los mismos grupos y grupos totales distintos, porque lo que decide no son los
dos grupos sino las dos aplicaciones iy, e i2, es decir, como se ve el solape desde cada
lado. La informacién estd en el pegado, no en las piezas. Por eso el enunciado no
dice «producto libre» sino «producto amalgamado», y por eso en el procedimiento
de célculo lo que cuesta trabajo es siempre escribir la imagen del generador de la
interseccién en cada uno de los dos lados.

El corazén, en una frase. Los generadores los ponen las piezas; las relaciones nuevas
las pone el solape.

Y el argumento que hay detrds, ya con simbolos. Sea « un lazo en xp que es la
yuxtaposicién de un camino «| 0,,] contenido en X y otro i i1,1] contenido en X;. Se
toma y un camino en X; N X entre xo y zx(tl). Reparametrizando ambos tramos sobre
I, el lazo & es homot6pico, con extremos fijos, a la yuxtaposicion

(a

0,ta] * '7) & ('Y v “|[t1,1])/

en Xq en Xp

el primero en la imagen de i, y el segundo en la de j,,.

X] ‘ X2

D o

En el dibujo, la franja mds oscura es X; N Xj. El lazo sale de xp, recorre X; hasta el
corte a(t1), que esta en la franja, y vuelve a xo por X». El camino v, de trazos, va 'y
viene por la franja sin cambiar la clase del lazo, y lo parte en dos lazos basados en xo:
uno dibujado entero en el primer mapa y otro en el segundo.
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Es exactamente el argumento del ejercicio del capitulo anterior sobre dos abiertos
simplemente conexos, sin la hipétesis de simple conexién. Lo que se gana alli es que
los lazos de cada trozo son triviales; aqui pueden no serlo y hay que conservar sus
clases y relaciones. El teorema afirma, ademds, que las relaciones del solape son todas
las relaciones adicionales necesarias.

Por qué no hacen falta mas relaciones: la otra mitad, en idea. Supéngase que una
palabra en los generadores de las dos piezas representa en X el lazo trivial. Entonces
hay una homotopia H : I x I — X que lo deforma en el constante. Es la misma
situacion que en la elevacion de homotopias del capitulo 6, y se resuelve con la misma
herramienta: por el lema de Lebesgue, el cuadrado I x I se divide en cuadraditos,
cada uno llevado por H entero dentro de X; o entero dentro de X,. Cada vértice de la
cuadricula se une a xp por un camino dentro de las piezas que lo contienen, y dentro
de Xj N X; si estd en las dos; aqui se usa otra vez que la interseccién sea conexa por
caminos. Hecho eso, se deforma la palabra cuadradito a cuadradito, y en cada paso
solo se usan dos clases de igualdades:

» ¢l borde de un cuadradito se contrae dentro de su pieza, porque el cuadradito lo rellena.
Es una igualdad de 7r1(X3, x9) o de 711(X», x¢), es decir, una consecuencia de R; o
de Rz ;

= un lado comiin a dos cuadraditos de piezas distintas estd en X1 N X, y ese mismo camino
se lee con nombres de X; desde un lado y con nombres de X, desde el otro. Pasar
de una lectura a la otra es exactamente una relacion i1, (¢) = ip«(c) de Ryp.

Recorrida toda la cuadricula, la palabra se ha llevado al neutro usando solo relaciones

de Ry, Ry y Ry2. Por eso no hace falta ninguna mas.

Para qué esta la hipétesis de que X; y X, sean abiertos. Las dos mitades del argumen-
to empiezan troceando: un lazo en tramos, una homotopia en cuadraditos. El lema de
Lebesgue solo trocea si las preimagenes a1 (X;), 2 (X2), 0 H 1(X;), H1(X2), son
un recubrimiento abierto de I o de I x I, y eso lo garantiza que X; y X; sean abiertos. De
ahi que en todos los ejemplos y ejercicios las piezas naturales, que suelen ser cerradas,
se engorden antes de aplicar el teorema.

Y la hipétesis de que X; N X, sea conexo por caminos es la que permite elegir el camino
7. Sin ella, el argumento se cae y el teorema es falso.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: EXIGIR SIMPLE CONEXION A LA INTERSECCION

La alternativa. Enunciar el teorema en la versién més simple, la que se obtiene como con-
secuencia inmediata del teorema: si X = X; U X, con X3, X, abiertos y X N Xy simplemente
conexo, entonces 711 (X, xo) es el producto libre de 711 (X1, x0) y 711 (X2, X0), sin relaciones que
amalgamar.

Su ventaja. El célculo se simplifica: no hay relaciones que amalgamar. El argumento del
capitulo anterior explica la generacién por las piezas; para asegurar que no aparecen relaciones
adicionales se usa Seifert-van Kampen.

Su limite. Sirve, por ejemplo, para la figura de ocho, pero no basta para la descomposiciéon
estdndar de una superficie cerrada: un disco abierto y el complementario de un disco cerrado
mads pequeiio y concéntrico. Su interseccion es una corona, que se retrae a una circunferencia y
tiene grupo fundamental Z: no es simplemente conexa. Con la versiéon débil no se calcula el
grupo del toro ni el de la botella de Klein mediante esa descomposicién. Y la otra hipétesis, la
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de que X; N X, sea conexo por caminos, tampoco es prescindible: la circunferencia se recubre
con dos arcos abiertos simplemente conexos cuya interseccion tiene dos componentes, y la
conclusién ingenua darfa 71 (S?, xg) = {1}, que es falso. Cada hipétesis del enunciado estd
comprando un contraejemplo.

7.2.1 Uso del teorema

A partir del teorema es posible obtener una presentacion explicita de 71 (X, x¢) siguiendo

un procedimiento fijo. Merece la pena escribirlo entero, porque es el mecanismo con el que se
calculan todos los grupos fundamentales de superficies que vienen después.

1.

Sim (X1 NXz) = (So | Ro) y mi(Xi,x0) = (Si | R;i), el producto amalgamado tiene
presentacion (S; U Sy | Ry U Ry U Ryp), con nombres de generadores disjuntos para las dos
piezas.

. Enlas relaciones i1, (s) i2«(s) ! de Ry, con's € Sy, se busca cémo expresar i1, (s) e iz (s) en

funcién de los generadores de S; y S; respectivamente. Este es el tinico paso con trabajo
geomeétrico.

Como ¢ es un isomorfismo, 711 (X, x¢) tiene por presentacion (ji1.(S1) U j2«(S2) | j1s(R1) U
j2«(R2) U @(R12)). Aqui se conservan los nombres formales de los generadores; las relacio-
nes indicardn si sus imagenes coinciden o se vuelven triviales.

. Un elemento s € Sy es la clase de un lazo a en X basado en xo; entonces ji.(s) es la clase

de ese mismo lazo, ahora visto en X.
Cada relacién de Ry, ya escrita como producto de elementos de S; U Sy, se transforma
por ¢ en el producto de las clases de esos mismos lazos en X.

LA IDEA: LA LECTURA PRACTICA DEL PROCEDIMIENTO

Despojado de notacién, el procedimiento dice esto:

Los generadores del total son los generadores de las dos piezas juntos. Las relaciones son las de
cada pieza, mds una relacion por cada generador de la interseccion, que iguala cémo se ve ese
lazo desde una pieza y cémo se ve desde la otra.

En los ejemplos de superficies, X; serd un disco abierto, que es contractil y no aporta
generadores ni relaciones; X; serd la superficie menos un disco cerrado mds pequefio
y concéntrico, que se retrae a un grafo y aporta un grupo libre; y X; N X serd una
corona, que se retrae a una circunferencia y aporta un solo generador, y por tanto una
sola relacién.

Esa relacién tinica es la palabra del poligono. Todo esté en eso.
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7.2.2 Los calculos fundamentales

Ejemplo (711(S?) = 1). Se cubre la esfera con dos casquetes abiertos ligeramente solapados.
X1 N X, es conexo por caminos y tiene al ecuador como retracto de deformacion fuerte, luego
m (X1 N Xp) = Z.Y X;, X, son homeomorfos a discos abiertos, que son contractiles, luego
sus grupos son triviales. El producto amalgamado de dos grupos triviales es trivial:

(8%, x0) = {1}.

Conviene fijarse en qué ha pasado con el Z de la interseccion, porque es el caso mds limpio
del mecanismo: la franja comtn tiene un generador, el ecuador, y ese generador aporta una
relaciéon que iguala cémo se ve el ecuador desde arriba y como se ve desde abajo. Desde
los dos lados se ve trivial, porque cada casquete es un disco y el ecuador se encoge dentro
de él hasta un punto. La relacién que queda es 1 = 1, no dice nada, y como tampoco hay
generadores que poner, el grupo total es trivial. La esfera es simplemente conexa porque
cualquier lazo se puede empujar hasta uno de los dos casquetes, y ahi ya no hay nada que lo
sujete.

Ejemplo (711 (S' V S') = Z x Z). Se toman X; y X, como cada circunferencia mas un trocito
de la otra, de modo que X; N X, sea un entorno del punto de unién, que es contréctil:
(X1 N Xz) = {1}. Cada X; se retrae a una circunferencia, luego 1 (X;) = (¢; | ) = Z.

OONED ORI

X1NX;

Los extremos de los arcos cortos estan excluidos: el solape son cuatro brazos abiertos unidos
por su centro, y se contrae a ese centro.
Con Gy trivial, el producto amalgamado es el producto libre:

7'[1(51 \/Sl,xo) = <€1,€2 ‘ > 27 x7Z,

el grupo libre con dos generadores, que no es abeliano. En general, 711 de una unién puntual
de n circunferencias es el grupo libre con 1 generadores.

Es el ejemplo contrario al anterior y explica el mecanismo por el otro extremo: aqui la
interseccion es contractil, no tiene generadores, y por tanto no impone ninguna relacién.
Los dos grupos entran enteros y sin hablarse. Y que no sea abeliano tiene una lectura directa:
dar una vuelta al lazo izquierdo y luego al derecho no es lo mismo que darlas en el orden
contrario, porque para pasar de un recorrido al otro habria que arrastrar un lazo a través del
punto de unién, y ahi no hay superficie por donde deslizarlo. En el toro, que se ve enseguida,
si la hay, y por eso alli el grupo si conmuta.

Ejemplo (711(T) = Z x Z). Se toma X; un disco abierto del toro y X, el toro menos un

disco cerrado contenido en X, escogidos concéntricos en el interior del modelo cuadrado.

Entonces:

» Xj es contractil: 711 (X;) = {1}.

» X; N Xz es una corona, que se retrae a una circunferencia: 711(X; N Xz) = (g | ) = Z,
generado por la vuelta canénica ay.
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= X5, el toro menos un disco, se retrae con deformacién fuerte a S* vV S!, formado por las
aristas a y b del modelo cuadrado. Luego 711 (X») = (¢4, € | ), libre con dos generadores.
Para mantener el punto base xo de la corona, se elige un camino 7 desde él hasta el

vértice del cuadrado. Si g, &) recorren las aristas, los generadores son €5 = [y *a; * 7|y

g5 = [y * ap * 7). Asi, las aristas y el lazo que rodea el agujero se comparan en el mismo grupo

con base xj.

b b
T T T T
a ’ a Se retrae con > "
deformacién a xo ¢ =Y
7 v
T b T1 T b T Zo

Figura 7.1: Retraccién del toro perforado conservando el punto base x¢. El camino < lo une
al vértice x; del modelo; por eso los lazos de las aristas se llevan a xop mediante y * a * 7
(original, p. 59).

Como i1.(g9) = 1 por ser X; contrdctil, solo hay que calcular ip.(€p): es la clase, en X»,
del lazo xy que rodea el agujero. Y al retraer X, sobre el grafo, ese lazo se convierte en el
recorrido completo del borde del cuadrado, es decir, en

i2.(e0) = ehe5 () 1 (e3)

Este es el tinico paso con trabajo geométrico de todo el ejemplo, y conviene verlo despacio.
El lazo « es una circunferencia pequefia alrededor del agujero; empujarla hacia fuera hasta
el borde del cuadrado no cambia su clase de homotopia, porque el toro menos el disco es
exactamente la region por la que se la estd empujando. Al llegar al borde, lo que recorre es el
perimetro entero del cuadrado, y el perimetro del cuadrado, leido con las identificaciones
puestas, es la palabra aba—'b~!. De ahi que la tnica relacién del grupo sea esa palabra: no la
elige nadie, la escribe el poligono. Por tanto

(T, x0) = (€%, " | e%b(e") 1 (")) = Z x Z.

La relaci6n dice literalmente e”¢” = e’¢”: los dos generadores conmutan, y un grupo libre con
dos generadores y esa tinica relacion es Z x Z. Geométricamente, es la superficie del toro la
que permite deslizar un lazo alrededor del otro; comparese con la figura del ocho de més
arriba, donde esa superficie no existe y el grupo se queda libre.

LA IDEA: EL MECANISMO, YA VISIBLE
Los tres ejemplos anteriores comparten estructura, y en el tercero se ve entero:

En un modelo con un solo vértice, los generadores son las aristas identificadas. La cara aporta
la palabra del borde como relacion.

Y la razén es geométrica: el lazo que rodea el agujero, al empujarlo hacia el borde del
poligono, recorre las aristas en el orden en que aparecen en la palabra. Nada mas.

Con eso ya se puede calcular el grupo fundamental de cualquier superficie dada por un
poligono de identificaciones, cuidando los vértices: si hay varios, primero se contrae
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un drbol maximo del grafo de aristas. El capitulo 8 formaliza el caso de los modelos
normales.

Ejemplo (Botella de Klein). Con la palabra aba~'b y el mismo esquema, ip.(gg) =
(") ~Le?(e?)"1(e") !, y se obtiene

1 (K) = (7, €¥ | e (")~ 1eb).

Todo el trabajo es el mismo que en el toro y cambia una sola letra: donde alli habia b~! aqui
hay b, porque el segundo par de lados se cose dando la vuelta. Esa letra basta para que la
relacion deje de ser un conmutador, y con ella se va la conmutatividad: la relacion dice ahora
g%’ = (eV)~1e?, es decir, que pasar &* al otro lado de €’ invierte ¢’. Es la misma media vuelta
de la banda de Mobius, escrita en el grupo.

El ip,(g9) que sale es la palabra inversa de aba~'b, porque el lazo que rodea el agujero
se ha recorrido en el otro sentido. No importa: una relacién y su inversa generan el mismo
subgrupo normal, asi que la presentacion es la misma.

Lo mismo pasa si el borde se empieza a leer por otro vértice. Empezando por la segunda
letra se obtiene ba~1ba, y

ba 'ba =a"! (aba'b)a,

que es un conjugado de la relacion original; y declarar trivial una palabra es declarar triviales
todos sus conjugados, porque gwg ! = geg™! = e. Conclusién practica: la palabra del
poligono se puede leer empezando por cualquier letra y en cualquiera de los dos sentidos,
y la presentacién no cambia.

Ejemplo (Plano proyectivo). Con la palabra ag, el lazo que rodea el agujero recorre la arista a
dos veces, luego iz (¢0) = €3y

m(P’R) = (e | ) = Z,.

El grupo presentado por un generador y esa nica relacioén tiene exactamente dos elementos,
y esos dos elementos son el lazo constante y el didmetro del disco, que en el plano proyectivo
es un lazo porque sus dos extremos estdn identificados. Recorrerlo dos veces si se deshace;
una vez, no. Es el ejemplo mas pequefio de grupo fundamental finito y no trivial de todo el
curso.
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12

’ Se retrae con

deformacion a

T x1

Figura 7.2: En el plano proyectivo perforado, el borde exterior tiene los antipodas identifica-
dos. Al retraer la corona, su vuelta completa recorre dos veces el lazo a del cociente: de ahi
procede la relacién € = 1 al tapar el agujero (original, p. 62).

Un caso a mano con varios vértices: el plano proyectivo como cuadrado. La intuicién de
mads arriba avisaba de que, si el poligono tiene varias clases de vértices, la regla «generadores
= letras» no vale tal cual. El plano proyectivo también se obtiene de un cuadrado con la
palabra abab, y es el ejemplo més corto donde se ve. Sean vy, v1, v, v3 los vértices del cuadrado
en el orden del borde, de modo que la primera a va de vy a vy, la primera b de v1 a vy, la
segunda a de v; a v3 y la segunda b de v3 a vy.

» Clases de vértices. Pegar las dos a identifica sus origenes y sus finales: vy ~ vy y v1 ~ v3.
Pegar las dos b da v1 ~ v3y vz ~ vp, lo mismo. Quedan dos clases, P = {vg,v2} y
Q = {v1,v3}, y cada arista vade unaalaotra:ade PaQ,bde QaP.

» El grafo del borde. Tras las identificaciones, el borde es un grafo con V. = 2 vértices y
A = 2 aristas, que es una sola circunferencia: A — V +1 = 1, por la regla de «Contar las
circunferencias de un grafo» del capitulo 5. El plano proyectivo perforado se retrae a ese
grafo, y su grupo es libre de rango uno, no de rango dos.

» Contraer un drbol. La arista b une los dos vértices distintos y forma un arbol; al contraerla, b
se vuelve trivial y a se convierte en un lazo. La palabra del borde pasa a leerse aa, y

7T1(P2]R) = <IZ | 112> = Z2,

lo mismo que con el bigono.

Dénde se falla. En aplicar la regla de un solo vértice sin contar los vértices. Daria (a, b | abab),
y con el cambio ¢ = ab (es decir, b = a~'c) la relacién se escribe abab = c?, de modo que
ese grupo es (a,c | ¢?) = Z x Z,: infinito, y con abelianizado Z x Z,, el mismo que el de la
botella de Klein. Se concluiria que el plano proyectivo es la botella de Klein. Con la esfera pasa
lo mismo: la palabra aa~! tiene dos clases de vértices y una arista entre ellas, A =V 4+1 =0,
y el grupo es trivial; la regla mal aplicada darfa (a | aa~!) = (a | ) = Z. El capitulo 8 vuelve
sobre esto en la observacién «Una hipétesis escondida que hay que comprobar siempre».

Observaciéon (Dos presentaciones del mismo grupo). El grupo fundamental de la botella
de Klein se ha obtenido como (a,b | aba~'b). Calculdandolo como suma conexa P?R # P°R,
con i1, (g9) = (€])? e i2«(g0) = (€5)?, 1a relacién que impone el teorema es i1, (€g) ia«(€0) %,
es decir, (e1,€; | €2€,2). Son el mismo grupo, y conviene ver el cambio de variable que lo

demuestra.
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Sea b’ = a~'b,de modo que b = ab’. Como a y b generan, también lo hacen a y b’. Entonces
aba~'b = a®(a1b) (a7 'b) = a®(a'b)* = a®b"?,
2172 4y 202
b'* enefe,”.
Este ejemplo es importante como aviso: dos presentaciones muy distintas pueden dar

el mismo grupo. Aqui lo hemos probado mediante un cambio de generadores. Abelianizar
permite descartar isomorfismos cuando los resultados difieren; si coinciden, en general

y basta tomara =¢; y V' = 851, que convierte a

todavia no basta para concluir que los grupos son isomorfos.

Observacién (Una errata que conviene tener localizada). El material de partida escribe esta
relacién como (g1, ¢, | €1¢,2), sin el exponente 2 en el primer generador, y por el mismo
2 b/Z

motivo cierra la cadena anterior en a - b2 en vez de a?b’?. Es una errata, y No es inocua: con

g1 = &5 el grupo colapsa al libre de un solo generador,
(€1, | sls£2> =7,

que no es el grupo de la botella de Klein: su abelianizado seria Z y no Z x Z,. Lo correcto es lo
escrito arriba, y coincide con la presentacion general (a1, ..., a, | a3 - - - a3) de las superficies
de tipo II que se obtiene en el capitulo 8, tomando n = 2.

Ejemplo (Suma conexa de dos toros). Sean T; y T; los dos toros con un disco abierto quitado,
demodo que Ty #T, = T{ UT,. Setoman A = T{ U Ag y B = T} U By, ensanchados con sendas
coronas, de modo que A N B se retrae a la circunferencia por la que se hace la suma conexa.
Entonces 711 (A) y 711(B) son libres con dos generadores cada uno, y

i(e) = [en,8a],  iu(e) = [e5,€)].

El teorema da

(T #To) = (e1,€2,€3,€4 | [€1,€2][€4, €3])-

A/
v n
Xo Zo
Figura 7.3: Dos toros perforados, las coronas Ag, By y los grafos a los que se retraen los

abiertos A, B. Cada pieza aporta dos lazos, trasladados al punto comtn xq por 7y o 7 (original,
p- 63).
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Aqui la novedad es que las dos piezas aportan generadores — dos cada una —y que la
unica relacion es de nuevo la de la circunferencia comun, leida desde cada lado. Desde T ese
lazo es el borde del agujero, que es el conmutador [¢1, €3], exactamente como en el toro; desde
T, es [e3, €4]. La relacién iguala los dos, y como el teorema la escribe en la forma i1, (¢) ip. ()
y el inverso de un conmutador es el conmutador cambiado de orden, [x,y]~! = [y, x|, queda
el producto de arriba. Es la misma presentacién que da el capitulo 8 para las superficies de

tipo I con nn = 2, salvo el nombre de los generadores.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccién era si los grupos de dos trozos determinan el del
total, y qué hay que saber ademds sobre el pegado. La respuesta es si, siempre que los trozos
sean abiertos y su interseccién conexa por caminos, y lo que hay que saber ademas son las
dos aplicaciones i1 e ip,: cOmo se ven los lazos del solape desde cada lado. Con eso se tienen
ya, sin més teoria, los grupos de la esfera, de las uniones puntuales de circunferencias, del
toro, de la botella de Klein, del plano proyectivo y de la suma de dos toros, y el mecanismo
que da el de cualquier superficie dada por un poligono: las aristas son los generadores, una
vez contraido un arbol si hay varias clases de vértices, y la palabra del borde es la relacién.
Quedan dos cosas abiertas. Una es decidir cudles de esos grupos son distintos, que el capitulo
8 resuelve con los abelianizados. La otra es usar el teorema fuera de las superficies, y la
primera aplicacién es la de la seccion siguiente: probar que una curva cerrada simple separa
el plano.

7.3 Separacion del plano por curvas cerradas

LA PREGUNTA: DENTRO Y FUERA DE UNA CURVA CERRADA

Que una curva cerrada y simple del plano lo separa en un dentro y un fuera es de
las cosas que parecen no necesitar demostracion: se ve en cualquier dibujo. Pero hay
que justificarlo para toda curva cerrada simple continua, que puede ser mucho més
complicada que un dibujo. ;Qué hace falta para probarlo, y qué tiene que ver con el
grupo fundamental de la circunferencia?

Lema. Sea A un espacio compactoy ¢ : A — R?\ {0} continua. Si 0 estd en la componente
no acotada de R? \ g(A), entonces g es homotépicamente trivial.

La idea, en una linea: si el origen puede escaparse hasta el infinito sin cruzar la imagen de g, se
le deja escapar, y visto desde muy lejos todo conjunto acotado parece un punto, luego g ya no
rodea nada.

Como R? es localmente conexo por caminos, también lo es R? \ g(A), y sus compo-
nentes conexas coinciden con las conexas por caminos. Se elige un camino & : [ —
R?\ g(A) de 0 a un punto p fuera de una bola B que contenga a g(A), centrada en el
origen y de radio r < |p|.

La aplicacion G(x, t) = g(x) — a(t) es una homotopia entre g y h(x) = g(x) — p, y no
se anula porque «(I) N g(A) = @.

Y H(x,t) = (1 —t)g(x) — p es una homotopia entre / y la constante —p, que no se
anula porque [(1 —t)g(x)| < |g(x)| < r < |p|. Por transitividad, g es homotdpica a la
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constante —p dentro de R? \ {0}. No se traslada la homotopia a la constante 0, pues
ese punto no pertenece al espacio de llegada.

Un caso amano. Sea A = S'y ¢(z) = z + (3,0): la circunferencia de radio 1 y centro (3,0),
que no rodea al origen. Todo g(A) cabe en la bola de radio 4, y se toma p = (—5,0) con el
camino a(t) = (—5t,0), que va hacia la izquierda y no toca g(A), cuyos puntos tienen abscisa
entre 2 y 4. La primera homotopia, g(x) — a(t) = g(x) + (5¢,0), desplaza la circunferencia
hacia la derecha hasta centrarla en (8,0), y en todo momento sus puntos distan del origen al
menos 2. La segunda, (1 —t)g(x) + (5,0), encoge esa circunferencia hasta el punto (5,0), a
distancia al menos 5 del origen. Asi se ve la prueba entera: el origen no se mueve; se aleja la
curva de él, y lejos se encoge a un punto. Con g(z) = z esto es imposible, porque el origen
estd en la componente acotada y ningtin camino lo saca sin cruzar la curva; y en efecto esa g
es la vuelta canénica, que no se contrae.

Lo que hay que llevarse. Una curva que no rodea al origen, en el sentido de que el origen
puede escapar al infinito sin cruzarla, se contrae en el plano perforado. Se prueba en dos
movimientos: se traslada la curva por el camino de escape, lo que equivale a mover el origen,
y después, desde muy lejos, se encoge. La hipétesis de la componente no acotada es la que da
el camino de escape.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DAR POR BUENA LA SEPARACION Y NO DEMOSTRARLA

La alternativa. Admitir sin demostracién que una curva cerrada y simple del plano lo divide
en exactamente dos regiones, que es lo que ensefia cualquier dibujo, y seguir adelante.

Su ventaja. Ahorra una seccién entera de lemas técnicos y no cambia ninguna de las aplicacio-
nes, porque el enunciado es cierto.

Qué la hunde. Que lo que el dibujo ensefia no es la hipétesis del teorema. Que el complemen-
tario de un conjunto cerrado y conexo del plano tenga exactamente dos componentes no es
en absoluto automatico: hay ejemplos cldsicos de tres regiones abiertas del plano, disjuntas
dos a dos, que tienen exactamente la misma frontera, de modo que cada punto de esa frontera
comun estd tocando las tres a la vez. Con esos ejemplos delante, la evidencia visual deja de
ser evidencia. Lo que hay que demostrar es que una curva simple, homeomorfa a S, no se
comporta asi, y la demostraciéon descansa sobre el calculo de 7r1(S!, xp): es la primera aplicacién
seria de esa teorfa, y la razén de que esta seccion esté en este capitulo y no antes.

Lema. Sea A C S? compactoy a,b € S>. Dada f : A — S*\ {a,b} continua, sia y b estén en
la misma componente de S? \ f(A), entonces f es homotépicamente trivial.

La idea, en una linea: se manda uno de los dos puntos al infinito con la proyeccién estereogrdfica
y el enunciado se convierte, literalmente, en el del lema anterior.

Sia = b, el espacio de llegada es una esfera menos un punto, homeomorfa a R? y
contréctil. Supongamos a # b. Sea p : S?\ {a} — R? la proyeccién estereografica y
pongamos o (x) = p(x) — p(b). Su restriccién lleva S? \ {a, b} homeomoérficamente a
R?\ {0}.

La componente que contiene a a contiene un entorno suyo disjunto del compacto f(A);
al proyectar, ese entorno llega fuera de toda bola. Si también contiene a b, el punto
o(b) = 0 queda en la componente no acotada del complementario de o(f(A)). Quitar
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a no desconecta esa componente: es un abierto conexo de una superficie y los caminos
pueden desviarse alrededor de un punto. El lema anterior contrae o o f en el plano
perforado; componiendo con o~ ! se obtiene la homotopia buscada.

Lo que hay que llevarse. En la esfera, «no rodear» se dice con dos puntos: una curva que
deja a a y a b del mismo lado se contrae en la esfera menos esos dos puntos. La proyecciéon
desde a convierte la esfera menos {a,b} en el plano menos el origen, y el punto a, que estd en
la componente de b, se convierte en el infinito: el origen estd entonces en la componente no
acotada, que es la hipétesis del lema anterior.

Proposicién. Sea f : S! — S% una inyeccién continua. Entonces su imagen & = f(S!) divide
a S% el complementario S? \ T tiene al menos dos componentes. Ademads f : S — Z esun
homeomorfismo.

LA IDEA: PARTIR LA CURVA EN DOS ARCOS Y HACERLOS HABLAR

La imagen que predice el enunciado es esta: un arco no separa, y dos arcos pegados
por sus extremos si. Un trozo de curva sin cerrar se puede rodear; no encierra nada.
Una curva cerrada es dos arcos cosidos por sus dos puntos comunes, y es ese cosido el
que crea el dentro.

La demostracién convierte esa frase en un argumento por reduccién al absurdo, y el
mecanismo es bonito. Se supone que la curva no separa. Se parte ¥ en sus dos arcos y
se toman como abiertos los dos complementarios, $* \ £ y $? \ £~. Su unién es la
esfera menos los dos puntos de cosido, y su interseccién es el complementario de la
curva entera, que por la suposicién es conexo por caminos: exactamente lo que pide
Seifert-van Kampen. Los lemas previos dicen que cada arco, por si solo, no obliga a
ningtn lazo a rodear nada, y entonces el teorema devuelve que la esfera menos dos
puntos es simplemente conexa. Pero la esfera menos dos puntos es un plano menos
un punto, y ese tiene Z. Contradiccion.

El corazén, en una frase. Si la curva no separase, sus dos mitades podrian «taparse»
la una a la otra, y el agujero que dejan los dos puntos de cosido desapareceria; pero
ese agujero existe y se llama Z.

Paso 1: montar la descomposicion que Seifert-van Kampen necesita. Por compacidad
de S! y separacion de S?, la aplicacién f : S! — ¥ es un homeomorfismo. Ademés
Y. # S?, pues sus grupos fundamentales son distintos. El complementario es abierto y
localmente conexo por caminos; si fuera conexo, seria conexo por caminos. Suponga-
moslo y escribamos ¥ = X UX~, donde =¥ es la imagen de la semicircunferencia
E*,yseaXt NX~ = {a,b}. Entonces

$*\ {a,b} = (S*\ZH) U(S*\ "),

y la interseccién de los dos abiertos es S? \ £, que se ha supuesto conexo por caminos.
Se puede aplicar Seifert-van Kampen con U = S2\Z+y V = S\ -,

Paso 2: cada arco por separado no obliga a nada (el niicleo de la prueba). Aqui entran
los dos lemas, y es donde se paga el precio del teorema. Lo que hay que ver es que
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Lo
los

asi

ay

todo lazo del complementario de un solo arco se deshace dentro de la esfera menos
los dos puntos: como el arco es conexo y contiene a a y a b, esos dos puntos quedan
del mismo lado de cualquier lazo que no lo toque, y un lazo que no separa a de b es
homotépicamente trivial. En una frase: un arco no encierra, y por eso no deja rastro
en el grupo.

Denotemos por ji : U — S?\ {a,b} y jo: V — S%\ {a,b} las inclusiones en el total.
Veremos que ji. y jo« son triviales. Sea [a] € 711 (U, xp); como « es un lazo, induce
&:S! — U con &.(e) = [a], siendo ¢ la vuelta canénica. Ahora j; o & : S' — 2\ {a, b}
tiene imagen disjuntade X%,y a,b € 7. Como " es conexo, por ser imagen continua
de una semicircunferencia, y no corta la imagen del lazo, estd entero dentro de una
sola componente de S\ (j; o &)(S!), y con él a y b. Luego a y b estdn en la misma
componente de ese complementario; por el lema anterior, j; o & es homotépicamente
trivial y por tanto jy.[a] = (j1 0 &)« (e) = 1.

Paso 3: cobrar la contradiccién. Por Seifert-van Kampen, las imédgenes de las inclu-
siones de U y V generan el grupo del total. Como ji, y jo« son triviales, ese grupo es
trivial, luego 711 (S? \ {a,b}, x9) = {1}. Pero S* menos dos puntos es homeomorfo al
plano menos un punto por proyeccién estereogréfica, cuyo grupo fundamental es Z.
Contradiccién.

que hay que llevarse. Se supone que la curva no separa y se cubre la esfera menos
dos puntos de cosido con los complementarios de los dos arcos. Su interseccion es el
complementario de la curva, conexo por la suposicién: se puede usar Seifert-van Kampen, y
solo su mitad facil, la de los generadores. Cada arco es conexo y contiene a los dos puntos,
que ningun lazo que lo esquive los separa, y el segundo lema lo contrae: las dos piezas
aportan generadores triviales. El total tendria grupo trivial, y es Z. El papel de cada hipétesis:
la inyectividad da los dos arcos con solo dos puntos en comtn; la conexién de cada arco pone

b del mismo lado de cualquier lazo que lo esquive.

Proposicién (Teorema de Jordan: separacién). Si f : S! — IR? es una inyeccién continua, su
imagen divide a R?.

Observacién. Aqui se ha demostrado la separacion, es decir, la existencia de al menos dos
componentes. La versién completa de Jordan afirma que son exactamente dos y que ambas

Es equivalente a la proposicién anterior via la proyeccién estereografica. Ademas
de la componente C del punto de S? que corresponde al infinito de IR?, existe otra
componente C’; al volver a R?, C' queda acotada y C es la no acotada. Luego hay al
menos dos componentes en R? \ f(S?).

tienen la curva como frontera; esa parte requiere un argumento adicional.
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CONEXION CON LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: COMO JORDAN RESTRINGE LAS ORBI-
TAS PLANAS

Esta es la conexién que maés lejos llega de todo el capitulo, y no es una analogia: es el mismo
teorema, usado literalmente.

En un sistema auténomo del plano, ' = f(y) con f de clase C!, el comportamiento de las
Orbitas es sorprendentemente pobre. El teorema de Poincaré-Bendixson afirma que si una
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semiorbita positiva permanece dentro de un compacto contenido en el dominio del campo
y su conjunto limite no contiene puntos criticos, entonces ese conjunto limite es una 6rbita
periddica. La ausencia de puntos criticos es esencial: al permitirlos, pueden aparecer conjuntos
limite formados por equilibrios y érbitas que los unen. No se puede concluir que toda 6rbita
acotada tienda a un solo equilibrio o a un ciclo.

Lo que impone esa pobreza es exactamente el teorema que se acaba de demostrar. Una 6rbita
periddica es una curva cerrada simple del plano, luego lo separa en un dentro y un fuera; y
como las 6rbitas de un sistema auténomo no se cortan a si mismas ni entre si, una trayectoria
que estd dentro no puede salir y una que estd fuera no puede entrar. La curva acttia como una
pared. La demostracién de Poincaré-Bendixson combina esta separacién con la unicidad de las
soluciones y el estudio de los retornos a un arco transversal. La barrera geométrica ayuda a
entender el resultado, pero no sustituye esas partes de la prueba.”

Merece la pena verlo como un caso de algo mds general, porque es la moraleja de este capitulo
entero: la topologia del espacio donde ocurre algo limita lo que puede ocurrir. Es lo mismo
que decia el teorema de Poincaré sobre los campos en superficies, en la parte de geometria: la
esfera no admite un campo sin ceros por una razén topoldgica, no dindmica.

En el libro de Ecuaciones diferenciales ordinarias del autor, esto es la seccién 8.5, «El caso de los
sistemas planos. Teorema de Poincaré-Bendixson».

*Véase G. Teschl, Ordinary Differential Equations and Dynamical Systems, seccién 7.3, especialmente el
teorema 7.16.

DE DONDE VIENE: UN TEOREMA QUE PARECE OBVIO Y NO LO ES

El teorema de la curva de Jordan afirma que una curva cerrada y simple del plano tiene un
dentro y un fuera. Dicho asi, parece que no hay nada que demostrar.

La dificultad esté en la palabra «cualquiera». Para una circunferencia o un poligono es elemental.
Pero una curva cerrada simple puede ser espantosamente complicada, con oscilaciones en
todas las escalas y sin ninguna tangente en ningtin punto, y entonces decidir a ojo qué esta
dentro y qué estd fuera es imposible.

Hay demostraciones con herramientas distintas. Por ejemplo, Tverberg dio en 1980 una prueba
mediante aproximacién por poligonos y argumentos elementales de analisis.” Aqui Seifert-van
Kampen permite demostrar la parte de separaciéon aprovechando los grupos fundamentales ya
calculados.

Merece la pena relacionarlo con la parte de geometria: el teorema del indice de rotacién de
Hopf, que alli se admiti6 sin demostrar, también convierte una intuicién sobre curvas cerradas
simples en un resultado global. Su contexto es mds regular: curvas suaves a trozos, no todas
las curvas continuas de Jordan.

"H. Tverberg, A proof of the Jordan curve theorem, Bull. London Math. Soc. 12 (1980), 34-38.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccién era qué hace falta para probar que una curva
cerrada simple separa el plano, y qué tiene que ver eso con el grupo de la circunferencia. La
respuesta: hacen falta dos lemas que dicen cuando una curva no rodea nada, y el célculo
m(R?\ {0}) = Z, que es la obstruccién. Si la curva no separase, Seifert-van Kampen,
usado al revés, obligaria a ese Z a ser trivial. Queda abierta la otra mitad de Jordan, que
haya exactamente dos componentes y que las dos tengan la curva por frontera; con estas
herramientas no sale sin maés trabajo.
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7.4 Problemas de las relaciones

Ejercicio 7.1. Grupos fundamentales por Seifert-van Kampen

Calcular el grupo fundamental de los siguientes espacios:

el cilindro R x S!;

la suma puntual de dos copias de S?;

la suma puntual de 7 copias de S;

la banda de Mdbius y la botella de Klein;

el sombrero bobo, es decir, un tridngulo relleno con los lados identificados segin la
palabra aa'a;

el toro menos un disco;

Gl PN

N o

la esfera S? con un didmetro;
8. R? menos una recta; R? menos una circunferencia; R menos la unién de dos circunfe-
rencias coplanarias disjuntas.

Resolucién. La idea. Hay dos herramientas, y se prueban en este orden. Primero, retraer el
espacio, o deformarlo sin cambiar su tipo de homotopia, hasta algo cuyo grupo ya se conoce:
una circunferencia, un ramillete, una superficie de las ya calculadas. Solo si eso no basta,
partirlo en dos abiertos y aplicar Seifert-van Kampen; y si el espacio es un poligono con los
lados identificados, el esquema estdndar de la secciéon 7.2 da el grupo leyendo la palabra del
borde. Los ocho apartados estdn ordenados para que se vean las dos.

1. Cilindro. R x S! se retrae con deformacién fuerte a {0} x S' = S!, luego m; & Z.

2. Dos esferas por un punto. Se cubre con dos abiertos, cada uno una esfera mas un
entorno del punto de unién en la otra; cada uno se retrae a una esfera, con 711 = {1}, y la
interseccion es contrdctil. El producto amalgamado de dos grupos triviales es trivial:

m(S? v §%) = {1}
3. n circunferencias por un punto. Iterando el ejemplo de la figura de ocho,

m (St vSY) = (ay,...,a,|) gZ_*ViZ/
n

el grupo libre con n generadores.

4. Banda de M6bius y botella de Klein. La banda se retrae a su circunferencia central, luego
71 & Z. La botella se calcul6 antes: (a,b | aba~'b), que no es abeliano y cuyo abelianizado es
Z x Zz.

5. El sombrero bobo. La palabra es aa~"a, con una sola arista. Aplicando el esquema
estdndar: X; disco abierto, contrctil; X, el sombrero menos un disco cerrado, que se retrae a
la tinica circunferencia a, luego 711 (X>2) = (a | ); y X1 N X2 una corona con generador ¢y que,
al empujarlo al borde, recorre a ala. Luego

(a|aata) = (a|a) = {1}.

El sombrero bobo es simplemente conexo. De hecho es contractil, aunque eso no se ve a
simple vista ni se demuestra aqui; y no es homeomorfo al disco, ni siquiera es una superficie:
la arista a aparece tres veces en el borde del tridngulo, asi que un punto interior de a tiene por

1

7T1(B)
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entorno tres semidiscos pegados por su didmetro, y eso no es un disco. Es el contraejemplo
estdndar de que «simplemente conexo» no significa «con forma de disco».

6. Toro menos un disco. Se retrae a S' v §1, luego 11 = Z * Z, libre con dos generadores.
Obsérvese la diferencia con el toro entero, que es Z x Z: quitar un disco destruye la relacién.

7. Esfera con un didmetro. Sea X = S2U D, con D el didmetro, y sea m su punto medio.
Tomamos U = X \ {m} y V = NUD, donde N es un entorno abierto de un arco meridiano
B que une los polos, elegido como un disco que se retrae sobre .

El abierto U se retrae sobre S?, contrayendo cada mitad del didmetro hacia su polo; V
se retrae sobre la circunferencia U D; y U NV se retrae sobre N, contractil. Seifert-van
Kampen da 71(X) = {1} * Z = Z. Contraer el didmetro a un punto seria un cociente, no
una retraccién sobre S? V S'.

8. Complementarios en IR3.
= Menos una recta: se retrae a S?, luego m; = Z.

» Menos una circunferencia: tiene el tipo de homotopia de S? VV S, luego 711 = Z.
= Menos dos circunferencias coplanarias disjuntas: tiene el tipo de homotopia de $? VV §? v

S'v S, luego my = Z x Z. Al separar las dos componentes en bolas disjuntas y aplicar

Seifert-van Kampen, sus generadores se combinan sin relaciones adicionales.

El enlace con el apartado 7 es directo. Se encierra la circunferencia en una esfera grande y se
empuja radialmente sobre ella todo lo de fuera. Dentro, lo que rodea a la circunferencia se va
aplastando contra esa esfera, salvo un eje que atraviesa el disco que la circunferencia bordea
y va de polo a polo; no se detalla aqui esa deformacién. Lo que queda es la esfera con un
didmetro del apartado 7, y de ahi el Z. Su generador es el lazo que baja por el eje, pasando
por dentro de la circunferencia, y sube por la esfera: el lazo que da una vuelta alrededor de la
circunferencia. Con dos circunferencias salen dos de esas figuras unidas por un arco, y cada
una aporta un generador. u
Dénde se falla. En tres sitios. Confundir el toro menos un disco, cuyo grupo es libre, con
el toro: quitar el disco quita justo la cara que impone la relacién. Tratar el sombrero bobo
como si fuera una superficie, o como si fuera un disco porque su grupo es trivial. Y, en los
complementarios de R3, contar mal las piezas de la retraccién: las esferas que aparecen no
aportan nada al grupo, que sale entero de las circunferencias.

Observacién (El caso enlazado). Las dos circunferencias engarzadas como eslabones forman
el enlace de Hopf L. Aqui el grupo es Z x Z, que si distingue este caso del no enlazado: en
uno los generadores conmutan y en el otro no.

Separadas Enlace de Hopf
ZxZ ZxZ

En el dibujo de la derecha cada componente pasa una vez por encima y otra por debajo.

Una forma de comprobar el clculo es afiadir el punto del infinito y ver S® = {(z1,z,) €
C? : |z1|?> + |22|* = 1}. El enlace de Hopf se representa por las dos circunferencias z; = 0y
zo = 0. Fuera de ellas, ambos médulos son positivos y la aplicacion

zZ1 z
(zl,zz)'—>< ! 2|,|Zl\>

|z1]" |22
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es un homeomorfismo S3 \ L = S! x S! x (0,1): lainversa es (u,v,7) > (ru,/1 —r2v). Por
tanto su grupo es Z2. Quitar el punto del infinito, que esta fuera del enlace, no cambia 711:
Seifert-van Kampen se aplica a su complementario y una bola pequefia, cuya interseccién es
una bola perforada, simplemente conexa. Asi se obtiene también 711 (R3 \ L) & Z2.!

QUE DEJA. La estrategia correcta ante cualquier «calcular el grupo fundamental de»: primero se intenta
retraer a algo de la tabla, y solo si no se puede se saca Seifert-van Kampen. Los retractos simplifican muchos

de estos ejercicios. Y el sombrero bobo como aviso: simplemente conexo no significa disco.

Ejercicio 7.2. Pegando un toro y una botella de Klein

Se considera el toro T visto como cuadrado con identificaciones aba~1b~! y la botella de
Klein K vista como cuadrado con identificaciones cdc~!d. Calcular el grupo fundamental
del cociente obtenido de la unién disjunta T LI K identificando las aristas a y d.

Resolucién. La idea. El espacio son dos piezas conocidas, el toro y la botella, pegadas a lo
largo de una circunferencia. Con abiertos que engorden cada pieza un poco hacia la otra, la
interseccion se retrae a esa circunferencia y tiene grupo Z: habrd exactamente una relaciéon
nueva, y dird que la circunferencia de pegado tiene el mismo nombre visto desde el toro,
donde se llama a, que visto desde la botella, donde se llama 4.

La construccién de los abiertos. Sea V un entorno abierto en T en forma de corona
alrededor de la circunferencia definida por la arista a, y sea W el andlogo en K alrededor de
la arista d. Si X es el cociente del enunciado, se toman

Uy =TuWw, U, =KUV.

Son abiertos, arcoconexos, su unién es X y su interseccién V' U W también es arcoconexa. Se
puede aplicar el teorema.

Los tres grupos. U se retrae con deformacién sobre T, luego 71 (Uy) = (a,b | aba='b71).
Con U se hace lo mismo — se retrae sobre K empujando hacia dentro la corona V, exacta-
mente como U se retraia sobre T empujando W —, y lo tinico que cambia es la palabra del
poligono, que en la botella de Klein termina en d y no en d~*; luego 1 (Uz) = (c,d | cdc~d).
Y U; N U, se retrae con deformacion sobre la circunferencia de pegado, luego 71 (U N Up) =
(e]) 2 Z.

Las imagenes del generador. El generador e de la interseccién va, por la inclusién en Uy, a
la clase de g; y por la inclusién en U, a la clase de d. La relacion que se afiade es, pues, ad~ 1.

El resultado.

m(X) = (a,b,c,d | aba~ b7, cdc™'d, ad™1).

Y como la tltima relacién permite eliminar 4 sustituyéndolo por 4,

m(X) = (a,b,c | aba~'b}, cac™'a)

u
Dos controles del resultado. El abelianizado se lee como en la seccién 7.1: la primera relacién
daa+b—a—-b=0ylasegundac+a—c+a=2a=0,asique m1(X)y = Z X Z X Zy,
con by clibres y a de orden dos. Tiene sentido: en la botella la arista d es la de orden dos del

Modelo del enlace: S. Friedl, Topology, lema 3.13 (Hopf Link-Lemma).
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abelianizado, y al pegar se ha llamado 4. Y la caracteristica: el toro y la botella tienen cada
uno un vértice, dos aristas y una cara, y tras el pegado quedan un vértice, tres aristas (a = d,
by c)y dos caras, luego x(X) =1—-3+2=0,quees x(T) + x(K) — x(S}) =0+ 0—0.

Un detalle sobre W. En la botella cdc~1d, el entorno de la arista d si es una corona: una curva
paralela a d cruza los lados ¢, que se pegan sin giro, y se cierra por el mismo lado. El entorno
de ¢, en cambio, seria una banda de Mobius, porque los lados d se pegan dando la vuelta.
Para el calculo da igual, porque lo tnico que se usa es que V U W se retrae a la circunferencia
de pegado. Y obsérvese que X no es una superficie: a lo largo de esa circunferencia se juntan
cuatro medias hojas, dos del toro y dos de la botella.

Dénde se falla. En escribir la relacién nueva con las palabras de los poligonos en vez de con
las aristas pegadas: la circunferencia de pegado es la arista 4, no el borde del cuadrado. Y en
olvidar que, al eliminar d, hay que sustituirlo también dentro de la relaciéon de la botella, que

pasa de cdc~1d a cac™1a.

Ejercicio 7.3. Obstrucciones por homomorfismos imposibles

1. Demostrar que ningtin homomorfismo de grupos de Z x Z en Z x Z puede ser inyectivo.

2. Consideremos un homomorfismo ¢ : Z, + Z — Z * Z. Demostrar que ¢ no puede ser ni
inyectivo ni sobreyectivo.

3. Usando el apartado anterior, probar que no existen aplicaciones continuas f : S' V P2R —
StvSlyg:Stv St — SV P2R tales que alguna de las composiciones f o gy go f sea
homotoépica a la identidad correspondiente.

4. Probar que el plano proyectivo no se puede retraer sobre la banda de Mobius que
contiene.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. En Z x Z hay elementos que no conmutan. ;Qué le pasa a un conmutador al aplicarle un homomorfismo
con imagen abeliana?

2. En Zy x Z hay un elemento de orden dos. ; Hay elementos de orden dos en Z. x Z.?
3. Para la sobreyectividad, abelianiza.
4. Para el apartado 4, ;cudles son 7t (P*R) y 7y de la banda?

Resolucién. La idea. Los apartados 3 y 4 preguntan por aplicaciones continuas, y eso es dificil
de atacar de frente. El grupo fundamental lo convierte en una pregunta sobre homomorfis-
mos: si la aplicaciéon existiera, induciria un homomorfismo con cierta propiedad, inyectivo,
sobreyectivo o con una composicién igual a la identidad. Basta entonces ver que ese homo-
morfismo es imposible, y para eso hay tres herramientas algebraicas: los conmutadores, que
mueren en un grupo abeliano; la torsion, porque un elemento de orden finito distinto del neu-
tro no puede ir inyectivamente a un grupo sin torsién, como un grupo libre; y el abelianizado,
que controla la sobreyectividad. Los apartados 1 y 2 preparan esas herramientas.

1.Sea f : Z*Z — Z x Z un homomorfismo y sean x,y los generadores libres. El
conmutador xyx~!y~! es no trivial en Z * Z, porque el grupo libre no es abeliano. Pero

feyx ™) = F)f)f(x) " fly) =1

porque Z x Z es abeliano. Luego f mata un elemento no trivial y no es inyectivo. W
2. No inyectivo. En Zy x Z = (a,b | a®) el elemento a tiene orden 2. Si ¢ fuera inyectivo,
¢(a) tendria orden 2 en Z * Z. Pero Z  Z es libre y un grupo libre no tiene elementos
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de orden finito distintos del neutro. Para verlo, se escribe una palabra reducida no vacia
como w = uvu~!, donde v es no vacia y su primera y tltima letra no se cancelan. Entonces
w" = uv"u~!: en v" no hay cancelaciones entre las copias, de modo que ninguna potencia
positiva es el neutro. Por ejemplo, w = aba ! tieneu =ayov=1>0,y

(aba Y3 =ab(ata)b(a ta)bat = aba ! £e:

las cancelaciones solo ocurren entre ! y 1, y lo que queda en medio, b, no se cancela nunca.
Luego ¢(a) = 1 cona # 1,y ¢ no es inyectivo.

No sobreyectivo. Se abeliana. Si ¢ fuese sobreyectivo, induciria un homomorfismo sobreyec-
tivo entre los abelianizados,

(Zz*Z)ab:ZQXZ — (Z*Z)ab:ZXZ.

Pero la imagen del factor Z, es un subgrupo de torsién de Z x Z, y en Z x Z el tinico
elemento de orden finito es el neutro: si n(p,q) = (0,0) con n # 0, entonces np = ng =0
en Z y por tanto p = q = 0. Asi que esa imagen se reduce al neutro; luego la imagen del
homomorfismo entero esta generada por la imagen de un solo elemento y es ciclica, y Z x Z
no lo es. Contradiccion. MW

3. Se calculan los grupos fundamentales:

m(S'VPR) =Z+Z,,  m(StvS)=2Zx2Z,

por el producto libre, ya que la interseccién de los dos abiertos naturales es contréctil.

Si f og ~ 1d, entonces (f 0 §)« = f« 0 g« es un isomorfismo, en particular sobreyectivo,
luego f. : Z x Z, — Z * Z seria sobreyectivo. Imposible por el apartado 2.

Sigo f ~1d, entonces g o f, es isomorfismo, luego f. seria inyectivo. También imposible
por el apartado2. W

4. Se sabe que 711 (P!R) = Z, y que la banda de Mobius B contenida en PR tiene
11 (B) = Z. Si existiera una retraccion r : P?2R — Beonroi=Idg, aplicando 711:

z'57, 7,

con 1 o iy, = Idz. Pero el tiinico homomorfismo de Z; en Z es el nulo: el generador de Z,
tiene orden 2 y su imagen debe satisfacer 2z = 0; en Z esto obligaa z = 0. Luego 7, o i, es el
homomorfismo nulo, no la identidad. Contradicciéon. W

Doénde se falla. En tres sitios.

» En el apartado 3, en sacar mds de lo que da la hipétesis. De f o g ~ Id solo sale que f. es
sobreyectivo y g. inyectivo, no que f, sea un isomorfismo; por eso se necesitan las dos
mitades del apartado 2.

= En confundir «no hay homomorfismo inyectivo» con «no hay aplicacién continua». Aplica-
ciones continuas S! V P2R — S! v S! hay muchas, empezando por las constantes. Lo que
se prueba que no existe es una con inversa por homotopia de un lado.

= Enel apartado 4, en olvidar que una retraccién cumple r o i = Idp exactamente. Esa igualdad
es la que, al pasar a 7ry, da v, oi, = Id.

Qué hemos aprendido. Una pregunta sobre aplicaciones continuas se convierte, via 7y,

en una pregunta sobre homomorfismos, y esta se decide con muy pocas herramientas: los

conmutadores, la torsién y el abelianizado.

268



7.4. Problemas de las relaciones

Observacion (El catdlogo de obstrucciones). Los apartados de este ejercicio, junto con la
imposibilidad de un homomorfismo inyectivo Z x Z — Z del capitulo 6, forman el catalogo
de obstrucciones que se usan en este libro. Conviene tenerlo escrito:

Obstruccion Por qué

No hay homomorfismos inyectivos de un no abeliano en los conmutadores mueren
un abeliano

No hay torsion no trivial en un grupo libre las potencias no son el neu-
tro
El tinico homomorfismo Z, — Z es el nulo Z. no tiene torsién

No hay homomorfismos sobreyectivos de Z, * Zen Z x Z  abelianizando, la imagen se-
ria ciclica
No hay homomorfismos inyectivos de Z x Z en Z o(p,—A) =0

En la ultima fila, A = ¢(1,0) y 4 = ¢(0,1), de modo que ¢(u, —A) = puA — Ay = 0. Si
(A, 1) # (0,0), el elemento (u, —A) es un elemento no nulo del nacleo; siA = =0, ¢ es el
nulo, que tampoco es inyectivo.

Ejercicio 7.4. Un recubrimiento dado por tipos de homotopia

Sea X un espacio topolégico conexo por caminos que puede ser recubierto por dos abiertos
Uy V arcoconexos, tales que U tiene el mismo tipo de homotopia que el toro, V tiene el
mismo tipo de homotopia que S' x S' y U N V tiene el mismo tipo de homotopia que la
esfera menos un punto. Calcular el grupo fundamental de X.

Resolucién. El movimiento decisivo estd en la interseccién. La esfera menos un punto es
homeomorfa a IR? por proyeccién estereografica, y IR? es contractil. Luego

m(UNV) = {1}.

Y cuando la interseccién tiene grupo fundamental trivial, el producto amalgamado se
reduce al producto libre: no hay relaciones que afiadir.

Como U y V tienen los dos el tipo de homotopia del toro — obsérvese que S' x S! es
el toro, de modo que el enunciado dice lo mismo dos veces con dos nombres —, se tiene
m(U) = m(V) = Z x Z. Por tanto

m(X) =2 (ZXZ)x(Z X Z)

que en presentacion es

(a,b,c,d | [a,b], [c,d]).

n
Dénde se falla. En dos sitios. El primero, en el grupo de la interseccién: la esfera menos un
punto es un plano y tiene grupo trivial; es la esfera menos dos puntos, o el plano menos uno,
la que tiene Z. Con Z habria una relacién mas, y el resultado serfa otro. El segundo, en el
resultado: no es Z*. Un producto libre no es abeliano aunque sus factores lo sean, porque
ay c, por ejemplo, no conmutan. Lo que si es Z* es su abelianizado, que por la regla del

producto libre es (Z x Z) x (Z x Z).
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QUE DEJA. El reflejo mds rentable con Seifert-van Kampen: mirar primero la interseccion. Si es simple-
mente conexa, el resultado es el producto libre y no hay nada mds que amalgamar; si tiene 711 = Z, se
aflade una relacion a las de las piezas. Casi todos los ejercicios caen en uno de esos dos casos.

Ejercicio 7.5. Un toro pegado a dos circunferencias

Calcular el grupo fundamental de la unién puntual de un toro con la unién puntual de dos
circunferencias, es decir, de
X=Tv(s'vsh.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Los dos grupos que hay que juntar ya estdn calculados: el del toro, en el capitulo 5; el de la suma puntual de
dos circunferencias, en el ejercicio de los cdlculos por Seifert-van Kampen.

2. Para aplicar el teorema hacen falta abiertos, y ni el toro ni el ramillete lo son dentro de X. Engérdalos un
poco.

3. ¢Qué grupo fundamental tiene la interseccion que resulta?

Resolucién. La descomposicién. Sea xg el punto comtn de la unién puntual, y sean T el toro
y R = S' v S! el ramillete de dos circunferencias, de modo que X = TUR con TN R = {xp}.

Ni T ni R son abiertos en X, asi que hay que engordarlos. En R se toma un entorno Ny de
Xo que se retraiga por deformacioén fuerte a x¢: basta con un arco pequefio de cada una de las
dos circunferencias alrededor del punto de pegado, que es una cruz de cuatro brazos y se
contrae a su centro. En T se hace lo mismo pero la forma es otra, y conviene decirlo: alli xo no
es un punto de cruce sino un punto ordinario de una superficie, asi que el entorno Nt que se
toma es un disco abierto, que también se contrae a xp. Lo que importa es el papel, idéntico en
los dos casos: engordar la pieza sin cambiarle el tipo de homotopia. Se definen

X1 =TUNRg, X2 = RUNT.

Son abiertos de X: la preimagen de X; en la unién disjunta T U R es T U Ng, abierto, y lo
mismo con X. Y cumplen X; UX; = Xy

X1 N Xy = N7t UNg,

que es el pegado de dos espacios contractiles por un punto y por tanto conexo por caminos.
Los tres grupos.

» X se retrae por deformacion fuerte a T, aplastando Ny sobre xp; luego 711 (X3, x9) =
(T, x0) = {(a, B | [&, B]) = Z x Z, calculado en el capitulo 5 con la férmula del producto.

» X; se retrae por deformacion fuerte a R; luego 711 (X2, x9) = m1(R, x9) = (7,6 | ), el grupo
libre de rango dos.

= X3 N X, se retrae por deformacién fuerte a xo — las dos piezas se contraen a la vez y
comparten el anico punto que se queda quieto —, luego es simplemente conexo: 711 (X3 N
Xp) = {1}.
Seifert-van Kampen. Con la interseccion simplemente conexa, el producto amalgamado

no tiene nada que amalgamar y se reduce al producto libre. Siguiendo el procedimiento del

capitulo, con S = @:

(X, %) = (8,7, | [0, 8]) = (Z x Z) * (Z+Z).
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7.4. Problemas de las relaciones

Es decir, el producto libre del grupo del toro por el grupo libre de rango dos: cuatro
generadores y una tnica relacién, la que dice que los dos generadores del toro conmutan
entre si. Obsérvese que y y 6 no conmutan ni entre si ni con « ni con : en un producto libre
no hay maés relaciones que las que cada factor trae.

Comprobacién por el abelianizado. Al abelianizar, la tinica relacién desaparece y queda

(m(X,x0)),, =24

que es lo que tenia que salir: en la abelianizacién solo cuentan los cuatro lazos independientes,
dos del toro y dos del ramillete. n

Otra via (por caracteristica, como control). Aunque X no es una superficie, se le puede
calcular la caracteristica trianguldndolo y comprobar que encaja. La unién puntual satisface
X(AV B) = x(A) + x(B) — 1 para estos complejos finitos, escogiendo los puntos de pegado
como vértices: se identifican dos vértices en uno. Con x(T) = 0y x(S') =0,

X(X)=04+0+0-1—1= -2,

Por otra parte, X tiene el tipo de homotopia de un complejo con un solo vértice, cuatro
lazos y una cara — la del toro —, de donde x = 1 —4 +1 = —2. Las dos cuentas coinci-
den, como deben. Es un control de compatibilidad del recuento de celdas, no una prueba
de la presentacién: distintos ntimeros de generadores y relaciones pueden dar la misma
caracteristica.

Dénde se falla. En creer que el punto de pegado impone alguna relacién entre el toro y
el ramillete. No la impone, porque la interseccion es contréctil y no tiene generadores que
igualar. Y en escribir el resultado como Z* 0 como Z x Z x (Z x Z): los lazos del toro no
conmutan con los del ramillete, asi que el producto es libre entre los dos factores.

QUE DEJA. El caso mds sencillo del teorema: cuando la intersecciéon es simplemente conexa, el grupo
del total es el producto libre de los grupos de las partes, es decir, se juntan los generadores y se juntan
las relaciones sin afiadir ninguna. Y la maniobra técnica que no se puede saltar: los dos trozos de una
unién puntual no son abiertos, y hay que engordarlos con entornos contréctiles antes de poder aplicar

el teorema.

Repaso del capitulo

REPASO INTERCALADO: SEIFERT-VAN KAMPEN, PRIMERA RONDA

1. Define presentacion, grupo libre, abelianizacién, producto libre y producto amalga-
mado.
2. Enuncia el teorema de Seifert-van Kampen con sus hipétesis exactas.

&=

Escribe el procedimiento de uso en cinco pasos.

4. Calcula 71 del toro, de la botella de Klein y del plano proyectivo con el esquema
estdndar.

5. ;Por qué hace falta que X; N X, sea conexo por caminos? Da el contraejemplo.
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REPASO INTERCALADO: SEIFERT-VAN KAMPEN, SEGUNDA RONDA, CON MATERIAL ANTERIOR

1.

Escribe las cinco obstrucciones algebraicas de la tabla y un problema que resuelva
cada una.

El grupo fundamental de la botella de Klein admite dos presentaciones muy distin-
tas. Escribelas y da el cambio de variable que las relaciona.

(Por qué el abelianizado de un producto libre es el producto directo de los abeliani-
zados?

Calcula el abelianizado de (a, b | aba~1b) y determina la superficie compacta, conexa
y sin borde cuyo grupo fundamental tiene esa presentacion.

(Qué parte del teorema de Jordan se ha demostrado aqui? Relaciona el problema
de las curvas simples con el teorema del indice de rotacién de Hopf y distingue las
hipétesis de regularidad.

Una superficie compacta, conexa, orientable y sin borde de género 2 tiene 711 con
cuatro generadores y una relaciéon. Escribela y calcula su abelianizado.



CAPITULO 8

Clasificacion de superficies. Conclusion

ANTES DE LEER

1. Ya sabes que toda superficie compacta, conexa y sin borde es M,, o N,,. ;Cémo
probarias que M; y M3 no son homeomorfas?

2. ;Y que el toro y la botella de Klein no lo son, si las dos tienen caracteristica 0?

3. En la parte de geometria, la caracteristica de Euler aparecié como C +V — A de
una triangulacién. Aqui va a aparecer otra vez. ;Esperas que sea el mismo ntimero?

Las respuestas estan en las secciones 8.1, 8.2 y 8.4.

LA IDEA: LO QUE FALTA PARA CERRAR EL CURSO

El capitulo 4 dio la lista de modelos: M, y N,,. Faltaba el segundo objetivo de toda cla-
sificacion, el método de distinguibilidad, y faltaba también probar que toda superficie
compacta, conexa y sin borde es homeomorfa a algtin modelo.

Este capitulo hace las dos cosas. Primero calcula el grupo fundamental de M,, y de N,
con el teorema de Seifert-van Kampen y comprueba que sus abelianizados son todos
distintos: eso distingue los modelos. Después demuestra, usando triangulaciones, que
toda superficie compacta, conexa y sin borde es homeomorfa a alguno de ellos. Y por
altimo reencuentra la caracteristica de Euler-Poincaré, cerrando el circulo con la parte
de geometria.
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8.1 El grupo fundamental de una supetficie de tipo I

LA PREGUNTA: QUE GRUPO DESCRIBE UN POLIGONO PEGADO

Al pegar los lados de un poligono de 4n lados segtin la palabra de los conmutadores,
todos los vértices se convierten en un mismo punto y cada par de lados en un lazo con
base en él. Se tienen, pues, 2n lazos y una superficie. ;Qué grupo forman esos lazos, y
de dénde sale la tnica relaciéon que los liga?

Sea S = M, una superficie de tipo I, con n > 1, representada por el modelo con cédigo
ulblal_lbl_l . -unbna,jlb;l,

es decir, por la identificacién de los lados de un poligono regular de 4n lados.

Teorema.
1 (S, x) = (a1, B, - - an, Bu | [a1, B1] -+ - [an, Bul),

y su abelianizado es el grupo abeliano libre

(m1(S,x)),, ZTZx - XZ.
2n

Paran =0, My = 52 y tanto su grupo fundamental como su abelianizado son triviales.
LA IDEA: LA SUPERFICIE ES UN DISCO COSIDO A UN RAMO DE CIRCUNFERENCIAS

La imagen que predice el enunciado es la del poligono visto al revés. En vez de mirar

la superficie como un poligono cuyos lados se pegan, mirese como dos piezas: el borde

del poligono, que al pegarse se convierte en un ramo de 27 circunferencias unidas por

un punto, y el interior, que es un disco. La superficie es el ramo con el disco cosido

encima.

De ahi salen los dos ingredientes de la presentacién, y salen ya en el orden correcto.

= Los generadores los pone el ramo. En un ramo de circunferencias no hay ningu-
na relacién: cada pétalo se puede recorrer con independencia de los deméds y en
cualquier orden, asi que su grupo es libre con 21 generadores. Esos son los «; y los
Bi-

= La tdnica relacién la pone el disco. Coser un disco al ramo significa afiadir una tapa,
que hace contractil el lazo de su borde y, con él, todos los productos de conjugados
de ese lazo y de su inverso. El borde del disco, leido sobre el ramo, es la palabra del
poligono. Por eso la relacion es esa palabra y no otra, y por eso hay una sola: se ha
cosido un disco.

La intuicién falsa. Uno espera que un objeto tan cerrado y tan simétrico como una
superficie compacta tenga un grupo fundamental complicado, con muchas relaciones.
Tiene una sola, y la razén es de contabilidad: el poligono tiene un tinico interior. Toda
la complejidad de la superficie estd en qué palabra es esa relacion, no en cuantas hay.

El corazén, en una frase. Cada asa aporta dos generadores, y la tapa anula el producto
de sus conmutadores. Al abelianizar, los conmutadores se evaporan, y lo que queda
es el recuento limpio de generadores: Z2".

274
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Un caso amano: el toro, n = 1. Antes de la prueba general conviene ver el teorema en la
Unica superficie de la familia cuyo grupo ya se conoce. El toro es el cuadrado con cédigo
aba~'b~1. Sus cuatro vértices se pegan en un solo punto v, y sus lados, en dos lazos con
base en v: el borde del cuadrado, una vez pegado, es un ramo de dos circunferencias, un
meridiano a2 y un paralelo b que se cruzan en v. Lo que queda dentro es un disco.

0

sombreado azul: el disco A;

B: todo menos el disco blanco;

¢: la vuelta de la corona A N B;

flechas grises: € se infla hasta el borde.

b

Inflar la vuelta ¢ hasta el borde es recorrer el perimetro en sentido antihorario desde el vértice
de abajo a la izquierda: a hacia la derecha, a favor de su flecha; b hacia arriba, a favor; a hacia
la izquierda, en contra de su flecha, que es a~!; y b hacia abajo, en contra, que es b~!. Un lado
recorrido a favor de su flecha aporta su letra, y recorrido en contra, la inversa. El teorema
dice entonces que
m(T) = (o, p [ apa”'p71).

La relacion apa~1p~! = 1 se lee af = Ba: los dos generadores conmutan y no hay nada
mas. Esa es la presentacion de Z x Z del capitulo 7, y es el mismo grupo que dio la férmula
del producto en el capitulo 5, 711 (S! x S!) = Z x Z. El teorema no inventa nada en el caso
conocido. Aqui el abelianizado coincide con el propio grupo, porque este ya era abeliano.
Conn > 2yano loes, y se vera al cerrar la seccion.

Paso 1: partir la superficie en el disco y el resto. Se procede como en los ejemplos del
capitulo anterior. Se descompone S = A U B donde A es un disco abierto centrado en
el interior del poligono y B es S menos un disco cerrado concéntrico més pequefio.
Entonces A es contréctil y A N B es una corona.

Paso 2: reconocer el ramo de circunferencias, que da los generadores. B se retrae
con deformacion fuerte al grafo L formado por las aristas del poligono, un ramo de
2n circunferencias con vértice v. Se elige xo € AN B y un camino y en B desde xg
hasta v. El cambio de punto base transporta los generadores de 711 (L, v) a las clases
af = [y *a;xy]y B = [y *b; x¥] de m1(B, x0).

Y A N B se retrae con deformacién fuerte a una circunferencia; sea ¢ la clase de su
vuelta canénica.

Paso 3: leer el borde del agujero sobre el ramo (el niicleo de la prueba). Aqui esté la
tnica cuenta con contenido geométrico de toda la demostracion, y es la que produce
la relaciéon. Como iy, (¢) = 1 por ser A contréctil, solo hay que calcular iy, (¢), es decir,
qué lazo del ramo es el borde del agujero. Y la respuesta es la palabra del poligono, porque
inflar el agujero hasta el borde del poligono es recorrer sus lados en orden. Empujando
el lazo que rodea el agujero hasta el borde del poligono, se recorre la palabra completa,
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de modo que
iz (€) = (a1, Ba] - - [ay, B
El teorema de Seifert-van Kampen da entonces la presentacién del enunciado.

Paso 4: abelianizar, y ver desaparecer la relacién. Al abelianizar, la relacién se con-
vierte en un producto de conmutadores, que en un grupo abeliano son todos triviales:
la relacion desaparece. Queda

(m1(5, %)), = (i, Bi | [oi, By, [, 5], (B B]) = 22"

Lo que hay que llevarse. La prueba entera cabe en cuatro lineas. La superficie es un disco A
pegado a lo demas, B, por una corona. B se retrae al ramo de las 2n letras, que da un grupo
libre. El disco mata un solo lazo, el borde del agujero. Inflado hasta el perimetro, ese lazo se
lee letra a letra: es la palabra del poligono. Por eso los generadores son las letras y la relacion
es la palabra. Todo lo demads es tramite de punto base, que solo cambia cada generador por
un conjugado.

LA IDEA: POR QUE LA RELACION SE EVAPORA

Este es el punto clave de toda la clasificacion y merece subrayarse.

La tnica relacién de 711 (M) es un producto de conmutadores. Al abelianizar, todo
conmutador se vuelve trivial, luego la relacién se vuelve la palabra vacia y no impone
nada. El resultado es el grupo abeliano libre de rango 2, y el rango cuenta los
generadores.

Como Z?" = 7" solo si n = m, los modelos de tipo I quedan distinguidos entre si.
Eso es lo que faltaba.

Qué se ha ganado. La primera pregunta del principio del capitulo tiene respuesta: M, y M3
no son homeomorfas, porque sus grupos abelianizados son Z* y Z°, y estos dos grupos no
son isomorfos. Esto tltimo merece una linea, porque «tienen distinto ndmero de factores» no
es todavia un argumento: un isomorfismo podria mezclar los factores. El argumento es contar.
En un grupo abeliano G, escrito en notacion aditiva, los dobles 2G = {2g : ¢ € G} forman
un subgrupo, y un isomorfismo G = H lleva 2G a 2H y da un isomorfismo G/2G = H/2H.
Para G = Z", el cociente Z™ /27" es el conjunto de vectores de ceros y unos, que tiene 2"
elementos. Asi Z*/27Z* tiene 16 elementos y Z°/2Z° tiene 64: no pueden ser isomorfos.

Queda también a la vista lo que el abelianizado pierde. Para n > 2 el grupo 7m; (M,) no es
abeliano. Con n = 2 basta el criterio de homomorfismos del capitulo 7: la asignacién a1 — x,
B1+— 1, a2 — y, B2 — lenel grupo libre Z « Z = (x,y | ) respeta la relacion, porque la lleva
a [x,1][y, 1] = 1. Define, pues, un homomorfismo, y es sobreyectivo, porque x e i estdn en la
imagen. Si 711 (M3 ) fuera abeliano, su imagen también lo seria, y xy # yx en el grupo libre,
porque son dos palabras reducidas distintas. Al abelianizar se tira, por tanto, informacién de
verdad. Pero lo que queda basta para distinguir los modelos. La seccion siguiente hace lo
mismo con la otra familia.
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8.2 El grupo fundamental de una superficie de tipo II

LA PREGUNTA: COMPARAR DOS GRUPOS DADOS POR PRESENTACIONES

Max Dehn se pregunt6 en 1911 si, dadas dos descripciones de un grupo por generado-
res y relaciones, hay un procedimiento que decida si describen el mismo grupo. En
los afios cincuenta Novikov, Adian y Rabin demostraron que no lo hay en general, ni
siquiera para decidir si una palabra representa el elemento neutro. Para las superficies
no orientables el modelo da la presentacion (a, . .., a, | 06% cee zx%), que no se parece en
nada a la del tipo I, y compararlas directamente resulta menos cémodo que comparar
un invariante abeliano. ;Qué se le puede calcular a un grupo dado por generadores y
relaciones que si se pueda comparar siempre?

Sea S de tipo I, con c6digo ajajaza; - - - aya, sobre un poligono de 2n lados.

Teorema.
(S, x0) = (a1, ..., 0 | tx%---zx%),

y su abelianizado es
(m1(8,%)) yy ZZ X -+ X ZXZs.
n—1

LA IDEA: LA MISMA CONSTRUCCION, Y UNA RELACION QUE AHORA Sf PESA

La construcciéon es exactamente la del caso orientable — un ramo de circunferencias
con un disco cosido — y solo cambia la palabra que hay escrita en el borde del disco.
Pero ese cambio lo cambia todo, y conviene ver por qué antes de hacer la cuenta.

En el tipo I 1a relacién era un producto de conmutadores. Un conmutador [a, b] es el
neutro exactamente cuando a2 y b conmutan. En un grupo abeliano eso ya se cumple,
asi que la relacién no dice nada nuevo y se evapora. En el tipo II la relacién es un
producto de cuadrados, y un cuadrado no se evapora al abelianizar: sigue diciendo
algo. Ese algo es B2 = 1, y es la huella de la banda de Mobius.

La intuicién falsa. Uno tiende a leer Z"~! x Z, como «casi lo mismo que Z", con un
defecto pequefio». Es al revés: ese Z; es lo tinico que impide que Z" ! x Z; sea nunca
isomorfo a ningtin TiEE porque un grupo abeliano libre no tiene elementos de orden
finito distintos del neutro y aqui hay uno. El «defecto pequefio» es exactamente lo que
separa para siempre las dos familias de superficies.

El corazén, en una frase. El cambio de generadores concentra los n cuadrados en
uno solo, y ese tinico cuadrado sobrevive a la abelianizacién.

Un caso a mano: el plano proyectivo y la botella de Klein. Conn = 1 el c6digo es aa, un
poligono de dos lados, y el teorema da (& | a2) = Z,. Es el grupo del plano proyectivo que
ya se calcul6 en el capitulo 7. Su abelianizado es el mismo, y la férmula del enunciado lo
confirma: Z° x Z, = Z,.

Con n = 2 el c6digo es aabb, la botella de Klein, y sale («, 8 | a?f?). Para abelianizar
conviene pasar a notacién aditiva, en la que la relacién se escribe 2o + 28 = 0. Se toma
v = a + B en lugar de B. Los generadores a y <y sirven igual, porque se recupera f =y — &,y
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en ellos la relacién es 27y = 0. El abelianizado es, pues, Z x Z;: « genera la parte libre y v la
de orden dos. Esto es, en pequetio, el cambio de generadores de la demostracion.

La botella de Klein también se describe con el c6digo aba~'b. Abelianizando esa otra
palabra se obtiene 2 +- b —a + b = 2b, y la relaciéon es 2b = 0: otra vez Z X Z;, ahora sin
cambiar de generadores. Dos palabras distintas de la misma superficie dan abelianizados
isomorfos, como tiene que ser.

Paso 1: repetir la descomposicion y leer la nueva palabra. La descomposicién es la
misma: A disco abierto y B = S menos un disco cerrado, que se retrae al grafo de n
circunferencias unidas por un punto, con 711(B) = (a},...,a}, | ). La intersecci6on se
retrae a una circunferencia con generador ¢, y ahora

. . 2 2
i(e) =1, iu(e) =mqaq ey =y

de donde sale la presentacion.

Paso 2: abelianizar, y ver que ahora la relacién aguanta (el niicleo de la prueba).
Ahora la relacién no desaparece al abelianizar:

(m1(S,x)),, = (@i | af - - o, o, 5]).

El cambio de generadores que viene ahora es el movimiento decisivo, y su idea es
simple: en un grupo abeliano un producto de cuadrados es el cuadrado del producto.
La tinica relacién contiene n cuadrados; al tomar como generador nuevo ese producto,
queda escrita como un solo cuadrado.

Se hace el cambio de generadores ; = a;paral <i<n—-1yp, = a1 ---a,. Esun
cambio valido porque permite recuperar a, = (a1 - - - 1) ' Bn. En el grupo abeliano,

2 2 _ 2 _ g2
ay oy = (g ay)” = By, luego

(m1(S,x)),, = (Bi | [Bi, Bjl, Ba) = Z" ' X Z,.

Lo que hay que llevarse. La descomposicién y la lectura del borde son las del tipo I, y
dan la palabra a? - - - a2 como tnica relacién. Al abelianizar, un producto de cuadrados es
el cuadrado del producto. Tomando ese producto como generador nuevo, la relacién dice
solo que un generador tiene orden dos. El cambio es legitimo porque su matriz es entera
con determinante 1: para n = 3, sus filas son (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,1). Por eso su inversa

también es entera, y los generadores viejos se recuperan de los nuevos.

Dénde se falla. En creer que el elemento de orden dos es una de las letras. En la botella
de Klein aabb, con la base &,y del caso a mano, se tienea = (1,0) y g =y —a = (—1,1).
Ninguno de los dos tiene orden dos: sus dobles son (2,0) y (—2,0), que no son cero. El de
orden dos es la suma « + B. En general, en N, la torsién la lleva el producto a1 - - - &y, no a,.

LA IDEA: QUE SIGNIFICA EL FACTOR Z»

En el abelianizado, la clase 8, = a; - - - a,, tiene orden dos: su doble es cero, pero ella
no lo es. Esta afirmacién pertenece al abelianizado; no dice que recorrer dos veces ese
lazo lo haga contractil en la superficie.
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Tampoco debe confundirse con el cambio de orientacion al recorrer el centro de una
banda de Mobius. El grupo fundamental de la banda es Z: su lazo central recorrido
dos veces sigue siendo no trivial, aunque la orientacién vuelva a la inicial.

Lo que si permite concluir la cuenta es que ningtin modelo de tipo I es homeomorfo
a uno de tipo II: Z*" no tiene torsién no trivial y Z"~! x Z, si. Para las superficies
compactas, conexas y sin borde, ese factor Z, distingue exactamente la familia no
orientable.

Observacién (La tabla que resuelve todos los ejercicios de clasificacién). Para una superficie
compacta, conexa y sin borde, los dos teoremas anteriores permiten clasificarla: se reduce a
leer su abelianizado:

Abelianizado Superficie X

z2n M,,, suma conexa de n toros 2—2n
7" x 7, N, suma conexa de n planos proyectivos 2 —n
{1} esfera 2

Si aparece un factor Z,, la superficie es no orientable, y el nimero de factores Z mds uno
da el n. Si no aparece, es orientable y el niimero de factores Z es 2n.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: COMPARAR LOS GRUPOS FUNDAMENTALES SIN ABELIANIZAR

La alternativa. Distinguir las superficies comparando directamente sus grupos fundamentales,
que son el invariante més fino de los dos y que se acaban de calcular.

Su ventaja. Conserva mds informacién que el abelianizado. Si los grupos fundamentales de
dos superficies son distintos, las superficies no son homeomorfas, y no hace falta nada mas.
Su dificultad. Comparar presentaciones directamente puede ser laborioso. La ausencia de un
algoritmo para grupos finitamente presentados en general no impide compararlos en familias
concretas, como los grupos de superficies. Aqui conviene usar un invariante més sencillo que
ya los distingue. El abelianizado, en cambio, es un grupo abeliano finitamente generado, y
esos estan clasificados por completo: dos de ellos son isomorfos si y solo si coinciden su rango
y sus factores de torsion, cosa que se lee de la presentacién con dlgebra lineal sobre Z. Se
renuncia a informacién a cambio de poder decidir siempre; y aqui lo que queda basta, porque
los abelianizados de los distintos modelos ya son todos distintos entre si.

Qué se ha ganado. La segunda pregunta del principio del capitulo tiene respuesta. El toro y
la botella de Klein tienen los dos caracteristica 0, pero sus abelianizados son Z x Z 'y Z x Z»,
y el segundo tiene un elemento de orden dos que el primero no tiene: no son homeomorfos.

Con las dos secciones juntas, los modelos quedan distinguidos todos entre si. La torsiéon
separa las dos familias. Dentro de cada familia separa la misma cuenta de antes: el cociente
G/2G tiene 2°" elementos para Z2", y 2" para Z"~! x Z,, porque ahi cada uno de los
n factores aporta dos clases. Queda la otra mitad de la clasificacién: que toda superficie
compacta, conexa y sin borde sea uno de estos modelos. De eso se ocupa la seccion siguiente.
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8.3 Fin del teorema de clasificacién. Triangulacién

LA PREGUNTA: DE LO LOCAL AL POLIGONO

La primera parte del teorema de clasificacién afirmaba que toda superficie compacta,
conexa y sin borde es homeomorfa a uno de los modelos, y se dio por buena para
poder seguir. Falta demostrarla, y lo tinico que se sabe de una superficie abstracta es
que cada uno de sus puntos tiene un entorno homeomorfo a un disco. ;Cémo se pasa
de esa informacién puramente local a un poligono concreto con su palabra?

Los grupos abelianizados de modelos diferentes no son isomorfos; por tanto representan
modelos de superficies no homeomorfas. Para terminar la clasificacién queda probar que
toda superficie conexa, compacta y sin borde es homeomorfa a algtiin modelo. Para eso se usa
la idea de triangulacion.

Definicién. Una triangulacién de una superficie S es una familia localmente finita K de
vértices, aristas y tridngulos en algtan R” tal que:

1. sio € K, todas sus caras estdn en K;

2. sio, T € K, entonces ¢ N T es una cara comun, posiblemente vacia;

3. |K| = Uyex ¢ € R" es homeomorfo a S.

Localmente finita significa que cada punto de |K| tiene un entorno que solo corta finitos
simplices. Si S es compacta, un subrecubrimiento finito de esos entornos muestra que K es
finita.

Ejemplo. El borde de un tetraedro triangula la esfera. Y el toro admite una triangulaciéon
con nueve vértices, veintisiete aristas y dieciocho tridngulos, que se obtiene subdividiendo el
cuadrado modelo en una cuadricula de 3 x 3 y partiendo cada cuadradito por una diagonal.

v (%

Vo L > 2 Vo

v (
3 Us U6 3

A A

v v
4 vr Us 4
V0 U1 U2 Vo

Las etiquetas iguales se identifican: se cuentan nueve vértices después del pegado.

Por qué nueve vértices y no menos. Lo mas econémico seria partir el cuadrado entero por
una diagonal, en dos tridngulos. Pero tras el pegado los cuatro vértices del cuadrado son un
solo punto, y cada tridngulo tendria sus tres vértices iguales: eso no es un tridngulo de la
definicién. Con una cuadricula de 2 x 2, partiendo cada cuadradito por la diagonal que sube
hacia la derecha, los vértices ya son cuatro puntos distintos. Pero el tridngulo inferior del
cuadradito de abajo a la izquierda y el superior del cuadradito de arriba a la derecha tienen,
tras el pegado, los mismos tres vértices. Dos tridngulos distintos con los mismos vértices se
cortan en algo que no es una cara comun, y la condicién 2 falla. Con 3 x 3 ya no pasa: dos
vértices estdn unidos a lo sumo por una arista, y tres, a lo sumo por un tridngulo. Aun asi, el
cuadrado partido en dos tridngulos sirve para contar: da1l — 3 + 2 = 0, la caracteristica buena.
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Por qué se puede contar sobre descomposiciones que no son triangulaciones se verd en la
altima seccion.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DAR POR HECHO QUE TODA SUPERFICIE SE TRIANGULA

La alternativa. Admitir sin mas que toda superficie compacta admite una triangulacién, que es
lo que dice la intuicién y lo que nadie pone en duda al dibujar.

Su ventaja. Ahorra la parte méas técnica y menos vistosa de la demostracion, y permite ir
directamente a lo que interesa: cortar la triangulacién y normalizar la palabra.

Qué la hunde. Que es un teorema y no un hecho evidente. Lo tnico que se sabe de una
superficie es que cada punto tiene un entorno homeomorfo a un disco; de ahi a fabricar una
descomposicién global en tridngulos que encajen unos con otros hay un trabajo real, y la prueba
es delicada. Que no se trata de una obviedad lo demuestra el hecho de que el enunciado anédlogo
deja de ser cierto en dimensiones superiores: existen variedades topolégicas que no admiten
ninguna triangulacién. Que en dimensién dos si valga es una propiedad de la dimensién dos.
Aqui el resultado se usa sin demostrarlo, pero se sefiala como lo que es: un teorema prestado,
no un paso trivial.

Proposicién. Toda triangulaciéon de una superficie sin borde cumple:

1. toda arista de K esta exactamente en dos tridngulos de K;

2. dado un vértice v € K, la unién de todos los tridngulos que contienen a v es homeomorfa
a un disco cerrado.

Observacién. Las dos propiedades son la traducciéon combinatoria de que cada punto tenga
un entorno homeomorfo a un disco, y son las que se comprueban cuando se pide «probar
que el cociente es una superficie».

Por qué es verdad, en idea. Las dos propiedades salen de mirar un punto y el borde de un
entorno pequefio suyo, que se llama su enlace. En un punto de superficie sin borde, el enlace
es una circunferencia.

» Un punto del interior de una arista. Cada tridngulo que contiene la arista aporta un semidisco,
y los semidiscos se pegan por el didmetro. Si la arista estd en un solo tridngulo, el entorno
es un semidisco y el enlace es un arco con dos extremos sueltos: el punto seria de borde. Si
estd en dos, los dos semidiscos forman un disco. Si estd en tres, sale un libro de tres hojas,
cuyo enlace son tres arcos entre los mismos dos puntos, y no una circunferencia.

» Un vértice. El enlace de v estd formado por los lados opuestos a v de los tridngulos que
lo contienen. En el tetraedro, cada vértice esta en tres tridngulos, cuyos lados opuestos
forman un tridngulo cerrado, una circunferencia, y la unién de los tres es un disco. Si se
pegan dos tetraedros por un vértice, el enlace de ese vértice son dos circunferencias, y
su entorno, dos discos unidos por el centro. Es el mismo fenémeno del ejercicio de los
cocientes por el borde, al final del capitulo.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: POR QUE ESTE TEOREMA SE ADMITE

Este enunciado es la bisagra de todo el capitulo: dice que cualquier superficie, por rara
que sea, puede cortarse en tridngulos pegados por sus lados, y es lo que permite pasar
de lo continuo (una superficie) a lo combinatorio (una lista finita de tridngulos y de
reglas de pegado), que es donde se puede razonar y contar.

Es uno de los resultados que aqui se admiten sin demostrar. Conviene saber por qué:
lo intuitivo es que basta cubrir la superficie con parches, triangular cada parche y
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hacer que los tridngulos casen en los solapes; lo dificil, y lo que se lleva las paginas,
es exactamente ese «hacer que casen», porque en los solapes los tridngulos de dos
parches pueden cortarse de maneras patolégicas, y arreglarlo obliga a un control
fino de la topologia del plano. De ahi que las demostraciones conocidas sean o muy
técnicas (Rado, Moise) o apoyadas en maquinaria pesada (geodésicas, o el teorema de
Kuratowski de la teoria de grafos planos).

Para lo que sigue solo hace falta quedarse con la consecuencia: a partir de aqui, una
superficie compacta es una lista finita de tridngulos. El siguiente paso consiste en cortar y
pegar esa lista sin cambiar la superficie.

Teorema. Toda superficie es triangulable.

La demostracién no es sencilla y existen varios métodos. Una demostraciéon puramente
topolégica puede encontrarse en los trabajos de Moise y de Doyle y Moran, que usan técnicas
més refinadas. Otra, de tipo geométrico y basada en la existencia de geodésicas, puede
consultarse en el libro de Bloch. Alternativamente, en el de Mohar y Thomassen se encuentra
una basada en la caracterizacion de Kuratowski de los grafos planos.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: APLANAR, CORTAR Y PEGAR HASTA LA FORMA NORMAL

Este es el teorema grande de la asignatura, y su demostracion es artesania pura: no
hay ningtin invariante mégico, hay unas tijeras y celo.

Primero se aplana. Por triangulabilidad y compacidad se dispone de una lista finita
de tridangulos. Se coge uno, se pone sobre la mesa, se le pega otro que comparta lado,
luego otro, y asf hasta gastarlos todos. Lo que queda es un poligono plano en el que
cada lado del borde estd marcado con una letra y hay que identificarlo con exactamente
otro lado. Toda la superficie se ha convertido en una palabra: la lista de letras del borde,
con sus exponentes segtn el sentido.

Después se normaliza la palabra. Y aqui entran las tijeras: cada movimiento (cortar el
poligono por una diagonal y volver a pegarlo por otro lado) cambia la palabra pero no
la superficie. Con esos movimientos se van consiguiendo, una por una, cosas concretas:
que todos los vértices del poligono se identifiquen en uno solo, que dos apariciones
de una misma letra con el mismo sentido queden juntas (y entonces forman un gorro
cruzado), y que dos apariciones con sentidos opuestos se emparejen entrelazadas con
otras dos (y entonces forman un asa). Al final no queda nada mas: la palabra es aa !,
o 1 asas, 0 k gorros cruzados.

Por qué no salen mezclas. Porque un asa junto a un gorro cruzado se puede transfor-
mar en tres gorros cruzados: en cuanto hay una sola pieza no orientable, las asas se
convierten en gorros. Por eso la lista final tiene solo dos familias y no tres.

Lo que hay que llevarse: la clasificacién no se demuestra reconociendo la superficie,
se demuestra cortando y reordenando sus piezas hasta llegar a una forma normal. Los
invariantes (orientabilidad y caracteristica) vienen después, y sirven para saber en
cudl ha caido sin tener que cortar.

Un caso a mano: aplanar el tetraedro. El borde de un tetraedro con vértices 1,2,3y 4 es
una esfera triangulada por cuatro tridngulos: 123, 124, 134 y 234. Se pone 123 sobre la mesa y
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se le pegan los otros tres, cada uno por un solo lado: 124 por el lado 12, 134 por el 13 y 234
por el 23. Esos tres lados forman un arbol del grafo dual, que une el tridngulo 123 con cada
uno de los otros. Sale la plantilla de un tetraedro recortable: un tridngulo con tres solapas.

El vértice 4 aparece tres veces, en la punta de cada solapa. Los lados discontinuos ya estan
pegados. Queda el borde exterior, que parece un tridngulo grande pero tiene seis lados,
porque 1,2 y 3 son vértices suyos. Sus lados se emparejan de dos en dos, porque son las tres
aristas que salen de 4: la 14 estd en las solapas 124 y 134, la 24 en las 124 y 234, y la 34 en
las 134 y 234. Se llaman x, y y z las aristas que van de 1, de 2 y de 3 hacia 4. Recorriendo ese
borde en sentido antihorario desde 1, se pasa por 4, 2, 4, 3, 4 y se vuelve a 1, y la palabra es

X y’l Y z7lzxh

Las letras y 'y son consecutivas, y quitarlas es la reduccién de la prueba: se cierra la solapa
234 sobre la 124 como una cremallera que empieza en el vértice 2. Lo mismo con z !z, desde
el vértice 3. Queda xx~!: la esfera, como debia. La cuenta de la tltima seccién también cuadra
ya: la palabra tiene k = 3 parejas y v = 4 clases de vértices, que son {1}, {2}, {3} y las tres
copiasde4,yl—k+v=1-3+4=2,lomismo que 4 — 6 + 4 en el tetraedro.

Teorema. Toda superficie conexa, compacta y sin borde es homeomorfa a un modelo.

Sea K una triangulacién de S, con tridngulos ¢4, . . ., t, finitos por compacidad y finitud
local. El grafo dual, con un vértice por tridngulo y una arista por cada lado compartido,
es conexo: se pueden unir puntos interiores de dos tridngulos por un camino que evite
los vértices y cruce lados. Un drbol generador de ese grafo permite ordenarlos de modo
que cada t;, parai > 1, comparta un lado con un tridngulo anterior.

Paso 1: aplanar, hasta convertir la superficie en una palabra. Se empieza con una
copia de t; en IR? y se le pega una copia de t; por una arista comtin; después t3, que
tiene una arista comtn con #; 0 con t;, y asi sucesivamente pegando cada vez por
una sola arista. Se pega solo por los lados del drbol elegido: cada nuevo tridngulo
se une por un #nico lado del borde, por lo que la pieza sigue siendo un disco. Este
disco admite un modelo poligonal plano; no hace falta mantener las formas ni las
longitudes de los tridngulos originales. En su perimetro quedan por identificar las
aristas restantes.

Paso 2: normalizar la palabra a golpe de tijera (el niicleo de la prueba). La idea es
cortar y pegar sin cambiar el espacio cociente. Los dibujos siguientes muestran esos
movimientos: las lineas rojas son cortes y las letras indican los lados que vuelven a
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pegarse. Conviene seguir las flechas, porque una lista de nombres de operaciones no
muestra por si sola por qué conservan la superficie.
Se orienta la region eligiendo un sentido de recorrido del perimetro; como las aristas
deben quedar emparejadas, cada arista aparece dos veces, con el mismo sentido o con
el opuesto. Se forma asi un c6digo de letras y, posiblemente, sus inversas. El objetivo
es normalizarlo hasta uno de los dos tipos, de forma que cada paso represente un
homeomorfismo. Se consigue aplicando una o varias veces las operaciones siguientes.
1. Suprimir subdivisiones innecesarias de un mismo lado. Si un bloque u = abc
y su copia inversa corresponden al mismo arco subdividido, se abrevia u por x y
u~! =c7'p~1a~! por x~1. Alinvertir un bloque hay que invertir también su orden.
2. Reduccién: eliminar apariciones consecutivas de una arista con los dos sentidos

distintos, es decir, quitar aa~ !

1

, siempre que quede otro borde que identificar. Si toda

la palabra se reduce a aa~", se reconoce la esfera y se termina.

3. Quedarse con un solo vértice: mediante cortes y pegados se reduce el nimero de
clases de vértices hasta que solo queda una. El corte sustituye una aparicién de P
por una de Q; se repite hasta eliminar la clase P, y después las otras clases, si las

hay.

4. Dejar consecutivos los lados con sentidos de identificacién iguales, llevandolos a
la forma aa. Se corta entre ambas apariciones y se pega por el lado repetido; los dos
nuevos lados del corte quedan consecutivos y con el mismo sentido.

Sy

5. Poner juntos los grupos de cuatro lados con simbolos opuestos dos a dos, llevando-
los a la forma aba~1b~!. Cuando quedan pares opuestos, se eligen dos entrelazados
y se hacen los cortes del dibujo. El bloque resultante es un asa; se separa del resto y
se repite con los pares que quedan.
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6. Convertir las mezclas: si aparecen pares del mismo simbolo aa junto a grupos de la
forma beb~1c1, se pasa todo a pares del mismo simbolo, es decir, a una superficie
de tipo II. Cada aplicacién convierte un asa y un gorro en tres gorros, de modo que

disminuye el nimero de asas que quedan por convertir.
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Dibujos de los pasos 3—6: apuntes originales de Topologia de Supetficies, pp. 72—74.

Salvo el caso de la esfera ya separado, si al terminar todas las parejas son de simbolos
iguales, se ha llegado al tipo II; si todas son de simbolos opuestos agrupadas de cuatro
en cuatro, al tipo I. Y el paso 6 garantiza que no queda ninguna mezcla.

La operacién 4, hecha con letras. Los dibujos del paso 2 tienen una version escrita que se
puede seguir sin tijeras. Sea la palabra aAaB, con dos apariciones de a en el mismo sentido
y dos bloques de letras, A y B, entre ellas. Se corta por la diagonal ¢ que va del final de la
primera a al final de la segunda. Quedan dos piezas, que leidas en sentido antihorario tienen
palabras Aac~!y Bac. Para pegar las dos copias de a hace falta que una pieza la recorra en
un sentido y la otra en el contrario, asi que se le da la vuelta a la primera pieza, que es un
homeomorfismo y solo invierte su palabra: pasa a ser ca~'A~!. Pegando por a se obtiene
cBA~!c, y empezando a leer por la dltima letra,

aAaB ~ ccBAL.

Las dos a separadas se han convertido en dos ¢ seguidas, que es lo que busca la operacién 4.
Con la botella de Klein en la forma abab~1, donde A = b yB = b~1 sale ccb=1b1; llamando
d = b1, es ccdd, 1a forma normal de Ns.

Lo que hay que llevarse. Se triangula la superficie y se aplana a lo largo de un arbol de
tridngulos: queda un poligono con una palabra. Después se normaliza la palabra con cortes y
pegados, cada uno un homeomorfismo: quitar los aa~!, dejar un solo vértice, juntar los pares
del mismo sentido en aa, agrupar los pares opuestos en asas y, si queda algtin gorro cruzado,
convertir las asas en gorros. El orden importa, porque la operacién 5 usa que la 3 ya dej6é un
solo vértice. La caja siguiente explica por qué.

LA IDEA: POR QUE LA OPERACION 5 NECESITA UN ARGUMENTO

Al llegar a la operacién 5, con todas las parejas de simbolos iguales ya consecutivas,
hay que saber que si aparece una pareja de simbolos opuestos c - - - ¢!, entonces existe
otra pareja de simbolos opuestos separada por las apariciones de ¢, es decir, entrelazada
con ella.

Si no fuera asi, las letras de cada una de las dos partes A y B en que c divide el
perimetro se emparejarian solo entre si. Como la operacién 3 ya dejé un solo vértice
P, las esquinas del poligono que estdn en A se pegarian alrededor de P por un lado y
las que estan en B por otro, y entonces P no seria un punto de superficie: su entorno
estaria formado por dos discos pegados por su centro, que no es homeomorfo a un
disco.

Ese argumento es exactamente el que se usa para comprobar que un cociente si es una
superficie, mirando los vértices. Conviene tenerlo identificado.

Qué se ha ganado. La pregunta de la seccion tiene respuesta: de lo local se pasa al poligono
en dos saltos. El primero es la triangulacion, un teorema prestado que convierte la superficie
en una lista finita de tridngulos. El segundo es aplanar a lo largo de un arbol, que convierte
esa lista en un poligono con su palabra. Desde ahi todo es combinatoria de palabras. Con esto
el teorema de clasificacién queda completo: toda superficie es un modelo, por esta seccién, y
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los modelos son distintos entre si, por las dos anteriores. Queda una pregunta abierta, que
es la de la seccién siguiente: si se cuenta V — E + T con dos triangulaciones distintas de la
misma superficie, ;sale lo mismo?

8.4 Caracteristica de Euler-Poincaré

LA PREGUNTA: EL NUMERO QUE YA HABIA APARECIDO

En la mitad de geometria de este libro, x apareci6é contando vértices, aristas y caras de
una triangulacién, y result6 ser lo que hay al otro lado del teorema de Gauss-Bonnet.
Aqui reaparece haciendo la misma cuenta sobre superficies que ni siquiera caben en
R3. ;Es el mismo ndmero, y qué relacién guarda con el grupo fundamental que se
acaba de calcular?

Definicién. Sea K una triangulacion finita de una superficie compacta. Se denomina caracte-
ristica de Euler-Poincaré al ntimero entero

donde V es el ntimero de vértices, E el de aristas y T el de tridngulos.

Observacion (Es el mismo niimero de la parte de geometria). En la parte de geometria, la
caracteristica se defini6 como C 4+ V — A: caras més vértices menos aristas. Aqui se escribe
V — E + T: vértices menos aristas més tridngulos. Es la misma suma con los sumandos en
otro orden, y el mismo nimero.

Cambia el simbolo — X alli, x aqui — y cambia el contexto, pero no el objeto. Este libro
usa X en las dos partes.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR ) SIN TRIANGULAR

La alternativa. Definir la caracteristica como la suma alternada de los rangos de los grupos de
homologia, en vez de contando vértices, aristas y tridngulos de una triangulacién concreta.
Su ventaja. Una vez demostrada la invariancia de la homologia, la invariancia de su suma
alternada sale sin mds, porque es una suma de nimeros que no cambian. Esta definicién
también se aplica a espacios sin triangulacién cuando sus grupos de homologia tienen rango
finito y solo hay un ntimero finito de rangos no nulos.

Por qué aqui se cuenta. La homologia no forma parte del temario. Para una triangulacién
finita, la férmula de Euler-Poincaré identifica la suma alternada de esos rangos con V — E + T.
El recuento basta para este curso. Gauss—Bonnet y Poincaré-Hopf aportan, ademds, teoremas
que relacionan ese mismo invariante con la curvatura y con los indices de un campo; no son
coincidencias numéricas.

El hecho sorprendente es que x(K) es independiente de la triangulacién y solo depende
de la topologia de la superficie.

Un caso a mano: la esfera, triangulada de dos maneras. El borde del tetraedro tiene 4
vértices, 6 aristas y 4 tridngulos, y x = 4 — 6 +4 = 2. El del octaedro tiene 6 vértices, 12
aristas y 8 tridngulos, y x = 6 — 12 + 8 = 2. Son dos triangulaciones de la esfera bastante
distintas, y dan lo mismo.
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Hay una razén local para esperarlo. Si se afiade un vértice en el interior de un tridngulo y
se une con sus tres vértices, aparecen un vértice, tres aristas y dos tridngulos netos, porque el
viejo se parte en tres: el saldo es 1 — 3 42 = 0. Si se afiade un vértice en medio de una arista
y se une con los vértices opuestos de sus dos tridngulos, aparecen un vértice, tres aristas
(una por la arista partida y dos nuevas) y dos tridngulos: otra vez 1 — 3 + 2 = 0. Subdividir
no cambia x. Pero dos triangulaciones de la misma superficie no tienen por qué ser una
subdivisioén de la otra, asi que esto no basta; la razén completa viene después de los dos
teoremas.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: CADA ASA CUESTA DOS Y CADA GORRO CUESTA UNO

Estos dos teoremas son la contabilidad de la clasificacién, y la manera de recordarlos
no es memorizar 2 — 2n y 2 — n sino entender de déonde sale cada resta.

Se parte de la esfera, que vale 2. Para afiadir un asa se quitan dos discos abiertos y se
cose un cilindro entre sus bordes. Cada disco quitado resta 1, mientras que el cilindro
y las circunferencias por las que se pega tienen caracteristica 0. El saldo es —2, y asi
xX(My) =2—2n.

Para afiadir un gorro cruzado se quita un solo disco y se pega una banda de Mobius
por su borde. La banda se retrae a una circunferencia y tiene caracteristica 0; el saldo
es —1. Por eso x(N,) = 2 — n. Estas cuentas usan la aditividad x(AUB) = x(A) +
X(B) — x(A N B) para descomposiciones finitas compatibles.

Esa aritmética es la que hace 1til la caracteristica: como no depende de la triangulacién
elegida, se puede calcular en el modelo més cémodo (el poligono con su palabra) y
usarla después para reconocer cualquier superficie. Junto con la orientabilidad, decide
quién es: dos superficies compactas, conexas y sin borde son homeomorfas si y solo si
coinciden en las dos cosas. Y explica de paso la coincidencia x(M;) = x(N2) = 0, que
es la razon de que el toro y la botella de Klein solo se distingan por la orientabilidad.

Teorema. Si K es una triangulacién de una superficie M, de tipo I, entonces x(K) = 2 — 2n.
En particular, si n = 0 se obtiene x = 2: la caracteristica de la esfera es 2.

Teorema. Si K es una triangulacion de una superficie N, de tipo II, entonces x(K) = 2 — n.

De dénde salen 2 — 21 y 2 — n, y por qué no depende de la triangulacién. La prueba de la
clasificacién da las dos cosas a la vez, si se lleva la cuenta de vértices menos aristas més caras
en cada paso. Las caras dejan de ser tridngulos en cuanto se aplana, asi que se cuenta con la
extension natural de la definicién a caras poligonales, la que justifica la observacién del final
de esta seccion. Ningtin paso cambia la cuenta:

s Aplanar. Pegar un tridngulo por un lado del arbol convierte ese lado en interior y funde dos
caras en una: una arista menos y una cara menos. Los vértices siguen todos en el borde del
poligono.

s Cortar y volver a pegar. El corte por una diagonal afade una arista y parte una cara en dos;
el pegado por otro lado quita una arista y funde dos caras. El saldo es cero.

» Reducir aa—!. Desaparecen la arista a y el vértice que habia entre sus dos apariciones: un
vértice menos y una arista menos.

» Suprimir una subdivisién. Cambiar un bloque de j 4 1 letras por una sola quita j vértices y j
aristas.
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Al final se llega a un poligono normal, con una sola cara. El de M,, tiene 4n lados que dan 2n
aristas y un solo vértice: 1 — 2n + 1 = 2 — 2n. El de N, tiene 2n lados, n aristas y un vértice:
1—n+1=2—n.Eldelaesfera, aa—!, tiene una arista y dos vértices: 2 — 141 = 2. Asi que
X (K) es el numero del modelo al que lleva el proceso.

Ahora la independencia. Si K y K’ triangulan la misma superficie S, cada una lleva a un
modelo homeomorfo a S. Esos dos modelos son homeomorfos entre si, y como los modelos
distintos tienen abelianizados distintos, son el mismo. Luego x(K) = x(K’). Obsérvese de
qué depende el argumento: sin el grupo fundamental, la cuenta daria el nimero del modelo
al que se llega, pero no aseguraria que dos caminos distintos lleguen al mismo sitio.

CONEXION CON LA MATEMATICA DISCRETA: LA FORMULA DE EULER ES ESTE MISMO RECUENTO

Esta conexién merece un encabezado propio porque es la mas facil de pasar por alto y la que
mas ahorra: el V — A + C que aqui clasifica superficies es literalmente la férmula de Euler de
los grafos planos, y las dos asignaturas la usan el mismo cuatrimestre.

Lo que dice alli. Un grafo se llama plano cuando estd dibujado en el plano sin que dos aristas
se corten, y sus caras son las regiones en que ese dibujo divide al plano, contando la exterior.
Con esa notacion:

Férmula de Euler. Si G es un grafo finito, plano y conexo con V vértices, A aristas y C caras, entonces
V — A+ C = 2. Si tiene k componentes conexas, V—A+C =k+1.

Por qué es el mismo recuento. Al afiadir el punto del infinito, un grafo finito, plano y conexo
queda dibujado sobre la esfera. Sus caras dan una descomposiciéon celular de la esfera, aunque
no sean tridngulos y sus bordes puedan recorrer una arista méds de una vez. Por eso el recuento
esV — A+ C = x(5?) = 2. No hay que confundir esta descomposiciéon con una triangulacién
simplicial.

Qué se gana sabiendo esto. Dos cosas concretas. La primera es que las cotas que en la asignatura
de grafos se deducen de la férmula de Euler — las que prueban que ciertos grafos no se pueden
dibujar en el plano sin cruces — son, leidas desde aqui, afirmaciones sobre qué cabe en una
superficie de caracteristica 2. Y la segunda es la reciproca, que es la que se usa en esta asignatura:
un grafo que no cabe en la esfera puede caber en el toro. Si el dibujo en el toro tiene todas sus
caras homeomorfas a discos abiertos, la cuenta pasa a ser V — A + C = 0. La caracteristica
da restricciones sobre los dibujos posibles; por si sola no decide si un grafo concreto puede
dibujarse en una superficie.

Y no es coincidencia de nombres. Las dos asignaturas las imparte el mismo departamento,
y en el libro de grafos un grafo se define como un complejo simplicial de dimensién uno
precisamente para que afiadir tridngulos lleve, sin cambiar de lenguaje, a la triangulacién de
superficies y al recuento de esta seccién. Esta en su seccién 5.2, «Caras de un grafo planar y
férmula de Euler».

DE DONDE VIENE: EL GERMEN DE LA TOPOLOGIA ALGEBRAICA

La férmula de Euler para poliedros es uno de los antecedentes de la topologia algebraica.
Su memoria Elementa doctrinae solidorum aparecié en 1758, en un volumen fechado 1752-
1753.% La extension del recuento y la demostracion de su invariancia impulsaron el desarrollo
de la homologia. Para un complejo finito, la idea actual es precisa: contar celdas o sumar
alternadamente los rangos de homologia da el mismo nimero.

En cuarto curso, con la homologia simplicial, se probard el enunciado general: si K es un
complejo simplicial finito en R”, entonces x(K) solo depende del tipo de homotopia del
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poliedro |K]|.

?Euler Archive, memoria E230. La fecha del volumen y la de publicacion no coinciden.

Observacion (El teorema de clasificacién, en su forma final). De acuerdo con los teoremas
anteriores, una vez conocido el tipo, la caracteristica de Euler determina la superficie. Y como
el tipo se corresponde con la orientabilidad, se tiene el enunciado definitivo:

Las superficies compactas, conexas y sin borde quedan clasificadas por dos datos: la orientabilidad y su
caracteristica de Euler. La presencia de una banda de Mobius indica no orientabilidad.

Ejemplo. Toro. Con la triangulacién de nueve vértices,
X(K)=9-27+18=0,

lo cual era de esperar porque el toroes My y x(M;) =2 -2 =0.
Plano proyectivo. Con una triangulacién de ocho vértices,

x(K)=8-21+14=1,

coherente con x(N;) =2—-1=1.

V2

V1@

Vo

En el dibujo original se identifican las etiquetas iguales del borde.

Observacién. No toda descomposicion en tridngulos es una triangulacién. Por ejemplo, la
descomposicion del plano proyectivo en la que dos tridngulos comparten una arista y ademds
un vértice fuera de ella no lo es, porque viola la segunda condicion de la definicién.

Sin embargo, si se extiende de manera natural la definicién de caracteristica a descomposi-
ciones C en tridangulos que se cortan en uniones de caras, se sigue teniendo x(C) = 1. Esto
permite flexibilizar la definicién de triangulacién en las condiciones que lo requieran, y es
lo que justifica calcular y directamente sobre el poligono de identificaciones con la férmula
x=1—k+o.

CONEXION: EL REENCUENTRO CON LA PARTE DE GEOMETRIA

Aqui se cierra el curso, y merece la pena verlo entero.
En la parte de geometria se demostré que, para una superficie suave, compacta, conexa,

orientable y sin borde de IR?,
// KdA = 27 x(M).
M

En este capitulo se ha calculado ) para todas las superficies compactas, conexas y sin borde.
Combinando las dos cosas se obtiene, sin integrar nada:
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Superficie X Curvatura total
Esfera 2 47

Toro 0 0

Toro doble -2 —4r

Suma conexa de n toros 2 —2n  271(2 —2n)

Y en sentido contrario: se puede medir la curvatura de una superficie y deducir cudntos agujeros
tiene, sin mirarla.

Ese es el resultado por el que las dos mitades de la asignatura se imparten juntas, y por el
que el teorema de Gauss-Bonnet se considera el mds profundo de la geometria diferencial de
superficies.

Qué se ha ganado. Las tres preguntas del principio del capitulo tienen respuesta. M y M3
se distinguen por el rango del abelianizado, 4 frente a 6. El toro y la botella de Klein, por
la torsién: Z x Z frente a Z x Z,. Y la caracteristica de esta seccién es la de la parte de
geometria: no solo porque la suma sea la misma, sino porque ahora se sabe que no depende
de la triangulacién con que se cuente.

La pregunta de la seccién pedia ademads su relacién con el grupo fundamental, y la tabla
de la seccion 8.2 la da. Si r es el rango del abelianizado, es decir, el nimero de factores Z,
entonces y = 2 — r para las superficies orientables y x = 1 — r para las no orientables. Con el
toro,r =2y x = 0; con la botella de Klein,r =1y x =1 —1 = 0. Con la orientabilidad y
uno de los dos nimeros, la caracteristica o el abelianizado, la superficie queda determinada.

8.5 Problemas de las relaciones

Ejercicio 8.1. Clasificar una superficie dada por su palabra
Se sabe que las identificaciones del perimetro de un poligono de diez lados dadas por los
codigos

abch'daec e~ 1d™1 y abcbdaece™'d ™!
son superficies. Determinar sus grupos fundamentales y, a partir de la abelianizacion, el
modelo de cada superficie.

Resolucién. La idea. Una superficie dada por su palabra es, como los modelos de las dos
primeras secciones, un disco cosido a un grafo. Su grupo se lee de la palabra con Seifert-van
Kampen, el abelianizado se simplifica con cambios de generadores, y la tabla dice qué modelo
es. La caracteristica, contada sobre el poligono, controla el resultado. Pero antes hay que
comprobar una hipétesis que los modelos cumplen y que una palabra cualquiera no tiene
por qué cumplir, y en este ejercicio una de las dos palabras no la cumple.

El procedimiento, una vez y para siempre. Sea X el cociente de un poligono por una
palabra w con letras distintas xy, ..., xx, suponiendo por ahora que todos los vértices se
identifican en uno. Se toman U; un disco abierto centrado en el centro del poligonoy U, = X
menos un disco cerrado concéntrico mas pequefio que U;. Entonces:

» 1 (U;) = {1}, por ser un disco;
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» U, se retrae con deformacion fuerte a la unién puntual de k circunferencias, luego 711 (Uy)
es libre con k generadores;
= U; N U es una corona, luego 71y = Z, y su generador va a 1 por un lado y a la palabra w
por el otro.
Por tanto
m(X) = (x1,..., x| w).

Eso es todo: los generadores son las letras y la relaciéon es la palabra.

Observacién (Una hipétesis escondida que hay que comprobar siempre). El razonamiento
anterior tiene un paso que se suele dar por bueno sin mirarlo, y que no siempre es cierto: se
ha afirmado que U, se retrae a una unién puntual de k circunferencias.

Eso es cierto solo si todos los vértices del poligono se identifican en una sola clase. Si
quedan v clases de vértices, el grafo al que se retrae U, tiene v vértices y k aristas, y su grupo
fundamental es libre de rango

k—v+1,

no k. Los modelos canénicos M, y N, con n > 1 tienen v = 1, y por eso el atajo funciona en
ellos; pero una palabra cualquiera puede tener v > 1.

Coémo detectarlo sin dibujar nada. Se calcula la caracteristica por los dos caminos y se
comparan:
» por el poligono, x =1—k+v;
= por el abelianizado, leyendo la tabla.
Si no coinciden, o si el abelianizado sale con rango impar y sin factor Z, — algo imposible
para una superficie cerrada —, hay un error que revisar: puede haberse usado el atajo con
v > 1, o haberse contado mal.

En el apéndice B hay un examen resuelto donde ocurre exactamente eso: la palabra
eabc'db~1ca='d e~ tiene cinco letras pero dos clases de vértices, y quien aplique el atajo
obtiene Z°, de rango impar, que no corresponde a ninguna superficie cerrada.

Antes de nada: contar los vértices. La observacién anterior obliga a empezar por ahi, y en
este ejercicio las dos palabras se comportan de manera distinta. Contar las clases de vértices
es mecanico: se numeran los vértices del poligono Vj, ..., Vo, se orienta cada arista segtin su
exponente, y cada letra identifica origen con origen y extremo con extremo. El lado j-ésimo
vade V;_qaVj, con Vig = V; si su letra lleva exponente —1, la flecha va al revés, de V;a V;_;.
En la primera palabra:

Letra Lados Flechas Identifica

1y6 VQ—>V1yV5—>V6 Vo=V5, V1 =Vg
2y4 V1—>V2yV4—>V3 Vi=Vy, Vo =V;
3y8 V2—>V3yV8—>V7 V2:V8,V3:V7
5y10 V4—>V5YV0—>V9 Vo=V, V5=V
7y9 V6—>V7yV9—>V8 Ve =Vo, V7 = Vs

QRO T

Encadenando las igualdades salen dos grupos, {Vo, Vi, Vi, V5, Vs, Vo} v {V2, V3, V7, Vs}, v
ninguna identificaciéon cruza de uno a otro: hay dos clases. En la segunda palabra solo
cambian b y ¢, que ahora llevan exponente +1 en sus dos apariciones. Labvade Vi a V> y de
V3 a Vy, eidentifica Vi = Vay Vo = Vy;lacvade Vo a Va yde V7 a Vg, eidentifica Vo, = V7 y
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V3 = Vg. Las letras a, d y e siguen juntando {Vy, V1, V4, V5, Vs, Vo } por un lado y {V7, Vs } por
otro. La b afiade V3 y V; al primer grupo, y la ¢ une V, con V7: todo cae en una sola clase. En
resumen:

Palabra clases de vértices x=1—k+v
abch'daecle~1d 1 v=2 1-5+2=-2
abcbdaece 1d ™1 v=1 1-54+1=-3

Las dos caracteristicas son distintas, asi que las dos superficies no son homeomorfas, y en la
primera el atajo de «letras = generadores» no vale.

Primera palabra: abch~'daecle~1d~1. Como v = 2, hay que reducir antes a un solo vértice, y
eso se hace con un corte y un pegado. Se corta el poligono por un arco interior cuyos extremos
!, se pega por ¢,
y llamando B = be™! la superficie queda descrita por la palabra de ocho letras

representan el mismo punto p del cociente y que representa el lazo « = ece™

apaptdaatdl,

para la cual todos los vértices si representan un solo punto. Ahora ya se aplica el procedi-
miento: cuatro letras distintas, a, d, « y B, luego

m = (a,d,apB| aﬁocﬁ_ldmx_ld_1>.
Al abelianizar, B con B!, a con a~! y d con d~! se cancelan, y sobrevive a - a = a?. Luego
(1) ap &2 Z° x Zo,

con &, By d generando la parte libre y a la torsiéon. Comparando con la tabla, 7" 1 x Z, con
n—1=3dan=4:

Es Ny, la suma conexa de cuatro planos proyectivos

Es no orientable y x =2 — 4 = —2, que es lo que ya habia dado el recuento de vértices.

Otra via, sin cortar: contraer una arista. Si el corte anterior cuesta de ver, hay un camino
mecénico que llega a lo mismo, y es el que usa el ejercicio siguiente. La letra b va de V;, que
estd en la primera clase, a V3, que esta en la segunda. En el grafo de Uy, con dos vértices y
cinco aristas, la arista b sola es un arbol que pasa por los dos vértices. Contraerla a un punto
no cambia el tipo de homotopia, por la regla de «Contar las circunferencias de un grafo» del
capitulo 5, y deja un solo vértice con los lazos 4, ¢, d y e. En la presentacion, eso es borrar la
letra b de la palabra:
m = (a,c,de|a cdaec_le_ld_l).

Al abelianizar se cancelan ¢, d y e con sus inversas y queda 22 = 0: otra vez Z> x Z, y Ny. La
letra e, que va de Vj a V7, también une las dos clases, y contraerla daria otra presentacion del
mismo grupo.

Observacion (Lo que sale si uno se salta el recuento de vértices). Aplicando el atajo directa-
mente a la palabra original se obtendria (a,b,c,d, e | abch~'daec~'e~1d~1), con abelianizado
74 x 7, y respuesta Ns. Es incorrecto, y el error se detecta sin saber la respuesta buena: el
recuento x = 1 —k+vda —2y x(Ns) = —3. Aqui falla el atajo: el recuento explicito ha
dado dos clases de vértices. En general, una discrepancia obliga a revisar tanto las hipotesis
como las cuentas.
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Segunda palabra: abcbdaece 'd~!. Aqui v = 1y el atajo si vale: cinco letras distintas y la
palabra como tinica relacién. Al abelianizar se cancelan e con e~ y d con d~1, y quedan a?, b?

y c%:
relacion abelianizada: a®b*c* = 1.

Haciendo el cambio 81 = b, B = ¢, 7 = abc — vélido porque permite recuperar a = ¢~ 1b~!
—, la relacién se convierte en 2 = 1y

(1) ap = Z* % Zo,

con b, ¢, d y e generando la parte libre y # la torsién. Por la tabla,n —1 =4y

‘ Es N5, la suma conexa de cinco planos proyectivos ‘

con x = 2 —5 = —3, que otra vez coincide con el recuento. n

Observacién (La comprobacién con la caracteristica, que es la otra via). Conviene rehacerlo
por el camino de la parte de geometria, porque es més rdpido y sirve de control.

Un poligono de 2k lados con los lados identificados dos a dos y v clases de vértices tiene
X =1—k+v. Aqui 2k = 10, luego k = 5, y todo lo que falta es v. En las dos palabras hay
alguna letra que aparece dos veces con el mismo exponente —la a en la primera;laa,labyla
c en la segunda —, asi que las dos superficies son no orientables y basta resolver y =2 — n:

X:_2:>N4/ X:_3:>N5.

Mismo resultado, en tres lineas y sin calcular ningtin grupo. Merece la pena tener las dos
vias: la del grupo fundamental es la que se pide de ordinario, pero la de la caracteristica es la
que detecta errores, y aqui detecta el mads facil de cometer.

Dénde se falla. En tres sitios, y el primero es el que mds cuesta.

= En saltarse el recuento de vértices. La primera palabra da entonces N5 en vez de Ny, como
muestra la observaciéon de mds arriba.

= Encontar mal k. En x = 1 — k4 v, k es el nimero de letras distintas, la mitad del nimero de
lados. Con los diez lados en lugar de las cinco letras, la primera palabra darfa1 — 10+ 2 =
—7, un nimero imposible aqui: con cinco parejas y al menos un vértice, x =1 —5+vno
baja de —3.

= En leer mal la torsion. En la segunda palabra el generador de orden dos es 7 = abc, no a.
Tomar a como torsién cuenta bien el rango, pero describe mal el grupo: en el abelianizado,
24 no es cero.

QUE DEJA. El procedimiento entero, que es mecanico y hay que poder ejecutarlo sin pensar, pero que
tiene un paso cero que no se puede saltar: contar las clases de vértices; si hay una sola, letras distintas =
generadores y palabra = relacién; si hay mds, antes hay que dejar una, cortando y pegando o contrayendo un
drbol del grafo. Y después, abelianizar es cancelar inversos y contar cuadrados, con la regla de lectura
final: si sobrevive un cuadrado, la superficie es no orientable y 7 es el ntimero de generadores libres
mas uno; si no sobrevive ninguno, es orientable y 7 es la mitad del ntiimero de generadores. El control

que cierra el problema es siempre y =1 —k + v.

Ejercicio 8.2. Dos familias de cédigos

Usar el abelianizado del grupo fundamental para determinar qué superficies son las repre-
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sentadas por los codigos

1 -1

-1 _— -1
aaz - - -apdq "y -4, 10y y aaz - - - apdq

-1 -1 -1
ay " ---a, 4a, .

Determinar también, con ayuda del grupo fundamental, el modelo de la superficie dada
por el cédigo abed ~tad—1p~1c1.

Resolucién. La idea. Los tres c6digos se resuelven con el procedimiento del ejercicio anterior:
cancelar inversos y contar cuadrados en el abelianizado, contar vértices y leer la tabla. La
novedad es que las dos familias dependen de 1, y las clases de vértices hay que contarlas en
general, no en un caso. En la segunda familia su nimero depende de la paridad de 7, y eso
decide si el atajo vale.

Primer c6digo. Se toma n > 1. Al abelianizar, cada 4; con i < n — 1 aparece una vez con
exponente +1 y otra con —1: se cancelan. La letra a,, aparece dos veces con exponente +1.
La relacién abelianizada es, pues,

y el abelianizado es Z"~! x Z,. Por la tabla, la superficie es N,;, la suma conexa de n planos
proyectivos, no orientable, con y =2 —n.

Falta comprobar que hay una sola clase de vértices, y aqui si la hay para todo n. Se
numeran los vértices Vy, ..., Va,—1 como en el ejercicio anterior. Cada ajconj < n-—1
va de V; 1 a V; la primera vez y de V,,,j a V;,4; 1 la segunda, e identifica V; = V,; 1y
Vi_1 = V,4j. Combinando la primera igualdad de a; con la segunda de a;_; sale V; = V;_»
para 2 < j < n — 1: los vértices pares de Vy, ..., V,_1 quedan todos juntos, y los impares
también. Los de la segunda mitad no afiaden clases, porque la segunda igualdad de cada
aj y la letra a,, los identifican con vértices de la primera. La 4, identifica ademas V1 =V,
ylaa,, quevade V,_;aV,yde V,_1aVp, identifica V,, = V. Luego Vy = V3, y las dos
cadenas son una sola. Con n = 3 se ve entero: la palabra alazagal_laz_lag, daVp = Wsy
Vi=VWVzpora;, Vi =Vsy Vo =Vyporay,y Vo= Vsy Vaz =V por az, que encadenadas dan
W=Va=V,=Vs=V; =Vz.Conv=1yk=mn,elrecuentoday=1—-n+1=2—mn,que
coincide con x(Ny). v

Segundo cédigo. Ahora todas las letras aparecen con exponentes opuestos y todo se
cancela: la relacion abelianizada serfa trivial. Pero antes hay que contar los vértices, y aqui el
resultado depende de la paridad de 7.

La cuenta es la del primer c6digo, con un cambio: ahora también a,, va invertida la segunda
vez, de Vo, = Vo a V1. Siguen valiendo V; = V; ,, ahorapara2 < j<n,y Vi = Vy; ylaa,
identifica V;,_1 = Vj. Si n es par, V, tiene indice par y Vi = V,, une la cadena de los impares
con la de los pares: una sola clase. Si n es impar, V; = V,, une dos impares y V,,_1 = Vj dos
pares, y las dos cadenas no se tocan: quedan dos clases, la de los vértices pares y la de los
impares.

Sin = 2k es par, todos los vértices caen en una sola clase. El atajo vale, el abelianizado es
Z* y, por la tabla, la superficie es My: la suma conexa de k toros, con x =1 —2k+1 =2 —2k.

Sin = 2k + 1 es impar, hay dos clases de vértices y el atajo no vale. El cédigo sigue
definiendo una superficie cerrada — todo poligono con las aristas emparejadas dos a dos la
define —, solo que el grafo al que se retrae U, tiene dos vértices y 2k + 1 aristas, y su grupo
libre esderangon —v+1 = (2k+1) — 2+ 1 = 2k, no 2k + 1. Contrayendo la arista a;, que
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une los dos vértices, se obtiene un espacio del mismo tipo de homotopia con una sola clase y
2k lazos ay, . .., apr41, ¥ la presentacion queda

m1(S) = (g, ..., dopi1 | ol -+ o1y oy agl ).

Al abelianizar, la relacién vuelve a ser trivial y el abelianizado es Z2*: otra vez M. El recuento
lo confirma, porque x =1 — (2k+1) +2 = 2 — 2k = x(My).

En resumen, el segundo cédigo da M|, /5| en los dos casos: la paridad de n cambia el camino,
no la respuesta.

El c6digo abedtad—1b—1c~1. Cuatro letras, ocho lados, luegok =4yx=1-44+v=0v-3.
El recuento de vértices da v = 2, de modo que

X:_ll

y la letra a muestra que la superficie es no orientable. Para obtener también el grupo pedido,
se numeran los vértices Vp, ..., V7: las dos clases son los pares y los impares. La arista a une
ambas clases y forma un arbol generador. Al contraerla queda la presentacion

m1(S) =2 (b,c,d | bed ?b 1),

Su abelianizado es Z? x Zj: b, ¢ generan la parte libre y d tiene orden dos. Por tanto n — 1 = 2
y se obtiene n = 3, de acuerdocon xy =2 —n = —1:

Es N3, la suma conexa de tres planos proyectivos

Obsérvese que aqui el atajo tampoco valdria: aplicado a ciegas daria la relaciéon abelianizada
a’d~2 = 1, que con el cambio x = ad~! se convierte en x?> = 1y deja Z> x Z,, es decir Ny y
X = —2. No coincide con el recuento, y por tanto es el atajo el que falla. n

Observacion (Una errata del enunciado, y por qué conviene conocerla). El cédigo de este
altimo apartado circula también en la forma

abedladb ¢,

con la segunda 4 sin exponente negativo, y es esa la versiéon con la que esta hecha la resolucion
de referencia. Cambia el resultado, porque cambia el recuento de vértices: con abed tadb=1c ™!
todos los vértices caen en una sola clase, x =1 — 4+ 1 = —2, y la superficie es Ny — que es
ademas lo que da el atajo, porque con v = 1 el atajo es legitimo.

Las dos versiones son ejercicios buenos y conviene tener las dos hechas. Lo que este par
ensefia es que un solo exponente cambia la superficie, y que el recuento de vértices permite
detectarlo antes de calcular el grupo.

Dénde se falla. En aplicar el atajo al segundo cédigo con n = 2k + 1 impar. Saldria Z**1, de
rango impar y sin factor Z,, y ninguna superficie cerrada tiene ese abelianizado: en la tabla,
las orientables tienen rango par. Es la alarma de la observacion «Una hipétesis escondida que
hay que comprobar siempre». Y en el tercer c6digo, en copiar sin darse cuenta la versiéon de
la errata: las dos versiones dan superficies distintas, N3 y Na.

QUE DEJA. El atajo para la orientabilidad, que no falla nunca: sumar los exponentes de cada letra. Si todas
las sumas son cero, la superficie es orientable; si alguna vale £2, es no orientable. Eso se lee de la
palabra sin manipularla y sin contar vértices. Lo que si exige contar vértices es el niimero n del modelo,
y la manera segura de obtenerlo es xy = 1 — k + v y después despejar en 2 — 21 0 en 2 — n segtin la
orientabilidad. Los tres apartados de este ejercicio son tres casos distintos de esa cuenta.
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Ejercicio 8.3. Cuatro superficies orientables con el mismo abelianizado

Dar, justificadamente, cuatro superficies orientables, no homeomorfas entre si, tales que el
abelianizado de su grupo fundamental sea isomorfo a Z & Z. ;Hay alguna superficie no
orientable que tenga la misma propiedad?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Entre las superficies cerradas orientables, ;cudntas tienen abelianizado Z*?

2. El enunciado no dice «cerradas». Piensa en superficies con borde y no compactas.
3. Para la viltima prequnta, ;puede un Z? salir de una superficie no orientable?

Resolucién. El movimiento decisivo: el enunciado no dice «cerradas». Entre las superficies
compactas sin borde orientables, la tinica con abelianizado Z? es el toro, porque Z>" = Z?
obliga a n = 1. Asi que si solo se admitieran esas, la respuesta seria que no existen cuatro.

La clave es admitir superficies con borde y no compactas. Cuatro ejemplos, todos orienta-
bles y con 711 abelianizado igual a Z*:

1. Eltoro S! x S': 71y = Z x Z, ya abeliano.
2. El toro menos un punto: se retrae a S! VV S!, luego 711 = Z * Z, cuyo abelianizado es

ZxZ.

3. El plano menos dos puntos: tiene el tipo de homotopia de S! V S!, luego su abelianizado
es Z2.

4. El toro menos un disco abierto, conservando la circunferencia de borde: se retrae al ramo
de dos circunferencias y tiene abelianizado Z2.

Son cuatro superficies distintas. El toro y el toro con borde son compactos, y se separan
por la presencia de borde. Los otros dos son no compactos y sin borde: el toro menos un
punto tiene un extremo, mientras que el plano menos dos puntos tiene tres. Aqui los extremos
se ven como las regiones que quedan al retirar un compacto suficientemente grande: una
cerca del punto quitado en el toro, y tres en el plano, cerca de cada punto quitado y hacia el
infinito. Este niimero es invariante por homeomorfismos.

La esfera menos tres puntos es homeomorfa al plano menos dos puntos, por proyecciéon
estereogréfica desde uno de ellos; no aporta un quinto ejemplo.

Todas son orientables y sus abelianizados coinciden, lo que ilustra que el abelianizado no
clasifica fuera de la familia de las superficies cerradas.

(Alguna no orientable? Si. La botella de Klein tiene 711 = (a, b | aba~'b) y su abelianizado
es Z X Z, que no es Z?; pero la botella de Klein menos un punto se retrae a S' VV S! y tiene
abelianizado Z x Z.

Es decir: si existe una superficie no orientable con abelianizado Z & Z, como la botella
de Klein menos un punto, que es no compacta y no tiene borde. Otro ejemplo, ahora con
borde, es la banda de Mobius menos un punto interior: tiene el tipo de homotopia de una
figura de ocho. [

Observacién (La moraleja). El ejercicio estd disefiado para que se descubra el limite del mé-
todo. La cadena «calcular 71, abelianizar y leer la superficie» solo funciona para superficies
compactas, conexas y sin borde. En cuanto hay borde o falta compacidad, muchas superficies
distintas comparten abelianizado y hay que distinguirlas con otros invariantes: nimero de
componentes del borde y de extremos, compacidad, orientabilidad.
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Dénde se falla. En leer solo la tabla de las superficies cerradas y contestar que no existen
cuatro, cuando el enunciado no pide que sean cerradas. Y en dar como distintas dos que son la
misma, o al revés: la esfera menos tres puntos y el plano menos dos puntos son homeomorfas,
mientras que el toro menos un punto y el toro menos un disco abierto no lo son, aunque
tengan el mismo tipo de homotopia.

Ejercicio 8.4. Cocientes por el borde

Sea M una superficie compacta con k componentes conexas en su borde. Dar, justificada-
mente, una condicién necesaria y suficiente sobre k para que el espacio cociente M /9dM sea
una superficie. En tal caso, ;serd compacta? ;Y cerrada?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Al aplastar todo el borde a un punto, ;cémo es el entorno de ese punto?

2. Con una sola componente de borde, aplastarla es como pegar un disco.
3. Con dos 0 mds, el entorno del punto resultante son varios discos pegados por su centro.

Resolucién. Qué esta pasando. Si k > 1, el cociente M /0M aplasta todo el borde, sea cual
sea el nimero de componentes, a un tinico punto P. La cuestién es si P tiene un entorno
homeomorfo a un disco.

Si k = 0. No hay borde que identificar: con la convencién usual M /@& = M. Por tanto ya
es una superficie compacta y sin borde.

Si k = 1. El borde es una sola circunferencia. Un entorno de esa circunferencia en M es un
collar S x [0,1), y al aplastar S' x {0} a un punto se obtiene un cono sobre S!, es decir, un
disco. Luego P tiene entorno homeomorfo a un disco y M/9M es una superficie. De hecho
es la superficie cerrada que se obtiene tapando el agujero con un disco.

Si k > 2. Ahora hay k collares disjuntos, y al aplastar todos sus bordes al mismo punto P,
un entorno de P es la unién de k discos pegados por su centro. Ese espacio no es homeomorfo
a un disco: al quitarle P queda un espacio con k componentes conexas, mientras que un disco
menos su centro es conexo. Luego M/dM no es una superficie.

M/0M es una superficie <= k <1

Si se supone desde el principio que el borde es no vacio, la condicién se reduce a k = 1.

Compacidad y cierre. Para cualquier k, el cociente es compacto: es la imagen continua del
compacto M por la proyecciéon. Cuando k < 1, es ademds una superficie cerrada, es decir,
compacta y sin borde: el tinico borde que tenia M era dM, que ha desaparecido al aplastarlo.
|

Observacion (El caso de la banda de Mobius). Con M la banda de Mobius, que tiene k = 1, el
cociente M /dM es una superficie cerrada. ;Cudl? La banda de Mobius es el plano proyectivo
con un agujero, y taparlo devuelve el plano proyectivo:

M/oM = P?RR.

Es la manera més corta de fabricar el plano proyectivo a partir de una superficie con borde, y
por eso conviene tenerla vista.
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Un caso a mano: el cilindro, k = 2. El cilindro M = S! x [0, 1] tiene dos circunferencias de
borde. Si se aplastara cada una a su propio punto, saldria una esfera, con esos dos puntos
como polos. Pero M /9dM aplasta las dos al mismo punto, asi que ademads pega el polo norte
con el polo sur. El resultado es una esfera con dos puntos identificados, y en ese punto el
entorno son dos discos unidos por el centro: es exactamente el caso k > 2 de la resolucioén.

Dénde se falla. En confundir aplastar el borde con pegar sus componentes entre si. Pegar las
dos circunferencias del cilindro punto a punto, una sobre otra, da el toro o la botella de Klein,
segun el sentido, y los dos son superficies. Aplastarlas a un punto da el espacio del caso a
mano, que no lo es. Y en olvidar el caso k = 0, que el enunciado no excluye.

QUE DEJA. Para probar que el punto nuevo es un punto de superficie hay que construir un entorno
homeomorfo a un disco. Si todo entorno suficientemente pequeiio queda desconectado al quitar el
punto, esto lo impide, como ocurre con varios collares colapsados juntos. Que el entorno perforado
sea conexo es una condicién necesaria, no suficiente por si sola.

Repaso del capitulo

REPASO INTERCALADO: CLASIFICACION II, PRIMERA RONDA

Escribe 711 (M,,) y 711(N,) con sus presentaciones, y sus abelianizados.

¢Por qué la relacién de 71 (M,,) desaparece al abelianizar y la de 771 (N, ) no?
Escribe la tabla que relaciona abelianizado, superficie y caracteristica.
Enuncia el teorema de clasificacion en su forma final, con los dos invariantes.
Escribe x (M) y x(N,) y comprueba con el toro y el plano proyectivo.

e ®E

Enumera las seis operaciones de normalizacién de una palabra.

REPASO INTERCALADO: CLASIFICACION II, SEGUNDA RONDA, CON TODA LA ASIGNATURA

1. Dada la palabra abch~'daec~'e~1d~1, clasifica la superficie por los dos caminos:
abelianizando y contando caracteristica.

2. Para una superficie compacta, conexa y sin borde, ;por qué x impar implica no
orientable?

3. Una superficie suave, compacta, conexa, orientable y sin borde tiene curvatura total
—87t. ;Cudl es su grupo fundamental?

4. Entre las superficies suaves, compactas, conexas, orientables y sin borde, solo el
toro admite un campo tangente continuo sin ceros. Reescribe el enunciado usando
su grupo fundamental.

5. ¢Qué permite deducir el factor Z; del abelianizado de 771 (N, )? ;Por qué no significa
que el lazo central de una banda de Mobius tenga orden dos?

6. ;Para qué superficies funciona la cadena «7r;, abelianizar, leer el modelo»? ;Qué
falla fuera de ahi?

7. Enuncia, en una sola frase, qué relaciéon hay entre el teorema de Gauss-Bonnet y el
teorema de clasificacion de superficies.
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APENDICE A

Qué cae en el examen

Este capitulo retine, en un solo sitio, todo lo que es especifico de cémo se imparte y se
examina esta asignatura en la Universidad de Sevilla: qué ha caido, con qué formato, cudnto
vale y qué guion sigue el profesor. Quien estudie la geometria y la topologia de superficies
en otro sitio puede saltarselo entero sin perder nada: el resto del libro es un curso estandar
de la materia y no depende de este capitulo. Estd aqui, y no repartido en notas sueltas por
los capitulos, precisamente para que se pueda saltar de una vez. Los exdmenes completos,
resueltos, estdn en el apéndice B.

A.1 Coémo se examina

El sistema de 2026-27. Segtn los proyectos docentes de 2026-27, idénticos en los tres grupos,
el examen de cada convocatoria se divide en dos: uno de geometria y otro de topologia, cada
uno sobre 10 puntos. La nota es la media ponderada % Geometria + % Topologia, y se aprueba
con 5. Durante las clases hay pruebas parciales voluntarias, al menos una por parte, que con
la misma ponderacién permiten aprobar antes del examen final. La topologia pesa el doble
que la geometria.

Dos advertencias presentes en los eximenes de geometria. La exigencia de justificar las
respuestas es habitual. La prohibicion del calculo explicito de curvatura geodésica aparece en
varias convocatorias (por ejemplo, junio de 2025), pero no en todas; en otras se limita a un
apartado. Hay que leer la cabecera de cada examen. Estas son las dos formulaciones:

En ninguno de los apartados de los ejercicios que siguen podrd razonarse usando el cdlculo
explicito de la curvatura geodésica de cualquiera de las curvas que aparecen.

No se valorard, ni parcialmente, ninguna respuesta que no esté debidamente justificada, a
juicio del corrector, aunque sea correcta.

Cuando esa prohibicién estd presente, la solucién debe apoyarse en el teorema, las propieda-
des geométricas, la orientacién y la caracteristica de Euler. El célculo directo sigue siendo
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valido matemdticamente y sirve para comprobar; en los ejercicios sin esa restriccion también

puede ser la solucién principal.

Una letra distinta. La caracteristica de Euler-Poincaré se escribe x en todo este libro; el

profesor de la parte de geometria la escribe X, con equis latina, y la define como caras mds

vértices menos aristas. Es el mismo ndmero y la misma suma con los sumandos en otro orden.

El catalogo corto de superficies. La parte de geometria se juega, convocatoria tras convo-

catoria, sobre las mismas superficies. Segtn el recuento del banco de veintidés sesiones

documentadas: cilindro en ocho, esfera en siete, cono en cuatro, hiperboloide de revolucién

en tres, toro de revolucién en tres, catenoide en dos, plano en dos, y una vez cada uno el

paraboloide, el tubo alrededor de una curva plana y una superficie de revolucién genérica.

Estan calculados en el apéndice C.

Configuraciones que se repiten.

= Regiones con agujeros. Aparecen en seis sesiones documentadas: hay que contar x y orientar
cada curva frontera por su lado (seccién 1.3.5).

= Curuvas cerradas metidas dentro de una region, con la pregunta de si hay contradiccion entre las
dos lecturas de § K,: prueba de evaluacion de 2022-23, segunda convocatoria de 2023-24,
primera de 2025-26, y problema 16 de la relacién.

s Las tres versiones del teorema (local, regiones simples, superficies compactas): en nueve
sesiones entre 2013 y 2019 se pidi6 enunciar dos de ellas y sefialar sus diferencias.

» La curvatura geodésica integral de un paralelo del cono, con la prohibicién expresa de calcular:
19 de marzo de 2019. Vale 7/2 para todos los paralelos.

» El drea de la franja terrestre entre los dos trdpicos: 11 de marzo de 2015.

s Lacota x > 1— k para un poligono de 2k lados: pedida dos veces.

» Aplicar Seifert-van Kampen a un poligono de identificaciones: once de trece convocatorias.
Siempre con el abelianizado detras, que es el que identifica la superficie.

A.2 Por capitulos

Cada entrada dice a qué ejercicio o seccion del libro se refiere.

El Teorema de Gauss-Bonnet (capitulo 1)

» Los dos casquetes de la esfera, o donde estd la trampa. Segundo ejercicio de la primera prueba
de 2012-13. Es también el problema 15 de la relacién de Gauss-Bonnet.

» Cuatro triangulaciones y una comprobaciéon. No ha caido como problema, pero los cuatro
valores son dato de partida en el ejercicio de la segunda convocatoria de 2023-24 y en
varios problemas de la relacién. Conviene comprobar los recuentos y saber reproducirlos.

» La curvatura geodésica de un paralelo de la esfera, por dos caminos. Los paralelos de la esfera
son la configuracién mds repetida del banco histérico: junio de 2013, diciembre de 2014,
marzo de 2015 con los trépicos, y el problema 11 de la relacién. Y la primera convocatoria
de 2022-23 pide exactamente la curvatura geodésica integral de un paralelo, calculada sin
este método.

» La suma de los dngulos externos de un tridngulo curvilineo del cilindro. Primer apartado del
segundo ejercicio de la primera convocatoria de 2024-25, con la advertencia expresa de que
no puede razonarse calculando curvaturas geodésicas.

» Dos agujeros en un cilindro. Es la estructura exacta del segundo apartado del primer ejercicio
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de la primera convocatoria de 2025-26, trasladada del cono al cilindro, y del problema 16
de la relacién. La versién con un solo agujero cay6 en la prueba de evaluaciéon de 2022-23 y
en el primer parcial del 11 de marzo de 2016.

» Todos los paralelos del cono tienen la misma curvatura geodésica integral. Segundo ejercicio de la
primera prueba del 19 de marzo de 2019.

» La curvatura integral del hiperboloide de una hoja. Tercer ejercicio de la primera prueba de
2012-13; con el mismo hiperboloide, la primera convocatoria de 2013-14, el parcial del 13
de marzo de 2015 y la prueba de evaluacién de 2024-25. Es la superficie no compacta que
mads se repite.

» El drea de un huso esférico, y el drea de la esfera. Segunda convocatoria de 2021-22, y el segundo
ejercicio de la primera prueba del 12 de marzo de 2014. La variante con dos meridianos, el
ecuador y un paralelo cay6 el 19 de marzo de 2018.

» Un poligono geodésico en una superficie de curvatura constante. El primer apartado es el
problema 2 de la relacién; el segundo cay6 en la prueba de evaluaciéon de 2021-22. La
variante «;puede un cuadrildtero geodésico ser un rectangulo?» es el problema 4 de la
relacion.

» La curvatura integral de la esfera. Problema 3 de la relacion. La variante «deducir el area de
la esfera» cay6 en la segunda convocatoria de 2021-22 y el 12 de marzo de 2014.

» Dos familias de geodésicas que se cortan. El primer apartado es el problema 1 de la relacién; el
segundo cay6 en la prueba de evaluacion de 2022-23.

» El toro de revolucion, por trozos. Problema 12 de la relacién. El toro completo cay6 el 15 de
septiembre de 2016 y la mitad inferior del toro el 13 de marzo de 2015.

» La region entre el ecuador y un paralelo. Problema 11 de la relacién. La misma region, con los
trépicos de Céncer y Capricornio, cay6 el 11 de marzo de 2015; con dos paralelos simétricos,
el 12 de junio de 2013 y el 5 de diciembre de 2014; y con dos meridianos, el ecuador y un
paralelo, el 19 de marzo de 2018.

» Una hoja del hiperboloide de dos hojas. Problema 10 de la relacion.

» El elipsoide y su imagen esférica. Problema 13 de la relacién.

» Un arco cualquiera sobre el cilindro. Problema 14 de la relacién y primer ejercicio de la primera
prueba de 2012-13.

» La desarrollable tangencial de una circunferencia. Problema 17 de la relacién.

» Consecuencias topoldgicas del signo de la curvatura. Problemas 6, 8 y 7 de la relacién. El
primer problema del final de junio de 2017 es una variante del primero: en una superficie
homeomorfa a la esfera con K > 0, dos geodésicas cerradas y simples cualesquiera se
cortan.

» Una region plana con dos agujeros. Problema 9 de la relacién. La versién con un solo agujero
pentagonal, y luego con dos, cay6 el 11 de marzo de 2016 en cuatro apartados encadenados.

» La imagen esférica de las dos regiones de una geodésica. Problema 5 de la relacién.

» El cuadrildtero geodésico en curvatura negativa. Problema 4 de la relacién.

» La superficie reglada sobre la hélice con k = T = 1. Prueba de evaluacién de 2023-24, problema
4 del documento de problemas de exdmenes del profesor.

» Cinco indices en el plano. Problema 18 de la relacion. Es el tinico problema puramente
computacional de esta seccién y el que fija las imégenes.

= Solo el toro se puede peinar. Problema 19 de la relacion.

» Una curva en la esfera obliga a que haya ceros a los dos lados. Problema 20 de la relacion.
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Material complementario sobre curvas en una superficie (capitulo 2)

Trayectorias ortogonales de las hélices del cilindro. No como problema completo, pero el
cilindro con esta p.l. y las hélices aparecen en la prueba de evaluacién de 2021-22, en la
primera convocatoria de 2023-24, en la prueba de evaluacién de 2022-23 y en la primera
convocatoria de 2024-25. Es la superficie més frecuente del examen con diferencia.

Introduccién (capitulo 3)

Las clases de la relacién «estar unidos por un camino». Problema 1 de la relacion 1.

Cudndo la proyeccion al cociente es abierta o cerrada. Problema 2 de la relacién 1, con soluciona-
rio del profesor.

Aplastar un compacto conserva la separacién. Problema 4 de la relacién 1, con solucionario del
profesor.

Tres cocientes que parecen iguales y no lo son. Problema 5 de la relacién 1, con solucionario del
profesor. Es el mejor ejercicio de la relacién y el que més ensefa.

Un cociente que no es Hausdorff. Problema 6 de la relacion 1. El profesor lo resuelve también
como ejercicio en sus apuntes de teoria.

Tres cocientes del plano, dibujados en el espacio. Problema 7 de la relacion 1. El apartado (b)
cayd, en version con dos circunferencias, en el examen final del 13 de junio de 2016.

El cociente de las pardbolas. Problema 12 de la relacién 1.

Hausdorff en el cociente y cerrado en el producto. Problemas 13 y 15 de la relacién 1.

El cono y la suspension de una esfera. Problemas 16, 17, 19 y 20 de la relacién 1.

Dos cocientes de un cubo. Problema 8 de la relacién 1.

Proyeccion abierta y relacion no abierta. Problema 14 de la relacién 1. Es el complemento del
problema 15, que se resuelve junto con el 13.

Adjunciones: conexién, compacidad y separacién. Problemas 21 y 22 de la relacién 1. La notacion
X Ur Y se usa en la relacion sin definirse en los apuntes; la definicion de arriba es la estandar
y es la tinica compatible con los enunciados.

Clasificacién de superficies I (capitulo 4)

Mezclas de toros y planos proyectivos. Problema 7 de la relacién 2. El caso P?R#T cay6 en el
examen prefinal del 27 de mayo de 2016.

Si la suma conexa es una esfera, los sumandos también. Problema 8 de la relacion 2.

Superficies representables en un poligono dado. El primer apartado cay6 el 14 de mayo de 2018;
el segundo, en la segunda prueba de 2013-14 y en la primera convocatoria de junio de 2014.
La forma normal de Mobius por sumas de esferas con agujeros. Problema 4 de la relacién 2.

Un hexdgono que no da una superficie. Problema 6 de la relacién 2.
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Qué cae en el examen

Teoria de homotopia (capitulo 5)

Retractos de deformacion que hay que tener catalogados. Problema 7 de la relacién 3. Los
apartados 2, 4 y 6 reaparecen en la relacion 6 y en varios exdmenes; el 4 cayo en el segundo
parcial de 2017-18.

Un retracto de un espacio contrdctil es contrdctil. Problemas 17 y equivalente de la relacién 3.
Todo lazo define una aplicacion de la circunferencia. Problema 2 de la relacion 4.

Un retracto de un Hausdorff es cerrado, y las retracciones extienden aplicaciones. Problemas 2 y 3
de la relacién 3.

Retractos de deformacion: en producto y en cadena. Problemas 4 y 5 de la relacién 3.

Dos subespacios homeomorfos, y solo uno es retracto de deformacion. Problema 6 de la relacién 3.
Aplicaciones desde un contrdctil, y los dos extremos de la topologia. Problemas 8 y 9 de la relacién
3.

El cilindro de una aplicacién. Problema 10 de la relacién 3.

El functor [ X, —| y la caracterizacién de las equivalencias. Problemas 11 y 12 de la relacién 3.
Equivalencias de homotopia: criterios, productos y componentes. Problemas 13, 14 y 16 de la
relacién 3.

La propiedad de extension de homotopia. Problema 15 de la relacién 3.

Cancelacion en la yuxtaposicion de caminos. Problema 1 de la relacion 4.

Simple conexidn, caminos y componentes. Problemas 4 y 5 de la relacién 4.

Espacios 1-simples y las clases libres de S'. Problemas 8 y 9 de la relacion 4.

Calculo del grupo fundamental (capitulo 6)

Aplicaciones no sobreyectivas en la esfera. Problema 1 de la relacién 3.

Tres caracterizaciones de la simple conexién. Problema 3 de la relacién 4. La equivalencia
(a) <= (b) se usa como ayuda en el examen final de junio de 2017.

Un espacio cubierto por dos simplemente conexos. Problema 6 de la relacion 4. Es el caso
particular del teorema de Seifert-van Kampen que se puede probar a mano, y asi conviene
verlo.

El grado y sus consecuencias. El primer apartado cay6 en el segundo parcial del 2 de junio de
2017, el segundo en el final del 13 de junio de 2017 y el tercero en la segunda convocatoria
de 2024-25.

Infinitos espacios simplemente conexos y distintos. Problema 7 de la relacion 4.

Teorema de Seifert-van Kampen (capitulo 7)

Grupos fundamentales por Seifert-van Kampen. Problemas 1 a 11 de la relacién 6, agrupados.
El sombrero bobo cay6 en el segundo parcial de 2017-18 y en la primera convocatoria de
2024-25.

Pegando un toro y una botella de Klein. Problema 3 del examen parcial de topologia de 2015-16.
El problema 13 de la relacién 6 es la variante con dos toros.

Obstrucciones por homomorfismos imposibles. El apartado 1 cay6 el 13 de junio de 2017; el 2y
el 3 en la primera convocatoria de 2023-24; el 4 en el examen final del 13 de junio de 2016.
Un recubrimiento dado por tipos de homotopia. Segundo ejercicio de la tercera prueba del 1 de
junio de 2018.

Un toro pegado a dos circunferencias. Problema 12 de la relacién 6.
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A.2. Por capitulos

Clasificacién de superficies. Conclusién (capitulo 8)

» Clasificar una superficie dada por su palabra. Problema 14 de la relaciéon 6. Es exactamente el
tipo de ejercicio que cae en once de las trece convocatorias legibles.
» Dos familias de cédigos. Problemas 15 y 16 de la relacién 6.

» Cuatro superficies orientables con el mismo abelianizado. Tercer ejercicio de la tercera prueba
del 1 de junio de 2018.

» Cocientes por el borde. Primer ejercicio de la segunda prueba del 14 de mayo de 2018.
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APENDICE B

Exdmenes resueltos

Este apéndice existe porque las tltimas sesiones del plan de estudio se dedican a hacer
examenes completos, cronometrados y a libro cerrado. Las soluciones permiten comprobar el
razonamiento y localizar qué conviene repasar.

Abre el apéndice el examen mads reciente de topologia; siguen los de geometria y los
restantes de topologia. Los precedentes orientan la preparacién, pero no predicen por si solos
la préxima convocatoria. Conviene recordar que la asignatura se examina de las dos mitades
por separado y que un examen de una parte no dice nada de la otra.

Coémo se usa este apéndice. De cada examen va primero la ficha y el enunciado integro,
y solo eso. Para simular la prueba, hazlo entero, cronometrado y a libro cerrado antes de
mirar las soluciones. Si atin estds aprendiendo el método, también puedes estudiar una
resolucion, explicar por qué funciona cada paso e intentar después un problema similar sin
ayuda. Leer ejemplos resueltos si puede ensefiar; reconocer sus pasos no equivale todavia a
saber producirlos.

Figuras. Se reproducen las recuperadas del material original. Cuando una identificacién
sigue siendo ambigua, se indican las interpretaciones posibles; las omisiones restantes figuran
en el apéndice E.

B.1 Segunda convocatoria de 2025-26, parte de topologia

Es el examen maés reciente del banco y por eso abre el apéndice.
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B.1. Segunda convocatoria de 2025-26, parte de topologia

Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de topologia
Convocatoria Segunda, curso 2025-26
Fecha julio de 2026
Estructura Cinco ejercicios: 2,5+ 1 + 3 + 2 + 1,5 puntos
Enunciado
Ejercicio 1 [2,5 puntos]. Sea X = [—1,1] x [—1,1] C R% Consideramos sobre X la relacién

de equivalencia R dada por
(x,—1) ~ (x,0) ~ (x,1), Vx € [-1,1],

y denotamos Y = X /R el espacio cociente. Se pide:
(a) encontrar un subespacio de R? homeomorfo a Y;
(b) ies Y una superficie con borde?;

(c) calcular el grupo fundamental de Y.

Ejercicio 2 [1 punto]. Probar que el toro no se puede cubrir por dos abiertos Uy V que no
sean simplemente conexos pero su intersecciéon U NV si lo sea.

Ejercicio 3 [3 puntos]. Denotamos por X al espacio cociente obtenido al identificar las aristas
de los pentdgonos tal y como indica la figura del enunciado. Comprobar que X es una
superficie cerrada y calcular su grupo fundamental para determinar de qué superficie se trata,
usando su abelianizado. ;Es orientable? En caso negativo, mostrar una banda de Mobius
dentro de X.

C d

Figura del enunciado original, segunda convocatoria de topologia de 2026.

Ejercicio 4 [2 puntos]. Probar que un espacio X es contréctil si y solo si X es retracto del cono
CX.

Ejercicio 5 [1,5 puntos]. Sea A la familia de aquellos espacios topoldgicos que son productos
de m > 0 copias del toro y n > 0 copias del plano proyectivo. Usar el grupo fundamental
para caracterizar los elementos de A con m +n > 0.
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Exdmenes resueltos

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.

Resolucion del ejercicio 1

El movimiento que resuelve los tres apartados. La relacién solo afecta a la segunda
coordenada: para cada x fijo se identifican los valores —1, 0 y 1 de y, y la primera coordenada
no interviene. Por tanto el cociente es un producto:

Y =[-1,1] x ([—1,1]/{—1 ~ 0~ 1}).

Y el segundo factor es conocido. El intervalo [—1, 1] con los puntos —1, 0 y 1 identificados
se parte en dos trozos, [—1,0] y [0, 1], cada uno con sus dos extremos pegados, es decir, dos
circunferencias que comparten el punto imagen. O sea,

[-1,1]/{-1~0~1} = stvSs.

Por tanto

Y = (§'v S x [-1,1]

(a) Un subespacio de R®. Basta tomar la figura de ocho dentro del plano z = 0 y multipli-
carla por el intervalo en la direccién vertical: el conjunto

{(pz2) eR® : peS'VS'CR? z€[-1,1]}

es un subespacio de R® homeomorfo a Y. Geométricamente es un ocho engordado en altura:
dos cilindros pegados a lo largo de un segmento vertical.

(b) (Es una superficie con borde? No. El punto conflictivo es el que corresponde al punto
de union del ocho. Sea py ese punto y considérese (x, pp) conx € (—1,1).

En la figura de ocho, un entorno de pg son cuatro arcos que salen del punto. Multiplicando
por el intervalo, un entorno de (x, pg) en Y son cuatro semiplanos pegados a lo largo de una
recta comun.

Puede comprobarse con el enlace, como en el capitulo 4: al cortar las cuatro paginas con
una pequefa esfera centrada en el punto, aparecen dos vértices unidos por cuatro arcos. Ese
grafo no es una circunferencia ni un intervalo, los enlaces propios de un punto interior o de
borde de una superficie. Equivalentemente, los entornos pequefios sin el punto se retraen
a un grafo de rango 4 — 2 + 1 = 3, mientras que un disco perforado tiene rango uno y un
semidisco sin su punto central de borde es contractil. Luego Y no es una superficie con borde.

(c) El grupo fundamental. El intervalo [—1, 1] es contréctil, luego la proyeccién Y — S v St
es una equivalencia de homotopia — de hecho (S' Vv S') x {0} es un retracto de deformacién
fuerte de Y —, y por tanto

m(Y)=2mStvs)y=zx2z

el grupo libre con dos generadores. n

QUE DEJA. El reflejo que ahorra todo el ejercicio: si la relacién de equivalencia solo toca una coordenada,
conviene buscar un producto. Aqui la aplicaciéon natural del cuadrado al producto con el ocho induce
una biyeccién continua; es un homeomorfismo porque el dominio cociente es compacto y el producto
es Hausdorff. Asi el problema se reduce al cociente de un intervalo.
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B.1. Segunda convocatoria de 2025-26, parte de topologia

Resolucidn del ejercicio 2

Observacion (La conexién por caminos se deduce). Los abiertos del toro son localmente
conexos por caminos. Como U NV es conexo por caminos, estd contenido en una sola
componente de U. Si hubiera otra, serfa disjunta de V' y quedaria abierta y cerrada en
T = U UV, contra la conexién del toro. Lo mismo vale para V. Por tanto ambos son conexos
por caminos, sin afiadir una hipétesis al enunciado.

Se razona por reduccién al absurdo. Supéngase que existen abiertos U, V conexos por
caminos, no simplemente conexos, con T = U UV y U N V simplemente conexo.

Como U NV es simplemente conexo, en particular es conexo por caminos, luego se puede
aplicar el teorema de Seifert-van Kampen. Y como 713 (UN V) = {1}, el producto amalgamado
se reduce al producto libre:

7T1(T) = 7T1(U) * 7T1(V).

Ahora bien, 11(T) = Z x Z, que es abeliano. Y un producto libre de dos grupos ambos
no triviales nunca es abeliano: si ¢ € 711 (U) y h € 1(V) son distintos del neutro, la palabra
¢hg~1h~! no se reduce a la palabra vacia en el producto libre, porque en él no hay ninguna
relaciéon que mezcle elementos de los dos factores. Luego ¢ y # no conmutan.

Por hipétesis 771 (U) y 711 (V) son ambos no triviales, asi que 7r1 (U) * 711 (V) no es abeliano,
mientras que Z x Z si lo es. Contradiccién. n

QUE DEJA. La observacion general que hay detrés: un producto libre de dos grupos no triviales nunca es
abeliano. De ahi se sigue que un espacio con grupo fundamental abeliano no trivial no admite descom-
posiciones con interseccién simplemente conexa y piezas con lazos. Es un criterio de imposibilidad

muy barato.

Resolucidn del ejercicio 3

Se recorre cada pentdgono en sentido horario, empezando en su vértice superior. Las
palabras que se leen en la figura son

w; =c e ted la, wy, = ebd ta 1.

El signo se obtiene comparando el recorrido con la flecha de cada lado.

Paso 1: comprobar que es una superficie cerrada. Cada letra aparece dos veces, asi
que cada punto interior de una arista tiene un entorno formado por dos semidiscos. Las
identificaciones llevan los diez vértices a una sola clase. Al seguir los sectores angulares de
esa clase, los diez se encadenan en un tnico circulo, de modo que también alli el entorno es
un disco. El cociente es compacto, conexo y sin borde.

Paso 2: 1a caracteristica. Hay dos caras, cinco aristas y un vértice:

x(X)=2-54+1=-2.

Este dato todavia deja dos posibilidades: la superficie orientable de género dos y la no
orientable de género cuatro.

Paso 3: el grupo fundamental. Como solo hay un vértice, cada arista es un generador y
cada cara aporta una relacion:

m(X) = (a,b,c,d,e| cletedla=1, ebdla"'b=1).
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Exdmenes resueltos

De la primera relacién, a = dc~lec. Se sustituye en la segunda y queda

m(X) = (b,c,d,e | ebd ¢ e led b = 1).

Paso 4: abelianizar y clasificar. En notacién aditiva, la tinica relacién se convierte en
2b —2d = 0. Tomando t = b — d como generador,

7T1(X>ab = ZB X Z5.

Por tanto X = Njy: es la suma conexa de cuatro planos proyectivos y no es orientable. La
comprobacién es x(Ny) =2 —4 = —2.

Paso 5: mostrar una banda de Mébius. Se pegan primero los dos pentdgonos por la arista
a, formando un solo octdgono. Su palabra es la relacién de ocho letras del paso 3, donde b
aparece dos veces con el mismo exponente. Se unen los puntos medios de esas dos aristas
mediante un arco interior; una banda estrecha alrededor de ese arco se cierra con media
vuelta al identificar las aristas b. Esa es la banda de Mobius buscada.

QUE DEJA. La figura se traduce en dos relaciones, una por cara. Eliminar una de ellas equivale aqui a
pegar las dos caras por una arista. El abelianizado distingue las dos superficies que todavia compartian
la caracteristica —2.

Resolucién del ejercicio 4

(<) Si X es retracto de CX, entonces X es contrictil. El cono de cualquier espacio es
contréctil: la homotopia H([x,t],s) = [x, (1 —s)t + s] lleva la identidad a la constante en el
vértice. Y un retracto de un espacio contractil es contréctil, como se probé en el capitulo 5.
Luego X es contractil. W

(=) Si X es contrictil, es retracto de CX. Por la caracterizacién de la contractibilidad,
existe H : X x I — X continua con

H(x,0) = x, H(x,1) = xy paratodox € X.

Se define r : CX — X por r([x, t]) = H(x,t). Hay que ver tres cosas.

Estd bien definida. La relacion del cono identifica todos los puntos (x, 1) entre si, y en ellos
H(x,1) = x( para todo x: el valor no depende del representante.

Es continua. Por la propiedad universal del cociente: H es continua y compatible con la
relacién, luego induce una aplicacién continua en el cociente.

Es una retraccion. La inclusiéon de X en CX es i(x) = [x,0], y

r(i(x)) = r([x,0]) = H(x,0) = x.

Luegoroi=Idx y X es un retracto de CX. n

QUE DEJA. La equivalencia es un buen resumen de para qué sirve el cono: CX es la forma candnica de
meter X en un espacio contrdctil, y X es contréctil exactamente cuando esa inclusion se puede deshacer.
La demostracion usa la propiedad universal en su forma maés tfpica: una homotopia definida arriba
baja al cociente porque es constante en el instante final.
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B.1. Segunda convocatoria de 2025-26, parte de topologia

Resolucidn del ejercicio 5

El célculo. Por la férmula del grupo fundamental de un producto, aplicada repetidamente,
1 (T" x (PPR)") 2 my(T)" x 1 (PPR)" 2 (Z x Z)" x (Zo)" = Z*" x Z3.

La caracterizacién dentro de la familia. Los grupos fundamentales que aparecen en A
con m +n > 0 son exactamente los de la forma

Z2m><ZZ”, mn>0 m+n>0,

es decir: un grupo abeliano finitamente generado, no trivial, cuyo rango libre es par y cuya
parte de torsién es un producto de copias de Z,.

Y la caracterizacién es completa, en el sentido de que el grupo determina el espacio dentro
de la familia. Por el teorema de estructura de los grupos abelianos finitamente generados, la
descomposicion Z" x T con T finito es tnica salvo isomorfismo, luego

m=z, n = nuimero de factores Z;,
quedan determinados por el grupo. Dos elementos de A con grupos fundamentales isomorfos
tienen los mismos m y n, y por tanto son homeomorfos. Es esencial conocer que los espacios
pertenecen a A: fuera de ella, por ejemplo, Ty T x S? tienen el mismo grupo fundamental y
no son homeomorfos. n

Observacién (Por qué la condicién «rango par» no es redundante). Podria parecer que basta
decir «abeliano finitamente generado con torsién elemental de orden 2». No basta: el grupo
Z x Z, tiene rango uno, impar, y no es el grupo fundamental de ningtin elemento de A,
porque cada toro aporta dos factores Z y el plano proyectivo no aporta ninguno.

Es, ademads, el mismo fendmeno del rango par que apareci6 en la clasificaciéon de superfi-
cies: 711 (My)ap = Z>" tiene siempre rango par.

Qué buscaba este examen

» Ejercicio 1. Reconocer que un cociente que solo toca una coordenada es un producto, y
saber decidir si algo es una superficie mirando el entorno de un punto sospechoso.

= Ejercicio 2. Usar Seifert-van Kampen al revés: no para calcular un grupo, sino para probar
que una descomposicién no puede existir.

» Ejercicio 3. El procedimiento completo del poligono de identificaciones, que es lo que cae
en once de trece convocatorias.

» Ejercicio 4. Manejar la propiedad universal del cociente y la caracterizacién de la contracti-
bilidad.

= Ejercicio 5. Calcular grupos fundamentales de productos y usar el teorema de estructura
de los abelianos finitamente generados como herramienta de clasificacion.
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Exdmenes resueltos

Errores tipicos

Intentar dibujar Y en R a ojo en el ejercicio 1, en vez de reconocer el producto. Se pierde
mucho tiempo.

Contestar que Y es una superficie con borde porque «localmente parece un cuadrado».
Hay que mirar el punto de unién.

En el ejercicio 2, olvidar comprobar que el producto libre no es abeliano. Sin eso no hay
contradiccion.

En el ejercicio 5, olvidar la paridad del rango y dar una caracterizacién que incluya grupos
que no aparecen.

B.2 Primera convocatoria de 2025-26, parte de geometria

Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de geometria
Convocatoria Primera, curso 2025-26
Fecha 8 de junio de 2026

Primer ejercicio 3 + 3 puntos
Segundo ejercicio 4 puntos

La nota que figura en el enunciado original:

No se valorard, ni parcialmente, ninguna respuesta que no esté debidamente justificada,
aunque sea correcta.

Enunciado

Primer ejercicio [3 + 3 puntos]. Se considera la s.1.

M={(x,y,z) €R® : x> +y*> =2% z > 0}.

Sean I1; y Il dos planos paralelos que cortan a M en sendas elipses a1 y a2, y sean 1y B2
los meridianos resultantes de cortar M con el plano x = 0. Entre estas cuatro curvas encierran
dos regiones en la pared de M. Denétese por R a una cualquiera de ellas. Se pide:

1.

Dar una condicién necesaria y suficiente para que, en R, se verifique que las curvaturas
geodésicas integrales de a1 y & sean iguales.

Supuesto que dicha condicién se verifica, sean y; y 2 dos curvas regulares, cerradas,
simples y disjuntas contenidas en el interior de R. Si R; y R, denotan las regiones en-
cerradas por 1 y 72, respectivamente, en la pared de M, con Ry N R, = @, y se escribe
R3 = R — (Ry URy), comprobar que se verifica el teorema de Gauss-Bonnet en R3.

Segundo ejercicio [4 puntos]. Sea « = «(s) una c.r.p.n. plana sin autointersecciones. Consi-
dérese la s.s.

x(s,u) = a(s) +r(cosun(s) + senub(s)),

donde r > 0 es tal que 1 — rk(s) cosu > 0, siendo k = k(s) la curvatura de a. Aplicar el
teorema de Gauss-Bonnet a la region delimitada por las curvas paramétricas s = sp, s = s1,

u = ug y u = up para calcular la curvatura integral de la region.
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B.2. Primera convocatoria de 2025-26, parte de geometria

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.

Resolucién del primer ejercicio

Qué superficie es M, y los dos hechos que lo deciden todo

La ecuacién x* + y? = z2 con z > 0 es la hoja superior de un cono circular de semidngulo

7t/4, sin el vértice: el origen cumple la ecuacién pero no cumple z > 0, y es justamente
el punto en el que el cono no seria una superficie regular. Se parametriza por la siguiente
expresion, con el dngulo entendido médulo 27 (para una carta se restringe a un intervalo
angular):

x(t, @) = (tcos¢, tseng, t), t > 0.

Aqui t recorre la generatriz y ¢ da la vuelta. Todo el ejercicio descansa en dos hechos, y
conviene aislarlos antes de tocar nada.

Hecho 1: K = 0. Con esa parametrizacion,
Xt = (cos ¢,sen ¢, 1), X, = t(—sen g, cos ¢,0),

luegoEzZ,F:O,G:tz,y

1
Xi x Xy =t(—cos @, —seng, 1), N:ﬁ(—cosq),—sencp,l).

Como Xt = 0,salee = 0; y X;p = (—sen ¢, cos ¢,0) es ortogonal a N, luego f = 0. Por tanto

2
K=8=1 _y
EG —F?
Que e = 0 no es casualidad: las curvas ¢ = cte son las generatrices, rectas contenidas en la
superficie, y una recta contenida en una superficie tiene curvatura normal nula. El cono es
desarrollable.

Hecho 2: los meridianos son geodésicas. El plano x = 0 cortaa Men ¢ = 71/2y ¢ = 37/2,
es decir, en las dos generatrices contenidas en ese plano. Son rectas de R® contenidas en M,
y una recta contenida en una superficie es siempre geodésica: su vector curvatura es nulo,
luego su componente tangente también. Asi que

K, =0 alolargode By Bo.
LA IDEA: EL CONO DESENROLLADO

El cono es plano en el sentido de Gauss, y eso significa algo muy concreto: se puede
cortar por una generatriz y extender sobre una hoja de papel sin estirarlo. Merece la
pena hacer la cuenta del sector que resulta, porque explica todo lo demds. Un punto
a distancia p del vértice tiene altura z = p/+/2, y el paralelo que pasa por él es una
circunferencia de radio z = p/+/2, de longitud 2710/ +/2. Al desenrollar, esa misma
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curva es un arco de radio p; luego abarca un dngulo de
2 2
7Ipp/\[ = 71v/2 ~ 4,443 radianes.

El cono es, desenrollado, un sector plano de dngulo 71v/2. Le faltan 271 — 71v/2 ~ 1,84
radianes para cerrarse: eso es el defecto angular del vértice, toda la curvatura del cono
concentrada en el tnico punto que se ha quitado.

De aqui sale gratis un dato que conviene tener en la cabeza durante todo el ejercicio: si
0 es una curva suave, cerrada y simple de M que rodea el eje, recorrida en el sentido
de ¢ creciente en el paralelo de comparacién, su curvatura geodésica integral vale
exactamente el d&ngulo del sector. Para justificarlo incluso si la curva cruza varias veces
la generatriz de corte, se compara con un paralelo situado por encima de toda ella:
entre ambos hay un anillo con K = 0y x = 0, y Gauss-Bonnet iguala las dos integrales
con sentidos compatibles:

/Kgds = V2,

sea cual sea la curva. Se comprueba con el paralelo z = c: desenrollado es un arco de

radio cv/2 y longitud 27c, luego [ K, = 27c - ﬁ = 7mv/2. La curvatura geodésica

integral no distingue entre curvas: solo ve cudnto cono rodean.

La observacién que resuelve el apartado 1: las dos elipses son homotéticas
Seall: ax + by + cz = d un plano. Sustituyendo la parametrizacion,

d

t(acosp+bsengp+c)=d == t(¢):acos¢+bsen¢+cl

Para obtener una elipse en la hoja t > 0, se necesita ¢> > a® + b? y cd > 0: el denominador
nunca se anula y tiene el mismo signo que 4. Las dos secciones del enunciado ya satisfacen
estas condiciones.

Ahora bien, dos planos paralelos comparten (4, b, c) y solo difieren en d. Luego

d
fz(fl’):d*ltl(q)):)\fl(fl’)r A=f>0/

y como el punto de la superficie es t (cos ¢, sen ¢, 1), esto dice literalmente que

Ny = hA(ucl)

donde 1y (p) = Ap es la homotecia de centro el vértice y razén A. Esa homotecia deja M
invariante, deja invariante cada generatriz (en particular B; y 82), y multiplica todas las
longitudes por A.
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Apartado 1: igualdad con sentidos de recorrido compatibles

Se comparan los arcos con el mismo sentido angular y con el normal N fijado. Como
componentes del borde positivo de R, sus sentidos son opuestos y sus integrales tienen
signos contrarios. Esta convencién es necesaria para interpretar la palabra «iguales» del
enunciado.

Primera via: la homotecia. Una homotecia de razén A multiplica las longitudes por A y las
curvaturas por 1/A. Por tanto multiplica la curvatura geodésica por 1/A y el elemento de
arco por A, de modo que

/Kg ds no cambia.

Y h) lleva el arco de a1 contenido en R exactamente sobre el arco de a; contenido en R, porque
lleva B1 en B1 y B2 en B, y respeta el semiespacio x > 0. Luego las dos curvaturas geodésicas
integrales coinciden cualesquiera que sean los dos planos paralelos.

Segunda via: Gauss-Bonnet. R es un cuadrildtero curvilineo, luego simplemente conexo, y
X(R) = 1. Su borde tiene cuatro lados: un arco de a1, un trozo de 81, un arco de a, y un trozo
de B>. Con K = 0y Ky = 0 en los dos lados meridianos, el teorema queda

4
de+/ K.ds+Y 6 = 27,
o Kedst [ K Lo

donde los dos arcos van recorridos con la orientacién del borde de R, que es opuesta en uno
y en otro. Faltan los angulos externos, y aqui vuelve a decidir la homotecia: como /1, lleva la
tangente de &1 en p a la tangente de a; en Ap, que es paralela, y la regién R queda a un lado
en el vértice de abajo y al otro en el de arriba, los dos dngulos internos de cada meridiano son
suplementarios. Los cuatro internos suman 27, los cuatro externos suman 47 — 27t = 271,y

queda
K,ds + K,ds =0,
/OélﬂR 8 apNR g

que es la igualdad buscada una vez que se recorren las dos elipses en el mismo sentido
alrededor del eje.

Entonces, ;cudl es la condiciéon? La honesta: ninguna, o mejor dicho, la condicién ya esté
en la hipétesis y es que los dos planos sean paralelos. Eso es exactamente lo que hace que
ap sea homotética de w1, y es lo que permite esta demostracién. Fuera de esas hipétesis, la
igualdad puede ocurrir o no y requiere otro andlisis; no se ha probado que el paralelismo sea
necesario entre planos arbitrarios. Con planos paralelos se cumple sin ninguna condicién
extra sobre la inclinacién de I, sobre la distancia entre los dos planos ni sobre cudl de las
dos regiones se llame R.

QUE DEJA. Un enunciado que pide «una condicién necesaria y suficiente» no garantiza que la
condicién sea restrictiva. Cuando la cuenta sale sola, lo correcto es decirlo y demostrar la igualdad, no
fabricar una condicién artificial para que la respuesta tenga la forma que parecia esperarse. Aqui lo
que hay que entregar es la homotecia, que es la razén de fondo, y la comprobacién por Gauss-Bonnet,
que es la que el examen quiere ver.
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Apartado 2: Gauss-Bonnet en la region agujereada

Ahora se retiran los interiores de dos discos Ry y Ry, disjuntos y contenidos en el interior
de R, conservando sus fronteras 1, 2. Esta es la regién compacta con borde a la que se aplica
Gauss-Bonnet. Hay tres cosas que contar y todas son sencillas.

La caracteristica. R3 = R — (intR; Uint R,) es un disco con dos agujeros, luego

X(R3) = x(R) = x(R1) =x(Ra) =1-1-1=—1.

Los bordes. dR3 tiene tres componentes: el borde exterior dR, con sus cuatro vértices, recorrido
como antes; y y1 y 2, recorridas en sentido contrario, porque en R3 son bordes interiores y
la regién les queda al otro lado. No aportan dngulos externos: son curvas regulares cerradas,
sin picos.
Lo que vale cada trozo. Aplicando Gauss-Bonnet a cada R, que es un discocon K =0y
borde regular,

; Kods = 27r7((R]-) =27, =12,

y aplicandolo a R, que es lo que se hizo en el apartado anterior,

4
f Kqds + ZGi = 27.
R i=1

Con esto, el miembro izquierdo del teorema en Rz vale

4
[ kaa+§ Kedas— [ Keds— [ Kods+) 0= 2m—dm = —2m,
R3 JIR _ T T2 i—1

N——— N——
=0 =2r=Y6; =27 =2m
y el derecho, 27tx(R3) = 27t(—1) = —27. Coinciden: el teorema se verifica.

LA IDEA: QUIEN PAGA CADA AGUJERO

La comprobacién anterior no es una casualidad aritmética, y conviene ver de dénde
sale cada 27t. Cada agujero que se abre en una regién hace dos cosas a la vez: baja la
caracteristica de Euler en una unidad, o sea resta 27t al miembro derecho; y afiade al
borde una curva recorrida al revés, que resta al miembro izquierdo exactamente la
[ Kg = 27 que esa curva aportaba cuando era el borde de su propio disco. Los dos
27 son el mismo 277, y por eso la igualdad sobrevive intacta a cualquier ntimero de
agujeros.

Dicho de otro modo: Gauss—Bonnet es compatible con el pegado. Las curvaturas
geodésicas del borde comun se cancelan. Para Euler se usa x(AUB) = x(A) + x(B) —
X(A N B): al pegar por una circunferencia la correccién es cero, y al pegar por un
arco es uno; en este tiltimo caso también hay que ajustar los dngulos de los extremos.
Comprobarlo en R3 es comprobar esa aditividad en el caso R = R; U R, U R3.
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Resolucion del segundo ejercicio
Qué superficie es

Es el tubo de radio r alrededor de a: para cada s, la circunferencia de radio r centrada
en a(s) y contenida en el plano normal a la curva, el que generan n(s) y b(s). Se entiende
k > 0 para usar el triedro de Frenet. La condicién 1 — rkcosu > 0 evita la degeneraciéon
del diferencial; si se exige para todos los dngulos, equivale a r < 1/k(s). No excluye que
porciones alejadas del tubo se corten. Para la regién del ejercicio se trabaja en una carta
inyectiva, como requiere la parametrizacién local.

Que « sea plana simplifica mucho: su torsién es nula, luego b es constante y las férmulas
de Frenet quedan en t' = kn, n’ = —kt. Con eso,

Xs =t+rcosu(—kt) = (1 —rkcosu)t, Xy, =r(—senun+cosub).
Como t, n y b son ortonormales,

E = (1 —rkcos u)z, F=0, G =72

Los tres ingredientes de Gauss-Bonnet

Uno: la regién y su caracteristica. La regién R delimitada por s = sg, s = s1, u = up, u = ug
es la imagen de un rectdngulo contenido en esa carta inyectiva, con sp < sy up < uy, luego
un disco: x(R) = 1.

Dos: los dngulos externos valen todos 7/2. Porque F = 0: las curvas paramétricas se cortan
ortogonalmente. Los cuatro dngulos internos son rectos, los cuatro externos también, y

4

Y0 =4.-2 =om
~ 2

i=1

De modo que el teorema se reduce a

KdA =2 R—j{Kd— 9. — 2 —7{1<d—2 :—de.
//R nX()aRgSZl I TR S R 8

Toda la curvatura integral estd en el borde.

Tres: quién aporta al borde. Los dos lados s = cte son geodésicas, y no hace falta ninguna
férmula para verlo. La curva u — x(sp, 1) es una circunferencia de radio r centrada en a(sp);
su vector curvatura apunta al centro, es decir, en la direccién de —(cos un + senu b), que es
precisamente la normal a la superficie. Un vector curvatura normal a la superficie no tiene
componente tangente: Ky = 0.

Quedan los lados u = cte. Con coordenadas ortogonales (F = 0), la férmula de Liouville
para la curva de segunda coordenada constante da

E, 2(1 —rkcosu) rksenu ksenu

K = — = — = — .
8 2E\/G 2(1 —rkcosu)?r 1 —rkcosu

Y el elemento de arco a lo largo de esa curva es vEds = (1 — rkcos u) ds. Al multiplicar, el

denominador se cancela:
51

/ Kods = —senu/ k(s) ds.
u=cte 50
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El resultado

Recorriendo dR positivamente, el lado 1 = 1 se recorre en el sentido de s creciente y el
lado u = u; en el contrario, lo que cambia el signo de su aportacion:

S S s
Kods = —senuo/lkds-l-senul/lkds: (senul—senuo)/]k(s)ds.
JR S0 S0

S0

Y por tanto

51

//RKdA = (senug — Senul)/ k(s) ds

S0

LA IDEA: POR QUE EL RADIO DESAPARECE

El resultado no depende de 7, y eso es lo mas llamativo. La razén estd en la cancelacién
de arriba: donde el tubo se estrecha (cerca del lado céncavo, cosu > 0) la curvatura
geodésica crece justo en la misma proporcién en que se acorta el arco. El tubo solo
recuerda cudnto gira su eje, [ kds, y qué franja angular se ha tomado, sen 19 — sen u;.
Dos comprobaciones que conviene hacer siempre con una férmula asi. Si se da la vuelta
entera al tubo, u; = 1o 4 27, los senos coinciden y la curvatura integral es cero; y en
efecto, si ademds « es cerrada el tubo entero es un toro, que tiene y = 0y curvatura
total nula. Y si se toma la mitad exterior, u € (71/2,37/2), sale senuy — senuy =
1—(—1) = 2, positivo: la mitad de fuera del tubo es convexa, como la parte exterior
de un donut, y la de dentro es de silla. Se ve también en la curvatura puntual, que
sale K = —kcosu/(r(1 — rkcosu)): negativa donde cosu > 0, o sea del lado al que
apunta n, que es el lado hacia el centro de curvatura.

Qué buscaba este examen

Los dos ejercicios son el mismo ejercicio con dos disfraces: Gauss-Bonnet sobre una
superficie de la que se sabe algo fuerte de antemano, y las propiedades conocidas reducen
las cuentas necesarias. En el tubo, por ejemplo, solo quedan dos lados y la férmula de
Liouville se simplifica inmediatamente.

En el primero lo fuerte es que el cono es plano y sus generatrices son rectas: eso anula la
integral de K y dos de los cuatro lados del borde, y deja el teorema convertido en una relaciéon
entre lo que aportan las dos elipses y los cuatro dngulos. Lo que hay que ver, y es lo tinico
verdaderamente fino del examen, es que dos planos paralelos cortan al cono en dos elipses
homotéticas desde el vértice; a partir de ahi todo es consecuencia.

En el segundo lo fuerte es que las coordenadas del tubo son ortogonales y las circun-
ferencias transversales son geodésicas: eso deja los cuatro dngulos rectos y solo dos lados
aportando, y la cancelacién del factor 1 — rk cos u hace el resto.

Y el segundo apartado del primer ejercicio comprueba la aditividad del teorema: que
quitar discos a una regién descuenta lo mismo por los dos lados de la igualdad.
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Errores tipicos

= Inventar una condicién en el apartado 1. El enunciado pide una condicién necesaria y
suficiente y la tentacién es escribir una, por ejemplo que los planos sean perpendiculares
al eje o que las elipses sean simétricas. No hace falta ninguna, y decirlo con la homotecia
delante vale més que una condicién falsa bien redactada.

= Olvidar que el vértice no estd en M. Es lo que impide aplicar Gauss-Bonnet a la region
encerrada por una sola elipse: esa regioén no es un disco de M, porque le falta el punto. De
ahf que el examen construya un cuadrildtero con dos meridianos.

» Contar mal x(R3). Un disco con dos agujeros tiene x = —1, no 1 ni —2. Cada agujero resta
uno.

= Poner los dngulos externos donde van los internos. El teorema lleva los externos, ¢; =
7 — (interno). En el segundo ejercicio ambos valen 71/2 y no se nota; en el primero si.

= En el tubo, integrar K, respecto de s y no respecto del arco. El elemento de arco de la
curva u = ctees (1 — rkcosu) ds, y es precisamente ese factor el que se cancela y hace que
el resultado sea limpio. Sin él no sale.

= Suponer que b varia. « es plana, luego T = 0 y b es constante. Si se arrastra un término de
torsion, F deja de ser cero y los &ngulos ya no son rectos.

B.3 Segunda convocatoria de 2024-25, parte de geometria

Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de geometria
Convocatoria Segunda, curso 2024-25
Fecha 3 dejulio de 2025

Primer ejercicio 5 puntos, dos apartados
Segundo ejercicio 2 + 3 puntos

Nota que figura en el enunciado original: no se valorard, ni parcialmente, ninguna respuesta que
no esté debidamente justificada, a juicio del corrector del examen, aunque sea correcta.

Enunciado

Primer ejercicio [5 puntos]. Sea C el cilindro circular x> + z2 = r2. En C se consideran las

curvas siguientes: &, el resultado de cortar C con el plano x = y; y 8, el paralelo y = 0. Sea R

una de las regiones encerradas por a y B. Se pide:

1. Sin calcular la curvatura geodésica integral de « y sin dejar el resultado en funcién de ella,
calcular la suma de los angulos externos de R.

2. Calcular la curvatura geodésica integral de «.

Segundo ejercicio [2 + 3 puntos].

1. Sea M un plano y R una regién simple de M cuya frontera no es una curva regular. Obtener
una condicion necesaria y suficiente para que la suma de los dngulos externos de R valga
271.

2. En el plano z = 0 se considera la regién R de la figura del enunciado, donde « y  son
arcos de circunferencia. Probar que R verifica la condicién del apartado anterior y, sin
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usar el teorema de Gauss-Bonnet, comprobar que efectivamente la suma de los dngulos
externos de R vale 2.

4

Figura del segundo ejercicio del enunciado original, julio de 2025.

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.

Resolucién del primer ejercicio

Preparacion: elegir bien la parametrizacion

El cilindro es x2 + z2 = 12, de modo que su eje es el eje OY, no el OZ. Es un detalle del
enunciado que conviene no pasar por alto, porque decide quién es un paralelo y quién un
meridiano. La parametrizacion natural es

x(u,v) = (rcosu, v, rsenu), ue(—mm),veR.
Se calculan los campos coordenados y los coeficientes métricos:

X1 = (—rsenu, 0, rcosu), X, = (0,1,0),

g =1% 812 =0, g» =1, g=r.

Estos tres nimeros son toda la geometria intrinseca del problema, y merece la pena leerlos
antes de seguir. Como g1 = 0, las lineas paramétricas son ortogonales. Y si se cambia la
variable u por

Uu=ru,
la PEF. pasa a tener por matriz la identidad. Es decir: la aplicacién (i1,v) — x(ii/r,v)
conserva longitudes y dngulos. Es el desenrollado del cilindro sobre un plano, y es lo que
permite hacer todo el ejercicio con geometria elemental.

Se necesita ademas el campo normal, para los signos:

X1 x Xp = (—rcosu, 0, —rsenu), N = (—cosu, 0, —senu),

que es el normal interior. Como N es exactamente (X1 x Xz)/|X; X Xz|, el triedro {Xy, Xp, N}
es directo y la orientacién del plano de pardmetros es la que induce la superficie.
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Las dos curvas y la region

El plano x = y corta al cilindro en
a(u) = (rcosu, rcosu, rseniu),

porque y = x = rcos u. En coordenadas, a es la curva v = r cos u.
El paralelo y = 0 es v = 0, es decir,

B(u) = (rcosu, 0, rsenu),

que es la circunferencia de radio r obtenida al cortar el cilindro con el plano y = 0, perpendi-
cular al eje.

Se cortan donde rcosu = 0, es decir,en u = 71/2y u = 37/2, que corresponden a los
puntos (0,0,7) y (0,0, —r). Hay por tanto dos vértices, y las dos curvas encierran dos regiones,
simétricas entre si por (u,v) — (u + 7, —v), con u médulo 27t. Se toma

R:{(u,v) -5 <u< ,Ogvgrcosu},

NG

y por la simetria el resultado no depende de cudl de las dos se elija.

Apartado 1: la suma de los dngulos externos

La clave es que el enunciado prohibe usar la curvatura geodésica, y no hace ninguna falta:
los dngulos se leen en el desenrollado.

v
A
a:p=rcos(ii/r)
R
T s
z 1 _
-1
7 p:o=0 7

El cilindro desenrollado: en las coordenadas (if,v) = (ru,v) la PEE es la identidad y los éngulos son los del

plano. En los dos vértices la pendiente de « es F1, luego el dngulo interno es 7r/4 y el externo 37t/4 en cada uno.

En las coordenadas (i, v) = (ru,v), donde la PEF. es la identidad, las dos curvas son

B:v=0, oc:v:rcosCl),

y se cortan en # = £r7t/2. La pendiente de « es
dv <LT) 1 (ﬁ)
—==—rsen(— ) - =—sen(— ),
du r) r

quevale —lenu =rm/2y +lenu = —rm/2.
Vértice u = rmr/2, es decir, el punto (0,0, 7). Desde él, los dos lados de R salen hacia &
decreciente: el lado B en la direcciéon (—1,0) y el lado « en la direccién (—1,+1), porque su
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pendiente es —1 y se avanza en el sentido de u decreciente. El d&ngulo entre (—1,0) y (—1,1)

es

s
arccos —= =

V2 o4
y ese es el dngulo interno, porque R ocupa precisamente el sector comprendido entre las dos
direcciones.
Vértice i = —rm/2, el punto (0,0, —r). Por la simetria i — —1i, que deja invariante a R,
el angulo interno vale también 77/4.
Los dngulos externos son los suplementarios, y son positivos porque los dos vértices son

convexos:
B I T 3
=== 3 =5

Por tanto

~.
[y

Obsérvese que no se ha calculado ninguna curvatura, ni geodésica ni de otro tipo, y que
tampoco se ha usado el teorema de Gauss-Bonnet: se ha usado que el cilindro se desenrolla
sin deformar angulos, que es un hecho sobre la P.FF..

Apartado 2: la curvatura geodésica integral de «

Ahora si entra Gauss-Bonnet, y entra precisamente para evitar el célculo.

Tres observaciones y la cuenta sale sola.

Primera: K = 0. El cilindro es una superficie desarrollable. Se ve sin calcular nada: la PEF.
en las coordenadas (1, v) es la identidad, igual que la del plano, y la curvatura de Gauss es
una cantidad intrinseca por el teorema egregio; luego K es la del plano, es decir, cero. Por
tanto [[, KdA =0.

Segunda:  es una geodésica. En el desenrollado,  es la recta v = 0, y las geodésicas del
plano son las rectas. Como ser geodésica es una propiedad intrinseca, 8 1o es en el cilindro y
Jp Kgds =0.

Se puede comprobar también sin desenrollar: 8" (1) = (—rcosu,0, —rsenu) es paralelo
aN = (—cosu,0,—senu), y una curva cuya normal principal es paralela al normal de la
superficie es una geodésica.

Tercera: R es una regién simple. Es homeomorfa a un disco y su frontera es una curva
cerrada, simple y regular a trozos con dos vértices. Luego x(R) = 1.

Con esto, el teorema de Gauss-Bonnet aplicado a R dice

[ Keds+ [ Keds+ [[ Kaa+ g =2m-1,
R
; INISERE

S~
=371t/2

de donde

37 1«

Aqui se ha integrado tnicamente el arco « N R, orientado como parte de la frontera de R. Si
«» designa la elipse cerrada completa, como en el enunciado, el resultado es otro:

%Kgds =0.
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En efecto, se compara con un paralelo situado por encima de toda la elipse. Entre ambas
curvas hay un anillo del cilindro: K = 0, x = 0, y el paralelo es geodésico. Gauss-Bonnet da
entonces integral cero para la elipse completa. Es esencial distinguir la curva completa del
arco que bordea R.

Otra via (comprobacién directa del arco). La prohibicién de calcular esta curvatura figura en
el apartado 1. El apartado 2 pide calcularla; la siguiente cuenta comprueba el valor del arco,
no de la elipse completa.

En el desenrollado, a es la curva v = rcos(ii/r) del plano euclideo, y la integral de la
curvatura geodésica de una curva plana es la variacion total del angulo de su tangente. El
vector tangente es proporcional a

(1, —sen E) ,
"

cuyo angulo pasa de /4 enu = —rw/2a —m/4enu = +rmt/2, de forma monétona. La
variacion total al recorrer a con u creciente es —7/2.

Y la orientacion positiva de dR recorre a con i decreciente: como {Xi, Xz, N} es directo, el
sentido positivo en el plano de pardmetros es el antihorario, que en R significa avanzar por el
lado B, que estd abajo, con i creciente, y volver por «, que estd arriba, con u decreciente. Al
invertir el sentido, la variacién total cambia de signo y queda +7/2. v

Resolucién del segundo ejercicio

Apartado 1: la condicion en el plano

Sea M un plano y R € M una region simple cuya frontera no es regular, es decir, que tiene
al menos un vértice.

Se aplica el teorema de Gauss-Bonnet. Al ser R simple, x(R) = 1; y al ser M un plano,
K = 0. Queda

7{ Kgds—|—0+2(pi:27r.
aR .

Por tanto

;= 27T <—> j{ K,ds=0
;(Pl R

donde la integral significa, como siempre, la suma de las integrales sobre los arcos regulares

de la frontera, cada uno orientado positivamente.

Y esa condicién se puede decir en el lenguaje del plano, que es lo que da sentido al
enunciado. En un plano, la curvatura geodésica de una curva coincide, salvo el signo que fija
la orientacién, con su curvatura como curva plana. Luego la condicion es: la curvatura total
con signo de los arcos regulares de la frontera debe anularse.

Dos lecturas de esa condicién, y merece la pena tener las dos:

» Es automatica si todos los arcos son segmentos rectilineos, porque entonces K, = 0. Se
recupera asi el hecho elemental de que los d&ngulos externos de un poligono plano suman
27, y se ve de dénde viene: no de que el poligono sea convexo ni de cudntos lados tenga,
sino de que sus lados sean rectos.

= Si hay arcos curvos, tienen que compensarse. Lo que un arco gira hacia un lado lo tiene
que deshacer otro girando hacia el otro. Un tinico arco de circunferencia con el resto de la
frontera recta no cumple la condicién.
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Apartado 2: los dos arcos y la punta

La figura tiene un segmento sobre el eje x, desde (—4,0) hasta (4,0), y dos cuartos de
circunferencia de radio 4. El arco « tiene centro (0,0); el arco B tiene centro (—4,4). Se
recorre el borde positivamente: primero el segmento hacia la derecha, después a hasta (0,4)
y finalmente B hasta (—4,0).

El segmento aporta cero. En « la tangente gira 77/2 en sentido positivo, y en 8 gira 77/2 en
sentido negativo. Por tanto

7T 7T
/“KgdS‘i_‘/ﬁKgdS—z—z—o,

y se cumple la condicion del apartado 1.

Ahora se comprueban los dngulos sin usar Gauss—Bonnet. En (4, 0) la tangente pasa de
apuntar a la derecha a apuntar hacia arriba: giro 71/2. En (0,4) pasa de apuntar a la izquierda
a apuntar hacia abajo: otro giro positivo 71/2. En (—4,0) esta la punta: se llega hacia la
izquierda y se sale hacia la derecha, con dngulo interior cero y 4ngulo externo 7. Asi,

Z-—E+E+7t—27r
RS R R

La punta no puede omitirse aunque los dos trazos tengan alli la misma recta tangente.

Qué buscaba este examen

» Primer ejercicio, apartado 1. Que el alumno sepa que los dngulos pueden leerse en el
desenrollado: tras el cambio # = ru, la matriz de la PEFE es la identidad. También se
pueden calcular con productos escalares de las tangentes en IR>.

= Primer ejercicio, apartado 2. Que el alumno use Gauss-Bonnet en la direccién inversa a
la habitual: no para hallar la curvatura integral conocidos los dngulos, sino para hallar la
curvatura geodésica integral conocidos los dngulos y sabiendo que K = 0. Es el uso que
maés se repite en las convocatorias recientes.

= Segundo ejercicio. Que el alumno sepa que el teorema, aplicado al caso méas pobre posible
— el plano —, no da cero: da un enunciado de geometria elemental que se creia sabido
desde el instituto.

Errores tipicos

» Confundir el eje del cilindro. x> + z> = 2 tiene el eje en OY. Quien parametriza como si
fuera x> + y? = r? obtiene otras curvas y otro resultado.

= Tomar el dngulo equivocado en el vértice. Entre dos curvas que se cortan hay dos dngulos
suplementarios, y el interno es el que abre hacia la region. Aqui sale 77/4; quien toma 37/4
obtiene ) ¢; = 71/2 y una curvatura geodésica integral del arco de 377/2.

» Olvidar que K, cambia de signo con el sentido de recorrido. El arco « N R aporta +7/2
orientado positivamente respecto de R; con el otro sentido aporta —7t/2. La elipse completa
tiene integral cero.

= Dar por hecho que la normal es la exterior. En esta parametrizacién del cilindro sale la
interior. No cambia los dngulos, pero si el signo del determinante con el que se comprueba
que los dngulos externos son positivos.
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B.4 Primera convocatoria de 2024-25, parte de geometria

Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de geometria
Convocatoria Primera, curso 2024-25
Fecha 4 de junio de 2025

Primer ejercicio 5 puntos, dos apartados
Segundo ejercicio 5 puntos, dos apartados

Las dos notas que figuran en el enunciado original:

Primera nota muy importante. En ninguno de los apartados de los ejercicios que siguen
podrd razonarse usando el cdlculo explicito de la curvatura geodésica de cualquiera de las
curvas que aparecen.

Sequnda nota muy importante. No se valorard, ni parcialmente, ninguna respuesta que
no esté debidamente justificada, a juicio del corrector del examen, aunque sea correcta.

Enunciado

Primer ejercicio [5 puntos]. Se considera la s.r. M dada por la ecuacién y = x> + 1. En

ella, sean la recta r de ecuaciones x = 1, y = 2, y un arco de curva regular « en M, sin

autointersecciones, que solo corta a r en los puntos (1,2,1) y (1,2,2) y tal que en el primero

de ellos forma dngulo de 77/2 con r. Se pide:

1. ;Qué consecuencia se obtiene al aplicar el teorema de Gauss-Bonnet a la region encerrada
porrya?

2. ;Es posible que « sea una geodésica de M?

Segundo ejercicio [5 puntos]. Sea C el cilindro circular x?> + y? = 1. En C se consideran las
curvas siguientes: «, el resultado de cortar C con el plano x = z; B, el meridianox =1,y = 0;
y 7, el paralelo z = 0. Sea R la regién encerrada por «, B y <y en el semiespacio x > 0. Se pide:
1. Calcular la suma de los angulos externos de R.

2. Probar o refutar la siguiente afirmacién: « es una geodésica de C.

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.
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Resolucion del primer ejercicio
Qué superficie es M

La ecuacién y = x? + 1 no impone ninguna condicién sobre z. Es, por tanto, el cilindro
parabélico que se obtiene al trasladar la pardbola y = x* + 1 del plano z = 0 a lo largo del eje
OZ. Se parametriza globalmente por

x(u,v) = (u, u*> +1, v), (u,v) € R?,

que es una p.l. de toda M: es una gréfica.
Las dos cosas que hacen falta se obtienen de un célculo corto.

X; = (1,21,0), X;=(0,0,1), Xy =(0,2,0), Xy =Xz = (0,0,0).

(2u,—1,0)

X1 X Xo = (2u,—1,0), N=-—"2,
13X = ) g

De ahi los coeficientes de la S.E.E.:
=2
V1+4u2’

L1 = Xy1"N = L1 =0, L» =0,

y por tanto
K — Li1Lyn — L3,
8
M tiene curvatura de Gauss idénticamente nula. Es lo esperable: es un cilindro sobre una
curva plana, es decir, una superficie reglada desarrollable, y las una superficie con K = 0 es

localmente isométrica al plano. Aqui el desarrollo puede construirse directamente usando la
longitud de arco de la pardbola como coordenada.

=0.

Quées larectar

Las ecuaciones x = 1, y = 2 describen la recta vertical que pasa por (1,2,0) con direccién
(0,0,1). Y estd contenida en M, porque 2 = 12 + 1. En la parametrizacién es la linea u = 1, es
decir, una generatriz del cilindro.

Una recta contenida en una superficie es siempre una geodésica de esa superficie: para-
metrizada por su longitud de arco tiene it = 0, luego su derivada covariante es nula. Por

tanto
/&%:Q
.
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Apartado 1: qué dice Gauss-Bonnet

La region R encerrada por r y a estd limitada por el segmento de r entre (1,2,1) y (1,2,2)
y por el arco &, que no tiene autointersecciones y no corta a r en ningtin otro punto. Es, pues,
una regién simple con dos vértices, que son esos dos puntos, y x(R) = 1.

Sea ¢, el angulo externoen (1,2,1) y ¢, el de (1,2,2). En el primero, el enunciado dice
que a y r forman dngulo 71/2. Como las dos determinaciones posibles del dngulo entre dos
curvas perpendiculares valen las dos 77/2, no hay ambigiiedad: el &ngulo interno vale 7t/2y

_ o m_m™
Pr=n—5=%

El teorema de Gauss-Bonnet aplicado a R da entonces

[ Keds+ [Keds+ [[ KdA+g1+ g2 = 2m,
o r R
—

=0 =0

y sustituyendo ¢1 = 71/2 resulta

3r
/KgdS‘i‘(Pz:?
o

Esa es la consecuencia. Se puede decir también en términos del &ngulo interno y, = m — ¢»
en el segundo vértice:

T
/Kg ds = E + lpz.
o
Es decir: la curvatura geodésica total del arco a queda completamente determinada por el dngulo con
que llega a r en el sequndo punto, sin que importe nada de lo que « haga por el camino.

EXPLICATE. Antes de leer el apartado siquiente, mira la igualdad enmarcada y pregiintate qué valores
puede tomar ¢y. La respuesta estd en la definicion de dngulo externo y contesta el apartado 2 sola.

Apartado 2: ;puede « ser geodésica?

No, y la razén cabe en dos lineas.
Si a fuera una geodésica de M, se tendria Ky = 0 a lo largo de a y por tanto [ Keds = 0.
La igualdad del apartado anterior obligaria entonces a

o
(PZ_ 2

Pero un dangulo externo cumple siempre, por definicién,

lgo| < m,

porque es la menor determinacién del angulo entre las dos derivadas laterales. Y 377/2 > 7.
Contradiccion.

Queda por descartar el caso en que (1,2,2) no sea un vértice, es decir, que « llegue a r
tangencialmente y la frontera sea regular ahi. Entonces no hay ¢, que sumar, la igualdad de
Gauss-Bonnet queda |, K ds = 371/2, y una geodésica daria 0 = 377/2, también absurdo.

En los dos casos posibles se llega a contradiccion, luego

’ « no puede ser una geodésica de M
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QUE DEJA. Este apartado es el prototipo del ejercicio que esta asignatura pregunta cada afio: una
imposibilidad demostrada con una cota, no con un célculo. La cota |¢;| < 7 parece un tecnicismo de
la definicién de dngulo externo y es, de hecho, la herramienta que cierra el problema. Merece la pena
guardar el patrén: cuando Gauss-Bonnet deja una igualdad con dos incégnitas y una de ellas es un
angulo externo, casi siempre la respuesta estd en que los d&ngulos externos no pueden ser tan grandes
como haria falta.

Resolucién del segundo ejercicio
Apartado 1

Este apartado es exactamente el ejercicio resuelto en la seccién 1.3.1 del capitulo 1, y no se
repite aqui el detalle. El hilo es este:

Conlap.l x(u,v) = (cosu,senu,v) los coeficientes métricos son g11 = g =1y g12 =0,
de modo que la PEF es la identidad y los dngulos se miden en el plano (u,v). Alli, ¢ es
larectav = 0, B eslarectau = 0y a esla grafica v = cosu; la condicién x > 0 recorta
u € [—m/2,7/2],y las tres curvas encierran dos regiones triangulares simétricas. Los dngulos
internos son 71/2, 7t /2y 1t/4, luego los externos son 7t /2, t/2y 37 /4,y

3 77
b

Apartado 2: « no es una geodésica

Hay que probarlo o refutarlo, y sin calcular la curvatura geodésica. Se dan dos argumentos
independientes; con uno basta.

Primer argumento: por la normal principal.

De Geometria local se sabe que una curva regular contenida en una superficie, con curvatura
estrictamente positiva, es una geodésica si y solo si su normal principal n es paralela al normal
N de la superficie en cada punto, es decir, n = £N. Esa hipoétesis se cumple aqui porque « es
una elipse regular; ser simplemente «no recta» no excluiria puntos de curvatura cero.

La curva a es la interseccién del cilindro con el plano x = z, luego estd contenida en
ese plano. Y la normal principal de una curva contenida en un plano estd contenida en la
direccion de ese plano: en efecto, a’ y o’ pertenecen al espacio de direcciones del plano por
estar « contenida en él, y n es proporcional a la parte de & ortogonal a t.

El plano x = z tiene por vector normal (1,0, —1). Un vector w esta en su direccion si y solo
siw-(1,0,—1) = 0. Ahora bien, el normal del cilindro es N = (cosu,senu,0),y

N-(1,0,—1) = cosu,

que solo se anula parau = 77/2y u = 37t/2.

Por tanto N pertenece a la direccion del plano solo en dos puntos, mientras que n le pertenece
en todos. La igualdad n = =N es imposible salvo en esos dos puntos aislados, luego a no es
una geodésica. u

Segundo argumento: por el desenrollado.
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Como g11 = g22 = 1y g12 = 0, la P.EF. del cilindro en esta p.l. coincide con la del plano
euclideo en coordenadas cartesianas. Y ser geodésica es una propiedad intrinseca: la curvatura
geodésica se calcula solo con los coeficientes métricos y sus derivadas. Luego las geodésicas
del cilindro son exactamente las imagenes de las rectas del plano (u,v).

En ese plano, « es la curva v = cos 1, que no es una recta. Luego « no es una geodésica. B

Observacién. El segundo argumento tiene, de propina, la lista completa de las geodésicas
del cilindro, que conviene tener memorizada porque el examen vuelve una y otra vez sobre
esta superficie: son las imdgenes de las rectas del plano (u,v), es decir, los meridianos (rectas
u = cte.), los paralelos (rectas v = cte.) y las hélices circulares (rectas v = au + b con a # 0).
Y ninguna otra.

Qué buscaba este examen

= Primer ejercicio. No pide calcular nada: pide darse cuenta de que Gauss-Bonnet, aplicado
a una region de la que apenas se sabe nada, deja una igualdad, y de que esa igualdad tiene
consecuencias porque los d&ngulos externos estdn acotados. El atajo que ahorra tiempo es
no intentar averiguar qué curva es a: no hace falta, y el enunciado no la da a propésito.

= Segundo ejercicio. Que el alumno sepa medir dngulos sin integrar, y que tenga al menos un
criterio de geodesicidad que no pase por calcular K,. El atajo es, otra vez, el desenrollado
del cilindro.

Errores tipicos

= Intentar identificar « en el primer ejercicio. Es una curva cualquiera y los datos no deter-
minan una curva Unica. Gauss-Bonnet permite razonar sin buscar una parametrizaciéon
concreta.

» Usar ¢, sin acotarlo. La respuesta del apartado 2 esta integramente en la cota |¢;| < 7. Sin
ella no hay contradiccién y el ejercicio se queda a medias.

» Calcular K, de « en el segundo ejercicio. Esta expresamente prohibido por la primera
nota del enunciado, y esa nota anula el apartado entero aunque el resultado sea correcto.

= Olvidar que la regién son dos. Las tres curvas encierran dos regiones simétricas en x > 0;
conviene decirlo y decir que por simetria da lo mismo cudl se tome.

B.5 Prueba de evaluacién de 2024-25, parte de geometria

Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de geometria
Convocatoria Prueba de evaluacion, curso 2024-25
Fecha 3 de marzo de 2025
Primer ejercicio 7 puntos

Segundo ejercicio 3 puntos, tres apartados

Nota del enunciado original: no se valorard, ni parcialmente, ninguna respuesta que no esté
debidamente justificada, aunque sea correcta.
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Enunciado

Primer ejercicio [7 puntos]. Sea el hiperboloide de revolucién x? — y? + z> = 1. Se consideran
los meridianos &1 y a resultantes de cortar el hiperboloide con los planos z = 0 — eligiendo
el que verifica x > 0 —y x = 0 — eligiendo el que verifica z > 0 —, respectivamente, y
los paralelos f; y B2 resultantes de cortar el hiperboloide con los planos y = 0 e y = /3,
respectivamente. Sea R la regioén encerrada por esas cuatro curvas contenida en el primer
octante. Calcular la curvatura integral de R.

Segundo ejercicio [3 puntos].

1. Sea M una s.1. orientable. Dar una condicién necesaria y suficiente para que los angulos
externos de todo poligono geodésico de n lados, con n > 3, que encierre una regiéon simple
en M, sumen 271.

2. Dar un ejemplo de s.r. orientable M y de una regién simple de M que verifique la condicion
anterior y cuya frontera sea un poligono de tres o mas lados tal que sus angulos externos
no sumen 271.

3. Dar un ejemplo de s.r. orientable M y de una regién simple de M cuya frontera sea un
poligono geodésico de tres o0 mas lados tal que sus angulos externos no sumen 27r.

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.

Resolucién del primer ejercicio
Qué supetficie es y como parametrizarla

La ecuacién x? — y? + z2 = 1 se reescribe x? 4+ z> = 1+ y* es el hiperboloide de una
hoja con eje OY'. El detalle importa, porque decide quiénes son los meridianos y quiénes los
paralelos.

Se parametriza como superficie de revolucién alrededor de OY de la rama de hipérbola

x=V1+u?y=u
x(u,v) = (V14 u?cosv, u, V1+u?senv), ueR, ve (—mnn).

Las cuatro curvas del enunciado son, en estas coordenadas:

«1, corteconz =0y x > 0: es v = 0, un meridiano;

= ap, corteconx =0yz > 0:esv = 71/2, otro meridiano;

= 1, corte cony = 0: es u = 0, un paralelo;

= 3y, cortecony = V3:es u = /3, otro paralelo.

La region del primer octante es, pues, el rectdngulo de coordenadas

R={(u,0) : 0§u§\/3,0§v§7'c/2},

una regioén simple con cuatro vértices y x(R) = 1.
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Los coeficientes métricos

_ u _(_ 2 2
X; = (mcosv, 1, msenv) Xy = (—V1+u?senv, 0, V1+u?cosv),

de donde
u? 1+ 2u?

_ _ _ 2
m‘*’l—m/ g1z—0, g22—1‘|‘”/

811 =
y por tanto

V8= vangn = V1+2u2,

Que g1 = 0 no es casualidad: en toda superficie de revolucién los meridianos y los
paralelos son ortogonales. Es el hecho que ahorra el trabajo de los angulos.

Los cuatro sumandos de Gauss-Bonnet

Los angulos. Como g1» = 0, las cuatro esquinas del rectdngulo de coordenadas son dngulos
rectos, luego los cuatro dngulos internos valen 7t/2 y los cuatro externos también:

= 27T.

M-

N[N

pi=4:
i=1
Los meridianos son geodésicas. En toda superficie de revolucion los meridianos lo son.
Se ve sin calcular: cada meridiano esta contenido en un plano que corta a la superficie
perpendicularmente, de modo que su normal principal coincide con la normal de la superficie,
y esa es la caracterizacion de geodésica. Luego a1 y a2 no aportan curvatura geodésica.
Los paralelos. Por la férmula de Liouville, con 113 = 0,

o 1 aggzu . 2u 1 . u
$T2gau 0 nA+au Vit Vita2/ituR

La longitud del arco de paralelo con v € [0, 71/2] es 5v/1 4 u?, luego

u

[ k=Tt
paralelo u 2 1+2u?

Para 1, con u = 0, esto vale cero: el paralelo y = 0 es la garganta del hiperboloide y es una
geodésica. Para 85, con u = V3,
T
) K pds| =5

%
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El resultado

Gauss-Bonnet en la regién simple R:

0 +/ Kgds+//KdA+ 2t =27,
~— ) R ~~~

a,02,51 angulos

] xaa=— [ Kqas.
R B2

El signo se fija con la geometria: el hiperboloide de una hoja tiene todos sus puntos hiperb6li-

de donde

cos, luego K < 0y la curvatura integral tiene que ser negativa. Por tanto

T /3
//RKdA_—E > = 1,028

Otra via (comprobacién integrando K). Este enunciado no prohibe integrar K. La cuenta
directa también resuelve el problema; Gauss—Bonnet ofrece una segunda lectura a partir del

borde. Para este hiperboloide, la curvatura de Gauss vale K = — 5 55+ Entonces
(14 2u?)
T2 V3 V3 du
kaa= [P0 A= T[T
//R Jo Jo WrawpV i TAMEN= 0 f A 2wz
Y como
i[ u } B 1 B 2u? _ 1
duly1+2u2d Vi+2u2  (1+2u2)3/2  (1+2u2)3/2’

la integral vale [u/v/1+ 2u?] (\)/g = V/3/1/7, y se recupera exactamente el mismo nimero.
v

Resolucion del segundo ejercicio

Apartado 1

Sea P un poligono geodésico de n lados que encierra una regién simple. Como los lados
son geodésicos y x = 1, la versiéon local del teorema da

[[xaa+Y g =2m,
P i=1

luego
Y ¢i=21 — //KdAzO.
- P

Y si eso ha de valer para todo poligono geodésico que encierre una regién simple, entonces
la curvatura integral se anula sobre todas esas regiones. Si K(p) # 0, por continuidad
tiene el mismo signo y esta separada de cero en un entorno de p. Dentro de un entorno
geodésicamente convexo suficientemente pequefio se puede elegir un tridngulo geodésico de
area positiva. Su integral de K tiene ese signo y no puede ser cero: contradiccién. Como p es
arbitrario,

’ la condicién es K =0 ‘
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El reciproco se lee en la misma equivalencia y en el mismo sentido: si K = 0, la integral
[[» KdA se anula sobre cualquier region, luego la suma de los dngulos externos vale 277 para
todo poligono geodésico.

Apartado 2: K = 0 pero el poligono no es geodésico

Se pide una superficie con K = 0 — para que cumpla la condicién del apartado anterior —
y una regién simple cuyo borde no sea geodésico, de modo que la suma no sea 27t.

Ejemplo: el cilindro x> + y? = 1, que es orientable y desarrollable, con la regién triangular
limitada por el paralelo z = 0, el meridiano x = 1, y = 0 y la curva & obtenida al cortar con el
plano x = z, en el semiespacio x > 0.

Es exactamente la regién del segundo ejercicio de la primera convocatoria de 2024-25,
donde se obtuvo

3
71
=" 2on.

La razén es que & no es una geodésica del cilindro: en el desenrollado es la curva z = cos u,
que no es una recta. Su curvatura geodésica integral vale 7t/4,y 7t /4 + 1 /4 = 27, como
manda el teorema.

Apartado 3: poligono geodésico pero K % 0

Ahora se pide lo contrario: los lados si son geodésicos, pero la superficie no es plana, de
modo que la curvatura integral no se anula.

Ejemplo: la esfera unidad, que es orientable, con el tridngulo geodésico de un octante,
limitado por tres arcos de circulo mdximo que se cortan en dngulo recto.

Sus tres dngulos internos valen 7t/2, luego los externos valen también 77/2 y

Y el teorema cuadra: [ [ KdA = A(T) = §-4m = Z,y en efecto § + 3F = 271 |

Qué buscaba este examen

= Primer ejercicio. Reconocer una superficie de revolucién con el eje cambiado, saber que sus
lineas paramétricas son ortogonales — y por tanto que los dngulos suman 27 sin calcular
nada —, y que sus meridianos son geodésicos. Todo el ejercicio se reduce entonces a una
sola integral.

= Segundo ejercicio. Que el alumno vea que la igualdad ) ¢; = 27 tiene dos formas de fallar,
y sepa construir un ejemplo de cada una: o los lados no son geodésicos, o la superficie no
es plana. Los dos apartados estdn deliberadamente cruzados.
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Errores tipicos

Confundir el eje del hiperboloide. x> — 2 + z2 = 1 tiene el eje en OY; quien lo parametriza
con eje OZ intercambia meridianos y paralelos y el resultado sale mal.

Olvidar que el paralelo u = 0 es geodésico. La garganta de un hiperboloide de revolucién
es siempre una geodésica, y aqui es fB.

Poner el signo positivo. La curvatura integral de una regién de un hiperboloide de una
hoja es negativa, porque todos sus puntos son hiperbdélicos.

Dar en el apartado 3 un ejemplo con K = 0. Ahi hace falta lo contrario, y una superficie
plana no sirve.

B.6 Segunda convocatoria de 2024-25, parte de topologia

Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de topologia
Convocatoria Segunda, curso 2024-25
Fecha 3 dejulio de 2025

Estructura Cuatro ejercicios; la copia escribe «XXX PUNTOS»
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Enunciado

Ejercicio 1. Definir explicitamente dos relaciones de equivalencia sobre R® de modo que el
cociente por la primera sea homeomorfo al cilindro S! x [0,1] y el cociente por la segunda
sea homeomorfo a la esfera S.

Ejercicio 2. Considérese el poligono de identificaciones definido por la palabra
feald e teabctdb .

(a) Comprobar que el cociente es una superficie compacta sin borde.
(b) Calcular el grupo fundamental de esa superficie y su abelianizado.
(c) Clasificar la superficie.

Ejercicio 3. Probar que la aplicacién f : S' — S! dada por f(z) = —z es homotépica a la
identidad — puede ser til recordar que ¢ = —1 —, y deducir de ello que tener punto fijo
no es una propiedad invariante por homotopfa.

Ejercicio 4. Calcular el grupo fundamental del espacio definido por una figura del enunciado.

Figura original del cuarto ejercicio, julio de 2025.

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.
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Resolucion del ejercicio 1

Qué hay que producir, exactamente. Dar una relacién de equivalencia sobre R® cuyo
cociente sea homeomorfo a un espacio Z conocido equivale a dar una aplicacién H : R® — Z
que sea continua, sobreyectiva y una identificacién: la relacion es entonces

p~q <= H(p)=H(@),

y la biyeccién inducida R?/ ~ — Z es un homeomorfismo por la propiedad universal.

Lo delicado es la palabra «identificacién». El criterio compacto-Hausdorff, que es el que se
usa siempre en esta asignatura, no sirve aqui, porque IR no es compacto. Hay que usar otro,
y el mds cémodo es este:

toda aplicacion continua, sobreyectiva y abierta es una identificacion.

La razén cabe en dos lineas, y conviene escribirlas porque en ellas se ve déonde entra cada
hipétesis. Hay que comprobar que si H~!(U) es abierto entonces U es abierto. Ahora bien,
H~1(U) es abierto y H es abierta, luego H(H~!(U)) es abierto; y H(H~(U)) = U porque
H es sobreyectiva — sin sobreyectividad solo se tendrfa la inclusiéon H(H'(U)) C U, que
no bastarfa. Luego U es abierto, que es exactamente lo que habia que ver.

EXPLICATE. Antes de seguir, convéncete de que la tentacion evidente no funciona. Uno querria tomar el
cilindro C C R3 y retraer IR3 sobre él. Pero si existiera una retraccién r - R® — C, la inclusion induciria
un homomorfismo inyectivo Z. = 1 (C) — 711 (R®) = {1}, que es imposible. Para la esfera se usa su
no contractibilidad, probada en el capitulo 6: un retracto de R3 seria contrdctil. EI grupo fundamental no
distingue aqui la esfera de R3, pues ambos son simplemente conexos. Las identificaciones que se buscan
no pueden dejar fijo ningiin cilindro ni ninguna esfera de R3.

Una pieza que se usa dos veces: una aplicacién abierta de R sobre [0, 1]. Sea

_ 1+sent

=—

Es continua y sobreyectiva. Y es abierta, cosa que conviene comprobar porque no es del todo

evidente. Sea U C R abiertoy ty € U, con (tp —¢,tg +¢) C U.

» Sicosty # 0, entonces k'(ty) # 0y k es estrictamente monétona en un entorno de tp; su
imagen es un intervalo abierto alrededor de k(ty), contenido en (0,1), y por tanto abierto
en [0,1].

» Sicosty =0, entonces senty = £1y k(tp) vale 0 o 1. Supéngase k(to) = 0; entonces tg es
un minimo de k y a ambos lados k crece, de modo que al tomar ¢ suficientemente pequefio,
k((to — ¢ to+¢)) = [0,6) para algin § > 0, que es un abierto de [0,1]. El caso k(tg) = 1 es
simétrico.

k:R—[0,1],  k(t)

En los dos casos k(U) es entorno de k(tp) en [0, 1], luego k es abierta.

Se usara también que p : R — S!, p(t) = (cost,sent), es continua, sobreyectiva y abierta,
por ser un homeomorfismo local; y que la proyeccién 7 : R® — R?, 7(x,y,z) = (x,z), es
continua, sobreyectiva y abierta.

Primera relacidn: el cilindro. Se define

1+senz
)
Es la composicion H; = (p x k) o 7. Las tres aplicaciones son continuas, sobreyectivas y
abiertas — el producto de dos abiertas es abierto sobre los abiertos bésicos U x V, y todo
abierto del producto es unién de ellos —, luego H; también lo es y es una identificacion.

H; :R® — S x [0,1], Hi(x,y,z) = <(cosx,senx) ,
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La relacién de equivalencia es entonces, escrita sin rodeos:

x—x' €2nZ,
(x,y,2) ~ (¥,y,7) < Y
senz = senz’.

La segunda condicién equivale a z’ € {z + 2k} U {7t —z+ 2knt}, k € Z.La coordenada y no
interviene: todas las rectas paralelas al eje OY se aplastan a un punto. Y R*/ ~; = S! x [0,1].

Segunda relacién: la esfera. Aqui el mismo truco no sale, y conviene ver por qué. La
candidata natural seria la parametrizacién esférica habitual, con un dngulo dando la vuelta
y el otro subiendo del polo norte al sur; pero esa aplicacién no es abierta en los polos: la
imagen de un entorno pequefio de un punto que va al polo es una cufia con vértice en el
polo, y una cufia no es entorno de su vértice. Lo que si se puede hacer es encadenar dos
identificaciones, y para la segunda ya sirve el criterio compacto-Hausdorff.

Se aprovecha un resultado ya demostrado en el capitulo 3:

§* = (st xsh)/(stvsh,

donde S!' v S! es la unién de las dos circunferencias generadoras del toro, S! x {1} U {1} x St

con1 = (1,0). Con eso, la cadena es:

1. m:R% — R?, 7(x,y,z) = (x,y), continua, sobreyectiva y abierta.

2. P:R?> — S x SY, P(u,v) = ((Cos u,senu), (cosv,sen v)), continua, sobreyectiva y abierta
por ser producto de dos aplicaciones abiertas.

3. Q: St x St — (S x S1)/(S! v S') 2 §?, la proyeccién al cociente, que es identificacion
por definicion.

La composicién de identificaciones es una identificacion — si (Q o P o 77) ~1(U) es abierto, se

sube por los tres pasos —, luego Hy = Qo Po wloes.
Escrita explicitamente, la relacién es:

obienx —x' €2nZvyy—vy €2nZ,
(x’y’z) ~o (x/’y/’zl) — yy y
obien (x € 2nZ oy € 2nZ)y (x' € 2nZ oy € 2nZ).

La segunda linea es la clase gorda: todos los puntos que caen sobre la unién puntual, que se
aplastan a un solo punto de la esfera. La coordenada z vuelve a no intervenir. Y R3/ ~, =2 2,

Otra via (la esfera con una sola cadena de dos pasos, sin usar el toro). Si no se quiere invocar
el problema del toro, sirve igualmente

R3 L, g1 x [0,1] Cy 52 G(q,u) = (sen(mtu) g1, sen(7mu) qp, cos(mu)),

con H; la identificacién del apartado anterior. G es continua y sobreyectiva — colapsa
S! x {0} al polo norte y S! x {1} al sur, y es biyectiva en medio —, y ahora si se puede aplicar
el criterio estdndar: el cilindro S! x [0, 1] es compacto y S? es Hausdorff, luego G es cerrada
y por tanto una identificacién. La composicién G o H; es entonces una identificacién de IR®
sobre S2.
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Resolucidn del ejercicio 2

(a) El cociente es una superficie compacta sin borde.
La palabra tiene doce letras, luego el poligono tiene doce lados, y se comprueba que cada
letra aparece exactamente dos veces:

£(12,122), ¢(22,92), a(32,72), d(42102), e(52,62), b(8211%).

Eso es exactamente la condicién que hay que verificar, y conviene ver por qué basta.

Puntos interiores. No se identifican con nada: su entorno es un disco.

Puntos interiores de una arista. Al aparecer cada letra dos veces, cada punto interior de una
arista se identifica con exactamente otro, y su entorno es la unién de dos semidiscos pegados
por su didmetro, que es un disco. Si alguna letra apareciera tres veces — como en el hexdgono
aabba~1b del capitulo 4 —, saldria un «libro» y no habria superficie.

Vértices. Alrededor de un vértice del cociente, el enlace es el grafo cuyos vértices son las
clases de extremos de aristas y cuyas aristas son las esquinas del poligono que ahi confluyen.
Como cada letra aparece dos veces, cada clase de extremos contiene exactamente dos extremos
de aristas del poligono, de modo que todos los vértices del enlace tienen grado dos; y el
enlace es conexo, porque dos esquinas estdn unidas en él justamente cuando la identificacion
obliga a que sus vértices coincidan, que es la relacién que define la clase. Un grafo conexo con
todos los vértices de grado dos es una circunferencia, luego el entorno del vértice es un disco.

Ademas el cociente es compacto, por ser imagen continua del poligono, que es cerrado y
acotado; y es Hausdorff, porque la relacién identifica un namero finito de aristas cerradas
mediante homeomorfismos. Y no tiene borde: no queda ninguna arista libre. Luego es una
superficie compacta y sin borde. W

Una simplificacién que ahorra la mitad del trabajo. La palabra contiene el bloque ¢~ e,
es decir, dos apariciones consecutivas de la misma letra con exponentes opuestos. Esa es la
transformacion elemental de cancelacién del algoritmo de clasificacion: dos lados consecutivos
identificados en sentidos opuestos se pueden pegar y suprimir, siempre que quede algo, y el
espacio cociente no cambia. Suprimiéndolos queda un decdgono con la palabra

W= fcaldlabc'db1f.

Todo lo que sigue se hace sobre W.

(b) El grupo fundamental.

Primero, cudntos vértices quedan. Se numeran los vértices del decdgono Qy,..., Qo y las
aristas g; de Q; a Q;+1 con indices médulo diez, de modo que

o=fq1=c p=a', g3=d Y gu=a,9=bg=clg7=d, g=b", g ="

Una arista con exponente —1 se recorre, como arista de su letra, en sentido contrario: por
ejemplo ¢» = a~! va de Q; a Q3 sobre el poligono, pero como arista de tipo a va de Q3 a Q».
La identificacion empareja origenes con origenes y extremos con extremos, lo que da:

f:Qo~Qy Qi~Qo c: Qi ~Q7 Q~ Qs;
a: Q3~Qs Q~Qs5 d: Qs~ Q7 Q3 ~ Qs;
b: Qs ~Qg, Qs ~ Qs.

Encadenando: Qp ~ Q1 ~ Qo, y Q1 ~ Q7 mete a Q7; Q4 ~ Qy mete a Q4; Q3 ~ Q4 mete a

Q3; Q3 ~ Qg mete a Qg; Qs ~ Qg mete a Qg; Q2 ~ Qg mete a Qz; y Q2 ~ Qs mete a Qs. Los
diez vértices caen en una sola clase.
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Segundo, Seifert-van Kampen. Con todos los vértices identificados, el esqueleto de dimensién
uno del cociente es la unién puntual de cinco circunferencias, una por letra, y la situaciéon
es la estdndar del capitulo 8: se toma A el disco abierto interior al poligono y B el cociente
menos un punto interior, que se retrae por deformacién al esqueleto. La interseccion es una
corona, que se retrae a una circunferencia, y su generador se aplica en el borde del poligono,
es decir, en la palabra. Resulta

(X, x0) = (&, B,7,0,¢ | pya 6 apy10p 7 ¢)

conw, B,7,6,¢ las clases de los lazos a,b, ¢, d, f.

EXPLICATE. ;Por qué ha desaparecido la letra e del grupo? Vuelve a la cancelacién y di, en una frase,
qué le ocurre al lado e del poligono original al pegarlo consigo mismio.

Tercero, el abelianizado. Al abelianizar, la relacién se convierte en la suma de los exponentes
de cada generador:

1 1+1=2, v:1-1=0, x: =14+1=0, 6: —1+1=0, :1-1=0.
¢

Luego la tnica relacién que sobrevive es2¢ =0y

(nl(X’xO))ab = Z4 X Zz

(c) Clasificacion.

La tabla del capitulo 8 dice que Z" 1 x Z, es el abelianizado de N,,. Con n — 1 = 4 sale
n=>5:

X = N5 = P’Ré#---#P°R,
5

la suma conexa de cinco planos proyectivos. Es no orientable, cosa que se podia haber visto
sin calcular nada: la letra f aparece dos veces con el mismo exponente en la palabra, y ese es
el criterio de no orientabilidad.

Comprobacién independiente por la caracteristica. Sobre el decdgono hay V' = 1 vértice,
E =5aristasy T = 1 cara, luego

X(X)=1-5+1= -3

Y para las superficies de tipo II, x(N,) = 2 — n, de donde n = 5. Los dos caminos — el
algebraico y el combinatorio — dan la misma respuesta, que es la comprobacién que hay que
hacer siempre en este tipo de ejercicio.

EXPLICATE. Haz el mismo recuento sobre el dodecdgono original, sin cancelar. Te saldrin V = 2,
E =6y T = 1. Comprueba que la caracteristica vuelve a valer —3 y explicate por qué tenia que ser asi.
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Resolucion del ejercicio 3

La homotopia. Se identifica S' = {z € C; |z| = 1} y se define
H:S'xI—S', Hzt) =™z

Tres comprobaciones, y ninguna es larga:
» La imagen estd donde debe: |e™z| = |e™||z| = 1-1 =1, luego H(z,t) € S.
» Es continua: es el producto de dos funciones continuas de (z,t).
= Une las dos aplicaciones: H(z,0) = ¢’z = z =1d(z) y H(z,1) = ¢z = —z = f(z), usando la
indicacién del enunciado.
Luego f ~1Ids:. W
La lectura geométrica, que es lo que el ejercicio quiere que se vea: la homotopia es girar la
circunferencia. En el instante ¢ se ha girado un angulo 7t, y al llegar a t = 1 se ha dado media
vuelta, que es exactamente la aplicacién antipoda de la circunferencia. Nada se rompe ni se
pega por el camino, y por eso la deformacién es continua.
La deduccién. La identidad tiene puntos fijos: todos. La aplicacion f(z) = —z no tiene
ninguno, porque z = —z obliga a 2z = 0, es decir, z = 0, que no esté en S'.
Se tienen entonces dos aplicaciones homotépicas entre si, una con puntos fijos y otra sin
ninguno. Luego «tener algtin punto fijo» no se conserva por homotopia de aplicaciones: no
es un invariante homotépico. u

Observacién (Una distincion que conviene no perder). El ejercicio dice que la propiedad no
es invariante por homotopia de aplicaciones, y eso es lo que se ha probado. Es distinto de la
propiedad del punto fijo de un espacio, que es la de que toda aplicacién continua de él en si
mismo tenga algtin punto fijo. El disco B la tiene — es el teorema de Brouwer del capitulo 6
— vy la circunferencia no, y este mismo ejercicio lo demuestra: f(z) = —z es un contraejemplo
explicito.

Merece la pena guardar ese contraejemplo, porque es el mds barato que hay y aparece
cada vez que se quiere ver que B? y S! no se parecen.

Resolucion del ejercicio 4

La figura recuperada muestra dos toros unidos por la pared de un cilindro. Lo que decide
el grupo es donde se pega cada circunferencia del cilindro. La superior rodea una pequefia region
discal del toro de arriba; la inferior recorre una circunferencia esencial del toro de abajo.

Modelo con los dos toros completos. Si se conservan ambas superficies al afiadir el
cilindro, se toman abiertos U, V que contienen respectivamente cada toro y algo més de la
mitad del cilindro. Se retraen a sus toros, y su interseccién se retrae a una circunferencia.
Escribiendo

m(U) = (a0b|ab]=1), m(V)=/{d|[d=1),

el generador de la interseccién va a 1 en el toro superior (bordea un disco) y a c en el inferior.
Seifert-van Kampen da

m(X)=(ab,c,d|[a,bl=1cdl=1c=1)=2(ZxZ)*xZ.

Observacion (El dato que el dibujo debe fijar). La copia no acompana la figura de una
descripcion del pegado. El calculo anterior usa dos toros completos. Si se hubiera retirado el
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disco superior antes de pegar el cilindro, ese borde representaria [a, b] en un toro perforado,
y saldria en cambio (a,b,d | [[a,b],d] = 1). Por eso se explicita el modelo: no se debe elegir
entre retirar o conservar un disco sin que el enunciado lo determine.

Qué buscaba este examen

Los cuatro ejercicios recorren, uno por uno, los cuatro bloques de la parte de topologia, y
ninguno repite técnica con otro.

El primero evalda si se ha entendido qué es una identificacion, y no si se sabe la definicién
de topologia cociente. El atajo que ahorra tiempo es no intentar construir homeomorfismos:
basta exhibir una aplicacién continua, sobreyectiva y abierta, y decir sus fibras. La trampa
consiste en tirar del criterio compacto-Hausdorff por costumbre, que aqui no vale porque R3
no es compacto.

El segundo es el ejercicio tipico de clasificacion; la copia no especifica su puntuaciéon. El
atajo esta en ver la cancelacién e~ le antes de empezar: quita una letra y dos lados, y evita
tener que descubrir que en el dodecagono hay dos clases de vértices en vez de una, que es
donde se cometen los errores.

El tercero es corto y conceptual. Con la indicacién del enunciado, la homotopia se escribe
en una linea; lo que se evalta de verdad es la segunda parte, es decir, si se entiende qué
significa que una propiedad sea o no invariante por homotopia.

El cuarto pide reconocer los lazos de pegado y aplicar Seifert-van Kampen: un dibujo con
toros no se reduce automéaticamente a un grafo.

Errores tipicos

= En el primero, dar la aplicacién y olvidarse de justificar que es una identificacién. Una
aplicacién continua, sobreyectiva y con las fibras correctas no basta: la biyeccién inducida
es continua, pero su inversa puede no serlo.

= En el primero, otra vez, intentar retraer R3 sobre un cilindro o una esfera concretos. El
grupo fundamental descarta el cilindro; para la esfera se usa que no es contractil.

= En el segundo, contar los vértices identificados «a 0jo» sin escribir la lista de empareja-
mientos. Es el error més caro del examen: si el niimero de clases sale mal, la caracteristica
sale mal y la clasificacion también.

= En el segundo, equivocarse con el sentido de las aristas de exponente —1 al emparejar
origenes y extremos. Conviene escribir cada arista dos veces: como lado del poligono y
como arista de su letra.

= En el segundo, dar como respuesta el grupo fundamental sin abelianizar y concluir de él
la clasificacion. Dos presentaciones distintas pueden dar el mismo grupo; el abelianizado
es aqui un invariante facil de calcular que permite clasificarlas.

= En el tercero, escribir la homotopia H(z,t) = (1 — t)z + t(—z), que es la rectilinea, y no
darse cuenta de que en t = % vale 0y se sale de S'. La homotopia tiene que ser un giro, no
un segmento.
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B.7 Primera convocatoria de 2024-25, parte de topologia

Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de topologia
Convocatoria Primera, curso 2024-25
Fecha 4 de junio de 2025
Estructura Cuatro ejercicios: 2 + 3 + 2,5 + 2,5 puntos
Enunciado

Ejercicio 1 [2 puntos]. Consideramos A = (—o0,0) U (1,00) C R con la topologia euclidea. Se
pide describir explicitamente el espacio R/ A con su topologia cociente. ;Es T5? ;Y compacto?
¢Es homeomorfo a algtin subespacio euclideo?

Ejercicio 2 [3 puntos]. Consideremos el poligono de identificaciones definido por la palabra
eabctdbtcatd el

Comprobar que el cociente es una superficie compacta sin borde. Calcular el grupo funda-
mental de esta superficie y su abelianizado. Clasificar la superficie.

Ejercicio 3 [2,5 puntos]. Sea D el disco cerrado en R? y A # @ un subconjunto propio del
interior de D. Demostrar que D \ A retrae sobre el borde de D. ;Es siempre D \ A retracto
de deformacion del borde de D? Probar que si B # R? es un retracto del plano R?, su
complementario no puede ser acotado.

Ejercicio 4 [2,5 puntos]. Consideramos un tridngulo relleno donde cada arista tiene la etiqueta
a 0 a~1. Describir todos los tipos de homeomorfismo de cocientes que se obtienen de ese
modo y, para cada tipo, calcular el grupo fundamental del espacio.

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.

Resolucién del ejercicio 1

Describir el cociente. El conjunto A es abierto y su complementario es el intervalo cerrado
[0,1]. Al aplastar A a un punto, el conjunto subyacente de R/ A es

0,1] U {[A]},

donde cada punto de [0, 1] conserva su identidad y [A] representa todo lo que queda fuera.
La topologia. Un conjunto G C R/ A es abierto si y solo si 7717 1(G) es abierto en R. Hay
dos casos.
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Si [A] ¢ G, entonces 7 1(G) = GN0,1], que ha de ser abierto de R; y un subconjunto
de [0,1] abierto en R esta contenido en (0, 1). Luego los abiertos que no contienen a [A] son
exactamente los abiertos de (0,1).

Si [A] € G, entonces 7 1(G) = AUS con S = GN [0,1], y hay que exigir que sea abierto.
Los puntos de A ya son interiores. Un punto x € SN (0, 1) necesita un intervalo a su alrededor
dentro de S. El punto 0, si estd en S, tiene a su izquierda (—¢,0) C A, asi que solo necesita
[0,€) C S;y conel 1 pasalo mismo cambiando de lado, porque es a su derecha donde tiene
(1,1+¢) C A, de modo que le basta con (1 —¢,1] C S. Es decir: los abiertos que contienen a
[A] sonlos {[A]} US con S abierto en la topologia relativa de [0, 1].

¢Es T2? No. Los puntos [0] y [A] no se pueden separar: todo abierto que contenga a [0] y
no a [A] tendria que estar contenido en (0,1),y 0 ¢ (0,1). Asi que todo abierto que contiene a
[0] contiene también a [A].

¢Es compacto? Si. Aunque R no sea compacto, cada clase del cociente tiene un represen-
tante en el compacto [0,1] U {2}: el punto 2 representa la clase [A]. Por tanto

R/A = 7([0,1] U {2})

es imagen continua de un compacto. No se identifica 0 con A: 0 ¢ A.
(Homeomorfo a un subespacio euclideo? No. Todo subespacio de un espacio euclideo es
metrizable y, por tanto, T>; y R/ A no lo es. [ |

Resolucidn del ejercicio 2

Es una superficie compacta sin borde. Cada una de las cinco letras 4, b, ¢, d, e aparece
exactamente dos veces en la palabra, luego cada arista del decigono queda identificada
con otra: no queda ningtin lado libre y el cociente no tiene borde. Los puntos interiores del
poligono tienen entornos discales; los de las aristas también, al estar identificadas dos a dos.
Queda comprobar los vértices, y ahi estd el trabajo.

Las clases de vértices. Se etiquetan los vértices Py, ..., P9 de modo que la arista i-ésima va
de P;_1 a P;, con Pyg = Py. Siguiendo cada letra y respetando el sentido, las identificaciones
que se obtienen son

Pr~P, P~P, P~P, P,~P, P3~0Ds

Py~Ps, P3y~P; Py~DP, P5~ Ps

Encadenando: Py ~ Pg ~ P5 ~ P3 ~ Py ~ P, ~ Py ~ Py ~ Py. Todos esos nueve vértices caen
en una sola clase.

Y Py queda solo: en ninguna de las identificaciones aparece emparejado con otro. Hay,
pues, dos clases de vértices: v = 2.

En Py concurren la primera arista, que es e saliendo de Py, y la tltima, que es el llegando
a Py, es decir, también e saliendo de P,. El sector angular entre las dos se cierra sobre si mismo
al identificar sus dos lados, y da un disco. Luego también Py es un punto de superficie. En la
otra clase, los nueve sectores se encadenan en un tnico circulo al seguir las identificaciones.
Como el cociente de este poligono por las parejas de aristas es compacto Hausdorff, queda
comprobado que es una superficie compacta sin borde. W

Observacion (El atajo habitual no sirve aqui). Es tentador escribir directamente 71 =
(a,b,c,d,e | eabc™'db~'ca—'d~le~!), con las cinco letras como generadores, y abelianizar.
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Si se hace, todas las letras aparecen con exponentes opuestos, la relacién abelianizada es
trivial y sale Z°.

Y eso es imposible: el abelianizado del grupo fundamental de una superficie cerrada es
Z* 0 Z"! x Z5,y Z° tiene rango impar sin torsién. La contradiccion delata el error: el atajo
supone que todos los vértices se identifican en uno solo, y aqui hay dos clases.

El calculo correcto. Con v = 2 clases de vértices y k = 5 aristas, el complementario del
disco se retrae a un grafo con 2 vértices y 5 aristas, cuyo grupo fundamental es libre de rango

k—v+1=5-24+1=4.

La arista e une las dos clases de vértices, asi que forma un drbol maximal. Al contraerla se
borra e de la palabra y Seifert-van Kampen da la presentaciéon que pide el enunciado:

m(X) = (a,b,c,d | abc'db tca=td1).

Al abelianizar, la relacién vuelve a ser trivial — todas las letras aparecen con exponentes
opuestos — y queda

(rt1)ap 2 2*

La clasificacién. Como no aparece factor de torsion, la superficie es orientable, y Z*" = Z*
dan=2:

Es M, la suma conexa de dos toros, de género 2

Otra via (por la caracteristica, que es la comprobacién obligatoria). Conk =5y v =2,
x=1—-k4+v=1-54+2=-2.

Yx(M,)=2-2n=-2dan=2. V
Merece la pena subrayar que esta via detecta el error del atajo en tres lineas: si uno hubiera
supuesto v = 1, habria obtenido xy = —3, impar, incompatible con una superficie orientable.

Resolucidn del ejercicio 3

D \ A retrae sobre dD. Se elige un punto a € A, que existe por ser A no vacio, y que estd
en el interior de D. Se define
r:D\A— 9D

enviando cada x al punto donde la semirrecta que sale de a y pasa por x corta a dD. Esta
bien definida y es continua en todo punto distintode a,y D\ A C D\ {a}; ysix € 9D, la
semirrecta lo corta en el propio x, luego r(x) = x. Es una retraccion. W

Observacion (Una inversion en el enunciado original). La segunda pregunta escribe D \ A
como retracto de deformacién de 0D, aunque ese espacio ni siquiera esta contenido en dD.
La indicacién sobre dos puntos aclara la pregunta pretendida: si dD es siempre retracto de
deformaciéon de D \ A. Esta es la que se resuelve.

¢Es siempre 0D retracto de deformacién de D \ A? No. Basta el ejemplo que sugiere el
enunciado: A = {a,b} con dos puntos distintos del interior. Entonces D \ A es un disco
menos dos puntos, que se retrae a una unién puntual de dos circunferencias, luego

m(D\A) 2 Zx2Z,
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mientras que 711 (dD) = 71 (S') & Z. Si dD fuese retracto de deformacién, los dos grupos
serian isomorfos; pero Z * Z no es abelianoy Zsi. M

Si B # IR? es retracto del plano, su complementario no es acotado.

Primero, B es contréctil: es un retracto del espacio contréactil R?, y un retracto de un
contrdctil es contractil. En particular B es simplemente conexo.

Supéngase ahora, por reduccion al absurdo, que R? \ B es acotado. No es vacio porque
B # R?, asf que existe p ¢ B. Y por ser acotado, existe R > 0 con R>\ B C B(0,R) y
p € B(O,R).

Tomando R’ > R, la circunferencia C de centro 0 y radio R’ estd contenida en B. Se la
considera como un lazo, y se comparan dos afirmaciones:
» En B, que es simplemente conexo, [C] = 1.
» EnIR?\ {p}, el lazo C rodea a p una vez, luego su clase es un generador de 711 (R?\ {p})

Z y no es trivial.

o~

Pero B C R?\ {p}, y la inclusién induce un homomorfismo que lleva la clase trivial en la
clase trivial. Contradiccién. [

Resolucion del ejercicio 4

Cudntas palabras hay. Sobre un tridngulo hay tres aristas y cada una lleva a 0 a1, luego
23 = 8 palabras. Pero muchas dan el mismo espacio: girar el tridngulo permite rotar ciclica-
mente la palabra, y cambiar el nombre a por a~! invierte todos los simbolos. Agrupando:

1 1. -1

a, a‘laa}, {aa""a"", a~ !

{aaa}, {aaa™?', aa” ala,a taa '}, {alala'}.

La primera clase y la cuarta se corresponden por a <> a~!, y lo mismo las dos centrales.
Quedan, pues, dos tipos de homeomorfismo:

w1 = aaa, Wy = aata.
El segundo es el sombrero bobo. De momento hay como maximo dos tipos; los grupos
fundamentales calculados a continuacién demostraran que son distintos.

Los vértices se identifican en uno solo en los dos casos, como se comprueba siguiendo
las aristas, de modo que aqui si vale el atajo: un generador por letra y la palabra como tinica
relacion.

Grupo fundamental del sombrero bobo.

m = (alaata) = (a|a) = {1}.

El sombrero bobo es simplemente conexo.
Grupo fundamental de aaa.
m = {a|a®) = Zs.
[
Observacién (Ninguno de los dos es una superficie). Conviene decirlo porque el enunciado
no lo dice y el alumno tiende a suponerlo. En los dos casos la arista a aparece tres veces
en el perimetro, luego en el cociente hay tres «hojas» pegadas a lo largo de ella. Un punto

interior de esa arista tiene por entorno tres semidiscos pegados por su didmetro, que no es
homeomorfo a un disco.
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El sombrero bobo es el ejemplo estdndar de espacio simplemente conexo, contractible y
sin embargo nada evidente: no es un disco, no es una superficie, y no se puede colapsar con
movimientos elementales.

Y el espacio aaa tiene 711 = Z3, 1o que descarta de paso que sea una superficie: la inica
superficie cerrada con grupo fundamental finito no trivial es el plano proyectivo, con Z,.

Qué buscaba este examen

= Ejercicio 1. Manejar la topologia cociente a mano, sin recetas: describir los abiertos, detectar
la pérdida de la separacién y darse cuenta de que la compacidad si se conserva.

» Ejercicio 2. Ejecutar el procedimiento del poligono de identificaciones y, sobre todo, no dar
por hecho que todos los vértices se identifican. Es el motivo por el que aqui falla el atajo
de tomar una letra por generador.

= Ejercicio 3. Distinguir retracto de retracto de deformacién, y usar la contractibilidad de un
retracto de un contréctil.

» Ejercicio 4. Contar cocientes salvo homeomorfismo usando las simetrias del poligono, y
calcular grupos fundamentales de espacios que no son superficies.

Errores tipicos

= Aplicar el atajo del poligono sin contar los vértices. En el ejercicio 2 produce Z>, que no
corresponde a ninguna superficie cerrada. La comprobacién con la caracteristica lo detecta.

= Decir que IR/ A no es compacto porque IR no lo es. La compacidad no se hereda hacia
atrds, pero si por imdgenes continuas, y aqui el cociente si lo es.

= Confundir retracto con retracto de deformacién en el ejercicio 3: la primera parte es cierta
siempre y la segunda es falsa, y el enunciado estd deliberadamente montado para que se
note.

= Olvidar la simetriaa <> a~
dos.

! en el ejercicio 4 y contestar que hay cuatro tipos en vez de

B.8 Primera convocatoria de 2023-24, parte de topologia

Es el examen mds antiguo del banco reciente, y el tinico en el que la trampa del poligono
aparece dos veces seguidas: primero por una cancelaciéon y después por el recuento de

vértices.
Ficha
Asignatura Geometria y topologia de superficies, parte de topologia
Convocatoria Primera, curso 2023-24
Fecha 10 de junio de 2024
Estructura Cuatro problemas: 3 + 2 + 3 + 2 puntos
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Enunciado

Problema 1 [3 puntos]. Consideramos el poligono de identificaciones dado por la palabra
abe ' ffleca e db1a T,

y sea X el cociente por esas identificaciones. Se pide:
(a) mostrar que X es una superficie compacta sin borde;
(b) calcular el grupo fundamental de X y su abelianizado;
(c) clasificar la superficie.

Problema 2 [2 puntos]. Consideremos un homomorfismo de grupos ¢ : Z/2+Z — Z * Z.
(a) Demostrar que ¢ no puede ser inyectivo ni sobreyectivo.
(b) Usando el apartado anterior, probar que no existen aplicaciones continuas f : S! V P’R —
StvSlyg:Stv Sl — SV P2R tales que alguna de las composiciones f o gy g o f sea
homotopica a la identidad correspondiente. Aqui PR denota al plano proyectivo.

Problema 3 [3 puntos]. Se considera X = [0, 1] con la topologia relativa de la euclidea, y
A C X un abierto. Si A es un intervalo, se pide:
(a) mostrar todos los tipos de homeomorfia que se pueden obtener como un espacio cociente
X/A;
(b) verificar si alguno de esos cocientes no es Hausdorff;
(c) verificar si alguno de esos cocientes no es compacto.

Problema 4 [2 puntos]. Responder a las siguientes cuestiones:

(a) De manera anédloga a como se construyen los modelos de las superficies, dar una relacién
de equivalencia sobre el disco cerrado unidad B? tal que el grupo fundamental del cociente
admita la presentacion (a,b | a*b~2).

(b) Describir una identificacién entre dos discos cerrados que dé lugar a un espacio cociente
cuyo grupo fundamental tenga la presentacién (a, b, ¢ | a?b=2, a*c2).

ANTES DE LAS SOLUCIONES. Si estds simulando el examen, termina tu intento antes de seguir
leyendo.

Resolucién del problema 1

Qué esta pasando. La palabra tiene doce letras y seis simbolos distintos, y lo primero que
hay que ver es que no est4 reducida: contiene el trozo ff !, que es un par cancelable, y al
quitarlo aparece otro, e 'e. Quien se lance a aplicar el atajo «letras = generadores» sobre la
palabra tal como viene obtiene un grupo con seis generadores y una superficie equivocada.

(a) X es una superficie compacta sin borde.

Compacta: X es la imagen continua del poligono, que es cerrado y acotado en R?, luego
compacto; y la imagen continua de un compacto es compacta.

Sin borde, y superficie: hay que ver que todo punto tiene un entorno homeomorfo a un disco,
y se comprueba en los tres tipos de punto.
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» [nterior del poligono: el punto ya tiene un disco entero a su alrededor y la identificacién no
lo toca.

w [nterior de una arista: cada una de las seis letras aparece exactamente dos veces en la palabra,
luego cada arista del cociente proviene de dos lados del poligono. Un entorno se obtiene
pegando dos semidiscos por su didmetro, y eso es un disco. Si alguna letra apareciera una
sola vez, ese lado quedaria libre y ahi habria borde; no ocurre.

» Vértices: hay que agrupar los doce vértices del poligono en clases y ver que los sectores
angulares de cada clase se pegan en cadena cerrada, dando un disco. Se hace numerando
Vo, ..., V11 los vértices, orientando cada lado segiin su exponente e identificando origen
con origen y extremo con extremo. Salen tres clases:

{Vo, Vi, Vo, Vs, V7, Vs, Vo, Vao, Vi1 }, {V3,V5}, {V4}.

En las tres, los sectores se cierran en ciclo y el entorno es un disco.

La clase {V4}, que consta de un solo vértice, es la punta del pico que forman los lados f
y 7!, pegados entre si: al coserlos, ese pico se cierra sobre si mismo y desaparece. Esa es
exactamente la cancelacién que se aprovecha en el apartado siguiente.

(b) El grupo fundamental y su abelianizado.

Primer movimiento: reducir la palabra. Un par xx 1

en posiciones consecutivas se puede
eliminar sin cambiar la superficie, siempre que la palabra no quede reducida a xx~! sola: es
coser un pico consigo mismo y aplanarlo. Aqui se aplica dos veces:

abe ! fflteca lc7ldbld™ — abeleca lcldbld! — abcalcldbld 1
— S~~~

fuera fuera

Queda un octégono con cuatro simbolos.

Segundo movimiento: comprobar los vértices antes de aplicar el atajo. En el octégono, rehaciendo
el recuento, los ocho vértices caen en una sola clase. Solo entonces vale el procedimiento
habitual: se toma U; un disco abierto del centro y U, = X menos un disco cerrado contenido
en Uj; Uj es contréctil, U, se retrae al perimetro, que es una unién puntual de cuatro circun-
ferencias, y la corona U; N U aporta un generador que va a 1 por un lado y a la palabra por
el otro. Por Seifert-van Kampen,

m(X,x0) = {(a,b,c,d | abca ‘¢ tdb~d 1)

Abelianizado. Cada una de las cuatro letras aparece una vez con exponente +1 y otra con
—1, de modo que al permitir la conmutacién la relacion se vuelve trivial y no impone nada:

(7'(1(X, xo))ab = Z4.

(c) Clasificacion.
Por la tabla, Z%" corresponde a M,,, y Z*dan=2:

X = My, el toro doble, orientable, con y =2 —4 = —2

Otra via (por la caracteristica, que es el control). Sin calcular ningtin grupo. Sobre el dodeca-
gono original, k = 6 y v = 3, luego

x=1-k+v=1-6+3=-2
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sobre el octégono reducido, k =4y v = 1,luego x =1 —-4+1 = —2. Las dos coinciden,
como tenian que hacerlo, porque cancelar un par no cambia la superficie. Y como cada letra
aparece con los dos exponentes, la superficie es orientable; de y =2 —2n = —2salen = 2.

Mismo resultado en tres lineas.

Resolucién del problema 2

(a) ¢ no es inyectivo. El grupo Z /2 x Z tiene un elemento de orden dos: el generador ¢
del factor Z /2, que cumple t # 1y t*> = 1. El grupo Z x Z es libre con dos generadores y
los grupos libres no tienen torsién: si w # 1 es una palabra reducida, se la puede tomar
ciclicamente reducida conjugando, y entonces w" ya estd reducida y tiene longitud n veces la
de w, luego w" # 1 para todon > 1.

Ahora bien, ¢(t)? = ¢(t*) = ¢(1) = 1, de modo que ¢(t) tiene orden 1 0 2 en un grupo
sin torsién: forzosamente ¢(t) = 1. Como t # 1, el nuicleo no es trivial y ¢ no es inyectivo.
[

@ no es sobreyectivo. Aqui el instrumento es la abelianizacién, porque convierte este pro-
blema en un cédlculo de grupos abelianos sobre Z. No hace falta resolver el problema de
isomorfismo de grupos presentados.

Si ¢ fuera sobreyectivo, también lo serfa el homomorfismo inducido entre los abelianizados.
Y el abelianizado de un producto libre es la suma directa de los abelianizados, luego

(2/2%Z),=2Z,x2, (Z+Z), =27

Un homomorfismo ¢ : Z, x Z — Z? mata la torsion, porque Z? no la tiene: (Z, x {0}) =
{0}. Por tanto la imagen de 1 estd generada por la imagen del tnico generador que queda, el
del factor Z, y es un subgrupo ciclico de Z2. Pero Z no es ciclico: hacen falta dos generadores.
Luego ¢ no es sobreyectivo, y ¢ tampoco. W

(b) No hay equivalencia de homotopia ni por un lado ni por el otro.

Los dos grupos fundamentales. Una unién puntual de espacios conexos por caminos con
puntos base razonables tiene por grupo fundamental el producto libre de los grupos funda-
mentales. Con 711 (S!) = Z y m1(P’R) = Zy:

m(S'VPR) 2 ZxZ,,  m(S'VSY) XZxZ.

Asi que f, es exactamente un homomorfismo del tipo ¢ del apartado anterior.

El puente entre homotopia y dlgebra. Si dos aplicaciones son homotépicas, los homomorfismos
que inducen se diferencian en el isomorfismo de cambio de punto base a lo largo del camino
que describe el punto base durante la homotopia. En particular, si una composicién es
homotépica a la identidad, el homomorfismo que induce es un isomorfismo, porque
conjugar es un automorfismo.

Los dos casos. Supéngase que existieran f y g como en el enunciado.

» Sifog~idgg, entonces f, o g, es un automorfismo de Z * Z; en particular es sobreyec-

tivo, y por tanto f. es sobreyectivo. Imposible por (a).

» Sigof =~ idgi, pR, entonces g, o f, es un automorfismo de Z * Z,; en particular es

inyectivo, y por tanto f, es inyectivo. Imposible también por (a).

Los dos casos son contradictorios, luego no existen tales f y g. n
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Observacién (Lo que se ha demostrado de verdad). Se ha demostrado algo maés fuerte que
«no son homeomorfos»: S V PR y S! V S! no son homotépicamente equivalentes, y ni
siquiera hay una aplicacién en un sentido que tenga inversa por un lado salvo homotopia. Y
el motivo cabe en dos hechos: la torsién impide la inyectividad, y el rango del abelianizado
impide la sobreyectividad en ese mismo sentido.

Resolucién del problema 3

Qué esta pasando. Los tres apartados salen de una sola observacién: como A es abierto,
el punto * = 7m(A) del cociente es un punto abierto, y el resto del cociente es X \ A con su
topologia de siempre. Todo lo demaés es contar casos.

La estructura del cociente. Sea 77 : X — X/ A la proyecciény * = 7(A).

» {x} es abierto, porque 7! ({*}) = Aloes.

» Sobre X \ A, la aplicacion 7t es inyectiva y respeta abiertos en los dos sentidos, de modo
que X/ A\ {*} eshomeomorfoa X \ A.

= Los tinicos puntos que * «ensucia» son los de A \ A, es decir, los extremos de A que no
pertenecen a A: todo entorno de uno de ellos contiene a *.

Por tanto el tipo de homeomorfia queda determinado por dos datos: el aspecto del cerrado

F = X'\ Ay cuédntos de sus puntos son extremos de A.

(a) Todos los tipos. Incluyendo el intervalo vacio, los abiertos de [0, 1] que son intervalos son
@,los (a, ) con0 < a < B <1,los [0,B),los («,1] y el propio [0, 1]. Recorriéndolos:

A tipode X/ A

%) un intervalo cerrado

[0,1] un punto

[0,8)0(a,1],con0 < B <1y0<a <1 intervaloconun punto genérico en un extremo
[0,1) 0 (0,1] espacio de Sierpinski (dos puntos)

(a,B)con0 <a < p<1 dos intervalos cosidos por un punto genérico
(0,)o(a,1)con0 < Bp<1,0<a <1 unpuntoy unintervalo cosidos por

(0,1) tres puntos, con * abierto y denso

Son siete tipos, contando A = @ (seis si la palabra «intervalo» se reserva para los no
vacios). Los tres tipos finitos tienen uno, dos y tres puntos. Entre los cuatro infinitos, el
intervalo cerrado es Hausdorff y los otros tres no. En cada uno de esos tres, * es el tinico
punto cuyo conjunto unitario es abierto; al quitarlo quedan, respectivamente, un intervalo
cerrado, dos intervalos cerrados o un intervalo cerrado y un punto aislado. Esto los distingue
dos a dos. En la tabla, «punto genérico» solo describe la adherencia en el extremo pegado: *
no es denso en todo el cociente salvo en el caso finito indicado.

(b) Cudles no son Hausdorff. Todos menos dos, y la razén es general:
X/ A es Hausdorff <= A es cerrado.

En efecto, si X/ A es Hausdorff sus puntos son cerrados, luego {*} loesy A = 7w 1({x})
también; y al revés, si A es cerrado en el compacto Hausdorff [0, 1], el cociente es compacto
Hausdorff. Ahora bien, A es abierto por hipétesis, y en un espacio conexo como [0, 1] los
tnicos subconjuntos a la vez abiertos y cerrados son @ y el total. Luego

solo A =@y A = |0,1] dan cocientes Hausdorff ‘
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En todos los demas, el punto * y cualquier extremo de A que no esté en A no se pueden
separar: {} es un entorno de %, pero todo entorno de ese extremo contiene a .

(c) Cudles no son compactos. Ninguno. La proyeccion 77 : X — X/ A es continua y sobreyec-
tiva, y la imagen continua de un compacto es compacta; como [0, 1] es compacto, X/ A lo es
siempre, sea cual sea A. [ |

Observacion (La moraleja del problema). Es un problema de una sola idea, y conviene
queddrsela: al pasar al cociente, la imagen de un compacto sigue siendo compacta, pero el
cociente puede perder la separacién. La compacidad es una propiedad de imagenes y viaja
hacia delante; ser Hausdorff es una propiedad de separacién y se rompe en cuanto se pega
algo que no estaba cerrado.

Y la comprobacién rapida, que sirve en cualquier ejercicio de este tipo: si A es abierto, no
vacio y propio en el espacio conexo [0, 1], no puede ser cerrado: por eso este cociente no es
Hausdorff. La conclusiéon no se traslada a un abierto que sea también cerrado en un espacio
desconectado.

Resolucién del problema 4

Qué esta pasando. El problema es el procedimiento del poligono leido al revés: en lugar
de dar una palabra y pedir el grupo, da el grupo y pide la palabra. Como el atajo dice que
los generadores son las letras y las relaciones son las palabras del borde, basta escribir cada
relacién como palabra y repartirla en discos.
2b72

(a) Un solo disco. La relacién a es, leida como palabra,

aab 'p71,

de cuatro letras. Se toma B? = {z € C : |z| < 1} y se marcan en su borde los cuatro puntos 1,

i, =1, —i, que lo parten en cuatro arcos. La relacién de equivalencia es la que identifica

= elarcodelaiconelarcodeia —1, respetando el sentido de recorrido (los dos son a);

= el arco de —1 a —i con el arco de —i a 1, también respetando el sentido (los dos son b,
recorridos al revés del sentido del borde);

y deja fijo todo lo demaés. Los cuatro puntos marcados caen entonces en una sola clase, que

es lo que legitima el atajo, y por Seifert-van Kampen

m(B*/ ~) = (a,b | a’b?)

Conviene reconocer qué ha salido. La palabra aab~'b~! tiene k = 2 y v = 1, luego
X =1—-2+4+1 = 0;ylaletra a aparece dos veces con el mismo exponente, luego no es
orientable. De x = 2 —n = 0 sale n = 2: es N,, la botella de Klein. Su abelianizado es 72
modulo el vector (2, —2), es decir Z x Z;, como tenia que ser.

(b) Dos discos. Ahora hacen falta dos relaciones, y cada disco aporta una: pegar un disco a lo
largo de un lazo w afiade la relacién w y nada mds. Se toman

= Dy, con el borde partido en cuatro arcos y la palabra aa b—1p~ 1L

= D, con el borde partido en seis arcos y la palabraaaaa c1lc 1,

y se identifican entre si todos los arcos que llevan la misma letra — los seis arcos a de los dos
discos, los dos arcos b y los dos arcos c — respetando el sentido, y todos los puntos marcados

en uno solo.
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Exdmenes resueltos

Lo que queda es un espacio X cuyo esqueleto de dimensién uno es la unién puntual de tres
circunferencias, a V b V ¢, con dos discos pegados a lo largo de a*b~2 y de a*c 2. Aplicando
Seifert-van Kampen una vez por cada disco,

m(X) = (a,b,c | a*h™2, a*c™?)

Observacién (X no es una superficie, y no tenia que serlo). Merece la pena notarlo porque
el enunciado no lo pide y uno tiende a suponerlo. La arista a aparece seis veces entre las
dos palabras, de modo que en el cociente hay seis «hojas» pegadas a lo largo de ella. Un
punto interior de esa arista no tiene ningtin entorno homeomorfo a un disco, y X no es una
superficie. El enunciado habla de un espacio cociente, no de una superficie. Cada una de las
dos caras realiza aqui una relacién. Una superficie cerrada también puede describirse con
varias caras y relaciones; la clasificacion permite elegir una presentaciéon usual con un solo
poligono.

Qué buscaba este examen

= Problema 1. Que el procedimiento del poligono no es automaético: hay que contar los
vértices antes de tomar las letras como generadores. Reducir la palabra primero simplifica
aqui ese recuento.

= Problema 2. Que el grupo fundamental sirve para demostrar que no hay aplicaciones con
las composiciones exigidas, y que la herramienta fina no es el grupo sino dos propiedades
suyas muy groseras: tener o no torsion, y cudntos generadores necesita el abelianizado.

= Problema 3. Distinguir qué propiedades sobreviven a un cociente. La respuesta corta es: la
compacidad si, la separacién no.

= Problema 4. Leer al revés el mecanismo del poligono, y darse cuenta de que una segunda
relaciéon exige un segundo disco.

Errores tipicos

» Aplicar el atajo al dodecdgono sin reducir. Sale (a,b,c,d, e, f | w), con abelianizado Z°
y respuesta M3, es decir, un toro triple con x = —4. La superficie es M, y x = —2. El
recuento y =1 —k+v=1—-6+3 = —2lo detecta en una linea.

= Suponer v = 1 sin comprobarlo. En este poligono hay tres clases de vértices, no una, y
una de ellas consta de un solo punto.

= Intentar comparar Z * Z; con Z * Z manipulando presentaciones. No hace falta manipu-
larlas aqui: la torsion y el rango del abelianizado deciden las dos obstrucciones.

= Decir que X/ A no es compacto porque A es abierto. La compacidad viaja por imdgenes
continuas y el cociente lo es siempre.

= Contestar que X /A es Hausdorff porque [0, 1] lo es. Ser Hausdorff no se hereda al cociente;
hace falta que lo colapsado sea cerrado.

= En el problema 4, dar una palabra cuyos vértices no se identifiquen todos. Entonces la
presentacion que sale no es la pedida, porque el rango del grupo libre bajaa k — v + 1.
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APENDICE C

Catdlogo de superficies

Este apéndice retine los coeficientes métricos y las curvaturas de un pufiado corto de
superficies — cilindro, esfera, cono, hiperboloide de revolucién, toro de revolucién, catenoide,
plano, paraboloide, elipsoide y el tubo alrededor de una curva plana — que son las que
reaparecen una y otra vez en los problemas de la parte de geometria. Esta en la lista del
apéndice Afiadidos y omisiones.

Observacién (Para qué sirve este apéndice). Una vez entendido cémo se obtienen, no hace
falta volver a calcular los coeficientes métricos de estas superficies en cada problema. Aqui
estan calculados una vez, con el detalle que hace falta para usarlos: la parametrizacion, los
coeficientes métricos, el campo normal que induce — que no siempre es el que uno espera —,
la curvatura de Gauss, la curvatura geodésica de los paralelos y cuédles son las geodésicas.

Los signos de las curvaturas geodésicas requieren fijar tanto el normal como el sentido de
recorrido; se explicitan a continuacion.

C.1 CoOmo se usa la tabla

Para todas las superficies de revolucién de este apéndice se cumplen tres hechos que
conviene tener presentes antes de mirar ningtin niimero. Salvo en la parametrizacién del
cilindro, u; recorre el perfil y u; es el dngulo de giro. Las férmulas con signo para un paralelo
usan up creciente y el normal inducido N = (x,,; X xy,) /|y, X Xy,|. Al invertir uno solo de
esos dos sentidos, cambia el signo de K. Los radios y semiejes son positivos.

1. g12 = 0: meridianos y paralelos se cortan ortogonalmente. En consecuencia, un rectangulo
contenido en una carta inyectiva y sin polos tiene cuatro d&ngulos rectos y ) ¢; = 27, sin
calcular nada.

2. Los meridianos son geodésicas: cada uno estd contenido en un plano que corta a la
superficie perpendicularmente. Su aceleracién normal es paralela al normal de la superficie;
si el meridiano es recto, esa aceleracion es cero. En ambos casos K, = 0.

3. Los paralelos casi nunca lo son. Su curvatura geodésica se obtiene de la férmula de
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Liouville con 11; = 0, que se reduce a

K — 1 agn 1 7{ K. ds — 7T 0922/ 0Uy
g = ’ g ds = ’
2\/? duy v/ 822 paralelo \/§

usando que se da una vuelta completa y que g;; no depende de 1, de modo que la longitud
es 271,/g22. Esa es la inica férmula que hay que recordar.

C.2 Plano

K=0.

En coordenadas cartesianas, g;; = ¢;;. La curvatura geodésica coincide, salvo signo, con la

curvatura de la curva como curva plana. Dos consecuencias que se usan constantemente:

» Un segmento recto no aporta nada: K; = 0.

= Un arco de circunferencia aporta el dngulo que subtiende, con signo y sin que intervenga
elradio: [ Kgds = +A6, porque Ky = 1/p y la longitud es p Af.

C.3 C(Cilindro circular

x(u,v) = (rcosu, rsenu, v), ue(0,2m), veR.

g1 =12, 12 =0, gn =1, Veg§=r, K=0.

El campo normal inducido es N = (cos u, sen u,0), el exterior.

Geodésicas: las generatrices, los paralelos y las hélices circulares, y ninguna otra. Son las
imagenes de las rectas del plano de parametros.

Curvatura geodésica integral de una curva cerrada simple y suave, recorrida positiva-
mente y que bordee un disco en el cilindro: § K¢ ds = 27r. Un paralelo no bordea tal disco y
su integral es cero.

Observacién (El cilindro es plano y eso lo resuelve todo). Con r = 1 1a matriz de la PEF. es
la identidad, y en general basta el cambio # = ru para conseguirlo. La aplicacién (i, v) +— x
es entonces una isometria local: conserva longitudes, dngulos, curvaturas geodésicas y
geodésicas.

Por eso todos los problemas del cilindro se resuelven desenrollandolo: se dibuja la region
en el plano (i, v) y se hace geometria elemental. Es el atajo mds rentable de la asignatura, y
sirve igual para el cono.
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C.4. Esfera

C4 Esfera
x(u,v) = (acosucosv, acosusenv, asenu), uec (=%,%), ve(0,2m).
1
11 = a2, 812 =0, g2 = a? cos? u, V8= a? cos u, K= o
Aviso de signo. El campo normal que induce esta parametrizaciéon es N = —x(u,v)/a,

es decir, el interior. Es contraintuitivo y decide todos los signos; conviene calcular X; x Xp
siempre y no fiarse.
Geodésicas: los circulos méximos, y solo ellos. En particular, el tnico paralelo geodésico
es el ecuador.
Paralelo de latitud uo: con el normal interior y v creciente,
tg ug

K, = a' longitud = 27ta cos uy, ‘ng ds’ = 271|sen up|,

que no depende del radio, por la invariancia de la curvatura geodésica integral bajo semejan-
zas.
Areas que conviene tener memorizadas:

A(esfera) = 47ta?, A(casquete norte desde latitud ug) = 27ta?(1 — sen uy),

A(huso de angulo 0) = 204, //2 KdA = 4r.
S

C.5 Cono

x(u,v) = (ucosv, usenv, u), u>0,ve(0,2m),

2

que es el cono ¥ +y? = z2 con z > 0.

811 =2, 812 =0, g0 = u?, V8 = V2u, K=0.

Geodsésicas: las generatrices y las curvas que se convierten localmente en rectas al desa-
rrollar el cono. El cono es desarrollable: se despliega sobre un sector plano de dngulo w2,
mediante p = v2u y 0 = v/1/2, con lo que la métrica queda dp? + p?d6?.

Paralelo u = c:

1
K, = —, longitud = 27c, j{K ds = V2.
¢ V2c & g
Observacién (Un dato que conviene tener memorizado). La curvatura geodésica integral de
un paralelo del cono no depende del paralelo: vale 77/2 para todos.

Es consecuencia de que el cono es invariante por las homotecias de centro el vértice y de
que § K, ds es invariante por semejanzas, y por eso se puede dar sin calcular nada.
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C.6 Toro de revolucion

x(u,v) = ((b+acosu)cosv, (b+acosu)senv, aseniu), b>a>0.
Q1 = a2, g2 =0, g»= (b+acosu)2, vV§=a(b+acosu), K= a(b—ckoascbgsu)'

El truco del toro, que hay que tener memorizado:

K\/g =cosu = // KdA:// cosu du dv.
R R

La curvatura integral de cualquier regién coordenada del toro se calcula de cabeza.
Signo de K: positivo en la mitad exterior u € (—m/2,7/2), negativo en la interior, nulo
en las dos circunferencias u = £7/2.
Paralelo u = c:
—senc

K, =_ >"
8§ b4acosc’

longitud = 271(b+ acosc), ng ds = —2rsenc.

Curvaturas integrales: el toro entero, 0; la mitad exterior, 477; la mitad interior, —47m. Y
x(T)=0.

C.7 Hiperboloide de una hoja

x(u,v) = (V1+u?cosv, V1+u?senv, u),

que es el hiperboloide x* + y? — z2 = 1.

1+ 2u? 2
= ’ =0, =1 ’
811 112 812 o)) +u
1
=1+ 2u?, K=-

(14 2u?)%
Todos sus puntos son hiperbélicos. Es una superficie reglada, y de hecho doblemente
reglada: por cada punto pasan dos rectas contenidas en ella, que son geodésicas.

Paralelo u = c:
?{ K ds =
1+ 2c2

El paralelo u = 0, la garganta, es una geodésica.
Curvatura integral total:

47ta
KdA = hm = -2V2m.
/ u—)oo Vv1+ 2[12)
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C.8. Hiperboloide de dos hojas, una hoja

C.8 Hiperboloide de dos hojas, una hoja

x(u,v) = (senhucosv, senhusenv, coshu), u>0,

la hoja de z2 — x2 — y* = 1 con z > 0. La parametrizacion es regular para u > 0;en u = 0 el
paralelo colapsa al polo. La superficie sigue siendo regular alli, pero necesita otra carta.

g11 = cosh2u, g12 =0, g2 = senh? u
1
—
cosh” 2u
Todos sus puntos son elipticos: es un cuenco convexo. La region 0 < u < a es un casquete,
no una corona: su tnica frontera es el paralelou =ay x = 1.

Paralelo u = a: 5 h
f Kqds = 7t cosha
cosh 2a

\/§ = senhuv cosh2u, K=

Curvatura integral total:

/ KdA=21m— V21 =n(2—2) ~184.
M

C.9 Catenoide

x(u,v) = (coshucosv, coshusenwv, u),

giro de la catenaria x = cosh z alrededor de OZ.

1

g11 = g0 = cosh® u, g1 =0, V8= cosh? u, K=—-—1
cosh™ u

Obsérvese que g11 = g2: el catenoide admite coordenadas isotermas, es decir, conformes.
Es ademads una superficie minima, con H = 0.
Paralelo u = c:

senh ¢

K,= ———
8 cosh? ¢’

longitud = 27t coshe, %Kg ds = 2t tghe.

Curvaturas integrales:

// KdA = —4mtghl~ —9,57, / KdA = —4n
-1<z<1 M
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C.10 Paraboloide de revolucion

x(u,v) = (ucosv, usenwv, uz),

que es el paraboloide z = x* + y?, con u > 0y v angular. El vértice se afiade tomando u = 0,
donde estas coordenadas polares degeneran; una carta regular alli es (x,y) — (x,y, x> + y?).

4
gll :1+4M2, 812:0’ g22:u2’ \/g:u\/l—’—Tuz, K: m

Todos sus puntos son elipticos. La regiéon 0 < u < c es un casquete con x = 1.
Paralelo u = ¢ > 0:

7{K gs = 2%
g V1+4c2

Curvatura integral de la regién entre z = 0y z = ¢?:

//RKdA - 2n(1 - \/ﬁ)

que para ¢ = 1 vale 27t(1 — 1/+/5).

C.11 Tubo alrededor de una curva plana

x(s,u) = a(s) +r(cosun(s) +senub(s)),

con & una c.r.p.n. plana de curvatura k(s) > 0 (para usar su triedro de Frenet) y r > 0 tal
que 1 — rk(s) cosu > 0. Esta condicién asegura regularidad local. Para hablar de un tubo sin
autointersecciones se exige, ademds, que la parametrizacién no solape puntos distintos, salvo
la periodicidad angular.

<11 = (1 —rkcos u)z, Q12 =0, Qo = 2,

—kcosu
=r(1—rkcosu N = —(cosun+senub K= —— — .
V8 =r( ), ( ) r(1 —rkcosu)
Las circunferencias transversales s = cte. son geodésicas: su normal principal apunta al
centro, que es la direccién de N.
Curvatura geodésica de las curvas u = cte., con s creciente:
—ksenu 51
K, /Kg dSarco = — senu/ k(s) ds.

1 —rkcosu’ s

Curvatura integral del rectingulo de coordenadas:

// KdA = —(senuj —senuy) / 1 k(s)ds,
R

50
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C.12. Elipsoide

C.12 Elipsoide

No hace falta parametrizarlo. Todo lo que se necesita de él se obtiene de dos hechos:
= es compacto, conexo, orientable y homeomorfo a una esfera, luego f f v KdA =2mx = 47;
= es estrictamente convexo: su aplicacién de Gauss es inyectiva y K > 0. Por la férmula de
cambio de variables, el drea de la imagen esférica de una regién coincide con su curvatura
integral.
Por las simetrias respecto a los planos de los ejes principales, cada uno de los ocho octantes
tiene curvatura integral 71/2, y ese es el drea de su imagen esférica. No intervienen los
semiejes.

C.13 Resumen en una tabla

En la fila del plano se toma una circunferencia recorrida positivamente. Los demds signos
siguen las orientaciones fijadas en cada apartado.

Superficie K ¢ K¢ ds de un paralelo Curvatura integral
Plano 0 27 0
Cilindro de radio r 0 0 (son geodésicas) 0
Cono x? + y? = 22 0 7V/2, siempre 0
Esfera de radio a 1/a% —27Tsen iy 4
cos U
Toro _ —27msenc 0
a(b+acosu)
-1 27c
Hiperboloide de una hoja —— —_— —2v/21
p ) (1+ 12u2)2 W V2
7t cosha
Hiperboloide de dos hojas, una hoja _— _— (2 -2
P ) ) cosh? 2u v/ cosh 2a ( )
Catenoide —sechu 2tghc —4mr
4 21
Paraboloide z = x? + /2 —_— e — 27T
g (1 + 4u2)? Nepwrs
Elipsoide >0 — 4r

Observacién (Como leer la tltima columna). Las curvaturas integrales de las superficies no
compactas — cilindro, cono, hiperboloides, catenoide, paraboloide — son limites de regiones
acotadas, y por tanto no las da el corolario para superficies compactas: hay que calcularlas
acotando y pasando al limite, como se hace en el capitulo 1.

Las de la esfera, el toro y el elipsoide si las da el corolario, porque son compactas, y valen
27x: 47, 0y 471 respectivamente.
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APENDICE D

Como usar este libro

Observacion (Por qué esto va al final). Este apéndice explica la organizacion, el c6digo visual
y la notacién. Puede leerse al empezar y consultarse después cuando haga falta.

El libro desarrolla los puntos donde cuesta seguir el razonamiento. Combina preguntas,
imagenes geométricas y enunciados formales para que se pueda pasar de una representacion
a otra. Un dibujo ayuda cuando aclara las hipétesis, la construccion o la cuenta; la justificacion
la da el argumento matematico.

Una asignatura que son dos.

Conviene saberlo desde la primera pagina. Geometria y topologia de superficies tiene dos
mitades que no comparten ni los métodos ni el vocabulario, y que se examinan por separado,
con enunciados distintos el mismo dia.
= La parte de geometria gira entera alrededor de un solo teorema, el de Gauss-Bonnet, y es

la continuacién directa de Geometria local. Las herramientas son la curvatura geodésica, la

curvatura de Gauss y el elemento de 4rea, y todas vienen de alli.

= La parte de topologia es topologia algebraica elemental: espacios cociente, homotopfa,
grupo fundamental, el teorema de Seifert-van Kampen y la clasificaciéon de las superficies
compactas. Aqui no se deriva nada.

Las dos mitades se tocan en un solo punto, pero es un punto grande: la caracteristica de
Euler-Poincaré. La parte de topologia la construye y la usa para clasificar; la parte de geometria
la encuentra al final de una cuenta con integrales y descubre, con asombro, que una integral
de curvaturas solo sabe de topologia. Ese asombro es la asignatura entera.

Organizacién y afiadidos.

Los ocho capitulos son los del material oficial del profesor, con sus nombres y en su orden:
la leccién El Teorema de Gauss-Bonnet, con sus cinco secciones; su Material complementario sobre
curvas en una superficie, con cuatro; y los seis temas de la parte de topologia, con sus veintiuna
secciones. Las secciones de cada capitulo son sus apartados, también con sus nombres. Lo
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que esta por debajo de eso (las subsecciones y sus titulos) es un corte nuestro dentro de
su material. Los titulos dicen de qué trata cada seccién y nada mds: lo que no esta en sus
apuntes se registra en el apéndice Afiadidos y omisiones, que es donde se consulta de una vez.
El catdlogo de superficies es el afiadido mds grande.

Lo que se da por sabido.

La asignatura presupone Geometria local: el material de origen incluye sus cuatro leccio-
nes como prerrequisito. De los cuatro ingredientes del teorema de Gauss-Bonnet, tres se
construyen alli: la curvatura geodésica, la curvatura de Gauss y el elemento de &rea. Solo la
caracteristica de Euler es material nuevo.

Cuando este libro use una pieza de aquel, lo dird, recordara en dos lineas qué era y citara
la secciéon de nuestro libro de Geometria local donde esta demostrada (con la numeracién
del PDF publicado: 3.1 primera forma fundamental y ecuaciones de Gauss, 3.2 medidas, 3.3
curvatura geodésica, 3.4 derivada covariante, 3.5 geodésicas, 4.2 aplicacion de Gauss, 4.4
segunda forma fundamental y teorema egregio, 4.5 lineas de curvatura y lineas asintéticas; y,
para lo bésico, 2.1 definicién de superficie y el capitulo 1, de curvas), para que no haga falta
ir a buscarla. Pero no la volverd a demostrar.

Para qué leer las demostraciones.

Los exdmenes recopilados se centran en enunciar y aplicar resultados y en resolver proble-
mas justificados. Conviene distinguir reproducir una demostracion larga de demostrar lo que
se afirma al resolver un problema: esto tltimo si se exige. El historial orienta la preparacion; las
instrucciones de cada convocatoria determinan lo que se pide en ella.

Las demostraciones estdn aqui para entender por qué las cosas son verdad, no para reprodu-
cirlas de memoria. Al estudiar el levantamiento de un lazo o el teorema del indice de rotacién,
interesa reconocer qué problema resuelve cada paso. Lo que si se pide, todo el tiempo, es
decidir qué teorema se aplica, ver qué hipétesis falla en un caso raro y adivinar el resultado
antes de calcularlo; y seguir una demostracién ayuda a entender por qué funcionan esas
decisiones.

La intuicién orienta la lectura y las hip6tesis permiten comprobarla. Cada demostraciéon
larga va precedida de la idea que la predice, sus pasos llevan nombre y uno de ellos esta
sefialado como el nicleo, y al final se dice qué papel jugé cada hipétesis. Detrds de las
largas, un parrafo Lo que hay que llevarse la resume en tres o cuatro lineas: lo justo para poder
reconstruirla. Si el tiempo aprieta, lo que hay que leer es la idea y los nombres de los pasos:
con eso se sabe de qué va la prueba. Los detalles permiten comprobar el argumento paso a
paso y volver al punto exacto que no se entienda.

El cédigo visual.

Estos son los principales tipos de bloque y su funcién. Merece la pena aprendérselos aqui

y no volver a pensar en ellos.

= Filete azul. Una demostracién. Va entera y comentada, y con un compromiso explicito:
ningtn paso se despacha diciendo que es inmediato. Si de verdad cabe en una linea, esa
linea esté escrita, que ocupa lo mismo y ahorra tener que pararse; y si un paso se parece a
otro anterior, se dice qué cambia de uno al otro en lugar de remitir a la analogia. En las
largas, cada paso lleva un nombre que dice qué hace, y uno de ellos estd marcado como el
niicleo: es donde estd el peso, y todo lo demds es andamiaje para llegar hasta él.
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= Filete ocre, «La idea». La imagen mental de lo que viene o de lo que acaba de pasar. Si solo
hay tiempo para leer una cosa de una seccién, es esta.

= Filete verde, «Antes de leer» y «Repaso intercalado». El andamiaje de estudio. Se contestan
con el libro cerrado.

= Filete gris fino, «De dénde viene» y «Conexién». Historia del concepto y enlaces con otras
asignaturas. Se pueden saltar sin perder el hilo, pero pueden ayudar a relacionarlas con lo
que ya se sabe.

= Filete azul pizarra, «Didlogo». Preguntas del lector y sus respuestas. Este bloque crece con
el uso: ahi es donde el libro deja de ser de otro.

Intercalados en el texto hay ademds avisos breves en cursiva verde que empiezan por
EXPLICATE. No son retéricos. Son el punto exacto donde conviene parar, cerrar el libro y
decir en voz alta la respuesta antes de seguir leyendo.

Hay ademads unos rétulos en negrita, dentro del texto, que se repiten en todo el libro y
marcan los peldafios de cada seccién. Sirven para saber en qué punto de la subida se esta.
= Un caso a mano. El ejemplo mds sencillo, resuelto entero, antes del resultado general: el

disco en polares antes de la integral sobre una region, el toro antes de la superficie de

género n.
= Cémo se lee. Una férmula o una definicién larga, leida en palabras, término a término.
= Lo que hay que llevarse. Detras de una demostracion, lo que basta recordar para rehacerla.
= Qué se ha ganado. Al cerrar una seccién, qué pregunta del principio ha quedado contestada

y cudl queda abierta para la siguiente.
= Dénde se falla y Qué hemos aprendido. Detrds de un ejercicio o de un caso, el error mas

probable y la idea que sirve para otros problemas.

Los ejercicios, y por qué aqui se resuelven dos veces.

Van dentro del tema, en el punto donde ya se tiene lo justo para intentarlos, y cada uno
trae el enunciado, la resolucién detallada y, cuando el problema admite méas de un camino, las
otras vias. Los que no arrancan sin ayuda llevan antes unas pistas escaladas de menor a mayor.
Muchos llevan también, delante de la resolucion, La idea: qué se va a hacer y por qué por ese
camino; y detrds, Ddnde se falla o Qué hemos aprendido. La resolucion esta a continuacion del
enunciado a propésito: tapar media pdgina con la mano es mas facil que buscar la solucién al
final del libro, y asi el intento sigue siendo obligatorio.

Varios exdimenes de geometria prohiben resolver mediante el calculo explicito de Kg; otros
no incluyen esa restriccién o la limitan a un apartado. Por eso se practica la deduccién a partir
de Gauss—Bonnet, la orientacién y la caracteristica de Euler. Cuando el enunciado prohibe el
calculo directo, este queda como comprobacion; en los demds casos puede servir también
como solucién. Siempre sigue siendo un método matematicamente vélido.

Cuando se ofrecen dos vias, conviene comparar qué dato usa cada una y por qué llegan al
mismo resultado. No hace falta repetir una cuenta que ya se domina; si reconocer cudndo el
teorema evita una cuenta innecesaria.

No estan todos los ejercicios de las relaciones. Estan los que ensefian algo que ningtin otro
ensefia. Cuando un ejercicio procede de una convocatoria concreta, se indica cudl justo debajo
del enunciado.

Las conexiones.

Las cajas grises marcadas CONEXION relacionan el contenido con herramientas que ya se
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conocen. Se pueden consultar cuando esa relacién ayude a entender el paso actual.

» Hacia atras, con lo ya estudiado. Aqui la deuda es enorme y muy concreta: el teorema
de Green de Diferenciacion de funciones de varias variables es el corazén de la demostracion
central; el teorema de la funcién inversa interviene, junto con la construccién de familias
ortogonales, en la eleccién local de coordenadas con 1o = 0; la existencia y unicidad para
sistemas lineales de Ecuaciones diferenciales es lo que garantiza el transporte paralelo; la
compacidad y la conexién de Topologia sostienen la palabra «regién»; y la presentacion de
grupos por generadores y relaciones, de Algebra, es todo el aparato de la segunda mitad.

» Hacia dentro, entre las dos mitades. Es la conexién que la asignatura no subraya y que mas
ilumina: la caracteristica de Euler-Poincaré se define dos veces, con dos letras distintas, en
las dos partes, y es el mismo ntimero.

» Hacia atrds otra vez, con Geometria local, que aqui no es una asignhatura vecina sino el
prerrequisito declarado.

El ritmo.

El ritmo lo pone el lector. Conviene intentar ejercicios sin consultar la solucién y usarla
después para comprobar y corregir. Si hace falta, se empieza por un ejemplo resuelto y se
intenta luego uno parecido. Conviene volver a algunas preguntas pasados unos dias, no solo
al terminar la seccién. El apéndice Afiadidos y omisiones dice qué se puede saltar si el tiempo
aprieta.

Por qué los repasos mezclan temas.

Los repasos combinan material nuevo con preguntas anteriores. Asi se practica elegir la
herramienta, ademas de ejecutarla. Esto tiene apoyo experimental: en un ensayo con 787 alum-
nos de séptimo curso de ensefianza escolar, distribuidos en 54 clases, la practica intercalada
durante cuatro meses produjo una media del 61 % frente al 38 % de la préctica agrupada en
una prueba un mes después.! Es evidencia en matematicas escolares, no una estimacién de
cuanto subira la nota en esta asignatura. Aqui se usa como criterio para alternar problemas
ya comprendidos, sin sustituir la explicacién inicial ni la correccién de los intentos.

La notacion.

La notacién es la del profesor, deliberadamente, hasta en las abreviaturas: una s.r. es una
superficie regular, una p.l. es una parametrizacién local y una c.r.p.n. es una curva regular
parametrizada naturalmente. La parte de geometria hereda entera la notacion de Geometria
local, porque es el mismo texto.

El problema es que las dos mitades de la asignatura vienen de tradiciones distintas y usan
las mismas letras para cosas distintas. Merece la pena tener localizadas las colisiones antes de
tropezar con ellas.
= S es la normal intrinseca de una curva en la parte de geometria, y una superficie en la de

topologia.
= T es un tridngulo o una triangulaciéon en geometria; en topologia es una topologia, y

ademads el nimero de tridngulos de una triangulacion.
= A son las aristas en geometria y un subconjunto cualquiera en topologia.

IRohrer, Dedrick, Hartwig y Cheung (2020), A randomized controlled trial of interleaved mathematics practice,
Journal of Educational Psychology, 112, 40-52. DOI: 10.1037 /edu0000367.
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= X esla caracteristica de Euler-Poincaré en los apuntes de geometria y un espacio topoldgico
en los de topologia.

Las tres primeras se resuelven solas por contexto y el libro no las toca. La cuarta no, porque
las dos mitades usan la letra a la vez y en la misma pagina. Aqui se toma la convencién
comun: la caracteristica de Euler-Poincaré se escribe siempre x, que es como la escriben los
apuntes de topologia, también en la parte de geometria, donde el profesor escribe X. Es el
mismo nimero y la misma suma. Conviene saberlo porque en los enunciados de la parte de
geometria aparecerd con la otra letra.

Hay ademds una diferencia de orden, no de contenido, que despista al compararlos: los
apuntes de geometria la definen como caras mds vértices menos aristas y los de topologia como
vértices menos aristas mds tridngulos. Es la misma suma con los sumandos cambiados de sitio.

Otras dos, menores:

1. La curvatura geodésica se escribe K,, con ka maytscula, como en los apuntes y en el
material de Geometria local. En algtin enunciado antiguo aparece kq; es la misma funcion.
2. La numeracién de los apuntes del profesor (Definicion 1.1.1, Teorema 5.1.13) desaparece.

Cuando aqui hace falta citar un resultado anterior, se le llama por lo que dice, no por su

namero.

La palabra «superficie».

Esta es la trampa mads seria de la asignatura y no esta sefialada en ninguna parte. La
palabra superficie significa dos cosas distintas en las dos mitades.

En la parte de geometria, una superficie es una s.r. de R?, en el sentido de Geometria local:
un subconjunto del espacio que localmente se parametriza de forma regular. En la parte de
topologia, una superficie es un espacio Hausdorff y con base numerable cuyos puntos tienen
entornos homeomorfos a un disco, sin que nadie exija que viva dentro de IR®. La botella de
Klein y el plano proyectivo son superficies en el segundo sentido y no lo son nunca en el
primero: los propios apuntes de topologia advierten de que esas superficies no caben en el
espacio de tres dimensiones sin puntos dobles.

La consecuencia préctica es que hay enunciados que solo son ciertos en una de las dos
mitades, y el libro lo dird cada vez que ocurra. El primero aparece ya en el capitulo 1.
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Afiadidos y omisiones

Qué de este libro no estd en el material de origen

Esta lista distingue los apoyos y ampliaciones del libro respecto del material de origen.
Las cajas. La idea, De dénde viene, Conexion, La prequnta, El camino que no se tomd, Antes de leer
y Repaso intercalado, y los avisos EXPLICATE. Son andamiaje: explican, sitian histéricamente
y cuentan qué alternativas se descartaron. El contenido matematico que contienen se apoya
en el texto principal; algunas conexiones aportan una interpretacién adicional, indicada
como tal.

La subdivisién en subsecciones. Los capitulos y las secciones son los del profesor, con sus
nombres. Las subsecciones (1.1.1, 1.3.3, 3.4.1 y las demds) son cortes nuestros dentro de su
material, y sus titulos son nuestros; lo que hay dentro es suyo.

Las pistas, las «otras vias» y el «qué deja» de cada ejercicio. Los enunciados son de las
hojas del profesor o de sus exdmenes, y cada uno dice de cudl.

La subseccién de ejercicios del teorema (1.3.9), que no es una hoja del profesor: son
problemas de exdmenes anteriores y variaciones sobre el catdlogo, y cada uno indica de
doénde sale.

El apéndice del catilogo de supertficies, identificado aqui como afiadido.

El apéndice de examenes: los enunciados son del profesor; las resoluciones, el «qué
buscaba el examen» y los errores tipicos son nuestros.

Este apéndice y el de como usar el libro.

Los enunciados de Geometria local reproducidos en las cajas de conexién. Estan ahi para
no tener que ir a buscarlos; su sitio es el libro de aquella asignatura, y cada caja dice en qué
capitulo y seccién.

Laletra x en la parte de geometria, donde el profesor escribe X.

Los nombres propios y las fechas que no estian en sus apuntes (Foucault, Hopf como
nombre del teorema del indice de rotacién, y algtn otro). Las tres fechas de la historia del
teorema, 1827, 1848 y 1935, si vienen de su leccién.
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Material que todavia no se reproduce en el libro:

= Los problemas 1, 2, 3 y 5 de la segunda relacién de topologia, cuyo enunciado depende de
figuras que la copia de texto pierde.

= El examen de topologia de la segunda convocatoria de 2023-24, cuyo segundo problema
pide el grupo fundamental de un espacio dado tnicamente por un dibujo: dos esferas
unidas por un punto con dos arcos identificados en una de ellas, sin flechas ni etiquetas en
la otra. La identificacién no queda determinada por la figura y no se inventa. Los otros tres
problemas de ese examen si estdn resueltos en las notas de trabajo del libro.
Ninguna seccion de las lecciones del profesor falta: las cinco de Gauss-Bonnet, las cuatro

del material complementario y las veintiuna de los seis temas de topologia estdn todas, con

sus nombres y en su orden.

Escalones afiadidos en la ampliacién de septiembre de 2026

El libro entero se ha ensanchado sin cambiar su estructura, su numeracion ni sus enun-
ciados. Los pérrafos con rétulo Un caso a mano, Cémo se lee, Lo que hay que llevarse, Qué se
ha ganado, Dénde se falla y Qué hemos aprendido son nuestros y explican lo que ya estaba; no
afiaden resultados. Los argumentos que el material de origen no trae son estos:
= Capitulo 1. La deduccién de la férmula de K en una carta ortogonal a partir de la segunda

forma fundamental, que el lema del tridngulo usaba sin demostrar; el péndulo de Foucault

como caso del transporte paralelo, y el plano con dos rejillas como caso de la férmula de

Liouville.
= Capitulo 2. Las lineas de curvatura y las asint6ticas como sistemas de curvas, con sus

ecuaciones reenunciadas de Geometria local, y la rejilla de la silla z = uv enderezada con

nameros.

= Capitulo 4. El argumento de que concatenar palabras es sumar superficies, y el de que una
palabra sin exponentes repetidos da una superficie orientable.

= Capitulo 7. La idea de la segunda mitad de la demostracion del teorema de Seifert-van

Kampen (la cuadricula de Lebesgue) y el papel de que los dos trozos sean abiertos; como

se prueba que dos palabras son distintas con un homomorfismo a S3; como se abelianiza

cambiando de generadores; el plano proyectivo como cuadrado abab.
= Capitulo 8. La idea de por qué x vale 2 — 2n y 2 — n y no depende de la triangulacién (cada
operacion de la clasificacion conserva V — A + C, y el modelo es tinico), que el material de
origen enuncia sin prueba; M, y M3 distinguidos contando los elementos de G/2G en sus
abelianizados (16 frente a 64); por qué el toro pide una rejilla de 3 x 3 para triangularse.
En la misma ampliacién se han precisado algunas frases. Basta un retracto de deformacién,
no hace falta que sea fuerte, para que la inclusién induzca un isomorfismo; se dice en la
prueba y el enunciado se conserva. Pegar un asa exige enfrentar las orientaciones, porque con
media vuelta sale la botella de Klein. Las relaciones de Z" se escriben con i < j. El sombrero
bobo es contréctil y no es una superficie. El catdlogo de obstrucciones por homomorfismos
incluye la de Z x Z — Z del capitulo 6. La operacién de la clasificacién que necesita el par
entrelazado es la quinta, no la cuarta. El grupo del toro menos un punto se calcula en el
capitulo 7, no con la tabla de retractos. No se ha encontrado ningtin error matemaético de
fondo.
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Conexiones con mecanica, ondas e integracion

Las cajas de conexién afiaden tres apoyos: la férmula de Poisson interpreta el valor
algebraico de la derivada covariante; el cilindro distingue isometria local y topologia global;
la fase acumulada y la circulacién enlazan los levantamientos con el célculo vectorial. Se
desarrollan dentro del libro y no requieren haber leido otros apuntes. El ejemplo del campo
irrotacional precisa el dominio necesario para aplicar Green—Stokes.

Figuras de las construcciones topolégicas

Se incorporan los dibujos originales de cono y suspensién, descomposicién de Klein,
suma conexa, mezcla de tipos, retraccién radial, peine y recubrimiento del toro, asi como
las retracciones usadas en Seifert-van Kampen. Cada figura indica su pdgina de origen y
acompana el paso que representa; se mantienen los esquemas anteriores que ya eran correctos.

Precisiones en los conceptos previos

En la seccién 1.1.1, la curva frontera «exterior» se distingue en las regiones planas acotadas;
no se deduce de la compacidad en una superficie general. En la seccién 1.1.2, «no tangente»
significa que los vectores no son colineales, no simplemente que sean distintos. En la defini-
cién de triangulacién se comparan tridngulos distintos. Son precisiones de las paginas 2-3 de
la leccion de Gauss-Bonnet del material de origen.

La induccién para 3C = 2A; + A, se formula para subfamilias de caras, sin suponer que
quitar un tridngulo deja otra region regular. En la seccién 1.1.4, el valor absoluto del jacobiano
muestra que la integral f dA no requiere orientacién; el contexto orientado de la pagina 5 del
material de origen basta, pero esa hip6tesis no es necesaria para esta integral.

En la presentacion de Gauss-Bonnet se explicitan la orientacién positiva, el signo de los
angulos cuspidales segtn el lado de la regién y el alcance local de la carta ortogonal usada
en el lema. Al invertir el borde con la normal fija, la integral de K d A no cambia de signo. Se
precisa asimismo que la restricciéon orientable pertenece a la formulacién aqui demostrada.
La nota sobre Hopf se ajusta a su articulo de 1935, que presenta nuevas pruebas de resultados
conocidos.

Precisiones en el material de curvas

En el capitulo 2 se explicita el cardcter local de las familias regulares y del factor integrante,
condf # 0y (M,N) # (0,0). Las demostraciones de ortogonalidad incluyen ahora los
casos con pendiente infinita, sin dividir por cero. Son precisiones de las paginas 1-5 del
material complementario del profesor; se conservan sus férmulas. El ejemplo explicativo de
los &ngulos se sustituye por una parametrizacién oblicua del plano, verificable directamente.
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Precisiones en la introduccién topolégica

En el capitulo 3 se precisa que un punto adherente puede estar fuera del conjunto y que el
criterio por topologia final supone sobreyectividad. Para el modelo hemisférico del plano
proyectivo se sustituye el reflejo (x,y,z) — (x,y, |z|) del material de origen (p. 15), que no
respeta los pares antipodas, por la eleccién de p 0 —p con valores en el cociente del hemisferio.
Se corrige la palabra del cilindro y se afiade un esquema de cuatro pegados, siguiendo las
identificaciones dibujadas en la p. 19 del material. El puente con Stokes en Gauss-Bonnet es
una lectura adicional del mismo célculo de Green.

Precisiones en los ejercicios de cocientes

Se distingue la imagen de un conjunto en el cociente de su saturacién en el espacio original.
En el recubrimiento de IR/Z se usan solo indices impares; aqui la notacién significa aplastar
los enteros, no el cociente por traslaciones. Se completan las verificaciones de la topologia en
los tres cocientes del plano y en el cociente por a ~ 1/a. Se precisa que una relacién abierta
implica proyeccién abierta, aunque el reciproco falla.

En adjunciones se explicita A # @ para la conclusién de conexién por caminos, hipétesis
omitida en el problema 21 de la relacién original; la prueba de separacién usa abiertos
saturados disjuntos. El cotejo del problema de los cubos confirma la tercera identificaciéon
trivial impresa en el original.

Precisiones en clasificacidon de superficies I

Se explicita el alcance compacto, conexo y sin borde de la clasificacién. La definiciéon de
orientabilidad de la pagina 27 del original dice «normal constante»; se corrige por orienta-
ciones locales compatibles y, en superficies regulares de R?, por un campo normal global
continuo. Se distingue una inmersién con autointersecciones de un embebimiento.

Se justifica el cambio de c6digo de la botella de Klein mediante el corte en dos tridngulos y
su nuevo pegado. En la suma conexa se conserva la banda de Mdobius eligiendo el disco fuera
de ella, sin afirmar que se conserve el sumando cerrado entero. El simbolo de suma conexa se
mantiene y se espacia como operacion.

El examen del 14 de mayo de 2018 pide seis superficies en un pentdgono: se mantiene su
enunciado y se explicita el convenio bajo el cual hay cinco tipos, con un cédigo para cada
uno. En la forma normal de Md&bius se precisan compacidad, conexién y compatibilidad
de orientaciones en los pegados. La prueba local del hexdgono usa su enlace, sin confundir
quitar un punto con quitar una arista.
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Precisiones en homotopia

En el capitulo 5 se explicitan continuidad y puntos base. Se corrige la identidad de la
homotopia libre a f, = 7; o g, de acuerdo con el diagrama de la padgina 40 del original;
un esquema del cuadrado muestra el sentido de las flechas. La prueba de invariancia por
equivalencia de homotopia distingue los grupos con diferentes bases antes de concluir la
biyectividad. Se precisan también el alcance de los retractos, la continuidad de la contraccién
del cono y la diferencia entre reparametrizar un camino y acortar su ida y vuelta.

En los ejercicios se recuperan dos distinciones de la relacién 3 original: el ocho plano tiene
un retracto formado por una superficie de dos asas con membranas, y al perforar una banda
de Mobius el resultado depende de si el punto es interior o esta en el borde (soluciones,
p- 3). Se distingue asimismo el grafo que aparece como retracto de su tipo de homotopia
como unién puntual. La circunferencia alejada del origen no es retracto del plano perforado,
aunque lo sugeria el titulo de la explicacién; se corrige ese titulo.

Precisiones en el grupo fundamental de la circunferencia

Se explicita la periodicidad uno de la cubierta elegida, frente al dibujo con separaciones
27 de la pagina 44 del original. Se distingue la elevacion de caminos de la de homotopias y
se completan las justificaciones de continuidad. La conexién con la integral de dz/z conserva
su hipotesis de regularidad a trozos.

En la alternativa que precede a Brouwer se recupera que el punto de la segunda opcién
pertenece al borde. En la prueba del teorema fundamental del dlgebra, la homotopia se evalta
uniformemente en Mz: la pagina 51 del original mezcla la circunferencia unidad y la de
radio M. Se elige ademds una cota estricta para impedir ceros durante toda la homotopia. Se
mantiene la demostracion original.

En los ejercicios se explicitan continuidad, interseccién no vacia y las reparametrizaciones
necesarias. Se construye la retraccién de la esfera con dos puntos identificados y se justifica la
conexion entre grado de la antipodal y campos tangentes sin ceros.

Precisiones en Seifert-van Kampen

Se formula la construccién de homomorfismos desde una presentacién como extensién de
las imédgenes de los generadores. En el producto libre se usa la presentacion simplificada de
la nota 5.1.8 del original, con nombres disjuntos para los generadores de ambos factores. Se
distinguen las relaciones de cada pieza de las relaciones adicionales impuestas por el solape.

Se recupera el cambio de punto base mediante el camino -y del célculo del toro (original,
pp- 59-60) y el esquema de los abiertos de la figura de ocho (p. 58). La lectura directa de la
palabra del poligono se limita a los modelos con un solo vértice; para otros se indica el paso
previo del drbol méximo.
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Precisiones en la separacion de Jordan

Las homotopias del primer lema permanecen en R? \ {0} y terminan en —p, no en el
punto excluido 0. Se corrige también el dominio de la proyeccion estereografica del segundo
lema (original, p. 65). En la demostracién de separacion, los homomorfismos triviales son
los inducidos por las inclusiones de las piezas en el total; sus imagenes generan el grupo. Se
corrige la confusién de flechas del original, p. 66.

Se distingue la separaciéon demostrada de la versién completa de Jordan. La nota histérica
reconoce la existencia de pruebas elementales y la conexién con Poincaré-Bendixson mantiene
la hipétesis de ausencia de puntos criticos en el conjunto limite.

Precisiones en ejercicios de grupos fundamentales

El complementario de dos circunferencias engarzadas como eslabones tiene grupo Z2, no
Z x Z; por tanto este invariante si distingue el enlace de Hopf del par no enlazado. Se aporta
un esquema de los cruces y se justifica el calculo con un modelo explicito del complementario
en S

Para la esfera con un didmetro se construyen los abiertos de Seifert-van Kampen, sin
confundir contraer un subespacio en un cociente con una retraccién. Se precisan la prueba
de ausencia de torsién en grupos libres y el alcance limitado de la comprobacién mediante
caracteristica de Euler.

Precisiones en la clasificacién de superficies

Se explicitan las hip6tesis de compacidad, conexién y ausencia de borde. Se distingue la
torsion del abelianizado de la contractibilidad de lazos y del cambio de orientacién: el centro
de una banda de Mobius no tiene orden dos en su grupo fundamental. En triangulaciones se
hace explicita la finitud local; se recuperan de las pp. 70, 72-74 y 76 de los apuntes originales
seis dibujos que permiten seguir los recuentos y los cortes y pegados. Se corrige la inversiéon
del orden al invertir un bloque de letras, también errada en el texto original de la p. 71. Se
precisan la suma de Euler, las descomposiciones celulares de grafos planos y las condiciones
de la conexién con Gauss—Bonnet. La fecha de publicacién de Euler se contrasta con el archivo
de la memoria E230.

Precisiones en los ejercicios de clasificacion

Se conservan los c6digos y su errata documentada en la Relacién 6, y se afiade el cdlculo
del grupo que faltaba para la version con dos apariciones de d~!. En el ejercicio de cuatro
superficies con abelianizado Z? se sustituye el ejemplo duplicado (esfera menos tres puntos
y plano menos dos puntos son homeomorfos) por un toro con una componente de borde,
y se justifican las distinciones. Se precisa que la botella de Klein menos un punto no tiene
borde. El cociente por todo el borde incluye ahora el caso k = 0 y distingue compacidad de la
condicién de ser una superficie.
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Precisiones en las orientaciones de estudio

Se distingue la restriccion de los exdmenes sobre el clculo explicito de curvatura geodésica
de la validez matemadtica de ese método. Las recomendaciones se formulan sin prometer com-
prension automatica ni resultados de examen. La referencia al ensayo de préctica intercalada
precisa su contexto escolar y corrige la media de comparacién (38 %, no 37 %). Se mantiene
la estructura de preguntas, ejemplos, pistas y repasos.

Precisiones en el catilogo de superficies

Se fijan las orientaciones que determinan el signo de la curvatura geodésica y se corrige el
signo de la esfera en la tabla. Las geodésicas del cono incluyen todas las rectas del desarrollo
local, no solo las generatrices. Se distingue la degeneracién de las coordenadas polares
de una singularidad de la superficie, y la regularidad local de un tubo de la ausencia de
autointersecciones. Se precisan las hip6tesis que permiten aplicar Gauss-Bonnet y el cambio
de variables por la aplicacién de Gauss.

Precisiones en el examen de topologia de julio de 2026

Se justifica el cociente producto por compacidad y separacién, y la obstruccién local
mediante el enlace. La conexién por caminos de los abiertos del toro se deduce de las
hipétesis, sin afladir una nueva. En el modelo con dos pentdgonos se distingue el esqueleto
de aristas del retracto de una superficie perforada; las dos relaciones se conservan al contraer
el arbol maximal. La clasificacién por el grupo fundamental se limita a la familia de productos
indicada, y la regla de orientabilidad se aplica a un solo poligono. Las indicaciones de estudio
admiten el uso de ejemplos resueltos.

Precisiones en el examen de geometria de junio de 2026

Se fijan los sentidos compatibles para comparar las integrales de las dos elipses: como arcos
del borde de la region se recorren en sentidos opuestos. La homotecia justifica la igualdad
bajo las hipétesis dadas, sin afirmar su reciproco para planos arbitrarios. Se conserva la
frontera al quitar discos, se incluye la correccién por la interseccién en la aditividad de Euler
y se precisa la regularidad local del tubo.

Dos figuras recuperadas de los examenes

Se incorporan las figuras originales de los pentagonos de julio de 2026 y de los arcos de
julio de 2025. Sus soluciones dejan de ser solo un método: se calcula 711 (X), = Z3 x Z, y se
identifica Ny en el primer caso; en el segundo se cuenta expresamente el giro de 7r en la punta.
En el ejercicio del cilindro se distingue la integral del arco, 7t/2, de la integral de la elipse
completa, que es cero. Se respeta que la prohibicién de calcular esa curvatura se formula en
el primer apartado.
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Afiadidos y omisiones

Precisiones en los exaimenes de junio y marzo de 2025

Se distingue la curvatura positiva de una curva del mero hecho de no ser una recta, y se
explicita el argumento local que deduce K = 0 de la suma de angulos en todos los tridngulos
geodésicos. Se ajustan los dominios angulares de las cartas. Las instrucciones de examen se
cotejan por convocatoria: marzo de 2025 no prohibe integrar K, mientras que junio prohibe
calcular explicitamente K. Esta distincion se incorpora también a las orientaciones de estudio.

Precisiones en el examen de topologia de julio de 2025

Se conserva la puntuacién indeterminada «XXX» del original, sin atribuir un peso a
cada ejercicio. Se distingue la obstruccién por grupo fundamental para el cilindro de la no
contractibilidad para la esfera. Se recupera la figura de los dos toros: su calculo explicita si
se conserva o se retira el disco superior, un dato que la copia no describe en palabras y que
cambia la presentacién del grupo.

Precisiones en el examen de topologia de junio de 2025

La compacidad del cociente se prueba usando el compacto [0, 1] U {2}, sin identificar
incorrectamente 0 con el conjunto colapsado. Se afiade la presentacién del grupo pedida en
el segundo ejercicio, contrayendo la arista que une las dos clases de vértices. Se sefiala la
inversién entre espacio y retracto de deformacién en la segunda pregunta del tercer ejercicio
del original.

Precisiones en el examen de topologia de junio de 2024

Se separan las obstrucciones por torsiéon y por rango del abelianizado. Los siete cocientes
del intervalo se distinguen por cardinalidad, separacion y por el espacio que queda al retirar
el punto colapsado; se explicita la convencién sobre el intervalo vacio. Se evita confundir una
presentacion usual de superficie con la afirmacién de que cualquier presentaciéon debe tener
una sola relacién.
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