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Nota editorial.
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CAPITULO 1

Combinatoria y métodos de enumeracion

ANTES DE LEER

Intenta responder estas cuatro preguntas antes de leer. No hace falta resolverlas todas:

sirven para reconocer qué problema resuelve cada idea del capitulo.

1. Un pastor que no sabe contar quiere saber si por la noche han vuelto todas sus
ovejas. ;Como puede hacerlo sin usar ningtin niimero?

2. ;Hay tantos nimeros pares como nimeros naturales, o la mitad? Da un argumento
a favor de cada respuesta, y decide cudl de los dos vale.

3. Enun grupo de n > 2 personas, ;por qué tiene que haber siempre dos con el mismo
nuimero de amigos dentro del grupo?

4. Repartir diez sillas iguales entre cuatro habitaciones y decidir cudntas cartas de cada
palo tendrd una mano de diez cartas son el mismo problema si solo se cuentan los
palos y hay al menos diez cartas disponibles de cada uno. ;Cudl es la traduccién?

Las respuestas estdn, respectivamente, en las secciones 1.1, 1.2 (dos veces: el principio

del palomar y la numerabilidad) y 1.5.

Este capitulo es el tnico del libro que no habla de grafos, y sin embargo es el que sostiene a
los otros cinco. Contar es la actividad mds antigua de las matematicas y la menos formalizada
hasta hace poco: se sabia contar mucho antes de saber qué significaba que dos colecciones
tuvieran el mismo ntimero de cosas. El capitulo empieza justo ahi, en la definicién de «mismo
tamafio», y termina en el teorema del binomio. Por el camino aparecen las tres herramientas
que la teorfa de grafos usard en cada pagina: las biyecciones, el principio del palomar y los
nimeros combinatorios.

El recorrido es este: aplicaciones entre conjuntos, cardinalidad, propiedades del cardinal
finito, aplicaciones de IN;;, en un conjunto finito, subconjuntos y ntiimeros combinatorios.



Combinatoria y métodos de enumeracion

1.1 Aplicaciones entre conjuntos

LA PREGUNTA

Imagina un pastor que no sabe contar mas alla de tres, pero necesita saber cada noche
si ha vuelto todo el rebafio. Por la mafiana, al salir cada oveja, mete una piedra en un
saco; por la noche, al entrar cada una, saca una piedra. Si el saco queda vacio, estan
todas. ;Qué estd haciendo exactamente el pastor, y por qué le basta sin conocer ningtin
numero?

LA IDEA: EMPAREJAR ANTES QUE CONTAR

El pastor no cuenta: empareja. A cada oveja le corresponde una piedra y a cada piedra
una oveja, sin que sobre ni falte ninguna. Ese emparejamiento sin sobras es lo que hoy
se llama biyeccién, y es una idea anterior y mas bésica que la de ntimero. De hecho,
el nimero «cinco» no es mas que el nombre comun de todas las colecciones que se
pueden emparejar sin sobras con los dedos de una mano.

Toda la combinatoria de este capitulo consiste en hacer lo mismo con mds astucia: para
contar un conjunto complicado se le empareja con otro que ya se sabe contar. Por eso
la seccién empieza por las aplicaciones y no por los ntimeros.

1.1.1 Definicién de funcién e imagen

Definicién. Sean A y B conjuntos. Una funcién (o aplicacién) f : A — B es una regla que
asigna a cada elemento a2 € A un tnico elemento f(a) € B. El conjunto A es el dominio de f
y B su codominio.

Las dos palabras que llevan el peso son cada y iinico. Cada elemento del dominio tiene
que tener imagen (no vale dejar ovejas sin piedra), y solo una (no vale que una oveja meta
dos piedras). No se pide nada sobre el codominio: puede haber elementos de B que no
sean imagen de nadie, y puede haber elementos de B que sean imagen de varios. Esas dos
libertades son exactamente lo que distinguen las tres clases de funciones de la subseccién
siguiente.

Definicién. La imagen (o recorrido) de f : A — Bes

Im(f) = f(A) = {f(a) : ac A} CB.

1.1.2 Inyectiva, sobreyectiva, biyectiva

Definicién. Sea f : A — B.

» f esinyectivasi f(a) = f(a’) implica a = 4’. Dicho al revés: elementos distintos tienen
imagenes distintas.

= f es sobreyectiva si para todo b € B existe a € A con f(a) = b. Es decir, Im(f) = B.

= f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Con la imagen del pastor: inyectiva quiere decir que no hay dos ovejas con la misma
piedra; sobreyectiva, que no sobra ninguna piedra; biyectiva, las dos cosas a la vez, que es lo
que el pastor necesita.
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1.1. Aplicaciones entre conjuntos

Con conjuntos de dos o tres elementos las tres propiedades se ven de un golpe. Se dibuja
el dominio a la izquierda, el codominio a la derecha y una flecha de cada a a su imagen f(a)

) ) R

inyectiva, sobreyectiva, biyectiva ni inyectiva
no sobreyectiva no inyectiva ni sobreyectiva

Cada propiedad se lee en un lado distinto del dibujo. Que f sea una funcién se comprueba
a la izquierda: de cada punto del dominio sale exactamente una flecha. Que sea inyectiva se
comprueba a la derecha: ningtin punto recibe dos flechas. Que sea sobreyectiva, también a la
derecha: todo punto recibe al menos una. En el primer dibujo sobra la c; en el segundo, la a
recibe dos flechas; en el dltimo pasan las dos cosas a la vez, y por eso tener tres elementos a
cada lado no basta para ser biyectiva. Fijese, de todos modos, en que en ese tltimo dibujo
fallan las dos propiedades juntas: con el mismo ntimero de elementos a cada lado no puede
fallar solo una, y esa es la proposicién de las «sillas justas» de la seccion siguiente.

Los dos primeros dibujos adelantan ademads lo que haré toda la seccién siguiente. La
inyectiva va de un conjunto de dos elementos a uno de tres, y la sobreyectiva, de uno de tres
a uno de dos. No es casualidad: con flechas que no se juntan no se puede ir a un conjunto
mds pequefio, y con flechas que lo cubren todo no se puede ir a uno méas grande. De esas dos
frases saldran el principio del palomar y la definicién de «mismo tamafio».

Ejemplo. La funcién f : N — N, f(n) = n+ 1, es inyectiva (si n +1 = n’ + 1 entonces
n = n') pero no sobreyectiva: el 1 no es imagen de nadie, porque n + 1 = 1 obligaria a
n=0¢&IN.

La funcién g : Z — Ny, g(k) = k?, no es inyectiva (g(1) = g(—1)) ni sobreyectiva (el 2 no
es un cuadrado). Aqui el codominio es Ny = {0, 1,2, ...}, porque g(0) = 0: con codominio
IN = {1,2,...} ni siquiera seria una funcién bien definida.

EXPLICATE. Da una funcion de IN en IN que sea sobreyectiva pero no inyectiva. Hay una muy sencilla
que «pierde» un elemento.

1.1.3 Composicién, identidad e inversa

Definicién. Sif: A — Byg: B — C,sucomposiciénesgof: A — C,(gof)(a) = g(f(a)).
Laidentidaden Aesidy : A — A,ida(a) =a

La composicién se lee de derecha a izquierda: primero acttia f y después g. Dos propie-
dades inmediatas que se usardn sin cesar: la composicién de inyectivas es inyectiva, y la de
sobreyectivas es sobreyectiva. La primera porque si g(f(a)) = g(f(a’)), la inyectividad de g
da f(a) = f(a') ylade f daa = a’. La segunda porque todo ¢ € C es g(b) para algun b, y ese
bes f(a) para algun a, luego ¢ = g(f(a)).
Teorema (caracterizacion de la biyectividad mediante inversa). Una funcién f : A — Bes
biyectiva si y solo si existe una funcién f ! : B — A tal que

flof=idys 'y fofl=idsp.



Combinatoria y métodos de enumeracion

LA IDEA: LA FLECHA QUE SE PUEDE RECORRER AL REVES

Piense en f como un cable que une cada enchufe de A con un enchufe de B. «Tener
inversa» significa que puede usted plantarse en B, agarrar cualquier enchufe y seguir
su cable hacia atrds hasta A sin dudar. Para eso hacen falta exactamente dos cosas, y
ninguna mads: que de cada enchufe de B salga algiin cable hacia atrds (si no, no hay
adoénde ir: eso es la sobreyectividad) y que salga uno solo (si no, no se sabe cudl tomar:
eso es la inyectividad).

Esa lectura ya predice el enunciado y, méas atn, predice su forma: como son dos
exigencias independientes, la inversa viene con dos igualdades y no con una, y cada
una de ellas compra una de las dos mitades. Todo el teorema es que «volver hacia
atras» se descompone en «hay camino de vuelta» y «el camino de vuelta es tnico»,
que son palabra por palabra la sobreyectividad y la inyectividad.

Observacién (la intuicién falsa: «basta con despejar»). La tentacion es escribir: «si f(a) = b,
entonces a = f~1(b), y ya estd». Pero esa linea no demuestra nada, porque da por hecho justo
lo que hay que probar: al escribir f~1(b) se estd suponiendo que existe un a con f(a) = by
que ese a es 1inico. Un despeje puede construir la inversa, pero hay que comprobar que da
exactamente una solucién en A para cada b € B.

Hay una segunda versién plausible y falsa: creer que con una sola de las dos igualdades
basta. No basta. La funcién f : N — N, f(n) = n+1, admite g : N — N, g(n) =
méx{n — 1,1}, que cumple g¢(f(n)) = méx{n, 1} = n; y sin embargo f no es sobreyectiva,
porque nadie va a parar al 1. Falla la otra igualdad: (f 0 g)(1) = 2 # 1. Una inversa por un
lado da media biyectividad, no la biyectividad.

Paso 1: la igualdad go f = id4 es la que impide que dos elementos se fundan
(inyectividad). Supongamos que existe g: B -+ Acongo f =iday fog =idp, y
seana,a’ € A con f(a) = f(a’). Aplicamos g a los dos lados:

a=(gof)(a) =g(f(a)) =g(f(a)) = (g0 f)(a) =a.

La primera y la tltima igualdad son g o f = id4; la del medio es la hipétesis f(a) =
f(a"). Luego f es inyectiva.

Paso 2: la igualdad f o ¢ = idp es la que exhibe la preimagen que falta (sobreyec-
tividad). Dado b € B, el candidato natural es a = g(b), y en efecto f(a) = f(g(b)) =
(f og)(b) = b. Luego f es sobreyectiva, y con el Paso 1, biyectiva.

Paso 3: reciprocamente, la biyectividad permite definir la inversa, y es aqui donde
estd el peso (el niicleo de la prueba). Lo delicado no es verificar las dos igualdades,
sino que el objeto f ! exista siquiera como funcién. Para cada b € B, la sobreyectividad
garantiza que hay algin a € A con f(a) = b —esto da la existencia del valor—, y la
inyectividad garantiza que ese a es tinico —si hubiera dos, tendrian la misma imagen
b—, lo que da la unicidad. Definimos f~!(b) como ese tinico a. Es una funcién bien
definida precisamente por la unicidad: sin ella tendriamos una correspondencia que
asigna varios valores a un mismo b, y eso no es una funcion.

Paso 4: comprobacién de las dos igualdades. Por construccion f(f~!(b)) = b para
todo b, es decir f o f~! =idp. Y paraa € A, el tinico elemento cuya imagen es f(a) es
el propio a, luego f~1(f(a)) = a, es decir f 1o f =id 4. [



1.2. Cardinalidad: finito, infinito, numerable

Observacion (qué papel juega cada hipétesis). Quitando la inyectividad, el Paso 3 sigue
produciendo algtn a para cada b, pero no uno solo: no hay funcién inversa, solo una elecciéon
arbitraria (y la igualdad que se pierde es f ! o f = id4). Quitando la sobreyectividad, hay
valores de b para los que el Paso 3 no encuentra ningtin a: f ! ni siquiera estd definida en
todo B, y lo que se pierde es f o f~! = id. Cada hip6tesis sostiene exactamente una de las
dos igualdades, que es lo que anunciaba la imagen del cable.

EXPLICATE. Construya una funcion f : N — Nyunag:IN — N con f o g = idn pero go f # idn;
es decir, el ejemplo simétrico del que aparece mds arriba. ;Cudl de las dos, f o g, resulta ser sobreyectiva,
y cudl inyectiva?

CONEXION: ALGEBRA LINEAL

Este teorema es el mismo que se demostré para aplicaciones lineales: una aplicacién lineal
es un isomorfismo si y solo si tiene inversa lineal. Alli habia ademds un atajo que aqui no
existe: si f : V — W es lineal entre espacios de la misma dimensién finita, entonces inyectiva,
sobreyectiva y biyectiva son equivalentes. En la seccién siguiente aparecerd un resultado
paralelo para conjuntos finitos del mismo cardinal. La semejanza es que no queda espacio
para perder una direccién, o un elemento, sin que sobre otro. Son dos resultados distintos: un
espacio vectorial de dimensién finita sobre R tiene infinitos elementos, y en él la equivalencia
depende de que f sea lineal.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR EL. TAMANO CONTANDO EN VEZ DE EMPAREJANDO

Una alternativa seria definir «A tiene n elementos» recitando los ntmeros 1,2, . . ., n mientras se
sefialan los elementos, y decir que dos conjuntos tienen el mismo tamafio cuando al contarlos se
llega al mismo ntimero. Tiene una ventaja evidente: es lo que todo el mundo hace, y devuelve
un niimero, no una aplicacién.

Lo que la hunde es que no se puede aplicar a nada infinito: no hay ningtn ntimero al que se
llegue contando los naturales. La definicién por emparejamiento, en cambio, no necesita saber
contar y funciona igual con rebafios que con IN. Por eso aqui se empieza por las biyecciones,
y por eso el precio que se paga es tener que demostrar (y no dar por obvio) que dos formas
distintas de contar un conjunto finito dan el mismo ntimero. Esa demostracién es la proposicién
sobre inyectiva, sobreyectiva y biyectiva de la seccién siguiente.

1.2 Cardinalidad: finito, infinito, numerable

LA PREGUNTA

Galileo observé en 1638 que a cada niimero natural se le puede asignar su cuadrado,
1—1,2+— 4,3~ 9, sin que dos naturales compartan cuadrado y sin que sobre
ningtn cuadrado. Luego hay «tantos» cuadrados como naturales. Pero los cuadrados
son solo una parte de los naturales, y una parte cada vez mds rala: entre 1 y 100 hay
diez, entre 1 y 10000 hay cien. ;Hay tantos o hay menos? ;Y qué significa siquiera la
pregunta?

A lo largo de este libro, N denota el conjunto {1,2,3,...}, N,, denota {1,2,...,m} y
Ny = N U {0}. Conviene fijar el convenio, porque en otros textos el cero si es natural.



Combinatoria y métodos de enumeracion

1.2.1 Equipotencia

Definicién. Dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal si existe una biyecciéon A — B. Se
escribe |A| = |B|.

Esta es la respuesta a la paradoja de Galileo: la pregunta «;hay tantos?» solo tiene sentido
una vez que se decide qué significa, y la decisién es «existe una biyeccién». Con esa decision,
hay tantos cuadrados como naturales, y el hecho de que los cuadrados sean una parte propia
deja de ser una contradiccion: un conjunto infinito puede ser equipotente a una parte propia
suya. Mds abajo se precisard la relacién con la nocién de infinito de Dedekind.

Definicién. Sea X un conjunto y ~ una relacién en X (un subconjunto de X x X). Se dice
que ~ es una relaciéon de equivalencia si para todo x,y,z € X:

1. reflexividad: x ~ x;

2. simetria: si x ~ y, entonces y ~ x;

3. transitividad: si x ~ y y y ~ z, entonces x ~ z.

Proposicién. La relacion «tener el mismo cardinal» es una relacién de equivalencia.

Reflexiva: id4 es una biyecciéon de A en A. Simétrica: si f : A — B es biyeccion, su
inversa f ! : B — A es biyeccion (tiene inversa, que es f; y por el teorema de la seccién
anterior, tener inversa equivale a ser biyectiva). Transitiva:si f : A -+ By g: B — C
son biyecciones, go f : A — C es inyectiva y sobreyectiva por las dos propiedades de
la composicién vistas antes, luego biyectiva. |

Intuitivamente, un cardinal recoge «lo que tienen en comtn todos los conjuntos que se
pueden emparejar entre si». Para comparar tamafios basta trabajar con esas biyecciones, sin
entrar en la construcciéon formal de los cardinales en teoria de conjuntos. Los cardinales
finitos son 0,1, 2, . . .; el 0 corresponde al conjunto vacio.

1.2.2 Finitud y vacio

Definicién. Un conjunto A es finito (de cardinal m) si existe una biyecciéon A — IN,,. Por
convenio, @ es finito y |@| = 0.

Proposicién. Si Ay B son finitos y |A| = |B|, entonces para toda f : A — B se tiene

f inyectiva <= f sobreyectiva <= f biyectiva.
LA IDEA: LAS SILLAS JUSTAS

La intuicién falsa, primero, porque aqui es especialmente peligrosa. Uno lee el
enunciado y piensa: «claro, inyectiva y sobreyectiva son lo mismo, es evidente».
No lo son, y creerlo es el error que arruina la seccién siguiente: la aplicacién f :
IN — N, f(n) = n+1, es inyectiva y no es sobreyectiva. Lo que hace verdadera a
esta proposiciéon no es nada sobre inyecciones y sobreyecciones en general, sino una
propiedad exclusiva de lo finito, y por eso merece demostracion.

La imagen: una sala con las sillas justas. Hay | A| personas y |B| sillas, con el mismo
ntmero de unas que de otras, y f es «dénde se sienta cada persona». Inyectiva significa
que no hay dos personas en la misma silla; sobreyectiva, que no queda ninguna silla
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vacia. Con las sillas justas, las dos cosas son la misma: si nadie comparte silla, no
puede sobrar ninguna, porque entonces las personas ocuparfan menos sillas de las que
hay y habria menos personas que sillas; y si no sobra ninguna silla, no puede haber
dos personas juntas, porque entonces harian falta menos personas que sillas.

La imagen predice el enunciado y predice por qué falla en el caso infinito: en una sala
con infinitas sillas, «sobra una silla» ya no obliga a nada, porque quitar una silla a un
infinito lo deja igual de infinito. El corazén en una frase: todo el teorema es que en
un conjunto finito no cabe una copia de si mismo mas pequeiia que él.

Basta probar que inyectiva implica sobreyectiva y que sobreyectiva implica inyectiva:
con eso, cualquiera de las dos implica las dos, es decir, biyectiva. La vuelta no hay que
probarla, porque ser biyectiva es, por definicién, ser inyectiva y sobreyectiva a la vez:
de una biyeccién se lee cada una de las dos propiedades sin hacer nada.

Paso 1: inyectiva = sobreyectiva, contando la imagen (el nticleo de la prueba). Toda
la fuerza estd en que una inyeccién conserva el cardinal, de modo que si ademas dejara
sillas libres, el conjunto de partida cabria en algo estrictamente menor que él mismo.
Supongamos f inyectiva. La restriccion f : A — f(A) es entonces biyectiva (inyectiva
por hipétesis, sobreyectiva porque hemos recortado el codominio a la imagen), asi
que |f(A)| = |A|. Si f no fuera sobreyectiva existiria b € B\ f(A), luego f(A) C B.
Un subconjunto propio de un conjunto finito tiene estrictamente menos elementos: al
menos falta b, asi que |f(A)| < |B| — 1. Entonces |A| = |f(A)| < |B| -1 < |B| = |A]|,
contradiccion.

Paso 2: sobreyectiva = inyectiva, tirando un elemento y volviendo a contar. Supon-
gamos f sobreyectiva y no inyectiva. Entonces existen a # a’ en A con f(a) = f(a’).
Consideremos A’ = A ~\ {4’} y la restriccién f|4 : A" — B. Sigue siendo sobreyectiva:
todo b € B era imagen de algun elemento de A, y si ese elemento era a’, también
b= f(a) cona € A’. Ahora bien, |A’| = |A| —1 = |B| — 1 < |B|, y una sobreyeccion
de un conjunto finito en otro obliga a que el dominio tenga al menos tantos elementos
como el codominio (a cada b se le puede asignar una preimagen, y preimagenes de ele-
mentos distintos son distintas, lo que da una inyeccién B — A’ y por tanto |B| < |A]).
Contradiccion. [ ]

El paso «un subconjunto propio de un conjunto finito tiene menos elementos» y el paso
«una inyecciéon B — A’ obliga a |B| < |A’|» son los dos hechos intuitivos sobre conjuntos
finitos que se estdn usando. Ambos se demuestran por induccién sobre el cardinal a partir de
la definicién con IN,,;, y el apéndice de repaso previo recoge esa induccién. Lo importante
ahora es que la proposicién es falsa para conjuntos infinitos, y eso es lo que la hace interesante.

Observacién. La proposicion falla en general para conjuntos infinitos: f : N — N, f(n) =
n + 1, es inyectiva y no sobreyectiva. Justamente por eso los cuadrados de Galileo pueden
ser a la vez una parte propia de IN y tener el mismo cardinal que IN.

Teorema. El conjunto IN no tiene cardinal finito.

La idea, en una frase: una lista finita de naturales tiene un elemento mds grande que todos, y
IN nunca lo tiene, porque siempre queda el siguiente. Toda la demostracion es exhibir ese
siguiente.
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Por reduccién al absurdo. Si IN fuera finito existirfa m € N con [N| = [N/, y
por simetria de la equipotencia habria una biyeccién f : IN,, — IN. Su imagen es
el conjunto finito {f(1),..., f(m)}, que tiene un elemento mayor, digamos f (k). El
natural f(k) + 1 es mayor que todos los de la imagen, luego no estd en ella, luego f no
es sobreyectiva. Contradiccion. [ |

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR «INFINITO» POR LO QUE HACE, NO POR LO QUE NO ES

Aqui infinito se define como «no finito». Dedekind propuso en 1888 otra definicién: un conjunto
es infinito si existe una biyeccién con una parte propia suya. Es exactamente la propiedad de
Galileo convertida en definicién, y tiene la ventaja de ser positiva: dice lo que un conjunto
infinito hace, sin pasar por los ntimeros naturales.

Las dos definiciones coinciden para todos los conjuntos que aparecen en este libro, pero
demostrar que coinciden en general requiere una forma débil del axioma de eleccién. Por eso
aqui se toma «no finito», que es la definicién que no necesita nada més que los naturales. La de
Dedekind sigue viva en teoria de conjuntos.

1.2.3 Principio del palomar
LA IDEA: ELEGIR LAS CAJAS

El principio del palomar parte de una idea sencilla: si hay mas objetos que cajas,
alguna caja contiene al menos dos. Esa observacion permite resolver media docena de
problemas que, vistos de frente, parecen imposibles.

La razén de esa desproporcion entre la sencillez del enunciado y lo potente del uso es
que el teorema no dice cudl es la caja que repite. Da una existencia sin construccion,
y por eso sirve para demostrar que algo tiene que pasar sin tener ni idea de dénde
pasa. «Entre trece puntos de un rectdngulo de 3 x 4, dos estan a distancia < \@»
no se demuestra buscando la pareja: se demuestra partiendo el rectdngulo en doce
cuadraditos y dejando que el principio haga el trabajo.

Por eso, en la practica, la dificultad de estos problemas nunca estd en aplicar el
teorema —elegidos los objetos y las cajas, la conclusién sale de contar y comparar dos
ndmeros—, sino en decidir quiénes son los objetos y quiénes las cajas. Esa es toda la
gracia, y es lo que hay que entrenar. Las cajas suelen ser: los restos al dividir entre #;
las regiones en que se parte una figura; los valores posibles de una cantidad que solo
puede tomar unos pocos; los subconjuntos de un conjunto pequefio. Cuando se acierta
con las cajas, el problema se cae solo; cuando no, no hay manera.

La versién general que viene después es la misma idea afinada: si no basta con
«alguna repite» sino que hace falta «alguna tiene al menos tres», se cuenta igual. Y la
demostracion, en los dos casos, es la de siempre: suponer que no y sumar.

Teorema (principio del palomar). Si se reparten m objetos en n cajas y m > n, entonces
alguna caja contiene al menos dos objetos.

Si ninguna caja contuviera dos objetos, cada caja tendria a lo sumo uno, y el total de
objetos seria a lo sumo 7. Esto contradice m > n. |
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Dicho con aplicaciones: si |A| > |B|, ninguna f : A — B es inyectiva. Es la proposicién de
las sillas justas leida en negativo, con lo que el principio del palomar no es un teorema nuevo
sino la otra cara del que ya se demostré.

Definicién. Para x € R, la funcién techo y la funcién suelo son
[x] =min{n € Z : x <n}, |x] =méx{ne€Z : n <x}.

Teorema (version general). Si se reparten m > 0 objetos en n > 1 cajas, alguna caja contiene
al menos [m/n] objetos.

Sea q = [m/n]. Si todas las cajas tuvieran a lo sumo g — 1 objetos, el total seria a
lo sumo n(q — 1). Ahora bien, g — 1 < m/n por definicion de techo (g es el menor
entero mayor o igual que m/n, luego g — 1 es estrictamente menor), asi que n(g — 1) <
n - I = m. Habria menos de m objetos. Contradiccion. |

Leida en palabras, la cota dice que alguna caja estd en la media o por encima. El cociente
m/n es el nimero medio de objetos por caja, y no pueden quedar todas las cajas por debajo
de la media, porque entonces el total también quedaria por debajo. Como lo que hay en una
caja es un numero entero, «no estar por debajo de m/n» quiere decir «tener al menos m/n
redondeado hacia arriba», y eso es [m/n].

Un caso con ntmeros. Se reparten 25 objetos en 7 cajas. La media es 25/7 ~ 3,57, y el
teorema asegura una caja con al menos [25/7] = 4 objetos. La cota no se puede mejorar: el
reparto 4,4,4,4,3,3,3 suma 25 y ninguna caja pasa de 4. Y el principio del palomar de antes
eselcasom =n+1, porque [(n+1)/n] = 2.

El descuido tipico es redondear hacia abajo. Con 22 objetos en 7 cajas, [22/7] = 3 se queda
corto: si todas las cajas tuvieran a lo sumo 3 objetos, habria a lo sumo 21. Luego alguna tiene
4 = [22/7]. El redondeo va hacia arriba porque un objeto de mds sobre un reparto exacto ya
obliga a una caja a subir un escalén.

DE DONDE VIENE: CAJAS, PALOMAS Y DIRICHLET

La formulacién habitual se atribuye a Dirichlet, que la us6 en el siglo XIX para aproximar
ndmeros irracionales por fracciones (el llamado teorema de aproximacién de Dirichlet), y en
aleman se sigue llamando «principio de los cajones». Se han encontrado enunciados equiva-
lentes bastante anteriores, en un libro de recreaciones matematicas francés del siglo xVv1I. El
nombre de las palomas es del inglés del siglo xX. Nada de esto cambia el contenido, que es el
de la proposicién sobre inyecciones entre conjuntos finitos.

Ejercicios: el principio del palomar

Los siete ejercicios siguientes se resuelven todos igual: elegir las cajas de modo que «dos
objetos en la misma caja» sea la conclusién que se pide.
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Ejercicio 1.1. Dos personas con el mismo niimero de amigos R1.1

Probar que en cualquier grupo X de dos o més personas hay dos miembros de X que tienen
igual namero de amigos dentro de X. (Se entiende que x es amiga de y si y solo si y es amiga
de x.)

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Si hay n personas, ;cudntos amigos puede tener una de ellas como minimo y como mdximo?

2. Eso da n valores posibles para n personas. Demasiado justo para el palomar. Hay dos valores que no pueden
darse a la vez.

Resolucién. Sea n = | X| > 2. Cada persona tiene entre 0 y n — 1 amigos dentro de X, porque
no es amiga de si misma. Son 1 valores posibles para 1 personas, y el palomar necesita mas
objetos que cajas.

La observacién que desbloquea el problema es que los valores 0 y 7 — 1 no pueden aparecer
los dos a la vez. Si alguien tiene n — 1 amigos, es amigo de todos los demds, y entonces nadie
puede tener 0 amigos, porque al menos tiene a ese. Reciprocamente, si alguien tiene 0 amigos,
nadie puede tener n — 1.

Luego el numero de amigos toma valoresen {0,1,...,n —2}oen {1,2,...,n — 1}, segin
el caso. En ambos casos son n — 1 cajas para n personas, y por el principio del palomar dos
personas caen en la misma caja: tienen el mismo ntimero de amigos. n

Con tres personas se ve entero. Los niimeros de amigos posibles son 0,1y 2, peroel 0y el
2 se excluyen: si Ana es amiga de las otras dos, ninguna de ellas tiene 0 amigos. Asi que los
tres valores caen en {0,1} o en {1,2}, dos cajas para tres personas.

Lo que deja el ejercicio es una maniobra que se repite: cuando las cajas salen justas, tantas
como objetos, el palomar no decide nada, y hay que buscar dos cajas que no puedan llenarse
a la vez. Se falla en quedarse en las 1 cajas 0,1, ...,n — 1 y dar el problema por imposible,
o en afirmar sin razonarlo que alguna caja queda vacia: la exclusién del 0 y del n — 1 es
el argumento entero, no un detalle. Con otro vocabulario, las personas son vértices y las
amistades, aristas, y el enunciado es que todo grafo finito con dos o més vértices tiene dos
vértices del mismo grado; en la seccién 2.2 vuelve con ese nombre, junto con el caso infinito,
donde falla.

Ejercicio 1.2. Diez puntos en un tridngulo equildtero R1.3

Sea un tridngulo equildtero de lado de longitud 1 y sea X un conjunto de diez puntos
interiores al tridngulo. Probar que hay un par de puntos de X cuya distancia euclidea es
menor o igual que 1/3.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Diez puntos: hacen falta nueve cajas. ; En cudntos tridngulos equildteros de lado 1/3 se parte un tridngulo
equildtero de lado 1?7

2. ;Cudl es la mayor distancia entre dos puntos de un tridngulo equildtero de lado 1/3?

Resolucién. Se unen los puntos que dividen cada lado en tres partes iguales mediante
segmentos paralelos a los lados. Eso parte el tridngulo grande en 9 tridngulos equilateros de

10
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lado 1/3 (1 + 3 + 5 por filas). Cada punto de X pertenece a alguno de los nueve tridngulos
cerrados; si un punto cae sobre una linea divisoria, se le asigna uno cualquiera de los
triangulos que la comparten. Asi se tiene una aplicacién de X (diez elementos) en el conjunto
de los nueve tridngulos.

Por el principio del palomar, dos puntos distintos P, Q € X van al mismo tridngulo. En un
tridngulo equilatero de lado / la distancia entre dos puntos cualesquiera es a lo sumo /: el
didmetro de un tridngulo es su lado mayor, porque la distancia médxima entre dos puntos de
un poligono convexo se alcanza entre dos vértices. Luego d(P, Q) < 1/3. n

QUE DEJA. En los problemas geométricos de palomar, las cajas son una particion de la figura en
piezas de didmetro controlado. Lo que hay que cuidar es que la asignacién de puntos a piezas sea una
funcidn, es decir, que los puntos de las fronteras vayan a una sola pieza.

Ejercicio 1.3. Trece puntos en un rectdngulo de 3 x 4 R1.6

Sea X un conjunto de trece puntos del borde o interiores a un rectdngulo de lados 3 y 4 cm.
Probar que siempre habra al menos un par de puntos de X situados a una distancia menor

o igual que /2.

Resolucion. La idea es la del tridngulo: trocear la figura en una pieza menos que puntos, y
que cada pieza tenga didmetro /2. Trece puntos piden doce piezas, y 12 = 3 - 4 es justo el
numero de cuadrados de lado 1 que caben en el rectangulo: el enunciado estd hecho a medida
de esa cuadricula.

El rectdngulo de 3 x 4 se parte en 12 cuadrados de lado 1. Cada punto de X se asigna a
un cuadrado cerrado que lo contenga (uno cualquiera si estd en una linea de la cuadricula).
Trece puntos y doce cuadrados: por el palomar hay dos puntos P, Q en el mismo cuadrado.
La distancia maxima entre dos puntos de un cuadrado de lado 1 es su diagonal, /2. Luego
d(P,Q) < V2. u

Se falla en dos sitios. Uno es tomar como didmetro del cuadrado su lado, 1, en vez de
su diagonal, v/2: la distancia maxima se alcanza entre vértices opuestos. El otro es dejar los
puntos de las lineas de la cuadricula en dos cuadrados a la vez, con lo que la asignacién deja
de ser una funcién y el palomar no se puede aplicar.

Ejercicio 1.4. Ocho sumas en una matrizde 0,1y —1 R1.4

Una matriz 3 x 3 estd formada por 0, 1 y —1. Probar que entre los resultados de las ocho
sumas que se obtienen por filas, columnas y diagonales hay al menos dos iguales.

Resolucién. Cada una de las ocho sumas (tres filas, tres columnas, dos diagonales) suma
tres nameros del conjunto {—1,0,1}, luego es un entero entre —3 y 3. Los valores posibles
son —3,—-2,—1,0,1,2, 3: siete cajas. Hay ocho sumas. Por el principio del palomar, dos de las
sumas coinciden. [ ]

Aqui los objetos son las ocho sumas y las cajas, los valores que puede tomar una suma. El
error estd en quedarse con los tres valores de las casillas, —1, 0 y 1, como si fueran las cajas:
no lo son, porque lo que se compara son sumas. Antes de comparar hay que contar cuantos
valores alcanza una suma de tres casillas, y son siete.

11



Combinatoria y métodos de enumeracion

Ejercicio 1.5. Seis niimeros del 1 al 9 R1.5

Demostrar que cualquier subconjunto S ¢ A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} con |S| = 6 debe
contener dos elementos cuya suma es 10.

Resolucién. Partimos A en cinco bloques:

{1,9}, {2,8}, {3,7}, {4,6}, {5}.

Cada elemento de A estd en exactamente un bloque, asi que asignar a cada elemento de S su
bloque es una funcién de S (seis elementos) en el conjunto de cinco bloques. Por el palomar,
dos elementos distintos de S caen en el mismo bloque. Ese bloque no puede ser {5}, que solo
tiene un elemento, luego es una de las cuatro parejas, y sus dos elementos suman 10. n

Otra via (por el complementario). Se puede ver que |S| = 5 no basta: S = {1,2,3,4,5} no
tiene dos elementos que sumen 10. Esto muestra que el 6 del enunciado es el minimo posible,
y explica por qué las cajas tienen que ser exactamente las cinco de arriba: con cinco elementos
se puede coger uno de cada bloque.

Ejercicio 1.6. Restos al dividir entren — 1 R1.7

Probar que si se escogen n ntimeros naturales cualesquiera siempre habréd al menos dos de
ellos que tengan el mismo resto al ser divididos entre n — 1.

Resolucién. Se supone n > 2 para que la divisiéon entre n — 1 tenga sentido. Los restos
posibles al dividir entre n —1son 0,1, ...,n — 2: exactamente n — 1 valores. La aplicacién que
envia cada uno de los n niimeros a su resto va de un conjunto de n elementos a unode n — 1,
luego no es inyectiva: dos de los nimeros tienen el mismo resto. n

Otra via (la variante con 101 enteros). Si se eligen 101 enteros no negativos, dos de ellos dejan
el mismo resto médulo 100 (hay 100 restos posibles), y entonces su diferencia es multiplo de
100. La formulacién «diferencia multiplo de» y la formulacién «mismo resto» son la misma.

Ejercicio 1.7. Quince miiltiplos de cuatro con cifras distintas

Demostrar que elegidos al azar 15 niimeros naturales multiplos de 4 y con todas sus cifras
distintas, al menos hay dos de ellos cuyas dos tltimas cifras suman igual. (Ayuda: si un
nimero es multiplo de 4, también lo es el formado por sus dos tdltimas cifras.)

Resolucién. Un namero N se escribe N = 100 ¢ + r, donde r es el nimero formado por sus
dos ultimas cifras. Como 100 es maltiplo de 4, N es multiplo de 4 si y solo silo es 7; esa es
la ayuda del enunciado. Ademas, si N tiene todas sus cifras distintas, las dos tltimas son
distintas entre si.

Las terminaciones de dos cifras que son multiplos de 4 son 00,04, 08,12, . .., 96 (veinticinco
en total). Quitando las que repiten cifra (00, 44, 88) quedan veintidds terminaciones posibles,
con estas sumas de cifras:

04 08 12 16 20 24 28 32 36 40 48 52
4 8 3 7 2 6 10 5 9 4 12 7

12
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56 60 64 68 72 76 80 84 92 96
11 6 10 14 9 13 8 12 11 15

Los valores que aparecen son 2,3,4,...,15: catorce valores distintos. Quince ntimeros y
catorce sumas posibles: por el principio del palomar, dos de los ntimeros elegidos tienen la
misma suma de sus dos tltimas cifras. u

La tabla es lo que hace funcionar el argumento, y conviene ver qué papel juega cada
hipétesis en ella. Si se dice sin méas que la suma de dos cifras va de 0 a 18, salen diecinueve
cajas, y quince nameros no bastan: las cajas tienen que ser los valores alcanzables, no los
imaginables. Sin la condicién de multiplo de 4, las terminaciones con dos cifras distintas
alcanzan diecisiete sumas, del 1 al 17, y el argumento tampoco cierra. Y sin la de cifras
distintas volverian 00, 44 y 88, con sumas 0, 8 y 16: la 8 ya estaba, pero la 0 y la 16 son nuevas,
y con dieciséis cajas quince niimeros no obligan a nada. Las dos hipétesis, pues, estdn para
recortar las cajas hasta catorce.

1.2.4 Numerabilidad (contabilidad)

Definicién. Un conjunto A es numerable (o contable) si es finito o si existe una biyeccién
A — IN.

Numerable quiere decir «se puede poner en fila»: primero, segundo, tercero, sin que quede
nadie fuera de la fila. El contenido de esta subseccién es que muchos conjuntos que parecen
mas grandes que IN se pueden poner en fila, y el de la siguiente es que no todos.

Ejemplo (IN es numerable). La identidad es una biyecciéon IN — IN.

Ejemplo (Z es numerable). La enumeraciéon 0,1, —1,2,—2,3, =3, ... alterna positivos y nega-
tivos. Formalmente, define f : Ny — Z por

n+1l . .
> sin es impar,
fy =4 2
—5 sin es par.

Asi f(0) =0, f(1) =1, f(2) = —1, f(3) =2, f(4) = —2. Su inversa es explicita: g : Z — INj,

2z—1 siz>1,
g(z) = .
—2z siz <0.

Comprobacién: siz > 1, g(z) = 2z — lesimpary f(g(z)) = ZF =251z <0, g(z) = —2z

espary f(g(z)) = — =% = z. Y sin esimpar, f(n) = =1 > 1yg(f( n)) =22 —1=n;si
nespar, f(n) = -5 <0y g(f(n)) = —2-(—%) = n. Luego f es biyectiva y |Z| [Ny
Falta ver que |N| = |INp|: la aplicacién n — n — 1 es una biyeccién de IN en Ny, con

inversa k — k + 1. Componiendo, |Z| = |IN]|.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: EL ZIGZAG DE CANTOR

Que haya tantos pares de naturales como naturales es de las cosas que més cuesta
tragar la primera vez, porque IN x IN parece «infinitamente mas grande»: para cada n
hay ya una fila infinita entera. La respuesta de Cantor es que el tamafio de un conjunto
infinito no se mide por lo grande que parece, sino por si se puede hacer cola.

13
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Y la cola se hace asi. Coléquense los pares en una cuadricula infinita, (i,j) enlafilaiy
la columna j. Contarlos fila por fila no vale: la primera fila no se acaba nunca y nunca
se llegaria a la segunda. Contarlos columna por columna, tampoco. Pero recorriendo
las diagonales, si: primero el par cuya suma vale 2, luego los dos cuya suma vale 3,
luego los tres cuya suma vale 4, y asi. Cada diagonal es finita, luego se termina, y todo
par (i,]) estd en la diagonal i + j, luego a todo par le llega su turno en un ntiimero finito
de pasos.

Esa es la idea entera. La formula explicita que se escribe a continuacién no es méas que
contar cuantos pares hay antes del turno de (i, j): todos los de las diagonales anteriores,
queson 142+ ---,ylos que van delante en su propia diagonal.

Conviene guardar el principio general, porque se usa dos veces mds en esta seccién:
una unién numerable de conjuntos numerables es numerable, porque se recorre
en diagonal. Con eso caen Q, los polinomios de coeficientes enteros y los niimeros
algebraicos.

Teorema (IN x IN es numerable). Existe una biyeccién entre N y IN x IN.

El corazén en una frase: toda la dificultad estd en trocear un conjunto infinito en piezas
finitas; una vez troceado, recorrerlo es tan facil como leer un libro, y las diagonales son ese
troceado.

Paso 1: se trocea el plano en piezas finitas. Se consideran las diagonales de suma
constante
Ds ={(i,j) e NxN : i+j=s}, s> 2.

Cada D; es finito (tiene exactamente s — 1 pares: (1,s —1),(2,5s —2),...,(s —1,1))yla
unién de todas es IN x IN, porque todo par tiene una suma. Que las piezas sean finitas
es justo lo que fallaba al trocear por filas, y por eso el troceo es el paso que decide.
Paso 2: se recorren las piezas en orden, y dentro de cada una también. Se enumera
IN x IN recorriendo sucesivamente D;, D3, Dy, ...y, dentro de cada diagonal, en el
orden (s —1,1),(s — 2,2),...,(1,s — 1). Sale la lista

1,1), (21),(1,2), (3,1),(2,2),(1,3), (4,1),...

Paso 3: a todo par le llega su turno en tiempo finito (el niicleo de la prueba). Todo
par (i,j) aparece exactamente una vez: pertenece a la tinica diagonal D; ;, y dentro
de ella ocupa una posicién determinada. Como las diagonales anteriores son finitas y
son finitas en niimero —solo hay i + j — 3 de ellas—, la posicién de (i, j) en la lista es
un nimero natural concreto y no «infinito». Esto define una aplicacion N — IN x IN
(al n-ésimo natural, el n-ésimo par de la lista) que es sobreyectiva porque todo par
aparece, e inyectiva porque ningan par se repite. |

Se puede dar la biyeccion con férmula: el par (i, j) ocupa el lugar Mﬂ + j, porque

antes de su diagonal hay 142+ - - - + (s — 2) pares con s = i + j, y dentro de la diagonal es
el j-ésimo. No hace falta la férmula para la demostracion, pero conviene saber que existe.

Corolario. Si A y B son conjuntos infinitos numerables, entonces A X B es numerable.
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1.2. Cardinalidad: finito, infinito, numerable

La idea, en una frase: no hay nada nuevo que enumerar. Se renombran A y B como IN, con lo
que A X B se convierte en la cuadricula IN x IN del teorema anterior, y esa ya se sabe recorrer
en diagonal.

Existen biyecciones fi : A —+ Ny f» : B — IN. La aplicacién f : A x B — N x
N, f(a,b) = (f1(a), f2(b)), es una biyeccién: es inyectiva porque si (f1(a), f2(b)) =
(f1(a"), f2(V")) entonces fi(a) = fi(a’) y f2(b) = f2(V'), y la inyectividad de f; y
faodaa = a', b = U'; es sobreyectiva porque dado (m,n) € IN x IN existen 4 con
fi(a) = my b con fr(b) = n, y entonces f(a,b) = (m,n). Componiendo con la
biyecciéon g : IN x N — IN del teorema, go f : A x B — IN es biyeccion. |

Lema. Si X es numerable y A C X, entonces A es numerable.

La idea, en una frase: si de una cola infinita se tacha a algunos, los que quedan siguen
formando una cola —basta volver a pasar lista de izquierda a derecha—, y el tinico punto
que hay que cuidar es que al pasar lista no se quede nadie fuera. Dicho de otro modo: el
problema se traslada primero a IN, donde «de izquierda a derecha» significa algo preciso, y
alli se resuelve tomando minimos sucesivos.

Paso 1: se traslada el problema a un subconjunto de IN. Si A es finito, es numerable
por definicion. Supongamos A infinito. Como X es numerable e infinito (contiene al
infinito A), existe una biyeccién f : X — IN. La restriccioén f|4 : A — IN es inyectiva,
luego f|a : A — Bcon B = f(A) C N es biyectiva, y B es infinito. Basta, pues,
enumerar B.

Paso 2: se enumera B tomando minimos sucesivos (el nticleo de la prueba). Es aqui
donde se usa lo tinico que IN tiene y un conjunto cualquiera no: que sus subconjuntos
no vacios tienen minimo. Se define

b; = min B, byr1 =min(B~{by,...,by}).

Estd bien definido porque todo subconjunto no vacio de IN tiene minimo (es la propie-
dad de buena ordenacién de los naturales, equivalente al principio de induccién) y
porque B\ {by,...,b,} nunca es vacio al ser B infinito.

Paso 3: la enumeracion no repite ni se deja a nadie. La sucesion es estrictamente
creciente por construccion, luego ¢ : IN — B, g(n) = by, es inyectiva. Es sobreyectiva
porque, dado b € B, solo hay finitos elementos de B menores que b, digamos k de
ellos, y entonces b = by 1: nadie se queda esperando indefinidamente su turno, que es
exactamente lo que podria temerse de un proceso infinito.

Paso 4: se vuelve a A. Finalmente (f|4) ! og:IN — A es una biyeccién. [ |

Observacién (por qué hace falta que B sea infinito). Si B fuera finito, el Paso 2 se detendria:
llegaria un n con B\ {by,...,b,} = @ y no habria minimo que tomar. No es un fallo, es el
caso que se apart6 en la primera linea del Paso 1: un subconjunto finito ya es numerable por
definicién. La particién en dos casos no es burocracia, es lo que mantiene bien definida la
recurrencia.
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LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LOS RACIONALES CABEN EN LA CUADRICULA

Que Q sea numerable choca todavia mds que lo anterior, porque los racionales estdn
densos: entre dos cualesquiera hay infinitos, y sin embargo se pueden poner en fila. La
moraleja es que densidad y cantidad no tienen nada que ver.

La idea es que un racional no es una cosa nueva: es un par de enteros. La fracciéon p/q
se manda al punto (p,q) de la cuadricula que ya se aprendi6 a recorrer en diagonal, y
con eso Q queda dentro de un conjunto numerable, luego es numerable. Solo hay que
tener dos cuidados, y son los dos que la demostracién formaliza: que cada racional se
escribe de infinitas maneras (1/2 = 2/4 = 3/6), lo que se arregla queddndose con la
fraccién irreducible; y que un subconjunto infinito de un conjunto numerable sigue
siendo numerable, que es lo que permite quedarse solo con esas.

El contraste con IR, que viene después, es lo que da sentido a todo el capitulo: Q se
puede listar y IR no, y por tanto casi todos los ntimeros reales son irracionales, en un
sentido muy fuerte de «casi todos». No se ha exhibido ninguno, pero se sabe que estan
casi todos ahi. Otra vez una existencia sin construccién, como en el palomar.

Teorema (Q es numerable). El conjunto de los ntimeros racionales es numerable.

El corazén en una frase: todo el teorema es que un racional no es un objeto nuevo, sino un
par de enteros disfrazado, y los pares de enteros ya se saben enumerar. Los tres pasos que
siguen no hacen otra cosa que quitarle el disfraz con cuidado.

Paso 1: se elige un representante y solo uno para cada racional (el ntcleo de la
prueba). Aqui estd la tnica dificultad real: un racional tiene infinitas escrituras como
fraccién, y si se admitieran todas, la correspondencia con los pares no seria biyectiva.
También se podrian recorrer todas las fracciones y saltarse las repetidas; aqui elegimos
directamente una escritura por racional. Todo racional r se escribe de manera tinica
como fraccién irreducible r = p/gcon p € Z, g € N y med(|p|,q) = 1. Sea

S={(p9) €ZxN : med(|p|,q) =1}, ¢:5—=Q, ¢(p,q) =p/q

Paso 2: 1a correspondencia representante — racional es biyectiva. ¢ es sobreyectiva
porque todo racional admite una fraccién irreducible, y es inyectiva por la unicidad
de esa fraccion: si p/q = p’/q’ con ambas irreducibles y denominadores positivos,
entonces p = p' y q = q'. (Larazén es que pq’ = p'qy, como g es primo con p, g divide
a q',y simétricamente 4’ divide a g, luego g = 4’ y entonces p = p'.)

Paso 3: se hereda la numerabilidad de la cuadricula. Como Z y IN son numerables,
Z. x N es numerable por el corolario, y S, al ser un subconjunto suyo, es numerable
por el lema. Luego |Q| = |S| = |IN|. [

Observacion (qué papel juega cada pieza). Esta demostraciéon usa dos resultados previos.
Sin el corolario del producto no habria dénde meter los pares; sin el lema del subconjunto,
el hecho de que S sea solo una parte de Z x IN dejaria la conclusién en el aire, porque
quedarse con una parte de una lista infinita no es automdticamente volver a tener una lista.
La irreducibilidad, por su parte, no es un adorno de higiene: es lo tinico que convierte «cada
racional tiene alguna fraccién» en «cada racional tiene exactamente una».
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1.2. Cardinalidad: finito, infinito, numerable

CONEXION: TOPOLOGIA Y ANALISIS

Aqui intervienen dos propiedades distintas de Q. Su densidad permite encajar, alrededor de
cada punto de un abierto de IR, un intervalo de extremos racionales contenido en ese abierto.
Su numerabilidad hace que solo haya una cantidad numerable de esos intervalos: forman una
base numerable. En un espacio métrico ocurre lo mismo con las bolas de centros en un conjunto
denso numerable y radios racionales positivos.

Por otra parte, una funcién continua f : R — R queda determinada por sus valores en Q por
la densidad, sin necesitar el recuento: si g, — x con g, € Q, entonces f(x) = lim, f(gn).

Ejercicios: numerabilidad

Ejercicio 1.8. Pares, impares y enteros R1.2

a) Probar que el conjunto de los ntimeros pares A = {2n : n € IN} es numerable.
b) Probar que el conjunto de los ntimeros impares es numerable.
¢) ¢Es numerable el conjunto de los nameros enteros? Razonar la respuesta.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Para a) y b) hace falta una biyeccién con IN: escribela y comprueba las dos propiedades.

2. Para c), la enumeracion alternada de la teoria ya es la respuesta; alternativamente, Z es unién de tres
numerables.

Resolucién. a) Sea f : N — A, f(n) = 2n. Es inyectiva: 2n = 2n’ implica n = n’. Es
sobreyectiva: todo par es 21 para algtn n € IN por definicién de A. Luego f es biyeccién y A
es numerable. Obsérvese que A es una parte propia de IN con el mismo cardinal que IN: es la
paradoja de Galileo con los pares en vez de los cuadrados.

b) Sea B el conjunto de los impares y ¢ : N — B, g(n) = 2n — 1. Inyectiva por el mismo
argumento; sobreyectiva porque todo impar positivo es de la forma 2n —1conn > 1.

c) Si. En la teoria se dio la biyeccién explicita f : Ng — Z que alterna 0,1, -1,2,-2,...,
con su inversa, y INg es equipotente a N mediante n — n — 1. Luego |Z| = |N]|. |

Otra via (uni6n de numerables). Z = {0} UIN U (—IN). Se puede enumerar Z intercalando:
primero un elemento de la primera parte, luego uno de la segunda, luego uno de la tercera,
y asi. Es el mismo mecanismo de las diagonales de IN x IN: una unién finita de conjuntos
numerables es numerable. Para hacerlo riguroso hay que escribir la biyeccién, que es justo lo
que hace la férmula del ejemplo de la teoria.

Ejercicio 1.9. Niimeros con todos los digitos distintos R1.12

(Cuantos elementos tiene el conjunto de nimeros naturales cuyos digitos en base 10 son
todos diferentes? ;Es finito o infinito?

Resolucién. La pregunta tiene dos partes, y la segunda se contesta antes que la primera: un
numero con todas sus cifras distintas no puede ser muy largo, porque solo hay diez cifras.
Para contarlos se parte el conjunto por el ndmero de cifras, que da trozos disjuntos (principio
de adicién), y cada trozo se cuenta cifra a cifra, con la primera tratada aparte porque es la
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tnica que no puede ser 0.

Hay diez digitos, luego un ntimero con todas sus cifras distintas tiene a lo sumo diez cifras:
el conjunto es finito. Contamos cudntos hay de k cifras, parak = 1, ...,10. La primera cifra no
puede ser 0: 9 opciones. Las k — 1 restantes deben ser distintas entre si y distintas de la primera,
elegidas entre los 9 digitos que quedan (ahora si puede aparecer el 0): son las variaciones sin

repeticién de 9 elementos tomadosdek —lenk—1,9-8--- (11 —k) = W En total,
10 91
D =9 (1+9+ 72+ 504 + 3024 + 15120
&7 (10— k)!
+ 60480 + 181440 + 362880 + 362880)
=9-986410 = 8877 690.
[ |

El sumando k = 2 se comprueba a mano. Hay 90 ndmeros de dos cifras, del 10 al 99, y
repiten cifra los nueve 11,22, ...,99: quedan 81, que es 9 - 9, el término 9 - % dela suma. La
primera cifra tiene nueve opciones (no el 0) y la segunda, otras nueve (el 0 si, la primera no).

Se falla en tratar la primera cifra como las demés y contar 10 - 9 = 90 ntiimeros de dos cifras
distintas: esa cuenta incluye las cadenas 01,02, .. .,09, que no son nameros de dos cifras. Y se
falla en la pregunta cualitativa al razonar «IN es infinito, luego el conjunto también»: la cota
de diez cifras la da el principio del palomar, porque un niimero de once cifras reparte once
posiciones entre diez digitos y repite alguno.

1.2.5 Conjunto potencia y Teorema de Cantor

Definicién. El conjunto potencia de un conjunto X es
P(X)={A : ACX}.

Teorema (Cantor). Sea X un conjunto. Entonces | X| # |P(X)].
LA IDEA: EL ARGUMENTO DIAGONAL

La intuicién falsa, primero. Después de la seccién anterior uno llega convencido de
que todo conjunto infinito «se puede poner en fila con mafia suficiente»: Z se ponia,
IN x IN se ponia, Q se ponia. Este teorema dice que no, y no por falta de mafia: dice
que la lista, cualquiera que sea, fabrica ella misma el elemento que le falta.

La imagen: la lista que se sabotea a si misma. Imagine una tabla infinita en la que
la fila x contiene la respuesta a la pregunta «;estd y en f(x)?», una columna por cada
y € X. La lista pretende contener todos los subconjuntos. Se construye entonces el
subconjunto D mirando solo la diagonal de esa tabla, la casilla (x, x), y contestando
siempre lo contrario: si x estd en f(x), D lo deja fuera; si no estd, D lo mete. Asi D se
distingue de la fila x precisamente en la columna x, sea cual sea x: no coincide con
ninguna fila, y sin embargo es un subconjunto de X y deberia estar en la lista.

El corazén en una frase: D estd disefiado para diferir de cada f(x) en el elemento
x, y una diferencia por fila es todo lo que hace falta. La misma idea, con digitos en
vez de pertenencias, es con la que Cantor demostré que los reales no son numerables:
se construye un nimero cuya n-ésima cifra difiere de la n-ésima cifra del n-ésimo
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1.2. Cardinalidad: finito, infinito, numerable

numero de la lista. Obsérvese, ademads, qué poco se le pide a X: no se supone finito, ni
infinito, ni numerable. El teorema vale para todos a la vez porque el argumento no
cuenta nada, solo compara.

Paso 1: se prueba algo mds fuerte que lo enunciado. En vez de negar las biyecciones, se
niegan las sobreyecciones: se verd que no existe ninguna sobreyeccién f : X — P(X),
y como toda biyeccién es sobreyectiva, con eso basta. Suponemos por reduccién al
absurdo que f : X — P(X) es sobreyectiva.

Paso 2: se construye el subconjunto diagonal. Definimos

D={xeX :x¢f(x)}

Tiene sentido: para cada x, f(x) es un subconjunto de X, y se puede preguntar si x
estd o no en él. Es la traduccién literal de «contestar lo contrario en la diagonal».
Paso 3: 1a sobreyectividad obliga a que D esté en la lista, y ahi salta todo (el niicleo
de la prueba). Como D € P(X) y f es sobreyectiva, existe d € X con f(d) = D. Ese
d es el tnico objeto que la hipétesis aporta, y es el que la destruye: preguntemos si
deD,

deD < d¢ f(d)=D.

La primera equivalencia es la definicién de D aplicada a x = d; la igualdad es la
eleccién de d. Se obtiened € D <= d & D, que es una contradiccién. Luego no hay
sobreyeccion, y en particular no hay biyeccion. |

El teorema de Cantor implica que existen infinitos de distinto tamafio: P(IN) es infinito y
no equipotente a IN, luego no es numerable. Y P(P(IN)) tampoco es equipotente a P(IN), y
asi sucesivamente.

Observacién. En la demostracion se ve que no hay sobreyeccién X — P(X). ;Hay alguna
inyeccién? La hay, y es muy sencilla: x — {x}. Elementos distintos dan conjuntos unitarios
distintos. Asi que P(X) es, en un sentido preciso, estrictamente mayor que X: X cabe dentro
de P(X) pero P(X) no cabe dentro de X.

DE DONDE VIENE: CANTOR Y EL INFINITO

Cantor publicé en 1874 la primera demostracién de que R no es numerable, y en 1891 el
argumento diagonal en la forma que se ha visto, que vale para cualquier conjunto. La conse-
cuencia, que hay una jerarquia infinita de infinitos, fue recibida con hostilidad por parte de
sus contemporaneos, y Cantor pasé los tiltimos afios de su vida entre la defensa de su teorfa y
episodios de enfermedad. Hilbert escribié més tarde que nadie nos expulsaria del paraiso que
Cantor habf{a creado.

Observacion (funcion caracteristica). Cada x € X puede estar o no estar en un subconjunto
A C X:dos opciones independientes. Por eso dar un subconjunto A equivale a dar su funcién
caracteristica

1 x€eA,
: X — 10,1}, x) =
XA { } xa(x) {0 1 A

La aplicacién A +— x4 es una biyeccién entre P(X) y el conjunto {0,1}* de las funciones
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X — {0,1}: es inyectiva porque dos subconjuntos distintos difieren en algun x, y ahi difieren
sus caracteristicas; es sobreyectiva porque toda & : X — {0, 1} es la caracteristica de A = {x :

h(x) =1}.

Proposicion (caso finito). Si |X| = n, entonces |P(X)| = 2".

Por la observacion, |P(X)| = [{0,1}*|. Dar una funcién i : X — {0,1} es elegir,
para cada uno de los n elementos de X, uno de los dos valores 0 0 1. Son 1 elecciones
independientes con dos opciones cada una, luego 2 -2 - - - 2 = 2" funciones. (Esta cuenta
se justificard con todo rigor con el principio del producto de la seccién siguiente; aqui
se usa de manera intuitiva.) |

Con X = {a,b,c} la biyeccion se puede escribir entera. Cada subconjunto es una cadena
de tres ceros y unos, una cifra por elemento, y hay 2% = 8:

000 100 010 001 110 101 011 111
@ {a} {b} {c {ab} {ac} {bc} {abc}

Agrupados por tamafio salen 1, 3,3 y 1 subconjuntos de 0, 1,2 y 3 elementos, y 1 +3+3+1 =
8. Esa fila de ntimeros volverd dos veces: son los ntimeros combinatorios de la seccién 1.5, y
los coeficientes de (a + b)3 en el teorema del binomio.

CONEXION: HACIA EL CAPITULO DE GRAFOS

La biyeccién «subconjunto <+ funcién caracteristica» es la que se usa en el capitulo 2 para
contar grafos: un grafo con conjunto de vértices fijo es un subconjunto del conjunto de todas
las aristas posibles, luego hay 20) grafos distintos con n vértices dados. La variante inmediata
es esta: cudntos grafos con conjunto de vértices W contienen a un grafo dado G como subgrafo;
la respuesta es 2" con h el ntimero de aristas que faltan.

1.3 Propiedades del cardinal de conjuntos finitos

LA PREGUNTA

En una clase de mtsica hay 73 estudiantes; 52 tocan el piano, 25 el violin y 20 la flauta,
pero muchos tocan varios instrumentos. El director quiere saber cudntos no tocan
ninguno, y no tiene la lista: solo tiene esos totales y cudntos tocan cada pareja de
instrumentos y los tres. ;Le basta con eso, y como hace la cuenta sin contar a nadie
dos veces?

Hasta aqui se ha definido el cardinal por biyecciones. Esta seccion demuestra que el
cardinal se comporta con la unién y el producto como uno espera de un nimero: la unién
de dos conjuntos disjuntos suma, el producto cartesiano multiplica, y la unién de conjuntos
que se solapan se corrige restando la interseccién. Las demostraciones consisten en construir
biyecciones explicitas con IN,; y con IN,;,, y merece la pena hacerlas una vez con todo detalle:
es la tinica vez en el libro en que «sumar» tiene que demostrarse.
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1.3. Propiedades del cardinal de conjuntos finitos

1.3.1 Principio de adicién

Teorema (adicién). Si A y B son conjuntos finitos con ANB = @, |A| = ay |B| = b, entonces
|[AUB|=a+0.

LA IDEA: PASAR LISTA A LAS DOS COLAS SEGUIDAS

En una linea: se pasa listaa A del 1 al a, se sigue con Bdel a +1al a + b, y se comprueba
que nadie se queda sin ntimero ni recibe dos.

La imagen es literalmente esa: dos colas de personas que se juntan en una sola fila,
la de A delante y la de B detras. Numerar la fila entera de corrido es la biyeccion
con N, y el desplazamiento +a en la segunda mitad no es un truco algebraico: es
«empezar a contar donde terminé la primera cola».

Y la imagen predice donde puede fallar la cosa: si alguien estuviera en las dos colas a
la vez, tendria dos ntimeros y la lista dejarfa de ser una lista. El corazén en una frase:
la hipétesis A N B = @ no se usa para contar, se usa para que ¢ sea siquiera una
funcién. Todo lo demas —inyectividad y sobreyectividad— sale solo de que los tramos
{1,...,a}y{a+1,...,a+ b} encajan sin hueco ni solape, que es una propiedad de
los nimeros y no de los conjuntos.

Paso 1: se define la numeraciéon de corrido, y la disjuncién es lo que la hace una
funcién (el nicleo de la prueba). Hay que construir una biyeccion entre AU B y N,
Como |A| = ay |B| = b, existen biyecciones f : A — N, y ¢ : B — INj,. Definimos
¢: AUB — IN,4 por

Jfx) six € A,
plx) = {a+g(x) six € B,

esto es, numerando primero los elementos de A del 1 al 2 y después los de B del a + 1
ala+b.Como ANB = &, cada x € AU B pertenece a exactamente uno de los dos
conjuntos, luego la definicién no es ambigua: este es el tnico lugar de toda la prueba
donde se usa la hipoétesis, y es donde descansa el teorema. Ademas ¢(x) € IN,;: si
xe€A f(x)<a<a+bsixeBa+1<a+g(x)<a+b.

Paso 2: inyectividad por separacién de tramos. Sean x,y € AU B con ¢(x) = ¢(y).
Si ambos estan en A, entonces f(x) = f(y) y, como f es inyectiva, x = y. Si ambos
estinen B, a + g(x) = a+ g(y), luego g(x) = g(y) yx = y.Six € Aey € B, entonces
¢(x) € {1,...,a} mientras que ¢(y) € {a+1,...,a+ b}, que son disjuntos: este caso
no puede darse. Igualsix € Bey € A.

Paso 3: sobreyectividad por reparto de tramos. Sea n € IN, ;. Si n < a, entonces
n € N, y existe x € A con f(x) = n,luego ¢(x) =n.Sin > a,entoncesn —a € N, y
existe y € Bcon g(y) = n —a,luego ¢(y) = a+ g(y) = n. No queda ningtin ntimero
huérfano porque los dos tramos cubren IN,; entero. |

Observacién (qué se rompe si los conjuntos se solapan). Si AN B # @, el Paso 1 se cae: un
elemento x de la interseccion tendria dos candidatos a imagen, f(x) y a + g(x), y ¢ dejaria de
ser una funcién. Los Pasos 2 y 3 no se enteran del problema, porque solo hablan de tramos de
numeros. Si uno fuerza la definicién eligiendo, digamos, la primera opcion, lo que se pierde
es la sobreyectividad: sobran exactamente |A N B| nameros sin asignar, y de ahi sale —ni mds
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ni menos— la correcciéon —|A N B| del principio de inclusién—exclusién de dos subsecciones
mas adelante.

EXPLICATE. Si A y B se solapan, ;cudntos niimeros de IN, j, se quedan sin usar, y por qué ese niimero
es exactamente el que aparecerd restando en la formula de inclusion—exclusion?

Aplicado varias veces, el principio de adicién dice que si Ay, . .., Ak son finitos y disjuntos
dos a dos, entonces |A1 U - - - U Ag| = |A1] + - - - + | Ak|. En la préctica se usa asi: para contar
un conjunto, se parte en casos que no se solapen y se suma.

1.3.2 Principio del producto

Teorema (producto). Si A y B son conjuntos finitos con |A| = ay |B| = b, entonces |A X B| =
ab.

LA IDEA: NUMERAR LAS CASILLAS DE UNA TABLA

La intuicién falsa, primero. Uno tiende a pensar que este teorema no necesita demos-
tracion: «ab es lo que significa multiplicar, y una tabla de a columnas y b filas tiene ab
casillas porque si». Pero el cardinal se ha definido en este libro por biyecciones con IN,,
no contando; mientras no se exhiba una biyeccién entre A x By IN, la afirmacion
«|A x B| = ab» sigue pendiente de justificacion. La multiplicacién de ntimeros natura-
les y el tamafio de un producto cartesiano son dos cosas distintas, y este teorema es
exactamente el puente entre ellas.

La imagen. Coloque los pares (x,y) en una tabla rectangular: la columna la marca
f(x) y la fila la marca g(y). Ahora numere las casillas leyendo por filas, como se lee
una péagina: la primera fila se lleva los ntiimeros 1, ...,4; la segunda, a +1,...,2a; y
asi hasta la fila b, que termina en ab. Esa numeracion es la biyeccién, y la férmula
¢(x,y) = f(x)+a(g(y) — 1) no es mas que su escritura: «saltar g(y) — 1 filas completas
de a casillas y avanzar f(x) casillas».

La imagen predice el enunciado y ademas predice la demostracién: si numerar por
filas es la biyeccién, entonces invertirla es dividir entre 4, con cociente la fila y resto la
columna. El corazén en una frase: toda la demostracién es la divisién euclidea de
n — 1 entre g, y las dos comprobaciones que siguen (inyectividad y sobreyectividad)
son, respectivamente, la unicidad y la existencia del cociente y el resto.

Si A o B es vacio, también lo es A x B, y laigualdad es 0 = 0. Supongamos en adelante
a,b > 1, de modo que podremos dividir entre a.

Paso 1: se construye la numeracién por filas. Sean f : A — N,y g : B — N,
biyecciones y definamos ¢ : A x B — IN,, por

o(x,y) = f(x) +a(g(y) —1).

Es decir, se colocan los pares en una tabla de b filas y a columnas —fila g(y), columna
f(x)— y se numeran las casillas por filas.

Paso 2: la numeracion no se sale de la tabla. Como 1 < f(x) <ay0 < g(y) —1<
b—1,setienel < ¢(x,y) <a+a(b—1) = ab, luego ¢ efectivamente llega a IN,; y no
mas alla.

Paso 3: inyectividad, que es la unicidad del cociente y el resto (el niicleo de la
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prueba). Aqui es donde se paga el precio: hay que asegurar que dos casillas distintas
nunca reciben el mismo ntimero, y lo tinico que lo garantiza es que la columna cabe
estrictamente dentro de un bloque de tamario 4. Supongamos f(x) +a(g(y) — 1) =
f(x') +a(g(y’) — 1). Reordenando, f(x) — f(x') = a(g(y’) — g(y)): el miembro iz-
quierdo es una diferencia de dos nimeros entre 1y a, luego tiene valor absoluto menor
que 4, y el derecho es un multiplo de 4. Un multiplo de a de valor absoluto menor
que a es 0. Entonces f(x) = f(x’), de donde x = x/, y a continuacién g(y) = g(y’), de
dondey =y’

Paso 4: sobreyectividad, que es la existencia del cociente y el resto. Dado n € IN,,
se dividen —lentrea:n—1=ag+rcon0 <r<a—-1y0<g <b—-1(porque
n—1<ab—1). Tomamos x con f(x) =r+1eycong(y) = q+ 1; entonces ¢(x,y) =
(r+1) 4+ ag = n. El resto localiza la columna y el cociente, la fila. [ |

Observacion (regla de la multiplicacién). Si una seleccién se construye en k pasos y, después
de cualquier eleccién admisible en los pasos anteriores, el paso i ofrece exactamente 7; opcio-
nes, el total es 1115 - - - ;.. Cada elecciéon parcial tiene el mismo ntimero de continuaciones: al
afiadir un paso, la cantidad de selecciones se multiplica por ese ntimero.

Cuando las opciones de cada paso forman conjuntos fijos e independientes, es el principio
del producto aplicadoa A; X - - - X A. Pero basta con que sea constante el niimero de opciones,
aunque cambien cudles son. Al formar un niimero de cuatro cifras distintas, el segundo digito
no puede ser el primero; aun asi, quedan siempre 9 opciones. No se necesita independencia
en el sentido probabilistico.

1.3.3 Principio de inclusién—exclusién

Teorema (inclusién—exclusién para dos conjuntos). Para conjuntos finitos A y B,
|AUB| =|A|+ |B| —|ANB].

LA IDEA: CONTAR DOS VECES Y DESCONTAR

La intuicién falsa, primero. El término —|A N B| invita a leerlo como si la unién
«perdiera» los elementos comunes, y de ahi sale el error més repetido del tema: restar
dos veces la interseccién, una por cada conjunto en que aparece. No es eso lo que
pasa. Nadie se pierde: lo que ocurre es que al sumar |A| + |B| los elementos de A N B
quedan contados dos veces en vez de una, y para dejarlos en una hay que descontarlos
exactamente una, no dos.

La imagen: pasar lista con dos listas. Se pasa lista con la lista de A y después con la
de B. Quien estd solo en una lista contesta una vez; quien estd en las dos contesta dos
veces. El total de respuestas es |A| + |B|, y para saber cudnta gente hay basta descontar
una respuesta a cada uno de los que contestaron dos veces, que son |A N B| personas.
La imagen predice el enunciado y predice también su demostracién: si el problema
es que la gente se cuenta un niimero distinto de veces, la salida es partir en trozos
donde nadie se repita, y sumar con el principio de adicién, que es lo tinico que ya estd
demostrado.

El corazén en una frase: la férmula no cuenta elementos, cuenta respuestas, y la
resta es la correccion que convierte respuestas en personas. Con tres conjuntos la
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contabilidad es la misma pero maés larga: quien esté en los tres contesta tres veces en
las sumas simples, se le descuentan tres en las intersecciones dobles —con lo que se
queda a cero, que es pasarse— y hay que devolverle una.

Paso 1: se parte la unién en trozos donde nadie se repite (el nticleo de la prueba).
Es el tinico movimiento de la demostracién, y es el que permite usar el principio de
adicion, que exige disjuncién y es lo tinico disponible. Se escribe A U B como unién de
tres conjuntos disjuntos dos a dos:

AUB = (A~B)U (B~ A)U(ANB),

que son «los de A y solo de A», «los de B y solo de B» y «los de los dos»; cada
elemento de la unién cae en uno y solo uno de los tres. El principio de adicién da
|AUB|=|ANB|+|B\A|+|ANB|.

Paso 2: se parten también A y B, con los mismos trozos. De la misma forma A =
(ANB)U(ANB)yB = (B~ A)U (AN B) son uniones disjuntas, luego

|A|=|A~B|+|ANB|, |Bl=|B~A|+|ANB]|.

Obsérvese que | A N B| aparece en las dos: ahi estd, escrito, el doble conteo.

Paso 3: se despeja. Sumando las dos igualdades del paso 2 y comparando con la del
paso 1, los trozos exclusivos se cancelan y queda |A| + |B| = |AUB| +|AN B|, que es
la férmula. |

Observacion (qué hace la hipétesis, y qué pasa si no hay ninguna). Este teorema no exige
que Ay B sean disjuntos, y eso es lo que hay que entender: el principio de adicién necesitaba
ANB = @, y aqui esa exigencia no ha desaparecido, se ha trasladado a los tres trozos del
paso 1, que si son disjuntos por construccién. Inclusién—exclusién no es un principio nuevo:
es el de adicion aplicado a una particién que uno se fabrica. Si A y B resultan ser disjuntos,
|A N B| =0y la férmula se reduce al principio de adicién, como debe ser.

Con nimeros. ;Cudntos nimeros del 1 al 30 son mdltiplos de 2 o de 3? Sea A el conjunto
de los multiplos de 2 y B el de los multiplos de 3: |A| = 15y |B| = 10. Los que estan en
los dos son los multiplos de 6, que son 6,12,18,24, 30, asi que |A N B| = 5, y la féormula da
|AUB| = 15410 — 5 = 20. Se comprueba contando lo que queda fuera: los que no son
multiplosnide 2nide3son1,5,7,11,13,17,19, 23,25, 29, que son diez, y 30 — 10 = 20. Los
dos errores de la caja de intuicién dan aqui ntimeros que se pueden ver. Sin restar nada salen
25, porque 6,12, 18, 24,30 han contestado dos veces a la lista. Restando la interseccién dos
veces salen 15, porque esos cinco han desaparecido de la cuenta.

Teorema (inclusién—exclusién para tres conjuntos). Para conjuntos finitos A, B, C,
|AUBUC| = |A|+ |B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|ANBNC|.

La idea, en una linea: no se vuelve a empezar, se usa dos veces el caso de dos conjuntos
—una para separar C del resto y otra para arreglar el término que sobra— y la distributividad
es lo que hace que el término que sobra vuelva a ser una unién de dos.
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Paso 1: se agrupa para poder aplicar el caso conocido. Se escribe AUBUC = (AU
B) UC, es decir, se trata A U B como si fuera un solo conjunto, y se aplica el caso de
dos:

|AUBUC| =|AUB|+|C|—|(AUB)NC|.

Paso 2: el término nuevo vuelve a ser una unién de dos (el nticleo de la prueba). Aqui
estd el tinico paso que no es rutina: el sustraendo |(A U B) N C| parece un objeto distinto,
y la distributividad lo devuelve al caso ya resuelto, (AUB)NC = (ANC)U(BNC).
Otra vez el caso de dos conjuntos:

I(ANC)U(BNC)| =|ANC|+|BNC|—|ANBNC|,

donde la interseccién de los dos trozoses (ANC)N(BNC) = ANBNC,y de ahi sale
el término triple con signo +: es un signo menos aplicado a un signo menos.

Paso 3: se sustituye. Metiendo el paso 2 en el paso 1y usando |A U B| = |A| + |B| —
|A N B|, se obtiene la férmula. [ |

La férmula de tres conjuntos también se puede comprobar sin dlgebra, con la cuenta de la
caja de intuicién hecha por regiones. Un elemento de la unién estd en uno, en dos o en los
tres conjuntos, y en cada caso se mira cudntas veces lo cuenta cada bloque de la férmula:

el elemento estd en simples (+) dobles (—) triple (+) total

un conjunto 1 0 0 1

dos conjuntos 2 1 0 2-1=1
los tres 3 3 1 3-3+1=1

Todas las filas terminan en 1: cada elemento de la unién se cuenta exactamente una vez, y eso
es lo que afirma la férmula. Los ntimeros de cada fila tampoco son casuales. Un elemento
que estad en m de los conjuntos aparece en tantas intersecciones de k como maneras hay de
elegir k de sus m conjuntos, y la tltima fila, 3 — 3+ 1, es (;) — (3) + (3). La demostracién del
caso general no hard otra cosa que escribir esta tabla para n conjuntos.

1.3.4 Inclusién-exclusion para n conjuntos

Con tres conjuntos la férmula se recuerda de memoria; con 7, ya no, y ademas deja de ser
evidente por qué los signos se alternan. La demostracién que sigue es la que explica de dénde
salen: cada elemento se cuenta una vez por cada subconjunto de indices al que pertenece, y
esos conteos se cancelan por el binomio de Newton.

Teorema (inclusiéon-exclusién). Sean Aj, ..., A, subconjuntos finitos de un conjunto. Enton-
ces ;
|AyU-UA, =Y (=D Y A NN Al

k=1 1<ip<--<ir<n

Es decir: se suman los cardinales de los conjuntos, se restan los de las intersecciones de dos,
se suman los de las intersecciones de tres, y asi alternando hasta la intersecciéon de los 7.
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LA IDEA: CADA ELEMENTO LLEVA SU PROPIA CONTABILIDAD

La intuicién falsa, primero. Con dos y con tres conjuntos uno se explica la férmula
mirando un diagrama de Venn: sumo, me he pasado en los solapes, los quito; me he
pasado al quitarlos, los devuelvo. De ahi se salta a creer que la férmula general es
«Jo mismo pero con mads circulos», y que la demostracién consistird en un dibujo més
grande. No es asi, por dos razones. La primera, practica: a partir de cuatro conjuntos
no existe un diagrama de Venn que use solo circulos; con otras curvas si se puede
dibujar, pero la figura pierde claridad al crecer el niimero de conjuntos. La segunda,
de fondo: el dibujo sugiere que el coeficiente de cada interseccién depende de cémo
estén colocados los conjuntos, y no depende de nada de eso.

La imagen correcta: cada elemento paga por su cuenta. Olvide los conjuntos como
regiones y mirelos como una lista de asistencia. Fije un elemento x y pregunte solo
por él: ;cuantas veces aparece sumado y cuantas restado en el miembro derecho?
Si x pertenece a m de los conjuntos, no importa a cuales ni cémo se solapen entre
si: x aparecerd en tantas intersecciones de k conjuntos como maneras haya de elegir
k de sus m conjuntos. El elemento se cuenta a si mismo con los signos alternados
+(7) = (5) + (5) — - -+, y el teorema sera cierto si y solo si esa suma vale 1 para
todo m > 1. Es decir: la f6rmula se reduce a una identidad numérica sobre ntiimeros
combinatorios, sin conjuntos ni dibujos.

El corazén en una frase: todo el teorema es que (1 — 1) = 0. Esa es la identidad que
hace que las contribuciones de cada elemento se cancelen hasta dejar exactamente una,
y explica de una vez por qué los signos tienen que alternar: son los del desarrollo de
(1-—1)".

Paso 1: se cambia el objeto que se cuenta. En vez de manipular la unién, se fija un
elemento x de la unién y se cuenta cuantas veces contribuye al miembro derecho. Si
se demuestra que cada x de la unién contribuye exactamente 1y cada x fuera de ella
contribuye 0, la igualdad queda probada, porque el miembro derecho no es més que
la suma de todas esas contribuciones.

Paso 2: se localizan las intersecciones que contienen a x. Sea m > 1 el nimero
de conjuntos A; a los que pertenece x. Entonces x estd en exactamente (/) de las
intersecciones A;, M --- N A; : son las que se forman eligiendo k de sus m conjuntos, y
ninguna otra, porque basta que uno de los indices elegidos no sea de los suyos para
que x quede fuera. (El nimero combinatorio (') se define con precisién en la seccién
1.5, y aqui solo se usa que cuenta los subconjuntos de k elementos de un conjunto de
m.)

Paso 3: 1a cancelacién por el binomio (el ntcleo de la prueba). La contribucién total
de x a la derecha es

o k+1<m>: R k<m>: 11\ —
k:zl( 1) . 1 k;o( 1) . 1-(1-1)" =1,
donde se ha usado el teorema del binomio (seccién 1.6) cona = 1, b = —1. El truco de
la primera igualdad es afadir y quitar el término k = 0, que vale (;) = 1, para poder
reconocer el desarrollo completo de (1 — 1)"; y ese desarrollo es 0 porque 1 —1 =0y
m > 1.
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Paso 4: los elementos de fuera y el recuento final. Cada elemento de la unién contri-
buye exactamente 1, y los elementos que no estdn en la unién contribuyen 0 porque
no estan en ninguna interseccion. Luego la derecha vale [A1 U - - - U A,|. |

Observacion (qué se rompe si m = 0). El Paso 3 necesita m > 1: si m fuera 0, el desarrollo
darial— (1 —1)° =1—1 = 0, que es justamente la contribucién correcta de un elemento
que no estd en ningtn A;. La férmula, pues, no falla ahi: se limita a decir lo contrario, y esa es
la comprobacién de que el argumento cubre los dos casos con la misma cuenta.

Esta demostracién usa dos cosas que vienen después en el capitulo, los nimeros combi-
natorios y el binomio. No hay circularidad: ninguno de esos dos resultados usa inclusién—
exclusién. Conviene volver a leerla al terminar el capitulo.

LA IDEA: LA FORMA EN QUE SE USA

Casi nunca se busca |[A; U - - - U A, | directamente. Lo tipico es que se pida el nimero
de objetos que cumplen todas las propiedades Pj, ..., P, («contiene al 1, al 3y al 7»), y
entonces A; es el conjunto de los que no cumplen P;. Lo pedido es el total menos la
unién de los A;:

total — |A1‘ —"-—|—|A1ﬂAz| SPece,

y las intersecciones son faciles de contar porque «no contiene al 1 ni al 3» es simple-
mente contar con menos digitos.

Ejemplo (cifras en su sitio). El problema. Se escriben las cifras 1,2, ...,7n en un orden cual-
quiera. ;En cuantas de las n! ordenaciones queda alguna cifra en su sitio, es decir, la cifra i en
la posicién i? ;Y en cudntas no queda ninguna? Es la pregunta del sorteo del amigo invisible:
nadie debe sacar su propio nombre.

El caso n = 3, a mano. Las seis ordenaciones son 123, 132, 213, 231, 312 y 321. Dejan alguna
cifra en su sitio 123 (las tres), 132 (el 1), 213 (el 3) y 321 (el 2): son cuatro. No dejan ninguna
231 y 312: son dos.

La idea. «Alguna cifra en su sitio» es una unién. Si A; es el conjunto de las ordenaciones
con la cifra i en su sitio, se pide |A; U - - - U A,|. Las intersecciones se cuentan solas: fijar k
cifras concretas en su sitio deja libres las otras n — k, que se ordenan de (n — k)! maneras. No
importa cudles sean las k cifras fijadas, solo cudntas, y eso hace que todos los términos de un
mismo bloque de la férmula valgan lo mismo.

La cuenta. Hay (}) intersecciones de k conjuntos, todas de tamario (n — k)!, asi que

n n |
A U= U A, = Y (—1)kH <Z> (n—k)! = 2(—1)“1%.
k=1 k=1 ’
Conn=3sale3-2!—=3-1'+1-0!' =6 —3+1 = 4, lo mismo que a mano. Las ordenaciones
que no dejan ninguna cifra en su sitio se llaman desarreglos; son el complementario, y su
ndamero es

n (_1)1{
Dn:n!—|A1U---UAn|:n!kz0 o

Conn = 4:launién tiene4-3! —6-2!+4-1! —1-0! =24 — 12+ 4 — 1 = 15 elementos, y
Dy =24 — 15 = 9. Son 2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123, 4312 y 4321.
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Leida en palabras, la férmula dice: se quitan las ordenaciones con cada cifra en su sitio, se
devuelven las que se quitaron dos veces por tener dos, se vuelven a quitar las que tenian tres,
y asi. La suma Y}, (—1)*/k! es el comienzo de la serie de e !, de modo que la proporcién
D,,/n! se acerca muy deprisa a 1/e ~ 0,368: con n = 6 ya vale 265/720 ~ 0,3681. A partir de
unas pocas cifras, algo méas de un tercio de las ordenaciones no deja ninguna en su sitio, sea
cual sea n.

Cuando solo cuentan algunas cifras. Si se pregunta por alguna cifra de un grupo, la uniéon
es solo de los conjuntos de ese grupo. Con n = 4y el grupo {1,2}: las ordenaciones con el 1 o
el 2 ensusitioson 2 - 3! — 2! = 12 — 2 = 10. Las intersecciones siguen costando (n — k)!; lo
tnico que cambia es cudntas hay de cada tamafio, que son (;) si el grupo tiene 7 cifras.

Dénde se falla. En sumar 3! + 3! = 12 sin restar nada: las dos ordenaciones que tienen a la
vez el 1y el 2 en su sitio, 1234 y 1243, se han contado dos veces. Y en creer que el tamafio de
una interseccion depende de qué cifras se fijan, cuando solo depende de cuéntas.

DE DONDE VIENE: DE MOIVRE Y LOS JUEGOS DE AZAR

En la Doctrine of Chances de 1718, Abraham de Moivre utiliza el método al calcular la probabili-
dad de que ciertas letras de una permutacién ocupen su lugar y otras no (problema XXV). La
denominacién «férmula de la criba» recuerda su relacién con la criba de Eratéstenes: contar
los ndmeros hasta N que no son multiplos de ninguno de varios primos es exactamente una
inclusién—exclusion, y en esa forma sigue siendo el ejemplo canénico: «enteros entre 1y 1000
no divisibles por 2, 3 ni 5».

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CONTAR EL COMPLEMENTARIO EN VEZ DE LA UNION

Cuando se pide «al menos uno», se puede contar la unién mediante inclusién—exclusién, o
contar el complementario («ninguno») y restar del total. Conviene elegir el conjunto mas fécil
de contar, no el que tenga menos condiciones escritas. Por ejemplo, «ninguna cifra es 7» se
cuenta directamente con un alfabeto de nueve digitos. En cambio, para contar secuencias que
contienen al 1, al 3 y al 7, el complementario es «falta al menos uno»: una unién para la que
inclusién—exclusién resulta ttil. Ambos caminos se pueden combinar; el complementario no
exige una sola condicién.

Ejercicios: inclusién—exclusion

Ejercicio 1.10. La clase de miisica R1.8

En una clase de mtsica con 73 estudiantes hay 52 que tocan el piano, 25 el violin, 20 la flauta,
17 tocan piano y violin, 12 piano y flauta, 7 violin y flauta y solo una persona toca los tres
instrumentos. ;Hay alguien que no toque ninguno de los tres instrumentos?

Resolucién. Con P, V, F los conjuntos de los que tocan piano, violin y flauta, los datos son
|P| =52, |V| =25, |F| =20, |[PNV| =17, |[PNF| =12, [VNF| =7, |[PNVNF| = 1. Por
inclusiéon—exclusion,

IPUVUF| =52+254+20—17-12—-7+1 = 62.

Como hay 73 estudiantes, 73 — 62 = 11 no tocan ninguno de los tres. La respuesta es si: once
personas. n
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Otra via (rellenar el diagrama de dentro afuera). En lugar de aplicar la férmula, se reparten
los estudiantes entre las siete regiones del diagrama de Venn, empezando por el centro. En el
centro estd la tinica persona que toca los tres instrumentos. Los 17 de piano y violin incluyen
a esa persona, asi que en la regién «piano y violin, pero no flauta» quedan 16; del mismo
modo quedan 12 — 1 = 11 en «piano y flauta, pero no violin» y 7 — 1 = 6 en «violin y flauta,
pero no piano». Por tltimo, los que tocan solo el piano son 52 — 16 — 11 — 1 = 24; solo el
violin, 25 —16 —6 —1 = 2; y solo la flauta, 20 — 11 -6 — 1 = 2.

P 1%

avh

fuera: 11

Las siete regiones suman 24 + 2+ 2+ 16 + 11 + 6 + 1 = 62, y quedan fuera 73 — 62 = 11. Es
la misma respuesta, obtenida sin restar ninguna interseccién: cada persona se ha colocado
en una sola region, y el principio de adicién hace el resto. Esta via es la més segura cuando
se pregunta por regiones concretas («solo piano», «exactamente dos instrumentos»), y la
férmula es més rapida cuando solo se pide la unién.

Donde se falla con la férmula es en el signo del tltimo término: restar la interseccién triple
en vez de sumarla da 60 y no 62. La tabla de contribuciones que sigue a la demostraciéon
del caso de tres conjuntos dice por qué se suma: quien toca los tres instrumentos ya se ha
contado tres veces y descontado otras tres, y hay que devolverlo una vez.

Ejercicio 1.11. Cien botellas de agua mineral R1.9

De un total de 100 botellas de agua mineral de distintos manantiales, 40 contienen silice, 40
calcio, 51 magnesio, 11 silice y calcio, 12 silice y magnesio y 13 calcio y magnesio. Suponiendo
que todas las botellas contienen al menos uno de estos tres minerales,

a) jcudntas botellas contienen los tres minerales?

b) ;cuédntas contienen solo uno?

Resolucioén. El ejercicio usa la férmula de inclusién—exclusién al revés. En la clase de musica
se conocian todas las intersecciones y se buscaba la unién; aqui la unién se sabe (todas las
botellas tienen algtiin mineral, luego son las cien) y la incognita es la interseccién triple.
Después, en b), hay que pasar de «contiene silice» a «contiene solo silice», que es una regién
del diagrama y no un conjunto de los datos.

a) Sean S, C, M los conjuntos de botellas con silice, calcio y magnesio, y seax = [SNC N M|.
Como toda botella contiene al menos uno de los tres minerales indicados, |S U C U M| = 100.
Por inclusiéon—exclusion,

100 =40+40+51—-11-12—-134+x =95+,
luego x = 5: cinco botellas contienen los tres minerales.
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b) Las botellas que contienen solo silice son las de S menos las que ademads contienen calcio
o magnesio. Las que contienen silice y ademads calcio o magnesio son [(SNC)U (SN M)| =
11 +12 — 5 = 18 (inclusién—exclusién de dos conjuntos, cuya interseccién es la triple).
Luego solo silice: 40 — 18 = 22. Igual, solo calcio: 40 — (11 4 13 — 5) = 21; solo magnesio:
51 — (12413 — 5) = 31. En total 22 4+ 21 + 31 = 74 botellas contienen exactamente un
mineral.

Comprobacion: exactamente dos minerales son (11 —5) + (12 —-5) 4+ (13 —-5) = 21,y
74 +21+5 = 100. |

Se falla en b) al escribir «solo silice» como 40 — 11 — 12 = 17. Las cinco botellas que
tienen los tres minerales estdn a la vez entre las 11 de silice y calcio y entre las 12 de silice y
magnesio, asi que esa resta las quita dos veces; hay que devolverlas una, y sale 17 + 5 = 22.
Es el mismo error de signo que en la clase de musica, ahora dentro de un solo conjunto. Y en
a), la hipétesis «todas contienen alguno» no es decorativa: es la que convierte el total, 100, en
el cardinal de la unioén. Sin ella la ecuacién tendria dos incégnitas, la triple y las botellas sin
ningin mineral, y no se podria resolver.

QUE DEJA. Inclusién—exclusién también se usa al revés, para despejar una interseccién conocida la
unién. Para «exactamente uno», se cuenta cada regioén exclusiva; el caso de dos conjuntos permite
descontar de cada mineral los que también contienen otro.

1.4 Aplicaciones IN,, — X con X finito

LA PREGUNTA

Un programa genera claves de ocho simbolos y un banco quiere saber cuantas claves
distintas puede repartir antes de que dos clientes coincidan, y cudntas quedarian si
prohibiera repetir simbolos. Un fabricante de cerraduras quiere saber cudntas combi-
naciones tiene una cerradura de tres ruedas. Un jefe de carrera quiere saber cuantos
podios distintos pueden darse con treinta corredores. ;Es el mismo problema o son
tres?

Son variantes de uno solo: contar aplicaciones de IN,;, en un conjunto X de n elementos.
Una clave de longitud m es una funcién que a cada posiciéon i € IN;, le asigna un simbolo;
prohibir repeticiones es pedir que la funcién sea inyectiva; y un podio es una inyeccién de
{1,2,3} en el conjunto de corredores. Todo lo que se llama variaciones y permutaciones es
esto.

1.4.1 Funciones (variaciones con repeticién)
Teorema (conteo de funciones). Sea X un conjunto con |X| = n 'y m > 1. El numero de

funciones f : IN,, — X esn™.

Para cada i € IN,, hay n opciones para f(i), y las elecciones son independientes: la
imagen de i no restringe la de j. Por la regla de la multiplicacion hay n-n---n = n™
funciones.

Con mas rigor: el conjunto de funciones N, — X estd en biyeccién con X" = X x
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--- x X mediante f — (f(1),...,f(m)), y el principio del producto aplicado m — 1
veces da | X" | = n™. [ |

Conm =2y X = {a,b,c} se pueden escribir todas. Una funciéon N, — X es el par
(f(1), f(2)), y los pares son

aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc:

tres grupos, uno por cada valor de f(1), con tres elementos cada uno, 3> = 9. Las tres
funciones aa, bb y cc repiten valor; las seis restantes son las inyecciones de la subseccién
siguiente.

Definicién. Una variacién con repeticion de longitud m sobre X es una m-tupla
(x1,...,%p,) € X"

Proposicién. Si |X| = n, el nimero de variaciones con repeticion de longitud m sobre X es
n™. Se denota VR,, ,, = n™.

Cada tupla (x, ..., xs) equivale a la funcion N, — X, i — x;, que envia cada posicién
al elemento que la ocupa, y esa correspondencia es biyectiva. |

1.4.2 Inyecciones (variaciones sin repeticion)

Teorema (ntiimero de inyecciones). Sea X un conjunto con |X| = n.Sim < n, el nimero de
inyecciones f : N,, — X es

n!

n(n—l)---(n—m+1):m.

La idea. Se construye la inyeccién posicién a posicién, y en cada posicién hay un simbolo
menos disponible que en la anterior porque los ya usados quedan prohibidos: de ahi los
factores descendentes n,n — 1,1 — 2, ... El corazén en una frase: lo que la regla del producto
necesita no es que las elecciones sean libres, sino que su niimero sea siempre el mismo, y
aqui lo es —en el paso k quedan n — (k — 1) opciones sea cual sea lo elegido antes—, porque
lo tnico que importa es cudntos simbolos se han gastado, no cuales.

Se ve en el caso mds pequefio con un arbol de decisiones. Tres corredores, A, By C, se
disputan los dos primeros puestos. Cada camino de la raiz a una hoja es un podio:

T

A B C primer puesto: 3 opciones

/ N\ / N\ / N\

B C A C A B segundo puesto: 2 opciones
AB AC BA BC CA CB

Las etiquetas de las ramas cambian de un nudo a otro: bajo A cuelgan B y C; bajo B, cuelgan
Ay C. Pero de cada nudo del primer nivel salen siempre dos ramas, y por eso las hojas son
3 -2 = 6. Si el nimero de ramas cambiara de un nudo a otro, habria que sumarlas una a una
en vez de multiplicar.
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Paso 1: se elige posicion a posicién, y el nimero de opciones no depende de lo
ya elegido (el nicleo de la prueba). Se elige f(1): n opciones. Después f(2), que no
puede repetir f(1): n — 1 opciones, sea cual sea f(1). En general, para f(k) quedan
n — (k — 1) opciones, porque hay que evitar los k — 1 valores ya usados, que son
distintos entre si. La regla de la multiplicacién se aplica porque el niimero de opciones
en cada paso no depende de las elecciones anteriores, solo de cudntas se han hecho. El
totales n(n — 1) - - - (n — m + 1), que son m factores, y multiplicando y dividiendo por
(n — m)! se obtiene n!/(n — m)!.

Paso 2: el caso m > 1, que la férmula cubre sola. Si m > n no hay ninguna inyeccién,
por el principio del palomar, y la férmula del producto también da 0 porque aparece
el factor n —n = 0. La hipétesis m < n del enunciado no es, pues, una restriccién
del resultado sino de la escritura con factoriales: (n — m)! no tiene sentido con n — m
negativo, mientras que el producto descendente si. |

Definicién. Una variacién sin repeticiéon de longitud m sobre X es una m-tupla
(x1,...,%,) € X™ con todos sus elementos distintos.

Proposicién. Si |X| =ny 0 < m < n, el namero de variaciones sin repeticién de longitud m
sobre Xesn(n—1)---(n—m+1) =n!/(n—m)!. Se escribe V,, ,,. Sim > n, es 0.

Cada tupla sin repeticién equivale a una funcién IN,, — X inyectiva, mediante la
misma correspondencia i —> X;. |

1.4.3 Biyecciones (permutaciones)

Definicién. Dado un conjunto X, una permutacién de X es una biyecciéon X — X.

Teorema (nimero de permutaciones). Si |X| = n, el niumero de biyecciones X — X es n!.

Es el caso m = n del teorema de inyecciones: con |IN,,| = |X|, una inyeccién N,, — X
es automdticamente biyectiva por la proposicién de la seccién 1.2, y las biyecciones
X — X estan en correspondencia con las biyecciones N,, — X componiendo con una
biyeccion fija N, — X. El numero es n!/(n —n)! = n!/0! = n!. [ |

LA IDEA: LAS TRES PREGUNTAS QUE DECIDEN LA FORMULA

Ante cualquier problema de contar configuraciones de longitud m con n simbolos, hay
que hacerse dos preguntas: ;importa el orden? y ;se pueden repetir simbolos? Si el
orden importa, estamos en esta seccion: con repeticion n™, sin repeticion n!/(n —m)!, y
si ademds m = n, n!. Si el orden no importa, estamos en la seccion siguiente. La tercera
pregunta, ;hay restricciones adicionales?, es la que hace que estos problemas no sean
una férmula sino un razonamiento: casi siempre hay que partir en casos (principio de
adicién) o pasar al complementario.

Con esto quedan contestadas las tres preguntas que abrian la seccién, y son en efecto el
mismo problema con distintas condiciones. Una cerradura de tres ruedas con los diez digitos
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es una funcion de las tres ruedas en los digitos, sin restriccion: 10° = 1000 combinaciones.
Un podio con treinta corredores es una inyeccién de los tres puestos en los corredores:
30-29-28 = 24360. Y las claves de ocho simbolos dependen del alfabeto; si son las veintiséis
letras y los diez digitos, hay 36% ~ 2,82 - 10'? claves, y prohibir repetir simbolos deja 36 -
35...29 ~ 1,22 -10'2, algo menos de la mitad. Lo que la seccién no ha tratado es el caso
en que el orden no importa: una mano de cartas o un turno de guardia no son listas sino
conjuntos, y eso es lo que cuenta la seccién siguiente.

CONEXION: INFERENCIA ESTADISTICA Y TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Al registrar el orden de las extracciones, una muestra de tamafio m de una poblacién de # indi-
viduos tiene n™ resultados posibles con reemplazamiento y n!/(n — m)! sin reemplazamiento
(m < n). Son equiprobables si en cada extraccién se elige uniformemente entre los individuos
disponibles. Son exactamente estas dos férmulas, y son las que estdn debajo de la distribucién
binomial y de la hipergeométrica que se usaron en Inferencia estadistica el cuatrimestre pasado.
La definicién clasica de probabilidad, casos favorables entre casos posibles, convierte estos
recuentos en probabilidades cuando el modelo es finito y equiprobable.

Ejemplo (juntos y separados). El problema. Cinco personas, entre ellas Ana y Blas, se sientan
en cinco butacas seguidas. ;De cudntas maneras pueden hacerlo si Ana y Blas quieren estar
juntos? ;Y si no pueden estar juntos?

El caso pequefio, a mano. Con cuatro personas A, B, Cy D hay 4! = 24 ordenaciones, y
en 12 de ellas A y B estan juntos:

ABCD ABDC BACD BADC CABD CBAD
CDAB CDBA DABC DBAC DCAB DCBA

Se ve la estructura: A y B aparecen siempre como un bloque, AB 0 BA, y ese bloque se mueve
entre C y D como si fuera una persona mas.

La idea para «juntos»: la técnica del bloque. Se atan en un bloque las personas que deben
ir juntas, se ordena el bloque junto con las demdas como un objeto més, y después se ordena
lo que hay dentro del bloque. Con cuatro personas, el bloque, C y D son tres objetos, que se
ordenan de 3! = 6 maneras, y el bloque se escribe AB o BA: 6 -2 = 12, como en la lista. Con
cinco personas, el bloque y las otras tres son cuatro objetos:

4!.2! = 48 maneras con Ana y Blas juntos.

Para «separados», dos caminos. El primero es el complementario: 5! — 48 = 120 — 48 = 72.
El segundo es la técnica de los huecos, que cuenta directamente y es la comoda cuando son
maés de dos las personas que no pueden quedar juntas. Se sientan primero las tres personas
sin restriccion, de 3! = 6 maneras. Entre ellas y en los dos extremos quedan cuatro huecos,
marcados con Llen UC U D U ELU, y Anay Blas tienen que ir a dos huecos distintos, uno en
cada uno, porque dos personas en un mismo hueco quedarian juntas. Elegir hueco para Ana
y otro distinto para Blas es una variacién V4, = 12. En total, 6 - 12 = 72, lo mismo que por el
complementario.

La férmula general. Si hay n personas y k de ellas no pueden quedar dos juntas, las n — k
restantes se ordenan de (n — k)! maneras y dejan n — k + 1 huecos, de los que las k personas
ocupan k distintos, en orden:

(n—k+1)!

— k). = (n—k)!
(n =Kkt Vigpip = (n k)'(n—2k+1)!

(2k <n+1).
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Se lee asi: primero se colocan los que no molestan, y luego cada uno de los que no pueden
tocarse ocupa un hueco propio. Conn =5y k = 2sale 3! -4 -3 = 72. Con siete personas y
tres que no pueden estar dos juntas, 4! - V53 = 24 - 60 = 1440. Si 2k > n + 1 no hay huecos
suficientes y el nimero es 0.

Dénde se falla. En olvidar el orden interno del bloque, que da 24 en vez de 48. En contar
solo los huecos entre personas, n — k — 1, y olvidar los dos de los extremos. Y en confundir
«ninguna pareja junta» con «no todos juntos»: con tres personas, que las tres no estén seguidas
es el complementario del bloque de tres, y es otra cuenta distinta de la de los huecos.

Ejercicios: variaciones y permutaciones

Ejercicio 1.12. Capiciias con digitos pares R1.11

a) ;Cuantos niimeros capictias de 5 cifras se pueden hacer con los digitos pares?
b) ¢Cuéntos de ellos empiezan por 2?
¢) ¢(Cudntos tienen 3 cifras diferentes?

Resolucién. Los digitos pares son 0,2, 4, 6, 8. Un capictia de cinco cifras tiene la forma abcba y
queda determinado por (a,b, c).

a) a no puede ser 0 (el ndmero tendria menos de cinco cifras): 4 opciones. b y ¢ pueden ser
cualquiera de los 5 digitos. Por la regla de la multiplicacién, 4 -5 -5 = 100.

b) a = 2 fijo; by c libres: 5- 5 = 25.

c) Que las tres cifras a, b, c sean diferentes: a entre 4 opciones, b entre las 4 restantes (ahora
si puede ser 0), c entre las 3 que quedan: 4 - 4 - 3 = 48. n

Todo el ejercicio descansa en la primera frase: un capictia de cinco cifras es una terna
(a,b,c) disfrazada, y contar capictas es contar ternas. Se falla en dos sitios. Uno es permitir
a =0, que da 5° = 125 y cuenta como capictias de cinco cifras cadenas como 02420, que no lo
son. El otro, en c), es quitar el 0 también de b y c: la restriccién de no empezar por 0 afecta
solo a la primera cifra.

Ejercicio 1.13. Una familia en el cine R1.14

Una familia formada por los padres y 3 hijos van al cine. Se sientan en 5 butacas consecutivas.
a) ¢De cuéntas formas distintas pueden sentarse?

b) (Y silos padres deciden sentarse en los extremos?

¢) (Y silos padres deciden no sentarse en los extremos?

Resolucién. a) Cinco personas en cinco butacas: una biyeccién entre personas y butacas,
5! =120.

b) Los padres ocupan las dos butacas extremas, de 2 formas (quién a la izquierda). Los tres
hijos ocupan las tres butacas centrales de 3! = 6 formas. Total 2 - 6 = 12.

c) Las butacas no extremas son tres. Los dos padres se sientan en dos de ellas, en orden
(importa cudl ocupa cada uno): variaciones V3, = 3 - 2 = 6. Los hijos ocupan las tres butacas
restantes: 3! = 6. Total 6 - 6 = 36.

Comprobacién: las formas en que exactamente un padre estd en un extremo son 120 —

34



1.4. Aplicaciones Ny, — X con X finito

12 — 36 = 72; y directamente, elegir el padre que va al extremo (2), el extremo (2), la butaca
central del otro padre (3) y los hijos (3!):2-2-3-6 = 72. |

Otra via (por el complementario, en c)). El apartado c) también puede contarse como total
menos «algtn padre en un extremo», pero esa unioén de dos sucesos exige inclusién—exclusion
y es més largo que sentar a los padres primero. Aqui el camino directo gana.

Ejercicio 1.14. Palabras con las letras de aurelio R1.15

Considera el conjunto de letras B = {a,u,r,¢,1,i,0} y supongamos que cualquier eleccién
ordenada de ellas forma una palabra.

a) (Cudntas palabras distintas de 7 letras distintas puedes formar con las letras de B?

b) (Y si admites letras repetidas en una misma palabra?

Resolucién. a) Una palabra de siete letras distintas con las siete letras de B es una biyeccién
IN7 — B: hay 7! = 5040.

b) Una palabra de siete letras con repeticiones permitidas es una funcién cualquiera
N7 — B:hay 77 = 823543. u

Ejercicio 1.15. Podios y banderas R1.16

En una carrera ciclista participan 5 paises con 6 corredores cada uno.

a) ¢Cudantos podios distintos pueden ocurrir?

b) En la ceremonia de entrega de medallas se izan de forma ordenada las banderas de los
paises a los que pertenecen los tres ganadores. ;Cudntos posibles izamientos hay? ;En
cudntos de esos izamientos aparece la bandera del pais A?

Resolucién. a) Hay 30 corredores. Un podio es una variacién sin repeticién de 30 elementos
tomados de 3 en 3: V393 = 30 - 29 - 28 = 24 360.

b) Un izamiento es una sucesién ordenada de tres paises, con repeticién posible (los tres
ganadores pueden ser del mismo pafs): VRs3 = 5° = 125. Los izamientos en los que no
aparece A son las sucesiones de tres paises elegidos entre los otros cuatro: 4° = 64. Luego
aparece A en 125 — 64 = 61 izamientos. u

Los dos apartados cuentan el mismo podio con dos alfabetos distintos, y eso es lo que
decide la férmula. En a) los simbolos son los corredores, que no se repiten: variaciones
sin repeticion. En b) los simbolos son los paises, y dos corredores del mismo pais izan la
misma bandera: variaciones con repeticién. Se falla en arrastrar la férmula de a) a b) y contar
V53 = 60 izamientos, que deja fuera todos los que repiten bandera. Y en la segunda pregunta
de b), en contar «aparece A» como «elegir el puesto de A y rellenar los otros dos», 3 - 4% = 48:
eso cuenta solo los izamientos con exactamente una bandera de A. Faltan los 12 con dos y el
que tiene tres, y 48 + 12 + 1 = 61. El complementario evita esa particion.

Ejercicio 1.16. Niimeros de cuatro cifras distintas con los digitos del 1 al 7 R1.18

Considera los digitos del 1 al 7.
a) ;Cuantos niimeros de 4 cifras distintas puedes formar con ellos?
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b) ¢Cuéntos de esos nimeros contienen el digito 7?
¢) (Cudntos de los nimeros del apartado a) no contienen al 7?

Resolucidn. a) Variaciones sin repeticion de 7 digitos tomados de4en4: V74 =7-6-5-4 =
840. No hay problema con el cero porque no estd entre los digitos.

¢) Sin el 7 quedan seis digitos: Vg4 = 6-5-4 -3 = 360.

b) Por el principio de adicién, los 840 ntimeros se parten en los que contienen al 7 y los que
no: 840 — 360 = 480. Directamente: se elige la posicién del 7 (4 opciones) y se rellenan las otras
tres posiciones con digitos distintos del 1 al 6: V¢ 3 = 120. Total 4 - 120 = 480. Coincide. W

Otra via (la misma cuenta con nueve digitos, examen de 2023). Con los digitos del 1 al 9
y ntimeros de 7 cifras distintas: a) Vg7 = 9-8-7-6-5-4-3 = 181440. b) Contienen el 1,
el 2 y el 3: se eligen las posiciones de esos tres digitos, en orden, V73 = 210, y se rellenan
las cuatro posiciones restantes con digitos distintos de los seis que quedan, Vg4 = 360:
210 - 360 = 75600. c) Contienen alguno de 1, 2, 3: el complementario son los niimeros de siete
cifras distintas formados solo con los seis digitos del 4 al 9, y no hay ninguno, porque siete
cifras distintas no caben en seis digitos (palomar). Luego todos los 181440 contienen alguno.

Ejercicio 1.17. Lo mismo, con repeticion R1.19

Considera de nuevo los digitos del 1 al 7.

a) ¢(Cudntos nimeros de 4 cifras puedes formar con ellos?
b) ;Cuantos de esos numeros contienen al 7?

¢) ;Cuéntos no contienen al 7?

Resolucién. a) VRy 4 = 7* = 2401.

c) Sinel 7: VRg 4 = 6% = 1296.

b) 2401 — 1296 = 1105.

La via directa del ejercicio anterior, «elige la posicién del 7 y rellena», da 4 - 6> = 864, que
no es la respuesta: ese producto cuenta solo los ntimeros con exactamente un 7. Con repeticion
permitida hay que afiadir los que tienen dos, tres y cuatro sietes, contados por casos disjuntos:
exactamente dos sietes, (g) .62 =216 (posiciones de los dos sietes y relleno de las otras dos);
exactamente tres, (g) -6 = 24; los cuatro, 1. En total 864 + 216 4- 24 + 1 = 1105, que coincide
con la resta del complementario. [

Ejercicio 1.18. Niimeros de la seguridad social R1.26

(Cuéntos nimeros de la seguridad social (secuencias de nueve digitos) tienen al menos una
vez cada uno de los digitos 1,3 y 7?

Resolucién. «Contiene el 1, el 3 y el 7» son tres condiciones que tienen que cumplirse a la vez,
y contarlas de frente es incomodo, porque cada digito puede aparecer una vez o varias. Su
negacién, en cambio, es «le falta al menos uno de los tres», que es una unién de tres conjuntos
faciles: a los que les falta un digito concreto se les cuenta con un alfabeto mas pequefio. Es la
forma de uso de la inclusién—exclusién que se describi6 tras su demostracion general.
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Sea U el conjunto de secuencias de nueve digitos, |U| = 10°. Sean A;, A3, Ay los sub-
conjuntos de secuencias que no contienen al 1, al 3 y al 7, respectivamente. Lo pedido es
‘U| — |A1 UAsU A7‘.

Una secuencia que no contiene al 1 es una variacién con repeticién de los otros nueve
digitos: | A1| = 9°, e igual para A3 y A7. Una que no contiene ni al 1 ni al 3 usa ocho digitos:
|A; N A3| = 8, e igual para las otras dos intersecciones dobles. La triple usa siete: 7°. Por
inclusiéon—exclusion,

|AyUA3UA7|=3-9°-3.8 +7°,

y por tanto la respuesta es

10° —3-9% +3-8” — 77 = 1000000000 — 1162261 467
+ 402 653 184 — 40353 607
= 200038 110.

[
La cuenta que tienta es la de la otra via del ejercicio de los digitos del 1 al 7: elegir en qué
posiciones vanel 1, el 3y el 7, Vg 3 = 504 maneras, y rellenar las otras seis libremente, 10°. Da
504 000 000, mas del doble de lo correcto. Alli funcionaba porque las cifras no se repetian y
cada digito tenfa una sola posicién; aqui una secuencia con dos unos se cuenta una vez por
cada uno de ellos que se elija como «el» 1. Con secuencias de longitud 3 sobre el alfabeto
{1, 3, x} se ve en pequeno: las que contienen el 1 y el 3 son 12, y la cuenta de posiciones da
V3, -3 = 18, porque 113, por ejemplo, sale dos veces. El otro fallo posible es de signo: el
término 77, el de las que no tienen ninguno de los tres, se resta en la respuesta final porque se
sumaba en la unién.

QUE DEJA. El patrén «contiene todos los simbolos de una lista» es inclusién—exclusién con A; = «no
contiene el i-ésimo». Las intersecciones se cuentan quitando digitos.

1.5 Subconjuntos: combinaciones

LA PREGUNTA

La loteria primitiva paga a quien acierte seis nimeros entre cuarenta y nueve, y
no importa en qué orden se marquen. Quien apuesta quiere saber contra cuantas
combinaciones compite. La cuenta ingenua, 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44, da mas de diez
mil millones, y es falsa por mucho. ;Qué esta contando de més, y cuantas apuestas
distintas hay de verdad?

Las tres formulas de la seccion anterior cuentan configuraciones en las que el orden
importa: una clave, un podio, una palabra. Esta seccién cuenta las que no lo tienen: un
subconjunto, una mano de cartas, un turno de guardia. Se llaman combinaciones, y la idea
de todas las demostraciones es la misma: contar primero con orden, que ya se sabe hacer, y
después descontar las repeticiones que el orden introduce.
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1.5.1 Combinaciones sin repeticién

Definicién. Dado un conjunto X con | X| = 1, una combinacién de elementos de X tomados
de k en k es un subconjunto A C X con |A| = k. Es decir, una seleccién de k elementos de X
sin permitir repeticiones y sin tener en cuenta el orden.

Teorema (binomial). Si |X| = ny 0 < k < n, el numero de subconjuntos A C X con |A| =k

(£) = o

donde (}) se llama nimero combinatorio « sobre k». También se escribe C,, .

es

LA IDEA: CONTAR CON ORDEN Y DIVIDIR POR EL ORDEN

En una linea: se cuenta de mds a propdsito, con orden, y después se divide por
exactamente las veces que se ha contado de més. Eso es la demostracién entera; lo que
sigue son dos parrafos de detalle.

La imagen es la de la loterfa. El producto 49 - 48 - - - 44 cuenta apuestas ordenadas: la
apuesta {3,17,22,30,41,45} aparece una vez por cada orden en que se pueda escribir,
y hay 6! = 720 6rdenes. Cada apuesta real esta contada 720 veces. Si uno se cree que el
sobreconteo es siempre el mismo niimero, ya sabe el resultado antes de demostrarlo:

= 13983 816.

49\  49-48-47-46-45-44
6) 720

Casi catorce millones, frente a mds de diez mil millones de ordenaciones. La imagen
predice el enunciado: un cociente de un producto de k factores descendentes entre k!,
que es exactamente n!/ (k!(n — k)!).

Dénde esta la dificultad, que no estd donde parece. El movimiento «cuenta con orden,
divide por el orden» solo es licito si todas las clases tienen el mismo tamaiio; si
unas apuestas se contaran 720 veces y otras 360, dividir por 720 seria absurdo. Aqui
si lo tienen, k!, porque los k elementos son distintos y sus k! ordenaciones son de
verdad distintas. Toda la prueba consiste en asegurar esa igualdad de tamarios. En la
subseccion siguiente, con repeticiones permitidas, esa igualdad se rompe, y por eso
alli la férmula ya no saldré dividiendo.

Paso 1: se cuenta con orden, que es lo que ya se sabe hacer. Se consideran las
variaciones sin repeticiéon de longitud k sobre X: las k-tuplas (x3, ..., xx) con todos los
x; distintos. Por el teorema de las inyecciones, hay

n(n—l)-‘-(n—k—kl)_m
de ellas.

Paso 2: se agrupan las tuplas por el subconjunto que forman, y las clases resultan
todas del mismo tamaiio (el nticleo de la prueba). Se agrupan las tuplas segtin el
subconjunto que forman sus elementos. Cada subconjunto A C X con |A| = k genera
exactamente k! tuplas distintas: todas las formas de ordenar sus k elementos, que
son las permutaciones de A. Que sean k! y no menos es la consecuencia de que los
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elementos de A son distintos dos a dos, y es el punto en el que descansa el teorema. Y
dos subconjuntos distintos generan tuplas distintas, porque una tupla determina su
conjunto de componentes: las clases son, en efecto, disjuntas.

Paso 3: se despeja. El conjunto de las n!/(n — k)! tuplas queda partido en clases
disjuntas, una por cada subconjunto de tamano k, y todas las clases tienen k! elementos.
Por el principio de adicién,

n!

(n—k)!

= (numero de subconjuntos) - k!,

y despejando se obtiene la férmula. |

Dos convenios que usan todos los ejercicios: () = 1, porque el tinico subconjunto de
tamario 0 es el vacio (y 0! = 1 hace que la férmula lo dé), y () = 0si k > n, porque un
conjunto de n elementos no tiene subconjuntos de mas de n elementos. También tomamos
(})) = O para k < 0. Una seleccién ordenada de longitud 0 es la tupla vacfa, tnica: los
productos vacios valen 1.

EXPLICATE. Sin usar la férmula, solo contando subconjuntos: ;por qué () =ny (7)) = 1? ;Y por qué

(,"1) =n?

CONEXION: TEORIA DE LA PROBABILIDAD E INFERENCIA

Los nimeros combinatorios son los coeficientes de la distribucién binomial, P(X = k) =
(’;)pk(l — p)"*, y de la hipergeométrica, que cuenta muestras sin reemplazamiento con (17\11 )
en el denominador. Ambas se usaron en Inferencia estadistica el cuatrimestre pasado. La razén
de que aparezca () en la binomial es exactamente este teorema: hay (}) maneras de elegir en
qué k de los n ensayos ocurre el éxito.

Ejemplo (tridngulos con vértices en puntos dados). El problema. Se marcan varios puntos
en el plano. ;Cudantos tridngulos tienen sus tres vértices entre los puntos marcados?

El caso pequefio, a mano. Con cuatro puntos sin tres alineados hay cuatro tridngulos,
porque cada uno se obtiene dejando fuera uno de los cuatro puntos. En el dibujo de la
izquierda son ABC, ABD, ACD y BCD.

D C
. » s
r
A B
4 puntos: (g) = 4 tridangulos 3 + 2 puntos: 9 triangulos

La idea. Un tridngulo queda determinado por su conjunto de vértices, sin orden: ABC
y BAC son el mismo tridngulo. Asi que, mientras no haya tres puntos alineados, contar
tridngulos es contar subconjuntos de tres puntos: con n puntos hay (3) tridangulos. Con cuatro
sale (‘;) = 4, como a mano, y con cinco, (g) = 10.

Cuando hay puntos alineados. Tres puntos de una misma recta no forman tridngulo. Si
entre los 7 puntos hay k en una misma recta, y ningtin otro trio esta alineado, hay que quitar
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los (g) trios sacados de esa recta: quedan () — (g) tridngulos. Con seis puntos de los que tres

estan alineados, 20 — 1 = 19.

Dos rectas paralelas. Se marcan n puntos en una recta r y m en otra recta s paralela, como
en el dibujo de la derecha. Un tridngulo no puede tener sus tres vértices en la misma recta,
asi que tiene dos en una y uno en la otra. Contando por casos disjuntos (dos enr o dosens) y
con la regla del producto en cada caso,

n m
(5) men(3).

Por el complementario sale lo mismo: de todos los trios, (”ng), se quitan los que estdn enteros
en r o enteros en s, que dan ("3") — (3) — (%3). Las dos expresiones coinciden para todo 1 y
m, como se comprueba desarrollando. En el dibujo,n =3y m =2:3-243-1 = 9 por casos,
y 10 — 1 — 0 = 9 por el complementario. Si las rectas no son paralelas sino secantes en un
punto que no estd marcado, la cuenta no cambia: los tinicos trios alineados siguen siendo los
de una misma recta.

Doénde se falla. En contar trios ordenados, n(n — 1)(n — 2), que cuenta cada tridngulo
3! = 6 veces. Y en olvidar que un trio alineado no es un tridngulo: con puntos en rectas, la
pregunta que decide todo es cuéles son los trios alineados.

Ejercicios: combinaciones sin repeticién

Ejercicio 1.19. Turnos de vacaciones R1.10

En una oficina trabajan 4 hombres y 6 mujeres. Se estdn haciendo turnos de 5 personas para
cubrir el periodo de vacaciones.

a) ;Cuantos turnos diferentes podremos elegir?

b) ¢En cuantos de ellos no habria ningtin hombre?

¢) ¢En cuantos habria exactamente un hombre?

d) ¢En cuantos habria exactamente dos mujeres?

Resolucién. Un turno es un conjunto de personas, sin orden: se cuenta con combinaciones.
Cuando el enunciado fija cudntos hombres y cudntas mujeres lleva, el turno se parte en dos
elecciones que no se estorban, la de los hombres entre los hombres y la de las mujeres entre
las mujeres, y se multiplica.

a) Un turno es un subconjunto de 5 elementos de un conjunto de 10: (150) = — = 252.

b) Sin hombres, las 5 personas se eligen entre las 6 mujeres: (g) = 6.

c) Exactamente un hombre: se elige el hombre, (‘1*) = 4 formas, y las otras 4 personas entre
las 6 mujeres, (2) = 15 formas. Las dos elecciones son independientes, luego 4 - 15 = 60.

d) Exactamente dos muijeres, y por tanto tres hombres: (5) (g) =15-4 = 60.

Comprobacion: partiendo los 252 turnos por el ntiimero / de hombres, h = 0,1,2,3,4 dan
D+ HO+GQ+ GG+ () =6+60+120+60+6 = 252. u

La comprobaciéon es mas que un control. Dice que elegir cinco personas entre diez
es lo mismo que decidir cudntos hombres entran y elegirlos por separado, y en general
(”Jkrb )=Xu () (kfh), que se llama identidad de Vandermonde. Se demuestra exactamente asf,
partiendo los subconjuntos por cudntos elementos toman de cada grupo.
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Se falla en c) al contar «exactamente un hombre» eligiendo el hombre, 4 formas, y las otras
cuatro personas entre las nueve que quedan, (Z) = 126: salen 504 turnos, més que los 252 que
hay en total, y ese exceso ya delata el error. Las nueve que quedan incluyen tres hombres,
asi que la cuenta admite turnos con varios hombres, y ademds cuenta cada uno tantas veces
como hombres tiene, una por cada hombre que se pueda tomar como «el elegido». Si un
resultado supera el total, se ha contado algo varias veces.

Ejercicio 1.20. Cinco personas de un taller R1.13

En un taller trabajan 6 hombres y 4 mujeres. Segtin el namero de sus fichas se han escogido
al azar 5 personas.

a) (De cuédntas formas podemos hacer la eleccién?

b) ¢En cudntos casos no habria ninguna mujer?

¢) ¢En cuantos casos no habria ningtin hombre?

Resolucién. a) () = 252, como antes: el reparto entre hombres y mujeres no cambia el total.
b) Sin mujeres, los cinco se eligen entre los seis hombres: (g) = 6.
c) Sin hombres haria falta elegir cinco personas entre cuatro mujeres, y eso es imposible:
(g) = 0. La frase «segtin el ntimero de sus fichas» solo dice que la eleccion se hace sin mirar a
quién se elige, es decir, que todas las selecciones cuentan igual. n

10
5

Ejercicio 1.21. Guardias con y sin Juan R1.22

En la planta de un hospital hay 16 enfermeros que deben distribuirse en turnos para hacer
guardias.

a) ;Cuantas guardias diferentes de 4 enfermeros pueden formar?

b) Un enfermero se llama Juan. ;En cudntas de esas guardias estara Juan?

¢) ¢En cudntas de las guardias no estard Juan?

16-15-14-13

b) Fijado Juan en la guardié, faltan 3 enfermeros elegidos entre los otros 15: (7) = 455.
¢) Sin Juan, los 4 se eligen entre 15: (145) = 1365.
Y en efecto 455 + 1365 = 1820: toda guardia o contiene a Juan o no lo contiene. u

Resolucién. a) (146)

Otra via (la identidad de Pascal, antes de enunciarla). Lo que se acaba de comprobar
con ntmeros, () + (%) = (), es la identidad de Pascal de la seccién siguiente, y esta
demostracion con Juan es exactamente la que se dara alli: los subconjuntos que contienen a

un elemento fijo mds los que no lo contienen.
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Ejercicio 1.22. Subconjuntos de las letras de A R1.20

Considera el conjunto de letras A = {a,b,c,d, e, f, g}.
a) ¢Cudntos subconjuntos de 5 elementos tiene A?
b) ¢(Cuantos subconjuntos de 2 elementos tiene A?

76543

5 21.

Resolucién. a) (g)

by (3)="C=m

No es casualidad que coincidan: elegir los cinco elementos que entran en un subconjunto
es lo mismo que elegir los dos que se quedan fuera. La aplicacién B — A \ B es una biyeccion
entre los subconjuntos de 5 elementos y los de 2. Es la identidad de simetria (i) = (,",), que
se demuestra en la seccién siguiente. [

Ejercicio 1.23. Las fichas de un n-dominé R1.17

Una ficha de un n-dominé es una pieza formada por dos cuadrados unidos por un lado.
Cada cuadrado puede ser blanco o contener de uno a n puntos. Por ejemplo, el dominé
usual es un 6-dominé. ;Cudntas fichas diferentes tiene un n-dominé?

Resolucion. Cada cuadrado lleva un valor de V.= {0,1,...,n}, donde 0 es el cuadrado
blanco; |V| = n + 1. Una ficha se puede girar, asi que la ficha con valores i y j es la misma
que la de valores j e i: una ficha es un par no ordenado de valores, con repeticion permitida
(las fichas dobles).

Se cuentan por casos disjuntos. Fichas con dos valores distintos: subconjuntos de 2 elemen-
tosde V, (”;1). Fichas dobles: una por cada valor, n + 1. Por el principio de adicién,

<n—2|—1>+(n+1): (n—;l)n+<n+1): (n+l)2(n+2)

Para n = 6 salen % = 28 fichas, que son las del dominé usual. [ |

La tentaci6n es contar pares ordenados de valores, (1 + 1) = 49 para el domin6 usual, y
dividir entre 2 porque una ficha se puede girar. Sale 24,5, que ni siquiera es entero. Una ficha
con dos valores distintos aparece dos veces entre los pares ordenados, (2,5) y (5,2), pero
una doble aparece una sola vez: las clases no tienen el mismo tamarfio y no se puede dividir.
Separar las dobles lo arregla, (49 —7)/2+ 7 = 28, y es la particién en casos que se ha hecho
arriba.

Otra via (como combinacién con repeticiéon). Una ficha es una combinacién con repeticion

de n + 1 valores tomados de 2 en 2, y la férmula de la subseccién siguiente da (("H);Z*l) =

(n+2) — (” + 2) (7’1 + 1)
2
cuenta por casos y la férmula general dan lo mismo.

. Coincide. Este ejercicio es el puente entre las dos subsecciones: la
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1.5.2 Combinaciones con repeticion

Definicién. Sea X un conjunto con | X| = n. Una combinacién con repeticién de elementos
de X tomados de k en k es una funcién

m:X — Ny tal que Y m(x) =k,
xeX
donde m(x) indica cuantas veces se elige x. Es decir, una seleccién de k elementos de X
permitiendo repeticiones y sin tener en cuenta el orden.

La definicién merece una lectura. Cuando no importa el orden y si puede haber repeti-
ciones, lo tnico que distingue una seleccién de otra es cudntas veces aparece cada elemento.
Por eso se define como una funcién de multiplicidades y no como una tupla ni como un
subconjunto. Diez sillas iguales repartidas en cuatro habitaciones es exactamente esto: a cada
habitacién, cuédntas sillas le tocan, con la condicién de que sumen diez.

Teorema. Sea X un conjunto con |X| = n > 1y k > 0. El namero de combinaciones con
repeticion de elementos de X tomados de k en k es

-

LA IDEA: LA FILA DE ESTRELLAS CON TABIQUES

Se denota CR,, x.

La intuicién falsa, primero. Lo natural es repetir el truco de la subseccién anterior:
contar tuplas con repeticién, n¥, y dividir por k! para olvidar el orden. No funciona,
y conviene ver por qué antes de empezar, porque el motivo dicta la demostracion.
Las clases no tienen todas el mismo tamafio: con X = {a,b} y k = 2, las tuplas son
(a,a),(a,b),(b,a),(b,b), y mientras la seleccion «a y b» se reparte en dos tuplas, «a
dos veces» ocupa una sola. Dividir 4 entre 2 da 2, y las selecciones son tres. Dividir
presupone clases iguales; con repeticiones dejan de serlo.

La imagen que si funciona. Como no se puede descontar, no se descuenta: se empareja
con algo que ya se sabe contar. Imagine los n elementos de X como n habitaciones en
fila y las k elecciones como k estrellas idénticas que hay que repartir entre ellas. Para
separar las habitaciones bastan n — 1 tabiques. Una seleccién es entonces, literalmente,
una fila de objetos: k estrellas y n — 1 tabiques colocados en algtn orden, y nada mds,
porque las estrellas son indistinguibles entre si y los tabiques también.

Y aqui la imagen predice el enunciado: si la fila tiene k + (n — 1) casillas y lo tnico
que hay que decidir es cudles de ellas llevan estrella, la respuesta tiene que ser un
nimero combinatorio, y no otro que (”H,:_l). Decidir dénde van los tabiques en vez de
las estrellas da (”:f Il), que es el mismo ntiimero: por eso el teorema enuncia las dos
formas.

El corazén en una frase: todo el teorema es que elegir con repeticion es elegir sin repeticion
las posiciones de los tabiques.

Paso 1: se traduce la seleccién a una lista de multiplicidades. Se enumera X =
{a1,...,a,}. Una combinacion con repeticién queda determinada por los nimeros
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(x1,...,%,) € N, donde x; = m(a;) es el nimero de veces que se elige a;, con la
condicién

X1 +x2+ -+ x, =k
Contar selecciones es, pues, contar soluciones enteras no negativas de esa ecuacion.
Paso 2: se codifica cada lista como una fila de estrellas y tabiques. Se representa
cada solucién (xy, ..., x,) mediante una cadena formada por k estrellas y n — 1 barras:
primero x; estrellas, luego una barra, luego x; estrellas, otra barra, y asi hasta las x;,
estrellas finales:

X1 X2 Xn

Las barras separan las estrellas en n bloques, y el tamafio del bloque i es x;. Un
bloque puede estar vacio (dos barras seguidas, o una barra al principio o al final), que
corresponde a x; = 0; que se permitan bloques vacios es justo lo que hace falta para
que la codificacién no pierda soluciones.

Paso 3: la codificacién es una biyeccién (el ntcleo de la prueba). Aqui esté todo el
peso: si la correspondencia no fuera biyectiva, contar cadenas no contaria selecciones
y el argumento se vendria abajo. Es inyectiva porque dos soluciones distintas difieren
en algtn x; y entonces sus cadenas difieren en el tamafo del bloque i. Es sobreyectiva
porque toda cadena de k estrellas y n — 1 barras se lee, sin ambigiiedad, como una lista
de n tamafios de bloque que suman k. Obsérvese que aqui no se ha descontado nada:
es exactamente la maniobra que la divisién por k! no podia hacer.

Paso 4: se cuentan las cadenas, que ya es un problema resuelto. La cadena tiene
k 4+ n — 1 simbolos, y queda determinada al decidir cuédles de esas k + n — 1 posiciones
ocupan las k estrellas: es un subconjunto de k posiciones de un total de k 4+ n — 1, luego
hay (k%*l) cadenas. Elegir las posiciones de las n — 1 barras da lo mismo, (kiﬁl), y
las dos expresiones coinciden por la simetria del nimero combinatorio. |

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DIVIDIR POR k! TAMBIEN CON REPETICION

La alternativa. Definir el ntimero de combinaciones con repeticién como 1¥/k!, por analogia
con el caso sin repeticion, donde el nimero de subconjuntos es el de variaciones partido por k!.
Su ventaja. Es la primera idea que se le ocurre a cualquiera, y da una férmula cerrada sin
construcciones auxiliares.

Qué la hunde. Que puede dar un entero equivocado, como 2% /2! = 2 cuando la respuesta es 3,
o ni siquiera un entero, como 3% /2! = 4,5. La divisién por k! presupone que cada seleccién se
cuenta k! veces entre las tuplas, y con repeticiones una seleccién con elementos repetidos se
cuenta menos veces. El fallo no es de célculo sino de estructura: las clases son desiguales. Lo
que se adopt6 en su lugar, la biyeccién con cadenas de estrellas y barras, es un ejemplo de la
estrategia del pastor de la primera seccién: no contar, emparejar con algo que ya se sabe contar.

DE DONDE VIENE: LAS ESTRELLAS Y BARRAS

William Feller utiliza cadenas de estrellas y barras en su tratado An Introduction to Probability
Theory and Its Applications para contar ocupaciones de casillas (volumen I, seccién I1.5). En fisica
la misma cuenta aparece al repartir k bosones indistinguibles entre n estados de una particula:
la estadistica de Bose—Einstein. Las particulas son las estrellas y los estados, los bloques.
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Ejercicios: combinaciones con repeticion

Ejercicio 1.24. Diez sillas iguales en cuatro habitaciones R1.23

¢De cuédntas maneras distintas (en cuanto a nimero) se pueden repartir 10 sillas iguales en 4
habitaciones?

Resolucién. Sea x; el nimero de sillas que van a la habitacién i. Un reparto es una solucién
de
X1+ x2 + x3 + x4 =10, x; € Ny,

es decir, una combinacién con repeticién de las 4 habitaciones tomadas de 10 en 10: a cada
silla se le asigna una habitacion, sin orden entre sillas porque son iguales. Por el teorema,

10+4—-1 13 13 13-12-11
o= (V447 = (3) = (5) - e

Otra via (estrellas y barras a mano). Diez estrellas y tres barras: x x| % | x x % x| x x es el
reparto (3,1,4,2). Hay que elegir en cuéles de las 13 posiciones van las tres barras: () = 286.
Escribir una cadena concreta es la mejor manera de convencerse de que la biyeccién funciona,
y de acordarse de que las barras son n — 1 y no n.

El error més frecuente es intercambiar los papeles y calcular CRyp4 = (f’) = 715, como
si se eligieran cuatro cosas entre diez tipos. La pregunta que lo aclara es qué se repite: se
repiten las habitaciones, porque varias sillas van a la misma, y las sillas no se distinguen. Las
habitaciones son el conjunto X, con n = 4, y las sillas son las k = 10 elecciones. Con la cadena
delante no hay confusién posible: diez estrellas, una por silla, y tres barras, una menos que
habitaciones.

Ejercicio 1.25. Bolas de dos colores en cuatro recipientes R1.27

a) ¢De cudntas maneras se pueden colocar 10 bolas iguales en 4 recipientes?
b) (Y si se dispone de 7 bolas iguales de color rojo y de 3 bolas también iguales pero de
color verde?

Resolucioén. a) Es el ejercicio anterior: CRy 19 = (133) = 286.

b) Ahora un reparto queda determinado por dos cosas: cudntas bolas rojas van a cada
recipiente y cudntas verdes. Las rojas se reparten de CRy 7 = (17O ) = (130 ) = 120 maneras, y las
verdes de CRy3 = (g) = 20 maneras. Cualquier reparto de rojas es compatible con cualquier
reparto de verdes, luego por la regla de la multiplicacién hay 120 - 20 = 2400 repartos.

Obsérvese que 2400 > 286: distinguir dos colores crea mas configuraciones, porque un
mismo reparto en nimero total, digamos (3,1,4,2), se puede realizar de muchas formas
segln cuantas de las tres bolas del primer recipiente sean rojas. u

La idea de b) es que dos colores son dos problemas del apartado a) puestos uno al lado del
otro: las rojas no ven a las verdes. Un atajo que parece natural es tratar cada par (recipiente,
color) como una caja, ocho en total, y repartir diez bolas en ellas: CRg 19 = (%) = 19448. Es
falso, porque esa cuenta admite repartos con cualquier niimero de rojas, de cero a diez, y el
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enunciado fija siete. De hecho 19 448 es la suma, sobre el niimero r de rojas, de CRy , - CR410—r,
y los 2400 buscados son solo el sumando r = 7.

Ejercicio 1.26. Monomios de grado diez en tres variables R1.25

Dado un monomio de tres variables x“ybzc, se define su grado como el nimero a +b +c,
donde a,b, c € INp. Responder razonadamente:

a) ;Cuéntos monomios distintos del tipo anterior y de grado 10 hay?

b) ¢En cuantos de ellos aparecen tan solo dos de las tres variables?

¢) ¢En cudntos de ellos aparecen las tres variables?

Resolucién. a) Un monomio x“ybzc de grado 10 es una terna (a,b,¢) € INg cona—+b+c=10:
una combinacién con repeticion de las tres variables tomadas de 10 en 10 (cada «unidad de
grado» elige una variable). Hay

12 12
CR310 = (10> = (2) = 66.

¢) Que aparezcan las tres variables es a,b,c > 1.Cona’ =a—-1,0' =b—-1, =c—1,
la ecuacion se convierte en a’ + b + ¢’ =7 con a’, b/, ¢’ € Ny, cuyas soluciones son CR3 7 =
(7) = (3) = 36.

b) Que aparezcan exactamente dos variables: se elige cudl falta, 3 opciones, y las otras dos
tienen exponentes > 1 que suman 10. Con el mismo cambio de variable, a + b = 8 tiene
CRys = (g) = 9 soluciones (en efecto: 2 va de 1 a 9 y b queda determinado). Total 3 -9 = 27.

Comprobacién: los monomios en que aparece una sola variable son x'0, 10,210, tres. Y
36 + 27 4 3 = 66. |

Otra via (el complementario en c)). Aparecen las tres variables si y solo si no falta ninguna.
Los monomios en que falta x son las soluciones de b + ¢ = 10, CRy10 = 11, eigual paray y z;
los que carecen de dos variables son los tres puros. Por inclusién—exclusion, faltan variables
en3-11 —3 = 30 monomios (la interseccién triple, sin ninguna variable, es imposible con
grado 10). Luego aparecen las tres en 66 — 30 = 36. Coincide.

QUE DEJA. Las restricciones «al menos uno de cada» se absorben con un cambio de variable que baja

el total; las restricciones «exactamente estas variables» se cuentan eligiendo primero cudles.

Ejercicio 1.27. Helados de tres capas R1.24

Con los sabores platano, chocolate, limon, fresa y vainilla se quieren formar helados de tres
capas, separadas unas de las otras por galletas. Se pregunta:

a) ¢Cudntos helados distintos se podran formar?

b) ;Cuéntos de ellos tendrdn vainilla en alguna de sus capas?

¢) ¢Cudéntos de ellos tendrdn un sabor repetido solo una vez?

Resolucién. El enunciado no dice explicitamente si dos helados con los mismos sabores en
distinto orden son distintos. Como las capas estdn apiladas y separadas por galletas, un
helado tiene una capa inferior, una central y una superior, y lo natural es que el orden cuente.
Se resuelve con esa lectura y se indica después la otra.
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a) Cada una de las tres capas toma uno de los 5 sabores, con repeticién permitida: VRs3 =
53 = 125.

b) Los helados sin vainilla usan solo los otros cuatro sabores: 4> = 64. Luego tienen vainilla
en alguna capa 125 — 64 = 61.

¢) Un sabor repetido solo una vez: exactamente dos capas llevan el mismo sabor y la
tercera otro distinto. Se elige el sabor repetido, 5 opciones; el sabor de la capa restante, 4
opciones; y qué dos de las tres capas llevan el repetido, (2) = 3 opciones. Total 5- 4 - 3 = 60.

Comprobacioén: los helados con tres sabores distintos son V53 = 60, los de un solo sabor
son b5,y 60+ 60+ 5 = 125. [ |

Otra via (si el orden de las capas no cuenta). Entonces un helado es una combinacién con
repeticion de 5 sabores tomados de 3 en 3: a) CRs3 = (g) = 35; b) sin vainilla, CRy3 =
(g) = 20, luego con vainilla 35 — 20 = 15; c) un sabor repetido exactamente dos veces y
otro distinto: 5 - 4 = 20 (comprobacién: (g) = 10 con tres sabores distintos, 5 con uno solo,
y 10 420 4 5 = 35). Conviene decir siempre qué lectura se toma y por qué; con esa frase,
cualquiera de las dos cuentas es correcta.

1.5.3 Permutaciones con repeticiéon

Teorema (permutaciones con repeticion). Sean ny,...,n, € IN con ny + --- +n, = n. El
numero de palabras de longitud n con n; simbolos iguales del tipo i es
n!
nilnp!---m!
Se denota PRy,

La idea. Una palabra con letras repetidas es dificil de contar mirando las letras, y facil de
contar mirando las posiciones: escribir la palabra MATEMATICA es lo mismo que decidir qué
tres de las diez casillas se llevan la A, qué dos de las siete que quedan se llevan la M, y asi
hasta agotar las casillas. Con eso el problema deja de ser de palabras y pasa a ser un reparto
de posiciones en k elecciones sucesivas, que es justo lo que la regla del producto sabe contar.
El caso més pequefio ya lo muestra: con las letras A, A y B hay tres palabras, AAB, ABAy
BAA, porque lo tinico que hay que decidir es en cudl de las tres casillas va la B; la férmula da
3!/(2!1!) = 3. El corazén en una frase: no se ordenan letras, se reparten casillas. La cascada
de factoriales que aparece al final no aporta ninguna idea nueva; es la misma cuenta escrita
en limpio.

Paso 1: se reparten las posiciones, un simbolo cada vez (el ntiicleo de la prueba).
Una palabra queda determinada por qué posiciones ocupa cada simbolo, y esa es la
traduccion que hace el teorema. Se eligen las posiciones del simbolo 1: ( :111 ) opciones.
Entre las n — n; posiciones restantes se eligen las del simbolo 2: (", ™) opciones, sea
cual sea la eleccién anterior —y esa independencia del niimero de opciones respecto de
la eleccién previa es lo que autoriza a multiplicar—. Se contintia hasta el simbolo k, al

que le quedan exactamente 7 posiciones. Por la regla del producto, el total es

) () ()

Paso 2: 1a cascada de factoriales se cancela. Al escribir cada binomio con factoriales,
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los denominadores y numeradores intermedios se cancelan en cadena:

n! (n—m)! (n—ng—- - —m_q)! n!

m!(n—np)! 'nzl(n—m—nz)! n! 0! Comn! !

El dltimo factor termina en 0! porque, al llegar al simbolo k, no sobra ninguna posicién:
ahi es donde se usa la hipétesis 11 + - - - + 1, = n, y sin ella la cadena no se cerraria. ll

Ejemplo (anagramas). Las palabras que se forman con las letras de MATEMATICA, que tiene
diez letras con tres A, dos M, dos T, una E, una 1 y una C, son

322111 10! 3628800
PRy = =
312!12! 24
Si las diez letras fueran distintas habria 10! palabras; las tres A se pueden intercambiar entre
si de 3! formas sin cambiar la palabra, y lo mismo las dos M y las dos T. Esa es la otra lectura
de la férmula: n! dividido por las permutaciones internas de cada grupo de simbolos iguales,
y aqui si se puede dividir porque cada palabra se cuenta exactamente 71! - - - 15! veces.

= 151200.

EXPLICATE. En el ejemplo, ;por qué aqui si vale «contar con orden y dividir» y en las combinaciones
con repeticion no valia? Piensa en qué tamario tienen las clases en cada caso.

Ejemplo (etiquetas y bloques). El problema. Se colocan en una estanteria varios libros de
cada materia. Segtin coémo se plantee, los libros de una misma materia se distinguen o no,
y tienen que ir juntos o no. Son cuatro problemas distintos, y conviene ver de una vez qué
cambia de uno a otro.

El caso pequeiio, a mano. Dos libros de Algebra, a; y a, y dos de Geometria, g1 y .

» Sin distinguir los libros de una materia. Lo que se ve en la estanterfa es una palabra con dos A
y dos G: AAGG, AGAG, AGGA, GAAG, GAGA y GGAA. Son seis, que es 2‘,*—'2,

» Distinguiéndolos. Cuatro libros distintos se ordenan de 4! = 24 maneras. Cada palabra de la
lista anterior se abre en 2! - 2! = 4 ordenaciones: AGAG, por ejemplo, en 41914282, 11§24281,
12810182y 02824181- )

» Agrupados por materia y distinguiéndolos. Primero se decide el orden de los bloques, Algebra
delante o detras (2!), y después el orden dentro de cada bloque (2! - 2!): 8 colocaciones.

» Agrupados y sin distinguir. Solo quedan AAGG y GGAA: 2.

La idea. Puestos en una tabla, los cuatro niimeros muestran que las dos decisiones acttian
por separado:

sin agrupar agrupados por materia
4!

Iy

distinguiendo 24 = 4! 8§ =222l

sin distinguir 6 2=2!

En las dos columnas, pasar de no distinguir a distinguir multiplica por 2! - 2! = 4. Es la
razén de los anagramas: poner etiquetas a los libros de cada materia abre cada colocacién sin
etiquetas en exactamente 2! - 2! colocaciones, ni més ni menos, estén agrupados o no. Agrupar,
en cambio, sustituye la palabra entera por el orden de los bloques, que es una permutacion
de las materias.

La cuenta general. Con k materias, n; libros de la materiai y n = ny + - - - + n; libros en
total, la tabla es
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sin agrupar agrupados por materia

e n!
sin distinguir =~ ——— k!
1/11! s le!
distinguiendo n! k'nq!---my!
Se lee asi: 1a fila de abajo es la de arriba multiplicada por los 6rdenes internos, 11! - - - n!, y la

columna de la derecha cambia la palabra de n letras por la de k bloques.

Una variante que parece nueva y no lo es. Si los libros se distinguen pero dentro de cada
materia tienen que quedar en orden alfabético, sin estar agrupados, hay tantas colocaciones
como sin distinguirlos. Con a1 antes que a, y g1 antes que g» son 41428182, 41814282, 1818242,
8141282, 81418202 Y §1824142: seis, como las palabras. De las n;! maneras de ordenar los libros
de la materia i solo una respeta el alfabeto, asi que fijar el orden interno equivale a borrar las
etiquetas. Agrupados y en orden alfabético, quedan k!.

Dénde se falla. En olvidar el orden de los bloques en la casilla de agrupados y distinguidos:
2!.2! = 4 en vez de 8. En creer que no distinguir los libros obliga a juntarlos: 2 en vez de 6. Y
en multiplicar por los érdenes internos cuando el enunciado ya los fija, por ejemplo con el
orden alfabético: 8 en vez de 2.

CONEXION: EL COEFICIENTE MULTINOMIAL

El mismo ntimero nl,”i'nk, es el coeficiente de x]! - - - x;* en (x1 + - - - 4 x¢ )", por la misma razén
por la que (}) es el coeficiente del binomio de la seccién siguiente: al desarrollar el producto de
n factores hay que decidir de cudles se toma cada variable. Y es también el ntimero de formas
de partir un conjunto de n elementos en k bloques etiquetados de tamafios 7y, ..., 1y, que es
como reaparece en la distribucién multinomial de Probabilidad.

CONEXION: DE CONTAR OCUPACIONES A CALCULAR PROBABILIDADES

En un modelo probabilistico con 7 elecciones independientes entre k resultados, una realizacién
completa es una palabra de longitud n. El vector (ny,...,n;) sélo recuerda cuantas veces
aparece cada resultado. Son dos objetos distintos: una palabra concreta y el resumen de sus

ocupaciones.
Si cada resultado tiene probabilidad p; > 0, toda palabra con esas ocupaciones tiene probabili-
dad pi* - - pZ". Hay n!/(nq!- - - ny!) palabras distintas con el mismo resumen. Sus sucesos son

disjuntos, asi que sumar sus probabilidades da

n!

IP(Nl:nl,...,Nk:nk):ﬁp;ﬁ-..pzk, Y ni=n.
’ i

7’11!

La distribucién multinomial contiene, por tanto, un recuento y un peso probabilistico. La férmu-
la combinatoria cuenta las palabras; la independencia justifica multiplicar las probabilidades
de las elecciones.

Por ejemplo, al lanzar tres monedas equilibradas hay 2° = 8 palabras equiprobables, pe-
ro s6lo cuatro nimeros posibles de caras: 0,1,2,3. Las ocupaciones tienen probabilidades
1/8,3/8,3/8,1/8, porque corresponden a 1,3,3,1 palabras. Contar cuatro ocupaciones no
autoriza a asignar probabilidad 1/4 a cada una.

La férmula de estrellas y barras responde a otra pregunta: cuantos vectores (11, ..., 1) no
negativos suman 7. La respuesta es (”Zf;l), sin asignarles probabilidades. Geométricamente
son los puntos enteros de }_; n; = n, n; > 0; al dividir por n > 0 se sittian en el simplex ) ; g; =1,
g; > 0 que también aparece al describir distribuciones. Este paso de estados detallados a
ocupaciones es ttil tanto en probabilidad como en modelos de particulas; el modelo debe
especificar qué estados considera equiprobables.
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1.5.4 Todos los subconjuntos

Teorema. Si |X| = n, entonces |P(X)| =2"y

La idea, en una linea: el teorema no es un resultado nuevo, es el mismo conjunto P (X)
contado de dos maneras —de golpe, decidiendo para cada elemento si entra o no; y por
tamafios, agrupando los subconjuntos segtin cudntos elementos tienen— y la identidad es lo
que sale de igualar las dos cuentas. Es la técnica del doble recuento, la misma que reaparecera
en el lema del apretén de manos del capitulo 2.

Con n = 3, a mano. Los subconjuntos de X = {a,b,c} se cuentan de golpe decidiendo,
para cada uno de los tres elementos, si entra o no: 2-2 -2 = 8 maneras. Contados por
tamarios son @ (uno); {a}, {b}, {c} (tres); {a, b}, {a,c}, {b,c} (tres); y {a,b,c} (uno). Es decir,
(3) + (i’) + (g) + (g) =1+43+3+1 = 8. Las dos cuentas miden el mismo conjunto y por eso
coinciden. La demostracién escribe esto mismo para un n cualquiera.

La igualdad |P(X)| = 2" ya se probé en la seccién 1.2, con las funciones caracteristicas.
Para la suma, se parte P (X) segun el tamarfio de cada subconjunto:

PX) = [ J{ACX : 14| =},
k=0

unién disjunta porque cada subconjunto tiene un tinico tamario, y todos los tamafios
posibles van de 0 a n. El bloque k tiene (}) elementos por el teorema binomial de
la seccion 1.5 —el que cuenta subconjuntos, no el binomio de Newton de la seccién
siguiente—, y el principio de adicién da |P(X)| = Y_, () Igualando con 2" se
obtiene la identidad. |

LA IDEA: LAS CUATRO FORMULAS EN UNA TABLA

Todo lo contado en las dos tltimas secciones cabe en una tabla con dos preguntas:
(importa el orden? y ;se puede repetir?

con repeticion sin repeticion
T
importa el orden VR, = nf Vok = (nik)'
k—1
no importa el orden CR,; = (n + P > Cor = (Z)

Y fuera de la tabla, las permutaciones con repeticién, PRy"*, que son palabras con
un inventario de letras fijado de antemano. La dificultad nunca estd en la tabla: estd en
reconocer en qué casilla cae el problema y en tratar las restricciones adicionales por
casos o por el complementario.
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1.6 Numeros combinatorios y Teorema del Binomio

LA PREGUNTA

En 1654 dos jugadores tienen que interrumpir una partida a varias rondas antes de
que acabe, y quieren repartirse la apuesta de forma justa segiin lo que le falta ganar a
cada uno. La pregunta lleg6 a Pascal, que se la escribi6 a Fermat, y de ese intercambio
de cartas naci6 la teoria de la probabilidad. Lo que Pascal necesit6 para responder
fue una tabla de nimeros combinatorios y sus relaciones entre si. ;Qué relaciones son
esas, y por qué una tabla de subconjuntos decide cémo repartir dinero?

1.6.1 Identidades bésicas

Proposicién (simetria). Paran > 0y 0 <k <mn, <Z> = (n i k)’

n! _ n! _
(n—k)!'(n—(n—k))! (n—k)!k! £
tiene una demostracién sin férmulas, que es la que conviene recordar: la aplicacién
A — X \ A es una biyeccién entre los subconjuntos de k elementos y los de n — k
elementos de X, porque tomar el complementario dos veces devuelve el conjunto de
partida. Elegir quién entra es lo mismo que elegir quién se queda fuera. |

Se obtiene de la definicién: (,",) = ). Y

Proposicién (identidad de Pascal). Paran > 1y 0 <k <n, (Z) = <n ; 1> + (Z : })

Se cuentan los subconjuntos de tamafio k de {1, ...,n} separando en dos clases segin
contengan o no al elemento n. Los que no lo contienen son subconjuntos de tamafio
kde{1,...,n —1}: hay (";'). Los que si lo contienen quedan determinados por sus
otros k — 1 elementos, que forman un subconjunto de tamafio k —1de {1,...,n —1}:
hay (',Zj) Las dos clases son disjuntas y cubren todos los subconjuntos, luego por el
principio de adicion suman (}). |

Es exactamente la cuenta de las guardias con y sin Juan de la seccién anterior: (146) =

15 15
(5) + (3)-
LA IDEA: EL TRIANGULO

La identidad de Pascal dice que cada ntimero combinatorio es la suma de los dos que
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tiene encima cuando se disponen en tridngulo, con () = (},) = 1 en los bordes:

La fila n contiene (j), (), - - -, (;)- La simetria es que cada fila se lee igual del derecho
y del revés; la suma de la fila 1 es 2", que es el teorema de todos los subconjuntos.
Con el tridngulo se calculan nimeros combinatorios pequefios sin factoriales, y es la
herramienta con la que Pascal resolvi6 el problema de la partida interrumpida: los
nimeros de la fila cuentan de cuantas maneras puede terminar la partida con cada

resultado.

DE DONDE VIENE: UN TRIANGULO CON MUCHOS NOMBRES

El triangulo se conocia siglos antes de Pascal: aparece en obras de matematicos indios, persas
y chinos entre los siglos X y XIII, y en Italia se llama tridngulo de Tartaglia. Pascal lo estudi6
sistemdticamente en su Traité du triangle arithmétique de 1654, escrito el mismo afio de su
correspondencia con Fermat, y ahi demostré sus propiedades por induccién, que es una de
las primeras apariciones explicitas de ese método. El nombre que quedé en la mayor parte de
Europa es el suyo.

1.6.2 Binomio de Newton

Teorema (del binomio). Paraa,b € Ry todon € NN,

([ kpk
a+b)" = a" ",
o=k

La idea, en una frase: el binomio no es una férmula que haya que recordar, es un problema de
contar disfrazado. Multiplicar n paréntesis es elegir una letra en cada uno, y el coeficiente
de a"~kb* cuenta de cusntas maneras se pueden elegir cudles k paréntesis aportan la b: eso es
elegir un subconjunto de k factores entre 1, y por eso el coeficiente es () y no cualquier otro
namero.

Con n = 3 se puede hacer entero a mano. Al multiplicar (a + b)(a + b)(a + b) sin agrupar
nada salen 2° = 8 productos, uno por cada manera de elegir letra en cada paréntesis:

aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb.

Los que llevan una sola b son aab, aba y baa, uno por cada paréntesis que puede aportar
esa b, y los tres valen a?b: el coeficiente de a%b es 3 = (%) Agrupando todos, (a + b)> =
a3 + 3a%b + 3ab® + b3, y los coeficientes 1,3, 3,1 son la fila 3 del tridngulo de Pascal.
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Se desarrolla (a + b)" como producto de n factores iguales a (a + b):

(a+b)"=(a+b)(a+b)---(a+D).

n factores

Al multiplicar, cada término del resultado se obtiene eligiendo en cada uno de los n
factores una de sus dos letras, a o b, y multiplicando las n letras elegidas. Para que
salga a" bk hay que elegir b en exactamente k de los factores y a en los 1 — k restantes.
El término a”*b¥ aparece, pues, una vez por cada subconjunto de k factores de los 1,
y hay () de ellos. Ese es su coeficiente. [ |

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEMOSTRARLO POR INDUCCION

La alternativa. Probar el teorema por induccién sobre #, usando la identidad de Pascal: si
vale para 1 — 1, se multiplica (a + b)" ! por (a + b) y se agrupan los términos con el mismo
exponente, y los coeficientes que salen son (" 1) + (}71) = (}).

Su ventaja. Es completamente mecdanica y no exige interpretar nada.

Qué le falta. Que no explica por qué los coeficientes cuentan subconjuntos: solo comprueba
que la férmula se propaga. La demostraciéon por eleccién de factores, que es la que se ha dado
arriba, dice de dénde sale cada coeficiente, y es la que se generaliza al multinomio sin cambiar
una palabra. Las dos son correctas; se elige la que ensefia mas.

. w (n - (n
Corolario. kg(:] <k> =2" y Y (-1) (k) =0 paran > 1.

k=0

La primera es el binomio con a = b = 1, y coincide con el teorema de todos los
subconjuntos. La segunda es el binomiocona =1,b = —1: (1-1)" =0" =0sin > 1.
[

La segunda identidad es la que cerré la demostracion del principio de inclusién—exclusion
general de la seccién 1.3.4, donde se habia dejado pendiente. Con ella el capitulo queda sin
cabos sueltos.

Ejemplo (la partida interrumpida). El problema. Ana y Blas, igual de hébiles, juegan una
partida a varias rondas; cada ronda la gana uno de los dos con probabilidad 1/2, sin que
influyan las rondas anteriores, y gana la apuesta el primero que llegue a un ntimero fijado de
rondas ganadas. La partida se interrumpe cuando a Ana le faltan 2 rondas y a Blas 3. ;Cémo
se reparte la apuesta de forma justa?

La idea. Lo justo es repartir en proporcién a la probabilidad que tiene cada uno de ganar
si la partida hubiera seguido. La dificultad es que la partida puede terminar en dos, tres o
cuatro rondas mads, y esos finales no son igual de probables. La salida es imaginar que se
juegan siempre cuatro rondas, aunque la partida quede decidida antes. Cuatro rondas, que
son 2 4 3 — 1, bastan para decidirla: si Ana gana al menos dos, Blas gana como mucho dos y
no llega a sus tres; si Ana gana como mucho una, Blas gana al menos tres. Jugar rondas de
mads no cambia quién gana.

La cuenta. Las 2* = 16 sucesiones de ganadores de cuatro rondas son igual de probables,
y cada una queda determinada por el subconjunto de rondas que gana Ana. Ana se lleva la
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apuesta en las que gana al menos dos:

@ * @ + @ —6+4+1=1L

A Ana le corresponden 11/16 de la apuesta y a Blas, 5/16. Los nimeros 1,4, 6,4,1 que se han
sumado son la fila 4 del triangulo.
En general, si a Ana le faltan r rondas y a Blas s, se imaginan r + s — 1 rondas, y la parte

de Ana es
1 r+s—1 r4+s— 1
2r+s—l kz k 4
=r

que se lee asi: la suma de un tramo de la fila » 4+ s — 1 del tridngulo, dividida entre la suma
de la fila entera, que es 2'75~!. Esta es la respuesta a la pregunta que abria la seccién: una
tabla de subconjuntos decide el reparto porque cada final de la partida es un subconjunto de
rondas, las que gana Ana, y todos esos finales son igual de probables.

Doénde se falla. En contar los finales tal como ocurririan, de dos, tres o cuatro rondas, como
si fueran igual de probables. Son diez: seis en los que gana Ana (AA, ABA, BAA, ABBA,
BABA, BBAA) y cuatro en los que gana Blas (BBB, ABBB, BABB, BBAB), y repartir 6 a 4
es injusto con Ana. El final AA, por ejemplo, tiene probabilidad 1/4, y el final ABBA, solo
1/16. Completar hasta cuatro rondas es precisamente lo que iguala las probabilidades, y asi
serecupera4/16+2-2/16+3-1/16 = 11/16.

Ejercicios: niimeros combinatorios

Ejercicio 1.28. Subconjuntos de cardinal impar R1.21

¢De cuéntas formas diferentes se puede elegir un subconjunto de cardinal impar de un
conjunto de 10 elementos?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Eslasuma (V) + () + - + (5). Compara las dos identidades del corolario.

2. Hay también una biyeccién directa entre los subconjuntos pares y los impares: fija un elemento y mételo o
sdcalo.

Resolucién. Sean I la suma de los (1k0) con k impar y P la de los k pares. Por el corolario,

P+1=20yP—1=Yy(-1)%") =0.Luego P = I = 2° = 512. Hay 512 subconjuntos de
cardinal impar. u

Otra via (una biyeccién entre pares e impares). Fijado un elemento xy del conjunto, la
aplicacién que a cada subconjunto A le asigna AU {xo} sixg € Ay A~{xo}sixg € A
cambia el cardinal en una unidad, luego lleva pares en impares y viceversa, y es su propia
inversa: aplicada dos veces devuelve A. Es una biyecciéon entre los subconjuntos pares y los
impares, asi que hay tantos de unos como de otros, 21°/2 = 512. Esta via vale para cualquier
n > 1y no usa el binomio.

QUE DEJA. Las dos identidades del corolario, sumadas y restadas, separan los términos pares de los
impares. Y cuando dos familias tienen el mismo tamario, buscar la biyeccién suele ser mds rapido que

sumar.

54



1.6. Niimeros combinatorios y Teorema del Binomio

REPASO INTERCALADO: CAPITULO 1

Preguntas cortas, a libro cerrado. Las tres primeras son de este capitulo; en los capitulos
siguientes el bloque mezclara temas.

1.

=

Da una funcién IN — IN inyectiva y no sobreyectiva. ;Puede existir una asi de N5
en IN5? ;Por qué?

(Cuéntas cadenas de k estrellas y n — 1 barras hay, y qué cuentan?

Sin calcular, jpor qué (3) = (39)? ;Y por qué () = (5) + (5)?

Un namero de cinco cifras distintas con los digitos del 1 al 9: ;variacién o combina-
cién? ;Y un subconjunto de cinco digitos?

(Cuantos elementos tiene P(INy4), y cuantos de ellos tienen exactamente dos ele-

mentos?
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CAPITULO 2

Introduccion a la teoria de grafos

ANTES DE LEER

Cuatro preguntas antes de empezar. No hace falta acertarlas: hace falta intentarlas.

1. El plano del metro de una ciudad no respeta ni las distancias ni las formas de las
calles, y sin embargo sirve para ir de un sitio a otro. ;Qué informacién conserva y
cudl tira?

2. En una reunién, ;puede ocurrir que exactamente tres personas hayan dado un
ndamero impar de apretones de manos?

3. Dos quimicos escriben dos férmulas con los mismos dtomos y los mismos enlaces,
pero dibujadas de forma distinta. ;Cémo se decide si tienen la misma estructura de
enlaces?

4. Una red de carreteras en la que quitar un solo cruce parte el pais en dos. ;Qué tiene
de especial ese cruce, y como se detecta sin quitarlo?

Las respuestas estdn en las secciones 2.1, 2.2, 2.3 y 2.6.

Este capitulo es el que da el vocabulario de todo lo que sigue. Los cuatro capitulos
restantes hablan de grafos, y cada uno usa las palabras que se definen aqui: vértice, arista,
grado, subgrafo, isomorfismo, camino, ciclo, conexién, punto de corte, arbol, bipartito. El
recorrido tiene nueve apartados y se sigue apartado por apartado.

Salvo que se indique expresamente lo contrario, trabajaremos con grafos finitos. Cuando
aparezca un grafo infinito, como en el ejercicio de los grados, se avisara: algunas pruebas
usan que existe un camino de longitud méxima o que el nimero de componentes es finito.
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2.1. Grafos simples

2.1 Grafos simples

LA PREGUNTA

En 1933 se public6 el plano del metro de Londres que el delineante Harry Beck habia
ideado en 1931. Simplificaba las distancias y las curvas, pero conservaba el orden
de las estaciones y las conexiones entre lineas. La propuesta habia sido rechazada
al principio por resultar demasiado radical; al publicarse, tuvo una buena acogida y
sirvié de modelo para otras redes de metro. ;Qué es exactamente lo que ese plano
conserva, y por qué con eso basta?

2.1.1 Definiciones basicas y ejemplos

Los grafos se definen aqui de una manera que sorprende la primera vez: como caso
particular de un objeto de la topologia combinatoria, los complejos simpliciales. Se da esa
definicién y después se traduce a la forma que se usa en la préctica.

Definicién (complejo simplicial abstracto). Un complejo simplicial abstracto es un par
(V,%) donde V es un conjunto y X C P (V) es una familia de subconjuntos finitos de V que
satisface:

(i) {v} € Zparatodov € V;

(ii) site X2y @ # o C 1, entonces o € X.

Los elementos de X se llaman caras (o simplices).

Definicién. Un complejo simplicial abstracto (V,X) es k-dimensional si toda cara ¢ € X
verifica |o| < k + 1. Con este convenio, k-dimensional significa dimensién a lo sumo k: no se
exige que haya una cara de cardinal k + 1.

Definicién (grafo simple). Un grafo simple es un complejo simplicial abstracto 1-
dimensional (V,X). Las caras de cardinal 1 se llaman vértices y las de cardinal 2 se
llaman aristas.

LA IDEA: QUE DICE LA DEFINICION POR COMPLEJOS

Un complejo simplicial es una colecciéon de «piezas» (puntos, segmentos, tridngulos,
tetraedros) cerrada por tomar caras: si el tridngulo {a, b, c} estd, también estén sus tres
lados y sus tres vértices. La condicién (ii) es exactamente eso. La condicién (i) dice que
todo elemento de V aparece como pieza de dimensién cero.

Limitar la dimension a 1 es prohibir tridngulos rellenos y piezas mayores: solo quedan
puntos y segmentos. Tres aristas formando el borde de un tridngulo si estdn permitidas;
lo que falta es la cara {a,b, c}. Eso es un grafo: puntos, algunos de ellos unidos por
segmentos. La tinica informacién que se conserva es qué pares de puntos estdin unidos,
que es lo que conserva el plano de Beck. Ni longitudes, ni posiciones, ni formas.

En la préctica se usa la descripcién equivalente siguiente, que es la que aparece en todos
los enunciados.

Observacién (notacion estandar). Un grafo simple finito es un par

G = (V(G), A(G)),
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Introduccién a la teoria de grafos

donde V(G) es un conjunto finito de vértices y A(G) es un conjunto de subconjuntos de
V(G) de cardinal 2:
A(G) € {{u,v} : u,v e V(G), u # v}.

Un elemento {u,v} € A(G) se denota uv.

Las dos presentaciones son equivalentes: dado un complejo simplicial abstracto 1-
dimensional (V, %) con V finito, se toma V(G) = V, identificando cada v con la cara {v},
y A(G) como la familia de caras de cardinal 2. Asi, cada arista es efectivamente un par de
elementos de V(G). Reciprocamente, dado (V(G), A(G)), se toma X como la unién de los
{v} y de las aristas, y la condicién (ii) se cumple porque los subconjuntos no vacios de una
arista {u, v} son {u}, {v} y la propia arista.

Observacion. En un grafo simple no hay lazos (una arista vv, que seria un conjunto de
cardinal 1) ni aristas multiples (la misma arista repetida, porque A(G) es un conjunto).

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: POR QUE DEFINIR UN GRAFO COMO COMPLEJO SIMPLICIAL

La alternativa, que es la habitual en casi todos los libros, es definir directamente G = (V, A)
con A un conjunto de pares no ordenados, y no mencionar complejos.

Su ventaja. Es mds corta, y es la que se usa en todos los enunciados y todas las resoluciones.
Nadie piensa en caras al dibujar un grafo.

Lo que se gana con la de aqui. Que el grafo aparece como el primer peldafio de una escalera:
los complejos 2-dimensionales afiaden tridangulos, los 3-dimensionales tetraedros, y con ellos se
triangulan superficies y se calcula su caracteristica de Euler. Ese es el punto de vista de la topo-
logia combinatoria, y es el que reaparece en el capitulo de planaridad al estudiar las regiones
delimitadas por las aristas. Esas regiones no son necesariamente tridngulos: para describir una
superficie mediante un complejo simplicial hay que triangularla. Las dos definiciones de grafo
son equivalentes; se elige la que ensefia de dénde viene el objeto.

Definicién (orden y tamafio). Sea G un grafo simple finito. Su orden es |V (G)| y su tamafio
es |[A(G)|.

EXPLICATE. Un grafo de orden n: ;cudl es el mayor tamartio que puede tener, y por qué? Es un niimero
combinatorio del capitulo anterior.

2.1.2 Algunos ejemplos

Definicién (grafo completo). El grafo completo de orden n es el grafo K, con V(K,) =

{1,...,n}y
AKy) = {{i,j} : 1<i<j<n).

Proposicién. Paran € N, |A(K,)| = (Z)

Una arista de K, es un subconjunto de dos elementos de {1,...,n}, y estan todas las
posibles. El ntimero de subconjuntos de dos elementos de un conjunto de 7 es () por
el teorema binomial del capitulo 1. n

Definicién (grafo camino y grafo ciclo). El grafo camino P, (1 > 1) se define por V(P,) =

{1,...,n}y
A(Py) ={i(i+1) : 1<i<n-—1}.
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2.1. Grafos simples

El grafo ciclo C, (n > 3) se define como P, més la arista n1.

Definicién (rueda). Paran > 4, la rueda W, es el grafo W,, := K; 4 C,_1, donde la suma de
grafos se define en la seccién 2.6: un vértice central unido a todos los de un ciclo de n — 1

N

vértices.

*—o—0—0—0

Ks Ps Cs W

EXPLICATE. Sin dibujar: ;cudntas aristas tienen Py, C, y W, ? Comprueba con las figuras.

2.1.3 Otros tipos de grafos: digrafos y multigrafos

Existen otros tipos de grafos, ademads de los simples. No serén el foco de este curso, pero
conviene saber qué son para no confundirlos.

Definicién (grafo dirigido). Un grafo dirigido (o digrafo) es un par D = (V,E) donde V es
un conjunto de vértices y E C V x V es un conjunto de aristas ordenadas (u,v).

Definiciéon (multigrafo). Un multigrafo permite aristas multiples entre dos vértices y, segtin
el convenio, puede permitir lazos. Una formalizacién comtin es dar un conjunto E de aristas
y una aplicacion

1:E— {{u,0} 1 u,oeV},

donde la fibra 1~ ({u,v}) codifica la multiplicidad.

CONEXION: MODELIZACION MATEMATICA

El algoritmo PageRank que ordena las paginas de la web trabaja sobre un digrafo: las paginas
son los vértices y cada enlace es una arista ordenada, de la pagina que enlaza a la enlazada.
Que la arista tenga direccién es esencial ahi, porque un enlace de la pagina A a la B transfiere
importancia de A a B y no al revés. Los grafos simples de este capitulo son el caso en que la
relacién es simétrica, como la amistad o la adyacencia de dos paises.

DE DONDE VIENE: DE LOS PUENTES A LA PALABRA «GRAFO»

El primer problema resuelto con un grafo es el de los siete puentes de Konigsberg, que Euler
traté en 1736 y que se verd en el capitulo 3. La palabra «grafo» es muy posterior: la introdujo
Sylvester en 1878, por analogia con las férmulas gréficas de la quimica, en las que los 4tomos
son puntos y los enlaces segmentos. Y el primer libro dedicado enteramente a la teoria de
grafos es el de Dénes Kénig, de 1936, exactamente dos siglos después de Euler.
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2.2 Adyacencia e incidencia

LA PREGUNTA

En una recepcién con muchos invitados, cada uno estrecha la mano de algunos otros.
Al final se pregunta a cada invitado a cudntas personas ha saludado. ;Puede ser que
exactamente tres personas contesten un nimero impar? La respuesta no depende de
quién saludé a quién, ni de cuantos invitados habia. ;Por qué?

Definicién (adyacencia e incidencia). Sea G = (V, A) un grafo simple.

1. Dos vértices u,v € V son adyacentes si uv € A.

2. Un vértice v € V y una arista e € A son incidentes si v € e.

3. Dos aristas e, f € A son adyacentes si comparten un extremo, es decir, e N f # @.

Definicién (grado de un vértice). Sea G = (V, A) un grafo simple y v € V. El grado de v es
grad;(v) = [{u €V : uvc A}|.

Definicién (valencia de un grafo y regularidad). Para un grafo finito con al menos un vértice,
la valencia de G es

A(G) = mé d_(v).
(G) ndx gra c(v)

Se dice que G es k-regular si grad(v) = k para todo v € V(G).

Un aviso de vocabulario que ahorra confusiones. «Valencia» del grafo designa aqui el
grado maximo A(G), mientras que en los enunciados de los ejercicios se escribe 6(v) para el
grado de un vértice y 4(G) para el grado minimo. En este libro grad y é(v) son lo mismo,

A(G) es el méximo y 6(G) el minimo, y cada vez que aparezca «valencia» se dird cual de los
dos es.

Lema (del apretén de manos). Sea G = (V, A) un grafo simple finito. Entonces

Y grad;(v) =2|Al

veV

Se considera el conjunto de pares incidentes
I={(ve)c VXA :vece}

y se cuenta su cardinal de dos maneras. Contando por vértices: para cada v hay
exactamente grad - (v) aristas incidentes, luego |I| = Y_,cy grad;(v). Contando por
aristas: cada e = {u, v} aporta exactamente dos pares incidentes, (u,e) y (v, ¢e), luego
|I| = 2|A|. Igualando las dos cuentas se obtiene la identidad. [ |

LA IDEA: CONTAR DOS VECES

La demostracion es la técnica de doble recuento en estado puro, y es la que usa la
mayor parte de las demostraciones de esta asignatura: se elige un conjunto de pares,
se cuenta por la primera coordenada y por la segunda, y se igualan. Aqui cada apretén
de manos tiene exactamente dos manos, asi que la suma de todas las manos es el doble
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2.2. Adyacencia e incidencia

de los apretones. Lo tinico que hay que hacer es escribir con precision qué pares se
estdn contando.

Corolario. En todo grafo simple finito, el nimero de vértices de grado impar es par.

La suma de todos los grados es 2| A|, que es par. Una suma de enteros es par si y solo si
el nimero de sumandos impares es par: los sumandos pares no cambian la paridad, y

cada sumando impar la cambia. Luego hay un ntiimero par de vértices de grado impar.
[ |

Esa es la respuesta a la pregunta de la recepcién: exactamente tres personas con un nimero
impar de saludos es imposible, sea cual sea la fiesta. Y es la respuesta al ejercicio de las
postales que viene enseguida.

2.21 Matrices asociadas a un grafo

Definicién. Sea G un grafo simple con V(G) = {v1,...,0,} y A(G) = {e1,...,em}.

1. La matriz de incidencia de G es B(G) € M« ({0,1}) dada por B(G);; = 1siv; € ¢;y 0
si no.

2. La matriz de adyacencia de G es A(G) € M;x,({0,1}) dada por A(G);; = 1sii #jy
v;jv; € A(G), y 0 en otro caso.

3. La matriz diagonal de grados de G es D(G) € M,x,(INg) con D(G);; = grad(v;) y

La notacién A(G) se usa tanto para el conjunto de aristas como para la matriz de adya-
cencia. El contexto los distingue: pertenencia uv € A(G) para las aristas, entradas A(G);; y
productos para la matriz. Cuando el grafo esté claro, llamaremos A a la matriz.

Proposicién. Para todo grafo simple finito G se cumple B(G) B(G)! = A(G) + D(G).

Sea M = BB!. Por definicién del producto,

m

M;; =) ByBj.
k=1

El sumando BjBj; vale 1 exactamente cuando la arista ¢, es incidente a la vez en v;
y en v;. Si i # j, en un grafo simple hay a lo sumo una arista entre v; y v;; por tanto
M;; = 1sivv; € A(G) y Mjj = 0sino, es decir, M;j = A;j. Sii = j, Mj; cuenta el
ntmero de aristas incidentes en v;, que es grad (v;) = D;;, y ademds A;; = 0. Luego

M= A+D. |

El caso mas pequeiio, a mano. En el camino abc, con las aristas en el ordene; = aby
ep = bc, la matriz de incidencia tiene una fila por vértice y una columna por arista, y el
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producto sale asi:

10 110 010 100
B=1|1 1|, BB'=|121]l=1]101]+]0 20
0 1 011 10 0 01

A D

Leida en palabras, la entrada (i, j) de BB es el producto de la fila de v; por la fila de v;, y
cuenta las aristas que tocan a la vez a los dos vértices. Fuera de la diagonal eso vale 1 0 0
seglin sean vecinos o no, y es la matriz A. En la diagonal, una fila multiplicada por si misma
cuenta las aristas que tocan a ese vértice, y es su grado. El 2 del centro es el grado de b, el
tnico vértice que toca las dos aristas.

CONEXION: ALGEBRA LINEAL

La matriz de adyacencia convierte un grafo en un objeto del dlgebra lineal, y eso permite
importar toda su maquinaria. Dos ejemplos que no entran en este curso pero que conviene
conocer: la entrada (i, j) de A* cuenta los recorridos de longitud k de v; a v;, y los autovalores
de A permiten reconocer si el grafo es bipartito. Para contar las componentes conexas se usa
otra matriz, el laplaciano L = D — A: su ntimero es la multiplicidad del autovalor 0. La idea se
ve en la identidad
Mx= Y (xu-— xp)2
{u,v}cA(G)

Elntcleo de L estd formado por los vectores constantes en cada componente: una constante libre
por componente. Como L es simétrica, la dimensién del nticleo coincide con esa multiplicidad.
Es el mismo movimiento que en Modelizacién: el PageRank es un autovector de una matriz
construida a partir del digrafo de la web.

Ejercicios: grafos, grados y matrices

Ejercicio 2.1. Un grafo dado por sus aristas R2.1

Sea el grafo G tal que V(G) = {a,b,c,d,e, f} y A(G) = {ab,ae,bd,cd,de}. Se pide: a)
representarlo graficamente; b) obtener su matriz de adyacencia; c) obtener su matriz de
incidencia; d) obtener el subgrafo de G inducido por (b, ¢, d, f) y representarlo graficamente;
e) idem con el subgrafo G —d.

Resolucién. a) El grafo tiene seis vértices y cinco aristas. Los grados son grad(a)
grad(b) = 2, grad;(c) = 1, grad;(d) = 3, grad;(e) = 2, grad;(f) = 0; suman 10 =
como manda el lema del apretén de manos.

=2
2.5

7

b) Con los vérticesen el orden a, b, c,d, e, f,1a matriz de adyacencia tiene un 1 en la posicién
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(i,7) siv;v; es arista:

01 001@O0
100100
0001O0O0

A =
(G) 01 1010O0
100100
000O0O0OGO

Es simétrica, tiene ceros en la diagonal y la fila de f es nula. La suma de cada fila es el grado
del vértice.

¢) Con las aristas en el orden e; = ab, e, = ae, e3 = bd, e4 = cd, es = de, la matriz de
incidencia es 6 x 5, con un 1 en (i, ) si el vértice v; es extremo de e¢;:

11000
10100
00 01PO0

B =
(G) 00111
01 001
00 0O0O

Cada columna tiene exactamente dos unos, los dos extremos de la arista; cada fila suma el
grado.

d) El subgrafo inducido por S = {b, c,d, f} tiene como aristas todas las de G con los dos
extremos en S: bd y cd. Es el camino bd ¢ junto con el vértice aislado f.

e) G — d tiene vértices {a,b,c, e, f} y las aristas de G que no tocan a d: ab y ae. Es el camino
bae con dos vértices aislados, cy f.

O——© O O—@o—© © @

G[S] G—d

Ejercicio 2.2. De la matriz de adyacencia al dibujo R2.2

Obtener la matriz de incidencia y una representacion grafica del grafo cuya matriz de
adyacencia es

011011
101110
110100
011011
110100
100100

Resolucién. La matriz es simétrica con diagonal nula, asi que es la matriz de adyacencia de
un grafo simple. Se leen las aristas encima de la diagonal, fila a fila:

0102, 0103, U105, U106, U203, U204, U205, U304, U405, U406.
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Son diez aristas. Los grados (sumas de las filas) son 4,4, 3,4, 3,2, que suman 20 = 2 - 10.
Con las aristas en ese orden, ¢y, . . ., €10, la matriz de incidencia es 6 x 10:

1111000000
1000111000
B:0100100100
000O0O0O1O01T1T1
0010001O01O0
0001O0O0O0O0OTQO0T1

Para dibujarlo conviene notar que v; y v4 no son adyacentes y ambos tienen grado 4, y
que vg solo se une a ellos dos; eso sugiere colocarlos a izquierda y derecha.

Ejercicio 2.3. Postales entre amigos R2.3

Cinco amigos salen de vacaciones al mismo tiempo y a diferentes lugares. Deciden que,
al llegar a su destino, cada uno de ellos enviard una postal a tres de los restantes. ;Es
posible que cada amigo reciba postales de precisamente los tres a los que €l les envi6 las
suyas? Razonar la respuesta en caso de ser negativa, o representar mediante un grafo dicha
situacion en caso afirmativo. Contestar a la misma cuestion si ahora son seis los amigos que
marchan de viaje.

Resolucién. Si la situacion es posible, se define el grafo cuyos vértices son los amigos, con
una arista entre dos de ellos cuando se envian postal mutuamente. Cada amigo envia a tres y
recibe de esos mismos tres, luego cada vértice tiene grado 3: serfa un grafo 3-regular.

Con cinco amigos, la suma de los grados seria 5 - 3 = 15, que es impar. Pero por el lema
del apretén de manos la suma de los grados es el doble del nimero de aristas, luego es par.
Contradiccién: con cinco amigos es imposible.

Con seis amigos la suma seria 18 = 2 - 9: no hay obstruccién de paridad, y hace falta un
ejemplo. Vale el grafo bipartito completo K3 3: los amigos se dividen en dos grupos de tres y
cada uno envia postal a los tres del otro grupo. Cada vértice tiene grado 3 y la relacién es
simétrica.

K3,3: seis amigos, tres postales cada uno
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Otra via (otro ejemplo con seis). También sirve el prisma triangular: dos tridngulos abc y
a'b'c’ con las aristas aa’, bb’, cc’. Es 3-regular con seis vértices y no es isomorfo a K33, porque
tiene tridngulos y K3 3 no tiene ninguno (seccién 2.3). Son los dos tinicos grafos 3-regulares
de orden 6 salvo isomorfismo.

Qué hemos aprendido. Las dos mitades de la pregunta piden herramientas distintas. Para
decir que no basta una obstrucciéon: en un grafo k-regular de orden n los grados suman nk, y
esa suma tiene que ser par. Para decir que si, que la obstruccién desaparezca no basta: hay
que construir el grafo. En general existe un grafo k-regular de orden n exactamente cuando
nk es par y k < n — 1. Para k par se sientan los n vértices en una mesa redonda y cada uno
se une a los k/2 méas préximos por cada lado. Para k impar, n es par, y a esa construcciéon
con k — 1 se le afiaden las aristas entre vértices enfrentados. Con tres postales, siete amigos
tampoco pueden y ocho si.

Dénde se falla. En leer «enviar postal» como una relacién con direccion. El grafo es simple
porque se exige que las postales sean mutuas; sin esa exigencia el problema seria de digrafos,
y cinco amigos no tendrian obstruccién ninguna: basta que cada uno escriba a los tres que le
siguen en la mesa redonda. El otro fallo es el contrario, dar por posible el caso de seis porque
la suma sale par, sin exhibir el grafo.

Ejercicio 2.4. Dos vértices con el mismo grado R2.4

Probar que en todo grafo finito con dos o més vértices hay siempre dos vértices con el
mismo grado. ;Ocurre lo mismo si el grafo es infinito?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. En un grafo de orden n, jentre qué valores estd el grado de un vértice? Son n valores para n vértices:
demasiado justo.

2. Para el caso infinito, intenta construir un grafo en el que cada vértice tenga un grado distinto. Con grados
finitos tienen que ser todos distintos, luego no acotados.

Resolucién. Sea G de orden n > 2. Cada grado estd en {0,1,...,1n — 1}, porque un vértice es
adyacente a lo sumo a los otros n — 1. Son 1 valores posibles para n vértices, y el principio
del palomar no decide todavia. Pero los valores 0 y 7 — 1 no pueden darse a la vez: un vértice
de grado n — 1 es adyacente a todos los demds, y entonces ninguno tiene grado 0. Luego
los grados toman valores en un conjunto de a lo sumo n — 1 elementos, {0,...,n —2} o
{1,...,n =1}, y por el principio del palomar dos vértices tienen el mismo grado.

Caso infinito. La conclusioén falla. Se construye un grafo con vértices v1,v;,v3, ... en el que
Uy ¥ Uy, conn < m, son adyacentes si y solo si m < 2n. El grado de v,, es el nimero de m > n
con m < 2n, que son 1, mds el nimero de m < n con n < 2m, es decir m > n/2, que son
|n/2]. Luego

grad(v,) =n+ [n/2],

que vale 1,3,4,6,7,9,... y es estrictamente creciente en n. Todos los grados son finitos y
distintos: no hay dos vértices con el mismo grado. [

QUE DEJA. El argumento finito es el del capitulo anterior con las cajas 0 y n — 1 incompatibles. El
contraejemplo infinito muestra que el palomar necesita que las cajas sean finitas: con infinitos grados
posibles, cada vértice puede tener el suyo.
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2.3 Subgrafos y morfismos

LA PREGUNTA

En 1874 el matemadtico Arthur Cayley quiso contar cudntas moléculas distintas pueden
formarse con n 4tomos de carbono y los hidrégenos que les corresponden, los alcanos.
Dos férmulas dibujadas de forma distinta pueden ser la misma molécula, y dos que se
parecen pueden no serlo. ;Cudndo dos dibujos de puntos y segmentos representan «lo
mismo», y qué se puede calcular de un dibujo que no cambie al redibujarlo?

2.3.1 Subgrafos y operaciones basicas

Definicién (subgrafo). Sea G = (V, A) un grafo simple. Un grafo H = (Vy, Ag) es un
subgrafo de G, y se escribe H C G, si

Vg CV, Ay CAN{{u,v} : u,v e Vy, u#v}.

Es decir, un subgrafo se obtiene quitando vértices (con sus aristas) y, ademads, quitando
aristas sueltas. La segunda condicién solo dice que las aristas que se conservan deben ser
aristas de G entre vértices que se conservan.

Definicién (subgrafo inducido). Sea S C V(G). El subgrafo inducido por S es
G[S] = (S, {uv € A(G) : u,veS}).

La diferencia con un subgrafo cualquiera es que el inducido se queda con todas las aristas
de G entre los vértices de S: solo se eligen los vértices, las aristas vienen solas. También se
escribe (S), notacion que reaparece en el ejercicio de las matrices.

Definicién (complementario). Sea G = (V, A) un grafo simple. Su complementario es el

grafo G con
VG =V, AG) ={uv:uveV,u#v uv¢ A}

El complementario conserva los vértices y cambia todas las aristas por las que faltaban: es
el negativo fotografico del grafo. Sirve para lo mismo que el complementario de un conjunto
en el capitulo 1: cuando una propiedad es dificil de contar o de comprobar, a menudo su
contraria es facil, y G es el sitio donde mirarla.

Las tres construcciones se ven de una vez en un grafo pequefio. Sea G la «casa»: el cuadrado
abcd con el tejado e unido a 2 y a b, seis aristas en total.

(e
@—®
©
G, la casa H: subgrafo G[{a,b,c,e}] G

El subgrafo H y el inducido por {a,b, ¢, e} tienen los mismos vértices y se diferencian en
una sola arista, be (en rojo): el inducido estd obligado a quedérsela, porque sus dos extremos
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se han conservado, y H ha decidido tirarla. El complementario tiene las (g) — 6 = 4 aristas

que faltaban en la casa, ac, bd, ce y de, y puestas en fila forman el camino a ced b: el negativo
de la casa es un Ps.

Definicién (unién e interseccion de grafos). Sean G = (V,A) y H = (V, B) grafos sim-
ples con el mismo conjunto de vértices V. Su unién es el grafo GUH := (V,AUB) y su

interseccién es GN H := (V, AN B).

Obsérvese que aqui se exige el mismo conjunto de vértices, y entonces unir e intersecar es
simplemente unir e intersecar aristas: los dos grafos son dos redes tendidas sobre las mismas
ciudades. En la seccién 2.6 hard falta la versiéon que admite conjuntos de vértices distintos, y
por eso alli se define aparte y con otro simbolo.

Definicién (eliminacién de un vértice o de una arista). Sea G = (V, A) un grafo simple.
1. Dadov € V(G), G —v:= (V(G) ~ {v}, {e € A(G) : v ¢ e}).
2. Dadoa € A(G),G—a:= (V(G), A(G) \ {a}).

Las dos eliminaciones no son simétricas, y la asimetria importa: quitar un vértice se lleva
por delante todas las aristas que lo tocaban, mientras que quitar una arista deja intactos sus
dos extremos, que se quedan en el grafo aunque sea con grado menor. Son exactamente las
dos averias de una red —cae un nodo, cae un cable—, y la diferencia entre las dos es el asunto
de toda la seccién 2.6 y del capitulo 4: por eso las dos operaciones se definen aqui juntas y
por separado.

Proposicién. Si G = (V, A) tiene orden n, entonces A(G) N A(G) =@y GUG =~ K,.

Por definicién V(G U G) = V. Dados u # v en V, la arista uv pertenece exactamente
a uno de los dos grafos: a G si uv € A,y a G si no. Luego A(G)NA(G) = Dy
A(GUG) = A(G) U A(G) contiene todos los pares de elementos distintos de V. Al
numerar los n vértices se obtiene un isomorfismo con K. |
En particular |A(G)| + |A(G)| = (): el complementario tiene las aristas que le faltan a G
para ser completo. Esa cuenta es la clave de los ejercicios sobre grafos autocomplementarios.

2.3.2 Morfismos de grafos

Definicién (morfismo de grafos). Un morfismo f entre grafos simples G y H es una aplicacion
f:V(G) —» V(H) tal que

uv € A(G) <= f(u)f(v) € A(H).

Se escribe f : G — H. Si f es ademads una biyeccién, se dice que f es un isomorfismo. Si entre
dos grafos G y H existe un isomorfismo, se escribe G ~ H.

LA IDEA: UN ISOMORFISMO ES UN CAMBIO DE NOMBRES

Dos grafos son isomorfos cuando son el mismo grafo con los vértices llamados de
otra manera: f es el diccionario que traduce los nombres, y la condicién dice que dos
vértices estdn unidos en G exactamente cuando sus traducciones lo estdn en H. Eso es
lo que Cayley necesitaba para comparar estructuras de enlaces: un diccionario entre
los 4tomos que respeta sus tipos y los enlaces. La disposicién espacial de la molécula
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es otra informacion que el grafo no registra.

Obsérvese que la definicién de arriba pide la doble implicacién también para morfis-
mos que no son biyectivos. Es mas exigente que la habitual en otros libros, donde un
morfismo solo conserva aristas en un sentido, y hay que tenerlo en cuenta al comparar.

Proposicién. Si f : G — Hy g : H — K son morfismos, entonces go f : G — K es un
morfismo.

Sean u,v € V(G). Como f es morfismo, uv € A(G) siysolosi f(u)f(v) € A(H);y
como g es morfismo, eso ocurre siy solo si g(f(u)) g(f(v)) € A(K). Encadenando las
dos equivalencias, uv € A(G) siy solosi(go f)(u)(go f)(v) € A(K). ]

Lema. Si f : G — H es un isomorfismo, entonces f~! : H — G también lo es.

f~!esbiyectiva por serlo f. Dados u,v € V(H), hay que ver que uv € A(H) siy solo si
fYu)f1(v) € A(G). Aplicando la condicién de morfismo de f a los vértices f~!(u)
y f(v) de G: fH(u)f(v) € A(G) siysolosi f(f~'(u)) f(f ' (v)) = uv € A(H),

que es lo que se queria. |

Con la composicién y la inversa, «ser isomorfos» es una relacién de equivalencia entre
grafos, exactamente como «tener el mismo cardinal» lo era entre conjuntos en el capitulo 1.
Un grafo «salvo isomorfismo» es una clase de esa relacién: el dibujo sin los nombres.

Definicién (invariante). Una funcién I definida para grafos simples se llama invariante si
G ~ H implica I(G) = I(H).

Proposicién. Si f : G — H es un isomorfismo, entonces para todo v € V(G) se cumple
grad(0) = grady (f(0)).

La idea, en una frase: el grado de v no es un ndamero suelto, es el tamafno de un conjunto
—el de sus vecinos—, y un isomorfismo transporta ese conjunto entero al de vecinos de f (v);
contar antes o después del transporte da lo mismo. El corazén estd en que el transporte
funciona en los dos sentidos, y eso es exactamente lo que hace falta pedir para que la imagen
no se quede corta.

Paso 1: el grado se reescribe como el cardinal de un conjunto. Sea v € V(G). Se
definen los conjuntos de vecinos

L, ={uecV(G) : uve A(G)}, Jfwy = {w € V(H) : wf(v) € A(H)},

de modo que || = grad;(v) y [Jf)| = grady(f(v)). Se considera la restriccion
fl1, : I, = V(H), que es inyectiva por serlo f. Se verd que su imagen es exactamente
Jf(v); con eso serd una biyeccion I, — J¢(,) y los dos cardinales coinciden.

Paso 2: los vecinos de v van a parar a vecinos de f(v).Sea u € I,. Entonces uv € A(G)
y, como f conserva la adyacencia, f(u)f(v) € A(H), es decir, f(u) € J¢(y)

Paso 3: y no falta ninguno, porque la inversa también es isomorfismo (el nticleo de la
prueba). Esta es la mitad que de verdad usa la hipétesis completa: con una aplicacion
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que solo conservara la adyacencia hacia delante, la imagen podria caer dentro de
J#(v) sin llenarlo, y los grados podrian diferir. Sea w € J(,), es decir, wf(v) € A(H).
Como f es biyectiva existe un tnico u € V(G) con f(u) = w. Como f~! es también
isomorfismo, wf(v) € A(H) implica uv € A(G),luegou € L, yw = f(u) € f(L,). &

Corolario. Son invariantes: el orden, el tamarfio, la valencia y el ntimero de vértices de grado
k, para cada k € INg (también para los vértices aislados).

El orden, porque un isomorfismo es una biyeccién entre los conjuntos de vértices. El
tamarfo, porque uv — f(u)f(v) es una biyeccién entre A(G) y A(H) (inyectiva por
serlo f en vértices, sobreyectiva porque f~! es morfismo). La valencia y el nimero
de vértices de grado k, porque f lleva cada vértice a otro del mismo grado, por la
proposicion. |

LA IDEA: PARA QUE SIRVEN LOS INVARIANTES

Los invariantes sirven para lo negativo: si un invariante difiere, los grafos no son
isomorfos. Es la manera de demostrar que dos grafos son distintos sin probar las
n! biyecciones. Para demostrar que si son isomorfos, la via directa es exhibir una
biyeccion y comprobar que conserva la adyacencia en ambos sentidos. De ahi el orden
natural de trabajo: primero se calculan invariantes (orden, tamafio, lista de grados,
ciclos cortos) y, si todos coinciden, se busca el diccionario.

Ejemplo (un diccionario, a mano). El problema. El hexdgono 12345 6 con sus tres diagonales
largas 14, 25 y 36 no se parece a K33 dibujado en dos filas: el primero tiene la simetria de una
rueda y el segundo son dos filas de tres puntos con todas las aristas cruzando de una a otra.
¢Son el mismo grafo?

el hexdgono con sus diagonales K33 con los nombres traducidos

Los invariantes baratos, primero. Los dos grafos tienen orden 6 y tamafio 9, y los dos son
3-regulares. Eso no prueba nada, pero dice que merece la pena buscar el diccionario.

La idea para encontrarlo. En K33 cada arista une una fila con la otra. En el hexdgono,
cada arista une un nimero par con uno impar: los lados unen ntimeros consecutivos y las
diagonales unen nimeros que se diferencian en 3. Eso sugiere el diccionario: los impares
1,3,5 a la fila de arriba y los pares 2,4, 6 a la de abajo, que es lo que muestra el dibujo de la
derecha.

La comprobacioén, arista a arista. Las nueve aristas del hexdgono, 12, 23, 34, 45, 56, 61, 14,
25y 36, unen cada una un impar con un par, asi que van a parar a aristas de K33, y son nueve
distintas. Como K33 tiene exactamente nueve aristas, son todas. Eso da la vuelta gratis: si
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dos vértices son adyacentes en K33, su arista es la imagen de una del hexdgono, y por ser la
aplicacién biyectiva, de la del par correspondiente. La doble implicacién de la definicion se
cumple y los dos grafos son isomorfos.

Dénde se falla. En dar el isomorfismo por probado porque los grados coinciden. El prisma
triangular del ejercicio de las postales también es 3-regular con seis vértices, y no es isomorfo
a K3 3: tiene tridngulos. Y en comprobar las aristas solo hacia delante sin contar: aqui basta
porque hay nueve a cada lado; sin esa cuenta, faltaria la vuelta.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR EL ISOMORFISMO CON MATRICES

La alternativa. Decir que G y H son isomorfos cuando sus matrices de adyacencia Agy Ag
cumplen Ay = PAGP! para alguna matriz de permutaci6n P.

Su ventaja. Es una condicién algebraica que un ordenador puede comprobar mecdnicamente,
y es la que se usa en la préctica computacional.

Lo que pierde. Que la matriz depende de haber numerado los vértices, y la numeracién no es
parte del grafo. La definicién por aplicaciones habla del grafo sin pasar por ninguna numeraciéon
y permite hablar también de morfismos que no son biyectivos. La idea de conservar la estructura
mediante aplicaciones reaparece en los complejos simpliciales. Las dos son equivalentes para
grafos finitos; se usa la que no depende de una eleccién arbitraria.

DE DONDE VIENE: CAYLEY Y LOS ISOMEROS

Cayley public6 en 1874 y 1875 los recuentos de drboles que le permitieron contar los alcanos
C;Hy;,42: un alcano es un drbol cuyos vértices internos son los carbonos, y dos alcanos con la
misma férmula son isémeros constitucionales cuando sus arboles de enlaces no son isomorfos.
Aqui se cuenta la conectividad, no la estereoisomeria. Los drboles se definen en la seccién 2.8;
la pregunta de Cayley es la de esta seccién: cudndo dos dibujos son el mismo objeto. Es uno de
los primeros usos de la teoria de grafos fuera de las matematicas, y de ahi tomo Sylvester la
palabra «grafo».

Ejercicios: complementario, grados e isomorfismo

Ejercicio 2.5. Un tridnguloen Goen G R2.5

Dado un grafo G de orden mayor o igual que 6, probar que G o G ha de contener un
tridngulo.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Fija un vértice v. Tiene al menos cinco vértices mds, y cada uno de ellos o es vecino de ven Goloesen G.
Palomar.

2. Con tres vecinos de v en el mismo grafo, mira qué pasa entre ellos.

Resolucién. Sea v un vértice de G. Los otros vértices son al menos cinco, y cada uno de
ellos es adyacente a v en exactamente uno de los dos grafos G y G, porque A(G) y A(G) son
disjuntos y su unién contiene todas las aristas posibles. Por el principio del palomar (cinco
objetos en dos cajas), hay al menos tres vértices 11, up, u3 adyacentes a v en el mismo grafo,
digamos en G; el otro caso es idéntico cambiando G por G.

Ahora se mira qué pasa entre 11, up, u3. Si alguna de las tres aristas ujuy, u1usz, uouz esta
en G, digamos 11, entonces v, 1, U forman un tridngulo en G. Si ninguna estd en G, las

70



2.3. Subgrafos y morfismos

tres estdn en G, y entonces 1, tp, u3 forman un tridngulo en G. En cualquier caso hay un
tridngulo en uno de los dos. n

Otra via (en el lenguaje de la fiesta). Es el enunciado cldsico «en toda reunién de seis
personas hay tres que se conocen entre si o tres que no se conocen entre si». Conocerse es G,
no conocerse es G. Y el 6 es 6ptimo: el ciclo Cs no tiene tridngulos y su complementario es
otro Cs, que tampoco los tiene. Con cinco personas puede no haber ni tres conocidos ni tres
desconocidos.

Dénde se usa el seis. Solo en el primer paso. Con seis vértices, v tiene cinco vecinos
repartidos entre dos grafos, y el palomar obliga a que tres caigan en el mismo. Con cinco
vértices tendria cuatro, que pueden repartirse dos y dos, y el argumento se para ahi. El
pentdgono muestra que eso no es una debilidad del argumento: el enunciado es falso con
cinco.

QUE DEJA. El par (G, G) es una particién de las aristas de K;, en dos colores, y muchos enunciados
sobre «G o su complementario» son enunciados sobre colorear K, con dos colores. Ese punto de vista
es el del capitulo 6.

Ejercicio 2.6. Grafos autocomplementarios R2.6

Indicar razonadamente cudl es el menor ntimero de vértices n de un grafo autocomple-
mentario (isomorfo a su complementario). Dar ejemplos de grafos autocomplementarios
de orden n y n + 1 para ese valor de n. En general, dado un grafo autocomplementario de
orden 1, demostrar que o bien n o bien n — 1 ha de ser un mdultiplo de 4.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Si G ~ G, tienen el mismo tamario. Y entre los dos suman (%) aristas.

2. Para el ejemplo pequefio, prueba con el camino de cuatro vértices y dibuja su complementario.

Resolucién. La condicion sobre n. Si G ~ G, el tamafio es invariante, luego |A(G)| = |A(G)].
Como |A(G)| + |A(G)| = (}) por la proposicién del complementario, se tiene 2|A(G)| =
() = n(nz—l), es decir,
nn—1
@) =",

que tiene que ser un entero. Luego 4 divide a nn(n — 1). Como n y n — 1 son consecutivos, uno
de ellos es impar y no aporta ningtn factor 2, asi que el 4 tiene que dividir al otro: non — 1
es multiplo de 4.

El menor n. El enunciado omite excluir los casos triviales: el grafo vacio (n = 0) y el de
un vértice (n = 1) son autocomplementarios. Para que la peticiéon de ejemplos de ambos
6rdenes n y n + 1 tenga el sentido no trivial previsto, se entiende n > 2. En ese caso los
valores permitidos sonn = 4,5,8,9,... El menor es n = 4, y el ejemplo es el camino P;: si
sus vértices son a b cd con aristas ab, bc, cd, el complementario tiene las aristas ac, ad, bd, que
forman el camino cadb. La aplicaciona — ¢, b — a,c — d, d — b es un isomorfismo de P,
en su complementario, como se comprueba arista a arista: ab — ca, bc — ad, cd — db.

Para n +1 = 5 el ejemplo es el ciclo C5: su complementario tiene las (g) — 5 = 5 aristas
que unen vértices a distancia 2 en el ciclo, y esas cinco aristas forman otro ciclo de longitud 5
(la estrella de cinco puntas). El isomorfismo envia el vértice i al 2 médulo 5.
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Py (continuo) y Py (discontinuo)

Cs y su complementario

|

Doénde se falla. En tomar la condicién sobre n por una garantia. La cuenta de aristas solo

descarta: dice dénde no buscar, y para cada valor permitido hay que construir un ejemplo,

como aqui con 4 y 5. Y en dar por probado el isomorfismo porque P4 y su complementario

tienen tres aristas cada uno: eso es necesario, y lo que lo prueba es el diccionarioa — ¢, b — a,
¢ — d,d — b, comprobado arista a arista.

Ejercicio 2.7. Sucesiones de grados R2.7

Un conjunto ordenado en orden decreciente de nimeros enteros no negativos {aj, az, ..., a,}
se denomina conjunto gréfico si existe un grafo tal que, al ordenar en orden decreciente las
valencias de todos sus vértices, se obtenga dicho conjunto. Razonar si los siguientes tres
conjuntos son o no graficos:

Ci:{1,1,1,1,1,1}, C;:{543,2,2,1},  Cs:{5,54,4,0}.

Resolucién. Cy: seis vértices de grado 1. La suma es 6, par, y hay un grafo: tres aristas
disjuntas, 3K;. Es gréfico.

Co:lasumaes5+4+3+242+1 =17, impar. Por el lema del apretén de manos ningtn
grafo tiene suma de grados impar. No es gréfico.

Cs: son cinco vértices y uno de ellos tendria grado 5; pero en un grafo simple de orden 5 el
grado maximo es 4. No es grafico. Aunque se corrigiera ese valor, el conjunto seguiria siendo
imposible: dos vértices de grado 4 serian adyacentes a todos los demads, incluido el de grado
0, que no tiene ningun vecino. [ |

Qué hemos aprendido. Antes de buscar un grafo conviene pasar tres filtros, del mas
barato al mas caro: que la suma sea par, por el apretén de manos, que es lo que tumba Cy;
que ningtn grado pase de n — 1, que es lo que tumba C3; y que los grados altos quepan junto
a los bajos, porque un vértice de grado n — 1 da al menos un vecino a todos los demds, que
es lo que tumba C3 incluso corregido. Pasar los filtros no prueba nada: para decir que un
conjunto si es gréfico hay que dar el grafo, como en Cj.

Dénde se falla. En creer que la paridad basta. El conjunto {3,3,1,1} suma 8, no tiene
ningtn grado mayor que n — 1 = 3 y aun asi no es gréfico: los dos vértices de grado 3 serian
adyacentes a todos los demads, y entonces cada uno de los otros dos tendria grado al menos 2.

Ejercicio 2.8. ;Son isomorfos? R2.8

Decidir si son isomorfos los grafos de cada pareja.
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(a), izquierda (a), derecha
(b), izquierda (b), derecha

Resolucién. (a) Si son isomorfos. El dibujo de la izquierda tiene cuatro vértices: los dos extremos
del segmento horizontal, L y R, y los dos puntos donde se juntan las curvas, arriba T y abajo
B. Sus aristas son LR (el segmento), TL, TR, BL, BR (los cuatro arcos interiores) y TB (el
arco exterior): seis aristas entre cuatro vértices, todas las posibles. Es K. El de la derecha
es el tetraedro, cuatro vértices y sus seis aristas: también K,. Cualquier biyeccién entre los
conjuntos de vértices es un isomorfismo, porque en los dos grafos todo par de vértices es
adyacente.

(b) No son isomorfos. Los invariantes baratos coinciden: los dos tienen orden 6, tamafno 7 y
grados 3,3,2,2,2,2. Hace falta uno mas fino. El de la derecha contiene tridngulos (los dos de
la pajarita). El de la izquierda no contiene ninguno: sus tinicos ciclos son los dos cuadrados
de la escalera y el rectangulo exterior, todos de longitud par. Un isomorfismo lleva ciclos en
ciclos de la misma longitud (la imagen de un recorrido es un recorrido, por ser f morfismo, y
f es inyectiva), luego llevaria un tridngulo a un tridangulo. Como uno tiene y el otro no, no
existe isomorfismo. [

Otra via (otro invariante para (b)). En el de la derecha, cada vértice de grado 2 tiene sus
dos vecinos adyacentes entre si; en el de la izquierda, ninguno. Un isomorfismo conservaria
esa propiedad. Es la existencia de tridngulos expresada mediante los vecinos de un vértice;
cualquiera de las dos formulaciones basta para distinguir los grafos.

2.4 Conexién y componentes conexas

LA PREGUNTA

Cuando un cable submarino se rompe, parte de la red de internet deja de poder hablar
con el resto, pero no toda: dentro de cada trozo la comunicacién sigue. Los ingenieros
necesitan saber, antes de que ocurra, en cudntos trozos puede partirse la red y qué
tiene que fallar para que eso pase. ;Qué significa exactamente que dos puntos de una
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red «puedan hablar», y cémo se parte una red en trozos que no se comunican?

Definicién (recorrido, camino simple y ciclo). Sea G un grafo simple. Un recorrido en G es
una (¢ + 1)-tupla de vértices

(Uo, 01, - ,Z)g) € V(G)Z—H

tal que v;_1v; € A(G) paratodoi =1,...,/¢. Sulongitud es /. Ademads:

1. Un camino simple (o arco) es un recorrido (vy, ..., v,) cuyos vértices vy, . .., v, son todos
distintos.

2. Un ciclo es un recorrido (vo,...,vy) con ¢ > 3 tal que v9p = vy y vo,01,...,0p—1 SON
distintos.

Un recorrido puede repetir vértices y aristas, es el paseo de quien va y vuelve. Un camino
simple no repite nada. Un ciclo es un camino simple cerrado, y se le pide longitud al menos 3
para que sea de verdad una vuelta: con ¢ = 2 seria (1, v, u), ir y volver por la misma arista.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: ADMITIR CICLOS DE LONGITUD DOS

La alternativa. Definir ciclo como cualquier recorrido cerrado sin vértices repetidos salvo el
primero y el dltimo, sin exigir £ > 3. Entonces (u, v, 1) seria un ciclo para toda arista uv.

Su ventaja. Es una definicién mds corta, y en multigrafos, donde dos vértices pueden estar
unidos por dos aristas distintas, el recorrido que va por una y vuelve por la otra es razonable
llamarlo ciclo.

Qué cambiaria en los grafos simples. Toda arista estarfa en un ciclo, asi que dejarfa de valer la
caracterizacion de puente como «arista que no estéd en ningtin ciclo» (seccién 2.6). Todo grafo
con una arista tendrfa contorno 2 y ninguno con aristas seria aciclico: la definicién de arbol
solo admitiria el grafo de un vértice. El 3 de la definicién es lo que hace que «ciclo» signifique
dar una vuelta y no un paso adelante y otro atrés.

Proposicién. Si existe un recorrido entre dos vértices u y v, entonces existe un camino simple
entre u y .

LA IDEA: RECORTAR LOS BUCLES

Si un paseo pasa dos veces por el mismo sitio, todo lo que hay entre las dos pasadas es
un rodeo que se puede quitar. Quitando rodeos hasta que no quede ninguno se obtiene
un camino que no repite nada. La proposiciéon dice que, para saber si dos puntos se
comunican, da igual admitir paseos con rodeos que exigir caminos limpios: la relacién
es la misma.

El corazén en una frase: cada recorte deja un recorrido estrictamente mas corto, y
una cantidad entera y no negativa no puede bajar para siempre. Ese es el motor de la
demostracién y la tinica razén por la que el proceso termina; sin él, «quitar rodeos hasta
que no quede ninguno» serfa una instruccién y no un argumento. Esta proposicién es
pequefia pero se usa después sin nombrarla en cada paso donde se concatenan dos
caminos y hace falta volver a tener un camino simple: es lo que sostiene la desigualdad
triangular de la seccion siguiente.
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Paso 1: se corta un rodeo. Sea (vo, vy, . ..,v;) un recorrido de u a v, es decir, vy = u,
vy = vy 17k € A(G) para todo k. Si el recorrido repite algun vértice, existen indices
i < jconv; = v;. En tal caso la tupla (vy, ..., v;,0j41,...,0¢), que se obtiene saltando
el tramo entre las dos apariciones, sigue siendo un recorrido deu av.Sij < ¢, la
tnica adyacencia nueva es v;0;41 € A(G), que se cumple porque v; = v;.Si j = /, se
conserva solo (v, ..., v;): termina en v; = vy = v y no hay ninguna adyacencia nueva
que comprobar.

Paso 2: el proceso termina porque la longitud es un entero que baja (el ntcleo de la
prueba). Se repite el procedimiento mientras haya repeticiones. Como la longitud baja
estrictamente en cada paso, tras un nimero finito de pasos se obtiene un recorrido
sin vértices repetidos, es decir, un camino simple de u a v. Aqui es donde se usa, sin
decirlo, que las longitudes son enteros no negativos: en un conjunto asi no hay cadenas
estrictamente decrecientes infinitas. |

Un recorte, a mano. En el grafo del ejercicio «Un grafo dado por sus aristas», con las aristas
ab, ae, bd, cd, de y el vértice aislado f, el paseo

(vo,...,v7) = (a,b,d,e,a,b,d,c)

es un recorrido de a a ¢ de longitud 7: da la vuelta al cuadrado abd e y luego sale hacia c.
Pasa dos veces por 4, en las posiciones 0 y 4. Saltando el tramo entre las dos, como en el paso
1, queda (v, vs,v6,v7) = (a,b,d, c), que ya no repite nada: un camino simple de longitud 3.
Todo el cuadrado era un rodeo, y un solo corte lo ha quitado entero.

Definicién (conexion). Dos vértices u,v € V(G) estan conectados si existe un recorrido
(equivalentemente, un camino simple) entre u y v.

Proposicién. La relacion «estar conectados» es una relacion de equivalencia en V(G).

Reflexiva: el recorrido (v), de longitud 0, conecta v consigo mismo. Simétrica: invertir
un recorrido de # a v, (vy, ...,vp), da un recorrido de v a u, porque las adyacencias
son las mismas leidas al revés. Transitiva: concatenar un recorrido de u a v con uno de
v a w, pegando por v, da un recorrido de u a w. |

Definicién (componentes conexas y grafo conexo). Las clases de equivalencia de la rela-
cién de conexioén se llaman componentes conexas. El grafo es conexo si tiene una tinica
componente conexa. El conjunto de componentes conexas de G se denota 71(G).

Las componentes son los «trozos» de la pregunta inicial: dentro de cada uno todo se comu-
nica, y entre dos distintos no hay ningtn recorrido. Un vértice aislado es una componente
por si solo. El nimero de componentes es |779(G)|, y un grafo es conexo cuando vale 1. En
el grafo del recorte de antes hay dos componentes, {a,b,c,d, e} y {f}: el vértice f no tiene
ninguna arista y es un trozo él solo, asi que |779(G)| = 2 y el grafo no es conexo.

Proposicién (la conexién es un invariante). Si G ~ H, entonces G y H tienen el mismo
numero de componentes conexas.

La idea, en una frase: un isomorfismo no solo empareja vértices, empareja recorridos, y
como «estar en la misma componente» significa «haber un recorrido», las componentes se
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emparejan solas. Todo el enunciado es que la relacion de conexién viaja con el isomorfismo;
contar componentes es después contar las clases de una relacién que ya se sabe que es la
misma a los dos lados.

Paso 1: un isomorfismo transporta recorridos, en los dos sentidos. Sea f : V(G) —
V(H) un isomorfismo. Si (vy, ..., vy) es un recorrido en G, entonces para todo i se
tiene v;_10; € A(G)y, por la condicién de isomorfismo, f(v;_1) f(v;) € A(H). Luego
(f(vo),...,f(vy)) es un recorrido en H. Asi, si hay un recorrido entre u y v, lo hay
entre f(u) y f(v). Aplicando el mismo argumento a f !, que también es isomorfismo,
se obtiene la implicacién inversa: u y v estdn conectados en G si y solosi f(u) y f(v)
lo estdn en H.

Paso 2: la aplicacion inducida entre componentes es una biyeccién (el nticleo de
la prueba). Lo delicado no es que ® sea biyectiva, sino que esté bien definida: ® acttia
sobre clases, y hay que garantizar que el resultado no depende del representante que
se elija dentro de la clase. Ahi es donde se gasta el Paso 1. La aplicacién entre conjuntos

de componentes
©:m(G) = mo(H),  @([u]) = [f(u)],

cumple lo que debe. Estd bien definida: si [u] = [u'], entonces u y u’ estén conectados en
G, luego f(u)y f(u') loestanen H,y [f(u)] = [f(«')]. Es inyectiva: si [f (u)] = [f(u')],
entonces f(u) y f(u’) estan conectados en H, luego u y 1’ lo estanen G, y [u] = [u].

Es sobreyectiva: toda componente de H contiene algtin vértice w, y como f es biyectiva
w = f(u) para algun u, luego [w] = ®([u]). Una biyeccién entre 719(G) y mo(H) da
70(G)| = [7mo(H)]- u

CONEXION: TOPOLOGIA

La notacién viene de la topologia: 77p(X) es el conjunto de componentes por caminos de X. En
un espacio general pueden diferir de las componentes conexas; en la realizacién topoldgica de
un grafo coinciden. Se construye uniendo los vértices con segmentos, y sus componentes son
exactamente los trozos definidos aqui. En Geometria y topologia de superficies 7ty aparece al
lado de 7t7: este tltimo estudia lazos segtin cémo se pueden deformar, y asi detecta agujeros;
no es simplemente un nimero de agujeros.

2.5 Invariantes métricos

LA PREGUNTA

En 1967 el psicologo Stanley Milgram entreg6 cartas a personas de Nebraska con el
encargo de hacerlas llegar a un desconocido de Boston pasando solo por conocidos.
Las que llegaron necesitaron, de media, unos seis pasos. De ahi viene la frase «seis
grados de separacién». Para poder decir «seis» hace falta una nocién de distancia en
una red que no tiene ni metros ni mapa. ;Cémo se mide una distancia cuando lo tinico
que hay son vértices y aristas, y qué nimeros describen «lo grande» que es una red?

Definicién (distancia en grafos). Sea G un grafo conexo. Para u,v € V(G) se define la
distancia dg (1, v) como la minima longitud de un camino simple que une u con v.
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Como el grafo es conexo, entre dos vértices siempre hay algiin camino, y las longitudes
son enteros no negativos, asi que el minimo existe. Un camino que realiza la distancia se
llama geodésica. El nombre recuerda al de Geometria local, aunque alli una geodésica no
tiene por qué minimizar la longitud entre extremos lejanos; aqui si exigimos el minimo.

Proposicién. La funcién dg es una distancia.

La idea. De las tres propiedades, dos son inmediatas y la tercera es la tinica que tiene
contenido, asi que conviene saber de antemano dénde mirar. Que la distancia sea no negativa
y que se anule solo en u = v es leer la definicién; que sea simétrica es que un camino recorrido
al revés mide lo mismo. La desigualdad triangular es la que cuesta, y cuesta por una razén
concreta: al pegar el camino mas corto de 1 a v con el mas corto de v a w no se obtiene un
camino simple, sino un recorrido, que puede repetir vértices si los dos tramos se cruzan.
La distancia estd definida como minimo sobre caminos simples, no sobre recorridos, asi que
ese objeto pegado no sirve tal cual y hay que limpiarlo. El instrumento de limpieza es la
proposicién de recortar rodeos de la seccién anterior, y limpiar solo puede acortar: de ahf el
«<» y no el «=».

Hay que comprobar las tres propiedades de una métrica.

Paso 1: no negatividad y separacién, por definicién. d(u,v) > 0 por ser una longitud,
y d(u,v) = 0 siy solo si hay un camino de longitud 0 de u a v, es decir, si y solo si
u=no.

Paso 2: simetria, porque un camino se recorre en los dos sentidos. Invertir un camino
no cambia su longitud, luego los caminos de u a v y los de v a u tienen las mismas
longitudes y el mismo minimo.

Paso 3: desigualdad triangular, pegando y limpiando (el ntiicleo de la prueba).
Concatenar un camino minimo de # a v con uno minimo de v a w da un recorrido de
u aw de longitud d(u,v) + d (v, w). Eliminando repeticiones como en la proposicién
de la seccién anterior se obtiene un camino simple de longitud menor o igual, luego
d(u,w) < d(u,v)+d(v,w). [ |

Observacién (qué hace la hipétesis de conexién). dg solo es una distancia en un grafo conexo.
Si G no lo es, dos vértices de componentes distintas no estdn unidos por ningtn camino, el
minimo se toma sobre el conjunto vacio y dg(u,v) no estd definida —o vale +oo, segun el
convenio, que ya no es una distancia con valores reales—. Por eso la conexién aparece en el
enunciado y no como adorno: es lo que garantiza que el conjunto sobre el que se minimiza
no sea vacio.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: MEDIR CON LA REGLA SOBRE EL DIBUJO

La alternativa. Definir la distancia entre dos vértices como la distancia euclidea entre los puntos
que los representan en el dibujo.

Su ventaja. Es la distancia de siempre, y en muchas redes reales (carreteras, cables) la longitud
fisica importa.

Qué la hunde. Que el dibujo no es parte del grafo: el mismo grafo tiene infinitos dibujos, y dos
vértices pueden estar muy cerca en uno y muy lejos en otro. Una distancia definida asi no seria
un invariante, y la pregunta de Milgram no tendria respuesta, porque la red de conocidos no
tiene dibujo. La distancia por ntimero de aristas solo usa la estructura del grafo, y por eso es la
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que se adopta. Cuando las longitudes fisicas importan de verdad, se afiaden como pesos en las
aristas, y eso es otro objeto, el grafo ponderado, que no entra en este curso.

Definicién (funciones métricas). Sea G un grafo simple. El contorno y la circunferencia se
definen aunque no sea conexo; para las funciones que usan d¢ suponemos ademas que G es
conexo.

1. Contorno y circunferencia. Se definen

2(G) :=inf{l : G contiene un ciclo de longitud ¢},
¢(G) :=sup{/ : G contiene un ciclo de longitud ¢}.

Por convenio, si G no contiene ciclos entonces g(G) = coy ¢(G) = 0.
2. Excentricidad. Para v € V(G), e (0) := sup,,cy (g dc (v, 1).
3. Didmetro. diam(G) := sup,, ,cy () 46 (1, 0) = sup,cy(g) €6(v).
4. Radio y centro. r(G) := infycy (g €c(v) y Z(G) :={v € V(G) : ec(v) =7(G)}.

Los nombres son los de la geometria y conviene leerlos asi. El contorno es la longitud del
ciclo mds corto: en un grafo con tridngulos vale 3. La circunferencia es la del ciclo mas largo.
La excentricidad de un vértice es lo lejos que estd el vértice mds lejano: mide lo mal situado
que esta. El didmetro es la mayor distancia que hay en el grafo, y el radio la excentricidad de
los vértices mejor situados, que forman el centro. En un grafo finito estos supremos e infimos
son maximos y minimos cuando los conjuntos correspondientes no estdn vacios; si no hay
ciclos se aplica el convenio indicado arriba. En los ejercicios se abrevia d(G) o d(G) para el
didmetro y r(G) para el radio.

Ejemplo. En el ciclo Cg con vértices 1,...,6: contorno y circunferencia valen 6, porque el
tnico ciclo es el propio grafo; la distancia entre 1 y 4 es 3 y ninguna es mayor, luego todos
los vértices tienen excentricidad 3, el didmetro es 3, el radio es 3 y el centro es todo el grafo.
En el camino Ps con vértices 1, ...,5: no hay ciclos, § = o y ¢ = 0; las excentricidades son
4,3,2,3,4, el didmetro es 4, el radio 2 y el centro {3}. En general, para un ciclo de orden 7 el
didmetro es |n/2], que es la observacion con la que se resuelve el ejercicio del contorno y el
didmetro.

Ejemplo (las capas de distancia). El problema. La excentricidad de un vértice pide su
distancia a todos los demads, y cada distancia es un minimo sobre caminos. Probar caminos
uno a uno no es un método: en un grafo de doce vértices hay demasiados. Hace falta obtener
todas las distancias desde un vértice de una sola pasada.

La idea. Se reparte el grafo en capas alrededor de un vértice u, como las ondas que deja
una piedra en el agua. La capa 0 es {u} y la capa 1 son los vecinos de u. En general, la capa
k 4- 1 estd formada por los vecinos de la capa k que no estdn en ninguna capa anterior. Cada
vértice v acaba en la capa ntmero d(u, v), por dos razones que se comprueban en una linea
cada una. Un vértice a distancia k + 1 tiene un vecino a distancia k: el pentltimo vértice
de una geodésica que llega a él. Y un vecino de la capa k que no ha aparecido antes esta a
distancia a lo sumo k + 1, por la desigualdad triangular, y no menos, porque habria aparecido
antes. La excentricidad de u es el ntimero de la dltima capa.

El caso a mano. Se toma el grafo del ejercicio «Potencias de un grafo», mas abajo: los
vértices 1,...,6 y las aristas 12, 23, 34, 45, 56, 13, 35 y 46. Desde el vértice 1 las capas son {1},
{2,3}, {4,5} y {6}, y el dibujo las pone en columnas.
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Repitiendo la pasada desde cada vértice sale la tabla completa:

vértice capas excentricidad

1 {1}, {23}, {45}, {6}
{2}, {1,3}, {4,5}, {6} 3
{3},{1,2,4,5}, {6} 2
{4}, {3,5,6}, {1,2} 2
2
3

W

{5}, {3,4,6}, {1,2}
{6}, {4,5}, {3}, {1,2}

La columna de la derecha lo da todo: el didmetro es su médximo, 3; el radio, su minimo, 2; y el
centro, los vértices donde se alcanza el minimo, {3,4,5}.

Qué se ha ganado. Un procedimiento que cuesta una pasada por vértice y que no deja
nada a la vista: ninguna distancia se estima, todas se leen en la tabla. Es el que se usa en el
ejercicio «Estudio de un grafo dibujado» de la seccion de bloques, y reaparece en la seccién
de grafos bipartitos, donde lo que importa de cada capa es solo si su ndmero es par o impar.

Dénde se falla. En volver a poner en una capa un vértice que ya estaba en otra anterior:

N Gl = W DN

apareceria a mds distancia de la que tiene. Y en dar la excentricidad al encontrar el primer
vértice lejano, sin terminar las capas: la excentricidad es el nimero de la iiltima capa, y solo se
sabe cudl es la tltima cuando ya no quedan vértices.

Proposicién. Son invariantes la distancia, el contorno, la circunferencia, el radio, el didmetro
y la excentricidad.

Para distancia y excentricidad, «invariantes» significa que sus valores se conservan al
transportar los vértices mediante el isomorfismo.

La idea, en una frase: ninguna de estas cantidades se calcula mirando los nombres de los
vértices; todos se calculan mirando longitudes de caminos y de ciclos, y un isomorfismo empareja
los caminos de G con los de H conservando la longitud. Si los conjuntos de longitudes son los
mismos, los minimos, los méximos y los supremos que se tomen sobre ellos también lo son.

Un isomorfismo f : G — H lleva caminos simples de u a v en caminos simples de f(u)
a f(v) de la misma longitud, y f~! hace lo mismo al revés, como se vio al probar que
la conexién es invariante; luego los conjuntos de longitudes de caminos entre u, v y
entre f(u), f(v) son iguales y dg(u,v) = dy(f(u), f(v)). Lo mismo vale para ciclos,
con lo que contorno y circunferencia coinciden. Y todo lo demds se define a partir de
las distancias con supremos e infimos, que se conservan al conservarse los conjuntos
sobre los que se toman. |

Los invariantes son ttiles para detectar que dos grafos no son isomorfos: si un invariante
da distinto en los dos, no puede haber isomorfismo. El contorno, en particular, es el que
decidié la pareja (b) del ejercicio de isomorfismo: 4 en la escalera, 3 en la pajarita.
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DE DONDE VIENE: EL MUNDO PEQUENO

En el experimento de Milgram la mayoria de las cadenas no llegé al destinatario. La longitud
media de las que llegaron no determina el didmetro: este mira el par més alejado, y las cadenas
encontradas tampoco tienen por qué ser caminos minimos.

Entre matemdticos hay una distancia con nombre propio, el ntimero de Erdgs: la distancia
hasta Paul Erdés en el grafo de coautoria. Es finita solo en su componente conexa. Dentro de
una componente finita, la excentricidad de un autor es el mayor de sus ntimeros de distancia a
otros autores, y el didmetro es la mayor de esas excentricidades.

Ejercicios: caminos, ciclos y distancias

Ejercicio 2.9. Un arco y un ciclo largos R2.9

Dado un grafo G, se denota 6(G) = min{d(v) : v € V(G)}. Probar que todo grafo G
contiene un arco de longitud 6(G) y un ciclo de longitud al menos 6(G) + 1 (suponiendo
3(G) > 2).

Resolucién. La idea. Un camino que ya no se puede alargar por un extremo tiene dentro de
si a todos los vecinos de ese extremo. Si el extremo tiene muchos vecinos, el camino tiene
que ser largo para alojarlos a todos; y el vecino mas alejado a lo largo del camino, unido al
extremo, cierra un ciclo que los contiene a todos. Las dos mitades del ejercicio salen de mirar
los vecinos del extremo de un arco de longitud maxima.

Aqui é(v) es el grado de v, como en el enunciado, y 6(G) el grado minimo. Se supone G
finito y no vacio. La finitud importa: el camino infinito en ambas direcciones tiene grado
minimo 2 y no contiene ningtn ciclo.

Elarco.Seaa = (ug, u1, ..., ux) un arco de longitud maxima en G, que existe porque el grafo
es finito. Todo vértice w adyacente a uy tiene que pertenecer al conjunto U = {uy, ..., ux_1}:si
no estuviera en el arco, (uy, ..., Uy, w) seria un arco de longitud k + 1, contra la maximalidad.
Por tanto los vecinos de u; son a lo sumo los k vértices de U, y

0(G) < é(ux) < |U| = k = longitud(a).

Luego « tiene longitud al menos 6(G), y recortando sus primeros vértices se obtiene un arco
de longitud exactamente 6(G).

El ciclo. Supéngase 6(G) > 2. Entonces (1) > 2y uy tiene al menos dos vecinos, todos
dentro de U. Sea iy el menor indice tal que u;, es adyacente a u;; como uno de los vecinos es
ux_1 y hay otro, ip < k — 1. El camino cerrado

C= (uigl Ujy+1s -+, Uk—1, U, uig)

es un ciclo, porque sus vértices son distintos salvo el primero y el Gltimo y su longitud es
k—iyp+1 > 3.Y todos los vecinos de u; estan en {uio, ..., Ug_1}, por la eleccién de iy como el
menor indice, asi que 6(uy) < k — ip. Por tanto

longitud(C) =k —ip+1> d(ux) +1 > 6(G) + 1.
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Dénde se falla. En cerrar el ciclo con un vecino cualquiera de u. Si se toma el de indice
mas alto después de uy_1, el ciclo puede ser un tridngulo aunque el grado minimo sea grande:
es el vecino de indice menor el que garantiza que el ciclo contiene a todos los demds vecinos
de ug, y con ellos la longitud. Y en olvidar la finitud, que es la que asegura que existe un arco
de longitud maxima: el camino infinito en los dos sentidos tiene grado minimo 2 y ningtn
ciclo.

QUE DEJA. «Toma un arco de longitud maxima y mira los vecinos de su extremo» es una de las tres o
cuatro ideas que resuelven la mitad de las demostraciones de esta asignatura. El extremo de un arco
maximal solo tiene vecinos dentro del arco.

Ejercicio 2.10. Contorno y didmetro R2.10

Demostrar que en todo grafo conexo G se cumple la desigualdad ¢(G) < 2 diam(G) + 1.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Sino hay ciclos, el contorno es oo y la desigualdad falla para un drbol finito. Falta la hipdtesis de que haya
algiin ciclo. Con ella, toma uno de longitud minima.

2. En un ciclo de orden n hay dos vértices a distancia |n/2| dentro del ciclo. Si esa distancia supera al
didmetro, hay un atajo en G, y el atajo fabrica un ciclo mds corto.

Resolucién. Hay una hipétesis omitida en el enunciado original. Con el convenio g = oo
para grafos aciclicos, un drbol finito es un contraejemplo: su didmetro es finito. La version
correcta que vamos a demostrar supone que G contiene algtn ciclo. El enunciado de la
relacién no indica un convenio diferente para el contorno.

La idea. Un ciclo de longitud minima estd «tenso»: no admite atajos. Dentro de él, dos
vértices opuestos estdn a distancia [g(G) /2| dando la vuelta por el ciclo. Si el didmetro del
grafo fuera pequefio, esos dos vértices estarian mucho mads cerca por fuera del ciclo, y ese
atajo, pegado a la parte corta del ciclo, cerraria un ciclo més corto que el minimo. Asi que un
contorno grande obliga a un didmetro grande, y la cuenta exacta es la del enunciado. En el
dibujo, C es un ciclo de doce vértices y u, v son opuestos: cada mitad de C entre ellos tiene
seis aristas. La geodésica de u a v va de u a x, sale de C por el vértice de arriba, vuelveen y y
llega a v: cuatro aristas. Su tramo de fuera, 7/, tiene dos aristas, y junto con el arco corto de
C entre x e y, de cuatro, forma el ciclo C’, en azul, de seis: més corto que C, que se suponia
minimo. Esa es la contradiccién que busca la prueba.

!

4

Sea entonces C un ciclo de longitud minima, longitud(C) = g(G), que es también su
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orden. En un ciclo de orden 7 la distancia méaxima entre dos de sus vértices, medida dentro
del ciclo, es [1n/2]. Se razona por reduccién al absurdo: supéngase ¢(G) > 2 diam(G) + 2.
Entonces

Lg(f)J > diam(G) + 1,

luego hay dos vértices u, v de C cuya distancia dentro de C es al menos diam(G) + 1. Pero
u,v € V(G), y en G hay una geodésica v de u a v de longitud dg(u,v) < diam(G): un atajo
estrictamente mads corto que cualquiera de los dos arcos de C entre u y v.

Ese atajo produce un ciclo mas corto que C. Un camino dentro de C entre u y v es necesa-
riamente uno de los dos arcos de C, y ambos miden al menos |g(G) /2], méas que +; luego 7y
usa alguna arista que no pertenece a C. Se toma un tramo 1/ entre dos visitas consecutivas
a vértices de C que contenga una de esas aristas. Sus vértices interiores estdn fuera de C;
puede ser también una sola cuerda, sin vértices interiores. Sus extremos x, y estdn en C, son
distintos porque una geodésica no repite vértices, y su longitud es a lo sumo la de 7, es decir,
< diam(G). El camino cerrado C’ formado por ' y el més corto de los dos arcos de C entre
x e y es un ciclo (sus vértices son distintos, y tiene longitud > 3 porque si 7/ fuera una sola
arista xy fuera de C, el arco corto de C entre x e y medirfa al menos 2). Su longitud es

. . G G G
longitud(C’) < diam(G) + ng)J < ( {g(z)J - 1) + {g(Z)J < g(G),
usando la hipétesis diam(G) < |¢(G)/2]| — 1. Contradiccion con la minimalidad de C. W

Qué hemos aprendido. La cota no se puede mejorar: el ciclo impar Cy; tiene contorno
2k + 1y didmetro k, y la cumple con igualdad; también el grafo de Petersen, con contorno 5y
diametro 2, que reaparece en los capitulos de planaridad y de coloracién. Los ciclos pares
se quedan a uno: Cy tiene contorno 2k y didmetro k. El contorno vuelve en el capitulo de
planaridad, en la cota del contorno (seccién 5.3.1).

Doénde se falla. En pegar la geodésica 7y entera al arco corto de C. La geodésica puede
entrar y salir de C varias veces, y lo que se obtiene al pegarla no es un ciclo. Por eso se toma
solo un tramo  entre dos visitas consecutivas a C que use una arista de fuera: sus vértices
interiores no tocan C, y el pegado si cierra un ciclo.

Ejercicio 2.11. Afiadir un vértice adyacente a todos R2.11

Sea G el grafo con V(G) = {b,c,d,e} y A(G) = {bd, be,cd, ce}. Se considera un vértice
nuevo 4. Determinar el contorno, la circunferencia y el didmetro del grafo G + a.

Resolucién. Las aristas bd, dc, ce,eb forman el ciclo bdceb: G es C4. Segun la definicién
de suma de la seccién 2.6, G + a tiene V(G +4a) = {a,b,c,d,e} y A(G+a) = A(G)U
{ab,ac,ad, ae}: es la rueda Ws.

Contorno: a, b, d forman un tridngulo (ab, bd, da son aristas), y 3 es la menor longitud posible
de un ciclo: (G +4a) = 3.
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Circunferencia: el ciclo abd cea pasa por los cinco vértices y tiene longitud 5, la maxima
posible con cinco vértices: ¢(G + a) = 5.

Didmetro: a es adyacente a todos, luego dos vértices cualesquiera estdn a distancia < 2
pasando por a. Y hay pares no adyacentes, como b y ¢: diam(G +a) = 2. n

Ejercicio 2.12. Potencias de un grafo R2.12

Sea G un grafo. Se denomina potencia enésima de G a otro grafo, denotado G”, tal que
V(G") = V(G)y, paratodo u,v € V(G) distintos,la arista uv € A(G") siysolosid(u,v) <n
en G. Dar un ejemplo de un grafo de orden mayor o igual que 5 y tamafio 8, y representar
su cuadrado y su cubo.

Resolucién. Se ha explicitado # # v, omitido en el original, para que la potencia siga
siendo un grafo simple sin lazos. Se toma G con V(G) = {1,...,6} y las ocho aristas
12, 23, 34, 45, 56, 13, 35, 46: el camino 123456 con tres cuerdas.

Se calculan las distancias de los pares no adyacentes. d(1,4) = 2 por 134; d(1,5) = 2 por
135;d(1,6) = 3 por 1356, y no hay nada mds corto porque los vecinos de 1 son2y 3y
ninguno es adyacente a 6; d(2,4) = 2 por 234;d(2,5) = 2 por 235; d(2,6) = 3 por 2356;
d(3,6) =2 por 356. Los demads pares son adyacentes.

Cuadrado. G? tiene las ocho aristas de G mas las cinco de distancia 2: 14, 15,24, 25, 36. Trece
aristas; le faltan solo 16 y 26 para ser completo.

Cubo. G® afiade las de distancia 3, 16 y 26, y ya tiene las quince aristas posibles: G> = K,
porque el didmetro de G es 3.

G: 8 aristas G?: 13 aristas

Ejercicio 2.13. Radio y didmetro R2.16

Probar que si G es un grafo conexo, entonces r(G) < diam(G) < 2r(G).

Resolucién. 7(G) < diam(G). Por definicién, ¥(G) = min, ¢(v) y diam(G) = méx, £(v), y el
minimo de una lista finita no supera a su maximo.

diam(G) < 2r(G). Sea z un vértice central, es decir, con ¢(z) = r(G), que existe porque el
grafo es finito. Dados dos vértices cualesquiera u, v, la desigualdad triangular da

d(u,v) <d(u,z)+d(z,v) <e(z)+e(z) =2r(G),

porque la distancia de z a cualquier vértice es a lo sumo su excentricidad. Tomando el méximo
sobre todos los pares u, v se obtiene diam(G) < 2r(G). [
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Otra via (las dos cotas se alcanzan). El camino P; tiene radio 1 y didmetro 2: diam = 2r. El
ciclo Cg tiene radio y didmetro 3: diam = r. Luego ninguna de las dos desigualdades se puede
mejorar en general. Dar los dos ejemplos es la mitad de la respuesta cuando el enunciado
pregunta si las cotas son 6ptimas.

2.6 Puntos de corte y aristas puente

LA PREGUNTA

En 1964 Paul Baran, un ingeniero de la corporaciéon RAND, public6 un informe sobre
coémo deberia estar construida una red de comunicaciones para seguir funcionando
después de un ataque nuclear. Su idea fue comparar redes centralizadas, con un nodo
del que cuelga todo, con redes distribuidas, con rutas alternativas. Fue uno de los
antecedentes de las redes de conmutacién de paquetes que hicieron posible internet.
La pregunta que Baran se hizo es exactamente la de esta seccién: en una red dada,
¢qué nodos y qué enlaces son aquellos cuya pérdida, ella sola, parte la red en dos?

Definicién (punto de corte y arista puente). Sea G un grafo.

1. Un vértice v € V(G) es un punto de corte si el ntimero de componentes conexas de G — v
es estrictamente mayor que el de G: |1o(G — v)| > |70(G)|.

2. Una aristaa € A(G) es una arista puente (o puente) si |77o(G — a)| > |7(G)].

Quitar una arista que no es puente deja el nimero de componentes como estaba. Al quitar
un vértice hay una excepcion: si estaba aislado, desaparece una componente entera y el
niimero baja en uno. Si no estaba aislado ni era punto de corte, el nlimero se conserva. En
un grafo conexo con al menos dos vértices, un punto de corte es un vértice cuya eliminacién
desconecta el grafo; un puente es una arista que hace lo mismo.

Ejemplo. En el camino 1234, los vértices 2 y 3 son puntos de corte y las tres aristas son
puentes. En el ciclo C, no hay ni puntos de corte ni puentes: quitar un vértice deja un camino,
quitar una arista también. En K;, con n > 3 tampoco. En dos tridngulos que comparten un
tnico vértice, el vértice compartido es punto de corte y no hay ningtn puente.

Proposicién. La existencia y el nimero de puntos de corte y de puentes son invariantes por
isomorfismo.

La idea, en una frase: ser punto de corte no es una propiedad de v, es una propiedad de
G — v, y quitar un vértice conmuta con renombrarlos todos: da igual quitar y luego traducir
que traducir y luego quitar. Con eso, la invarianza del ntimero de componentes, que ya esta
demostrada, se hereda sola.

Un isomorfismo f : G — H induce, por restriccién, un isomorfismo G —v ~ H — f(v):
la biyeccién f restringida a V(G) \ {v} sigue conservando adyacencias. Si v es un
punto de corte de G, entonces G — v tiene mas componentes que G; como el nimero
de componentes es invariante (seccién 2.4), H — f(v) tiene més componentes que H, y
f(v) es un punto de corte de H. Aplicando lo mismo a f~!, f es una biyeccién entre
los puntos de corte de G y los de H. Para los puentes el argumento es idéntico con
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G—a~H-— f(a). [ |

Proposicién. Sea G un grafo y sea uv un puente. Si 6(1) > 2, entonces u es un punto de
corte.

LA IDEA: EL PEAJE Y LA ADUANA

Un puente es una carretera por la que pasa foda la comunicacién entre dos orillas. La
pregunta es si el pueblo que hay a un extremo del puente es igual de critico que el
puente mismo, y la respuesta razonable es que si con una condicién: que ese pueblo
tenga algo detras. Si u es un fondo de saco, un pueblo al que solo llega el puente y
nada mas, cerrarlo no incomunica a nadie, porque no habia nadie al otro lado de u.
Pero si u tiene algtn otro vecino x, entonces x solo podia hablar con v pasando por u,
y cerrar u los separa.

El coraz6n en una frase: grad . () > 2 es exactamente la manera de decir que detrds de
u hay alguien a quien dejar aislado, y ese alguien es el testigo que convierte a  en punto
de corte.

Paso 1: el puente separa de verdad las dos orillas. Como uv es un puente, en G — uv
los vértices u y v quedan en componentes conexas distintas (si siguieran en la misma,
cada componente de G seguiria conexa al quitar uv y el nimero de componentes no
cambiaria). Paso 2: l1a hipétesis de grado produce el testigo. Sea U la componente
conexa de G — uv que contiene a u. Como 6(u) > 2, el vértice u tiene algin vecino
x # v. La arista ux no es la eliminada, luego ux € A(G —uv) y x € U.

Paso 3: el vecino x y el otro extremo v quedan separados al borrar u (el nticleo de la
prueba). Aqui se cierra el argumento, y el mecanismo es que un camino de x a v que
evitara u seria también un camino de u a v que evitaria la arista uv, contra el hecho
de que es puente. Se afirma que en G — u los vértices x y v quedan en componentes
distintas. Si no fuera asi, existiria en G — 1 un camino P de x a v; entonces, en G, la
arista ux seguida de P seria un camino de u a v que no usa la arista uv, y ese camino
sobrevivirfa en G — uv, dejando a u y v en la misma componente. Contradiccién. Por
tanto x y v, que en G estdn en la misma componente (unidos por x 1 v), quedan en
componentes distintas de G — u: al eliminar u aumenta el ntimero de componentes, y
u es punto de corte. [ |

Corolario. El tinico grafo conexo con un puente pero sin puntos de corte es K».

Sea G conexo con un puente uv y sin puntos de corte. Por la proposicién anterior,
d(u) < 1yé(v) < 1; como uv es arista, 6(u) = 6(v) = 1. Entonces {u,v} es una
componente conexa de G (ningtn otro vértice es adyacente a u ni a v), y como G es
conexo, G = K. Y K, cumple lo pedido: su arista es un puente y sus dos vértices no
son puntos de corte, porque K, — u = K sigue teniendo una componente. |

Observacién. El reciproco no vale: la existencia de puntos de corte no implica la existencia
de puentes. La pajarita del ejemplo anterior tiene un punto de corte y ningtn puente. En la
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otra direccién la implicacién es casi cierta: en un grafo conexo con al menos tres vértices, todo
puente tiene un extremo de grado > 2, y ese extremo es punto de corte.

LA IDEA: VERTICES Y ARISTAS CRITICOS

Un puente es una arista por la que pasa toda la comunicacién entre sus dos orillas; un
punto de corte es un vértice por el que pasa toda la comunicacién entre dos partes. Los
dos teoremas que siguen dicen exactamente eso, y son los que se usan en los ejercicios:
para probar que v es punto de corte se exhiben dos vértices tales que todo camino
entre ellos pasa por v; para probar que una arista no es puente basta meterla en un
ciclo.

Teorema (caracterizacion de los puntos de corte). Sea G un grafo conexoy v € V(G). Son
equivalentes:
(a) vesun punto de corte de G.
(b) Existe una particion V(G) \ {v} = UL W en subconjuntos no vacios tal que, para todo
u € Uytodow € W, el vértice v pertenece a todo camino que une u con w.

La idea. Las dos condiciones dicen lo mismo desde los dos lados de una misma frontera.
(a) mira el grafo después de quitar v y cuenta trozos; (b) mira el grafo antes y habla de por
dénde pasan los caminos. El puente entre las dos es una sola observaciéon: «u y w quedan en
componentes distintas de G — v» y «todo camino de 1 a w en G pasa por v» son la misma
afirmacién leida dos veces, porque un camino de u a w que evitara v es exactamente un
camino en G — v. Sabiendo eso, la demostracién solo tiene que fabricar la particién en un
sentido y leerla en el otro.

Paso 1: (a)=(b), la particién la dan las propias componentes (el niicleo de la prueba).
Si v es punto de corte, G — v tiene al menos dos componentes conexas. Sea U el
conjunto de vértices de una de ellasy W = V(G) \ (U U {v}) el resto, no vacio porque
hay otra componente. Si existiera en G un camino entre alginu € U y alginw € W
que no pasara por v, ese camino estaria contenido en G — v y u, w estarfan en la misma
componente de G — v, contra la eleccién de U.

Paso 2: (b)=-(a), la particién dada separa componentes. Si todo camino de U a W
pasa por v, en G — v no hay ningtin camino entre un vértice de U y uno de W, luego
G — v tiene al menos dos componentes, mientras que G tiene una. Por tanto v es punto
de corte. [ |

Observacion (qué hace la hipotesis de conexiéon). La conexién de G solo se usa en el paso
2,y ahi es imprescindible: es lo que permite decir «mientras que G tiene una componente».
Sin ella, U y W podrian estar ya en componentes distintas de G, con lo que quitar v no
aumentaria nada y v no seria punto de corte pese a cumplir (b) de forma vacia. En el paso 1,
en cambio, la conexién no interviene: la particién se fabrica sola a partir de las componentes
de G —v.

Teorema (caracterizacion de los puentes). Sea G un grafoy a € A(G). Las condiciones (a) y
(b) son equivalentes. Si ademads G es conexo, también son equivalentes a (c):

(a) a esuna arista puente.

(b) a no pertenece a ningtin ciclo de G.
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camino que une un vértice de U con uno de W.
LA IDEA: EL RODEO O SU AUSENCIA

La intuicién falsa, primero. Es tentador pensar que una arista es puente cuando
«parece un cuello de botella», es decir, cuando el dibujo se estrecha ahi. Eso no es
un criterio: la pajarita —dos tridngulos pegados por un vértice— tiene un cuello
evidentisimo y ninguna de sus aristas es puente, porque todas estdn en un tridngulo.
Lo critico ahi es el vértice, no ninguna arista.

La imagen. Una arista es prescindible exactamente cuando existe un rodeo: otra ruta
entre sus dos extremos. Y una ruta alternativa entre los extremos de uv, junto con la
propia uv, es un ciclo. De modo que «hay rodeo» y «hay ciclo por la arista» son la
misma frase dicha de dos maneras.

El corazén en una frase: todo el teorema es que un rodeo mds la arista es un ciclo, y por
eso las dos implicaciones se prueban con el mismo gesto —pegar la arista al camino, o
quitar la arista del ciclo— hecho en direcciones opuestas.

Paso 1, (a)=-(b) por contrarreciproco: si hay ciclo, el resto del ciclo es el rodeo.
Supoéngase que a = uv pertenece a un ciclo. Recorriendo el resto del ciclo se obtiene
un camino de u a v que no usa la arista uv, y ese camino sigue existiendo en G — a. Por
tanto u y v siguen conectados en G — a, todo lo que estaba conectado a través de uv lo
sigue estando por el rodeo, y el nimero de componentes no aumenta: a no es puente.
Paso 2, (b)=(a): si hubiera rodeo, se cerraria un ciclo prohibido (el ntiicleo de la
prueba). Es la implicacién que hace ttil el teorema, porque convierte la ausencia
de ciclos por la arista en una afirmacién sobre componentes conexas. Sea a = uv y
supéngase que a no estd en ningun ciclo. Si en G — a existiera un camino de u a v,
afiadiéndole la arista uv se obtendria un ciclo que contiene a a (el camino tiene longitud
> 2 porque uv ¢ A(G — a), luego el ciclo tiene longitud > 3). Contradiccién. Asi que
u 'y v quedan desconectados en G — 4, la componente que los contenia se parte, y a es
puente.

Paso 3, sobre (c): 1a particién requiere conexién. La fuente omite esta hipétesis, que
se ha explicitado en el enunciado. Para grafos conexos la condicién (c) es equivalente
a las anteriores, y en ese caso se prueba como el teorema anterior: si a es puente, U es
la componente de u en G —a 'y W el resto, y todo camino de U a W tiene que salir de
U por una arista que no esté en G — g, es decir, por a; reciprocamente, si todo camino
de U a W usa a4, en G — a no hay caminos de U a W y el grafo, que era conexo, se
parte. Para grafos no conexos la condicién (c) es engafiosa: si U y W ya estaban en
componentes distintas no hay ningtin camino entre ellos y la condicién se cumple
vaciamente para cualquier arista. Por eso la caracterizacién que conviene usar es (b). l

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR EL PUENTE POR EL CICLO

La alternativa. Tomar (b) como definicién: puente es una arista que no estad en ningtn ciclo.
Muchos libros lo hacen asi.

Su ventaja. Es una condicién local y facil de comprobar en un dibujo: para ver que una arista
no es puente basta sefialar un ciclo que la contenga.

(c) Existe una particién V(G) = U LU W en subconjuntos no vacios tal que a pertenece a todo
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Por qué no se toma aqui. Porque la definicién por componentes es la misma para vértices y
para aristas, y es la que mide lo que de verdad importa: cudntos trozos quedan. La condicién
del ciclo no tiene andlogo para vértices, ya que un vértice puede estar en muchos ciclos y ser
punto de corte a la vez (el centro de la pajarita). Con la definicién por componentes, los dos
conceptos se tratan igual y el teorema de arriba es un resultado, no un convenio.

Ejemplo (puntos de corte y puentes, a mano). El problema. En un grafo dibujado, localizar
todos los puntos de corte y todos los puentes sin borrar los vértices y las aristas uno a uno
y contar componentes cada vez. Se toma este grafo: un tridngulo abc, una arista cd, un
cuadrado de f ¢ y una hoja h colgada de f.

Los puentes, por los ciclos. Por la caracterizacién de los puentes, basta ver qué aristas no
estan en ningtn ciclo. Las tres del tridngulo estan en el ciclo a b ¢ y las cuatro del cuadrado en
el ciclo de f g: ninguna de esas siete es puente, y ni siquiera hace falta quitarlas. Quedan cd y
fh. La arista fh no estd en ningtin ciclo porque / tiene grado 1, y un ciclo entra y sale de cada
vértice por dos aristas distintas. La arista cd tampoco: sin ella, el tridngulo queda por un lado
y el resto por otro, sin ninguna arista entre los dos trozos. Los puentes son cd y fh, en rojo.

Los puntos de corte, por los caminos obligados. Tres salen gratis de la proposiciéon del
puente: ¢, d y f son extremos de un puente y tienen grado 3 > 2, luego son puntos de corte.
El cuarto extremo de puente, /, tiene grado 1 y no lo es: quitar una hoja no separa nada. Falta
mirar los vértices que no tocan ningtin puente, porque un punto de corte no tiene por qué
tocarlo; el centro de la pajarita lo muestra. Aqui son 4, b, e y g, y ninguno separa. Al quitar a,
el vértice b sigue unido a ¢, y c al resto; al quitar b pasa lo mismo con a. Al quitar e o g del
cuadrado queda el camino d g f o d e f, que mantiene todo unido.

Qué se ha ganado. El grafo tiene tres puntos de corte, ¢, d y f, y dos puentes, cd y fh,
y cada afirmacion tiene su testigo: un ciclo para cada arista que no es puente, dos vértices
separados para cada punto de corte. Los trozos que quedan entre los puntos de corte —el
tridngulo, la arista cd, el cuadrado y la arista fh— son las piezas de la seccién siguiente.

Dénde se falla. En creer que los dos extremos de un puente son siempre puntos de corte:
hnolo es. Y en buscar los puntos de corte donde el dibujo se estrecha: e y g parecen cuellos
del cuadrado y no separan nada, porque el cuadrado ofrece siempre el otro lado.

Mas operaciones

Definicién (union, interseccién y suma). Sean G y H grafos. Se definen
GUH:= (V(G)UV(H), A(G) UA(H)), GNH:= (V(G)NV(H), A(G)NA(H)).
SiV(G)NV(H) =@, lasumade Gy H es el grafo
G+H:= (V(G)UV(H), A(G)UAH)U{uv : ue V(G), ve V(H)}) :
la unién de los dos, més todas las aristas posibles entre un vértice de G y uno de H.
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2.6. Puntos de corte y aristas puente

Observacion. Dos casos particulares con nombre propio:

1. Adicién de un vértice: G + K; afiade un vértice adyacente a todos los de G. Es lo que se hizo
en el ejercicio del contorno de G + a: C4 + Ky = Ws.

2. Adicion de una arista: dados u # v no adyacentes en G, el grafo G + uv se obtiene afiadiendo
la arista uv. También se escribe G 4 K3, aunque no es una suma en el sentido de arriba
sino la unién G U K; con K; el grafo de vértices u, v y arista uv.

Ejemplo. En estas sumas se toman copias con conjuntos de vértices disjuntos, y las igual-
dades se entienden salvo isomorfismo. Asi, Ky, + K, = Ky44, y si K, denota el grafo de
m vértices sin aristas, K, + K, es el bipartito completo K, , de la seccién 2.9. La rueda es
W, =C,_1+Kj.

Ejercicios: puntos de corte y puentes

Ejercicio 2.14. Dos vértices que no son puntos de corte EXAMENES DE JUNIO 2011 Y MAYO 2024

Sea G un grafo conexo con al menos dos vértices. Probar que G tiene al menos dos vértices
que no son puntos de corte. ¢ CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucion. La idea. Un punto de corte es una puerta: hay vértices a los que solo se llega
pasando por él. Un vértice que estd en el borde del grafo, tan lejos como se pueda de algtn
otro, no puede ser la puerta de nadie, porque lo que hubiera detras de esa puerta estaria
todavia més lejos. Las dos vias que siguen eligen ese borde de dos maneras, con los extremos
de un didmetro o con los extremos de un camino que ya no se puede alargar, y las dos
terminan igual: si el vértice elegido separara algo, lo separado permitiria ir mds lejos que el
maximo que se habia elegido. En el grafo del ejemplo de los puntos de corte, el didmetro es 5
y lo realizan, por ejemplo, a y h; ni a ni h separan nada, mientras que detras de c, que si es
puerta, quedan a y b.

Primera via: los extremos de un didmetro.

Paso 1: se eligen los dos candidatos. Como G es conexo y tiene al menos dos vértices,
diam(G) > 1y existen u,v con d(u,v) = diam(G); en particular u # v. Se prueba que u no
es punto de corte, y por simetria tampoco lo serd v.

Paso 2: si u fuera una puerta, habria alguien detrds. Supéngase que u es punto de corte.
Entonces G — u tiene al menos dos componentes; v estd en una de ellas, y sea w un vértice de
otra. Por el teorema de caracterizacién de los puntos de corte, todo camino de w a v pasa por
u.

Paso 3: ese alguien estaria mas lejos que el didmetro (el niicleo de la prueba). En
particular una geodésica de w a v pasa por u, y se parte en un tramo de w a u, de longitud
> 1,y otro de u a v, de longitud > d(u,v). Luego

d(w,v) > 14d(u,v) =1+ diam(G) > diam(G),

lo que contradice que el didmetro es la mayor distancia. Por tanto # no es punto de corte, y v
tampoco.

Segunda via: los extremos de un arco maximal. Sea « = (ug, u1, ..., ux) un arco de longitud
méxima en G, con k > 1 porque hay alguna arista. Se prueba que 1y no es punto de corte
(y lo mismo vale para uy). Si lo fuera, G — u( tendria una componente C que no contiene a
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u1, mientras que uy, ..., Uy estan todos en la componente de 1, unidos por el propio arco.
Como G es conexo, 1 tiene algtin vecino w en C (si no, C serfa también una componente de
G distinta de lade ug). Y w & {u1,...,ux}, asi que (w, up, u1, ..., ux) es un arco de longitud
k 4 1: contradiccion con la maximalidad de «. n

Encapsulado. Lo que hay que llevarse para reconstruir la prueba cabe en tres lineas. Se
toman u y v a distancia maxima. Si u separara, un vértice w de otra componente de G — u
solo llegaria a v pasando por u. Entonces d(w,v) > 1+ d(u,v), que es mas que el didmetro.
La segunda via es la misma idea con un arco de longitud maxima: el vecino de ug al otro lado
de la puerta alargaria el arco.

Qué hace cada hipétesis. La conexion la necesita la prueba mds que el resultado: sin ella
el didmetro no estd definido. La conclusioén sigue siendo cierta en cualquier grafo con dos
vértices o mds, porque un punto de corte de G lo es también de su componente, y un vértice
aislado nunca es punto de corte (al quitarlo, las componentes bajan). Basta aplicar el ejercicio
a una componente con dos vértices 0 mds, y si no la hay, todos los vértices estdn aislados.
Que haya al menos dos vértices es lo que da dos candidatos distintos: K; tiene uno solo.

Otra via (lo que dice de los drboles). En un drbol los vértices que no son puntos de corte son
exactamente las hojas (seccion 2.8), y este ejercicio, leido en un &rbol, dice que todo arbol con
al menos dos vértices tiene al menos dos hojas. Es el ejercicio 2.19 de la relaciéon, demostrado
con el mismo arco maximal.

QUE DEJA. Los extremos de un arco maximal (o de un didmetro) nunca son puntos de corte. Es la
tercera vez que el arco maximal resuelve un ejercicio de este capitulo.

Ejercicio 2.15. Puntos de corte y suma de grafos EXAMEN DE NOVIEMBRE 2013

(a) Si G es un grafo conexo con un punto de corte v y H es otro grafo conexo, ses v un punto
de corte de G + H?

(b) Probar quesi Gy H son conexosy |V (G)|+ |V(H)| > 3, entonces G + H no tiene puntos
de corte ni puentes.

Resolucién. La idea. En G + H cada vértice de G ve a todos los de H, y al revés: H hace
de plaza a la que dan todas las calles de G. Quitar un vértice de G no puede dejar aislado
a nadie, porque todos siguen dando a la plaza. Y ninguna arista es imprescindible, porque
cada una tiene un tridngulo a mano con un vértice del otro lado.

(a) Falso. Sea G el camino av b, en el que v es punto de corte, y H = K; con vértices x, y.
En G + H el vértice v es adyacente a g, b, x, y, y al quitarlo queda el grafo de vértices a,b, x,y
con aristas xy, ax, ay, bx, by, que es conexo. Luego v no es punto de corte de G + H. El mismo
argumento muestra que ningin vértice de G es punto de corte de G + H en cuanto H tiene al
menos un vértice, que es el apartado (b).

Q.

N 7’
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VN \s \\\ 7
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G+H G + H — v: conexo

(b) Puntos de corte. Sea z € V(G + H); por simetria, z € V(G). El grafo (G+ H) — z
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contiene a H entero, que es conexo y no vacio, y cada vértice de G — z es adyacente a todos
los vértices de H. Por tanto todo vértice de (G + H) — z estd conectado con cualquier vértice
de H,y (G + H) — z es conexo. Como G + H también lo es, z no es punto de corte.

Puentes. Basta ver que cada arista estd en un triangulo. Una arista uu’ interior a G forma
tridngulo con cualquier & € V(H): u ' hu. Lo mismo para una arista interior a H. Sea ahora
una arista cruzada uh con u € V(G), h € V(H).Si |V(G)| > 2, como G es conexo u tiene
un vecino 1’ en G, y uu’ hu es un tridangulo. Si |V(G)| = 1, entonces |V (H)| > 2, h tiene un
vecino i’ en Hy uhh' u es un tridngulo. En todos los casos la arista estd en un ciclo y no es
puente. |

Doénde se falla. En olvidar la hipétesis |V(G)| + |V(H)| > 3. El grafo K; + K; = K es
conexo y no tiene puntos de corte, pero su tnica arista es un puente. Es el tnico caso en que
falla, y es justo el caso en que no hay tercer vértice con el que formar un tridngulo. En (a), el
fallo es el contrario: dar la respuesta sin el contraejemplo. Un «falso» se prueba con un solo
ejemplo, pero hay que exhibirlo entero, con el grafo y la comprobacién.

2.7 Grafos no separables y bloques

LA PREGUNTA

Una vez localizados los puntos débiles de una red, la pregunta siguiente es qué queda
entre ellos. Un ingeniero que analiza una estructura, un biélogo que mira una red
de proteinas o un sociélogo que estudia un grupo humano quieren lo mismo: partir
el sistema en piezas sélidas, sin punto débil interno, unidas entre si por los puntos
criticos, como cuentas en un collar. ;Existe siempre esa descomposicién, es tinica, y
cémo se reconoce una pieza «sélida» sin tener que probar a quitar cada uno de sus
vértices?

Definicién (grafo no separable y bloque). Un grafo G es no separable si es conexo y no
tiene puntos de corte. Un bloque de G es un subgrafo B C G que es no separable y maximal
(respecto de la inclusién) entre los subgrafos no separables de G.

Son no separables Kj, K, los ciclos, los completos, las ruedas, y en general cualquier grafo
conexo «sin cintura». Un bloque de G es un trozo no separable que no se puede agrandar
dentro de G sin que aparezca un punto de corte. Los bloques de la pajarita son sus dos
tridangulos; los de un camino son sus aristas; los de un grafo no separable, él mismo.

Los bloques de un grafo concreto. En el grafo del ejemplo de los puntos de corte de la
seccion anterior hay cuatro bloques: el tridngulo abc, la arista cd, el cuadrado de f g y la
arista fh. A la izquierda del dibujo van pintados de colores distintos; a la derecha, el esquema
de como se enganchan, con un nudo por bloque, un nudo por punto de corte y una linea
cada vez que un punto de corte pertenece a un bloque.

(H—® © @ H—fn

los cuatro bloques bloques y puntos de corte
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Coémo se encuentran a mano. Cada puente es un bloque él solo, un K. Las demas aristas
se agrupan con una regla: dos aristas van al mismo bloque exactamente cuando hay un ciclo
que pasa por las dos. Las dos mitades de esa regla salen de esta seccién: un ciclo estd entero
dentro de un tinico bloque (proposicién de abajo), y dentro de un bloque con tres o maés
vértices dos aristas cualesquiera estdan en un ciclo comtn (el teorema de caracterizacién).
Aqui, el ciclo a b c junta las aristas del tridngulo y el ciclo d e f g las del cuadrado, y ningtan
ciclo pasa a la vez por una arista del tridngulo y otra del cuadrado, porque tendria que cruzar
el puente cd dos veces.

Qué se ha ganado. La respuesta a la pregunta del principio de la seccién, en un caso
concreto. La descomposicién existe y es tinica, porque cada arista estd en un solo bloque. Las
piezas se tocan solo en los puntos de corte, y el esquema de la derecha no tiene ciclos, que es
lo que dice el ejercicio de la estructura de los bloques. Aqui el esquema es un camino porque
cada punto de corte estd en dos bloques exactamente. Si de d colgara ademds otra hoja, d
estarfa en tres bloques y el esquema se ramificaria.

Proposicién. Sea G un grafo. Entonces:
(a) toda arista de G pertenece al menos a un bloque de G;
(b) ninguna arista pertenece a dos bloques distintos.
En particular, cada arista de G estd en exactamente uno de sus bloques.

La idea, en una frase: los bloques parten las aristas del grafo en cajas sin solapamiento, y
las dos mitades de la prueba son «cada arista encuentra caja» —porque el grafo es finito y
siempre hay un maximal— y «no encuentra dos» —porque dos cajas que compartieran una
arista se fundirian en una mayor, contra la maximalidad—.

Paso 1, (a): toda arista estd en algin bloque, por maximalidad. Sea ¢ € A(G) y
sea F la familia de los subgrafos de G que contienen a e y son no separables. No es
vacia: el subgrafo formado por e y sus dos extremos es un K3, conexo y sin puntos
de corte. Como G es finito, F tiene un elemento maximal respecto de la inclusioén, y
ese maximal es un bloque que contiene a e: cualquier subgrafo no separable que lo
contuviera contendria a e y estaria en F.

Paso 2, (b): dos bloques con una arista comin se pegarian en uno mayor (el nticleo de
la prueba). Es aqui donde se demuestra algo, porque hay que ver que pegar dos piezas
no separables por una arista compartida vuelve a dar una pieza no separable, y eso no
es evidente. Supéngase que e pertenece a dos bloques distintos B; y B,. Se prueba que
B; LI B; es no separable, lo que contradice la maximalidad de B; (porque By C B U By,
ya que B; # B y ninguno contiene al otro por maximalidad). Es conexo, porque B; y
B, son conexos y comparten los extremos de e. Sea v un vértice cualquiera de By U By;
hay que ver que (B; U By) — v es conexo. Los grafos By — vy B, — v son conexos (si
v € B;, porque v no es punto de corte de B;; siv ¢ B;, porque B; — v = B;), y comparten
al menos un extremo de e, ya que v es a lo sumo uno de los dos. La unién de dos grafos
conexos con un vértice en comun es conexa, y (By UBy) —v = (B; —v) U (By — 0).
Luego B; LI B, no tiene puntos de corte.

Todo el paso cabe en una frase —«v separaria vértices de By o de Bo»—; lo de arriba es
esa frase con todos los detalles. |

Proposicién. Todo ciclo de G esta contenido completamente en un tinico bloque.
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Sea C un ciclo de G. Es conexo y no tiene puntos de corte (quitar un vértice de un ciclo
deja un camino), luego es no separable. La familia de subgrafos no separables de G
que contienen a C no es vacia y tiene un maximal, que es un bloque que contiene a C.
Si dos bloques distintos contuvieran a C, cualquier arista de C estaria en dos bloques
distintos, contra la proposicion anterior. |

Teorema (caracterizacion de los bloques). Sea G un grafo conexo con al menos 3 vértices. Son
equivalentes:

(@) G es un bloque (es decir, no separable).

(b) Cualquier par de vértices de G estan en un ciclo comun.

(c) Cualquier par formado por un vértice y una arista de G estdn en un ciclo comun.

(d) Cualquier par de aristas de G estan en un ciclo comun.

LA IDEA: DOS CAMINOS QUE NO SE TOCAN

Que dos vértices estén en un ciclo comun es lo mismo que decir que hay dos caminos
entre ellos sin vértices interiores comunes. Y eso es exactamente lo que hace que
ningn vértice los pueda separar: quitar un vértice rompe a lo sumo uno de los dos
caminos. El teorema dice que esa redundancia local, par a par, equivale a la ausencia
global de puntos de corte. En el capitulo 4 el mismo enunciado se llama teorema de
Whitney y se generaliza a k caminos con el teorema de Menger.

2.7.1 Demostracién del teorema de caracterizaciéon de los bloques

La implicacién (a)=-(b) es la version para k = 2 del teorema de Whitney del capitulo 4, y
su argumento, una induccién sobre la distancia, es el que hay que tener visto para entender
Menger. Las implicaciones faciles se hacen primero.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LA CIUDAD SIN PLAZAS CRITICAS

Un bloque es una ciudad en la que ninguna plaza es critica: se puede cerrar cualquiera
de ellas y la gente sigue pudiendo ir de cualquier sitio a cualquier sitio. El teorema
dice que en una ciudad asi, dadas dos plazas cualesquiera, existe un paseo circular que
pasa por las dos. Y eso ya no es evidente: la hipétesis habla de lo que ocurre al quitar
una plaza, y la conclusion pide construir un circuito entero.

La construccién se acerca por pasos, y el paso es siempre el mismo. Si las dos plazas
son vecinas, la calle que las une no puede ser un puente (un puente tiene un extremo
critico, salvo en la ciudad de dos plazas), y una calle que no es puente esta en algin
circuito: ya estd. Si estdn mas lejos, se mira la pentltima plaza del camino mds corto
entre ellas, que estd un paso mads cerca; por lo ya hecho, esa pentltima y la primera
estan en un circuito C. Falta colar en C la dltima plaza v. Y ahi es donde se gasta la
hipétesis: como la pentltima plaza no es critica, cerrdndola sigue habiendo camino de
v hasta C; se sigue ese camino hasta que toca C por primera vez y se sustituye por él
el tramo de C que iba de un extremo a otro pasando por la pentltima plaza. Sale un
circuito nuevo que pasa por la primera plaza y por v.
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Merece la pena quedarse con la forma del argumento, porque es la misma que la del
teorema de Menger: no se prueba de golpe, se prueba desplazando un vértice cada
vez y usando la conexion para tender el desvio. Reconocer esta forma de construir un
desvio ayuda a seguir después el argumento de Menger.

Paso 1, (d)=-(c): se cambia un vértice por una arista incidente suya. Dados un vértice
u y una arista f, como G es conexo con al menos dos vértices, u tiene alguna arista
incidente e. Si e # f, un ciclo que contenga a ey f contienea u y f.Sie = f, entonces
u es extremo de f y basta un ciclo por f y cualquier otra arista, que existe porque G es
conexo con al menos 3 vértices.

Paso 2, (c)=(b): 1o mismo por el otro extremo. Dados dos vértices 1, v, sea f una arista
incidente a v; un ciclo que contenga a u y a f contienea u y a v.

Paso 3, (b)=-(a): un ciclo ofrece siempre dos caminos, y un punto de corte no puede
cortarlos los dos. Supéngase que v es punto de corte. Sean u, w vértices en componen-
tes distintas de G — v. Un ciclo que contenga a u y w se parte en dos caminos de u a w
sin vértices interiores comunes; v estd a lo sumo en uno de ellos, y el otro es un camino
de u aw en G — v. Contradiccion.

Paso 4, (a)=-(b): induccién sobre la distancia, colando un vértice cada vez (el nticleo
de la prueba). Aqui estd todo el peso del teorema, y es la tinica implicacién que no es
contabilidad: hay que fabricar un ciclo que no existia, y se fabrica acercando el objetivo
un paso cada vez. Sea G un bloque con al menos 3 vértices y sean u # v. Se prueba
por induccién sobre k = d(u,v) que u y v estdn en un ciclo comun.

Caso base k = 1. La arista uv no es puente: si lo fuera, por el corolario de la seccién
anterior G seria Ky, que no tiene 3 vértices. Por la caracterizaciéon de los puentes, uv
estd en un ciclo, que contiene a u y v.

Paso inductivo k > 2: se tiende un desvio que evita w y se injerta en el ciclo. Sea u =
wo, W1, ..., Wy = v una geodésica y sea w = wy_1, de modo que d(u,w) =k—1y
wv € A(G). Por hipétesis de induccion hay un ciclo C por u y w, que se descompone
en dos caminos Py, P, de u a w sin vértices interiores comunes. Si v estd en C, no hay
nada que probar. Supéngase v € C.

Como w no es punto de corte, G — w es conexo y existe en él un camino Q de u a v.
Sea x el dltimo vértice de Q que pertenece a C (existe porque u € C), y sea R el tramo
de Q desde x hasta v: sus vértices interiores estdn fuera de C, y w € R porque Q evita
w. Hay dos casos.

Si x = u: el camino cerrado P; (de u a w), la arista wov y R recorrido al revés (de v a u)
es un ciclo, porque P; vive en C, v e interior de R estdn fuera de C, y w solo aparece
una vez. Contienea u y a v.

Six # u: entonces x # w, y x es un vértice interior de P; o de P,; supdéngase x € P;. El
camino cerrado formado por P, (de u a w), la arista wv, R al revés (de v a x) y el tramo
de P; desde x hasta u es un ciclo: P; y P> solo comparten u y w, v y el interior de R
estan fuera de C, y x # w. Contienea u y a v.
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Paso 5, (b)=-(c) y (c)=-(d): el truco de subdividir, que convierte una arista en un
vértice. Dada una arista e = xy, sea G’ el grafo que se obtiene sustituyendo e por
un camino x zy con un vértice nuevo z. Si G es un bloque con al menos 3 vértices,
G’ también: es conexo; G’ —z = G — e es conexo porque ¢ no es puente (caso k = 1
de arriba); G’ — x es G — x con un vértice z colgado de y, conexo (igual con G’ —y,
intercambiando los papeles de x e y: queda G — y con z colgado de x); y G’ — t para
t ¢ {x,y,z} es G — t con e subdividida, conexo. Ahora, dado un vértice u, por (a)=-(b)
aplicado a G’ hay un ciclo de G’ por u y z, que pasa necesariamente por xz y zy;
sustituyendo el tramo x z y por la arista e se obtiene un ciclo de G por u y e. Eso prueba
(c) a partir de (a), y como (b)=-(a) ya estd, prueba (b)=-(c). Para (c)=(d), dadas dos
aristas distintas ¢, f, se subdivide e con z y se aplica (c) azy f en G'. Si las dos aristas
coinciden, basta un ciclo por esa arista, cuya existencia ya da (c). |

Encapsulado. Tres ideas bastan para reconstruir la prueba. Un ciclo por dos vértices son
dos caminos sin vértices interiores comunes, y un vértice solo puede cortar uno de ellos: de
ahi (b)=-(a). Para (a)=-(b) se avanza por una geodésica colando un vértice cada vez; el desvio
que evita el pendltimo vértice existe porque ese vértice no es de corte, y se injerta en el ciclo
que ya se tenia. Y subdividir una arista la convierte en un vértice, lo que traslada a las aristas
lo probado para los vértices: (c) y (d).

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DESCOMPONER EN PIEZAS MAXIMAS DE OTRO TIPO

La alternativa. Partir un grafo en sus subgrafos completos maximales (las «camarillas», cliques)
en vez de en sus bloques. Es lo que hacen los soci6logos cuando buscan grupos de amigos en
una red.

Su ventaja. Un completo es la pieza mas sélida posible, y las camarillas se ven a simple vista.
Qué la hunde como descomposicién. Que las camarillas se solapan de cualquier manera (una
arista puede estar en muchas) y no detectan por si solas la ausencia de puntos de corte: un ciclo
largo no tiene camarillas mayores que una arista y sin embargo es una sola pieza sin puntos
débiles. Los bloques estan hechos a medida de la pregunta «;dénde se rompe?»: cada arista
estd en exactamente uno, dos bloques distintos comparten a lo sumo un vértice, y ese vértice es
un punto de corte. Es el ejercicio siguiente, y la estructura que describe (bloques y puntos de
corte alternados, sin ciclos entre ellos) forma un drbol por cada componente conexa de G.
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Ejercicios: bloques

Ejercicio 2.16. La estructura de los bloques

Sea G un grafo y sean B; # B, dos bloques de G. Probar:
(a) Byy B tienen a lo sumo un vértice en comun.
(b) Sitienen un vértice v en comun, entonces v es un punto de corte de G.
(c) Todo punto de corte de G pertenece al menos a dos bloques.

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Para (a), repite el arqumento de «la unién de dos no separables con dos vértices en comiin es no separable».

2. Para (b), si v no fuera punto de corte, los dos bloques seguirian comunicados al quitarlo. Un camino entre
ellos que evite v permitiria agrandar B.

Resolucién. La idea. Las tres afirmaciones se prueban con el gesto de la proposicion de las
aristas. Si dos piezas no separables se tocan en dos sitios, o se pueden unir por un camino que
evita su punto de contacto, su unién sigue siendo no separable y contradice la maximalidad.
Por eso dos bloques solo pueden tocarse en un vértice, y ese vértice tiene que ser el tinico
paso entre ellos.

(a) Supéngase que By y B, comparten dos vértices u # u'. Entonces By U B, es conexo
(comparten vértices) y no tiene puntos de corte: para todo t, los grafos By —ty B, — t son
conexos y comparten al menos uno de u, 1/, luego su unién es conexa. Asi By LI B; es no
separable y contiene estrictamente a Bj, contra la maximalidad.

(b) Sea B; M B, = {v} (solo el vértice, sin aristas, por (a) y por la proposicién de las
aristas). Los dos bloques tienen al menos dos vértices: si B; = Kj = {v} fuera un bloque, v
serfa un vértice aislado de G y no podria estar en B, # B;. Existen pues x € V(By) \ {v} e
y € V(By) \ {v}. Supéngase que v no es punto de corte. La componente de G que contiene a
v sigue siendo conexa al quitarlo: no puede desaparecer, pues contiene también a x e y. Por
tanto hay un camino de x a y en G — v; témese uno, P, cuyos vértices interiores no estén en
By U By (basta recortar P entre su altimo vértice en By y el primer vértice posterior en By, y
renombrar x,y). Sea H = By LI B LI P. Se afirma que H es no separable, lo que contradice la
maximalidad de B;. Es conexo. Sea t un vértice de H:

» sit=v:(B; —v)UPU (B, —v) es conexo, porque By — vy By — v son conexos y P los une

sin pasar por v;

» sit € By, t # v: By — t es conexo y contiene a v, B, estd entero, y lo que queda de P cuelga
dey € By (sit = x) ode x y de y (si t no estd en P); conexo. Simétrico si t € By;

= sitesinterior de P: By LI By es conexo a través de v y los dos trozos de P — t cuelgan de x y
de y; conexo.

Luego v es punto de corte de G.

(c) Sea v punto de corte de G, y sean u, w vecinos de v en componentes distintas de G — v
(existen: la componente de v se divide en al menos dos al quitarlo, y en cada una hay algtn
vecino de v, porque en G estaban unidas a v). Las aristas vu y vw estdn cada una en un bloque;
si fuera el mismo bloque B, entonces B — v serfa conexo y contendria un camino de u a w que
evita v, imposible. Luego v estd en dos bloques distintos. n

QUE DEJA. Los bloques se pegan por puntos de corte y solo por ellos, de uno en uno. El grafo cuyos
vértices son los bloques y los puntos de corte, con un bloque unido a los puntos de corte que contiene,
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es un drbol si G es conexo; si no, hay un drbol por cada componente. Es la imagen de las piezas unidas
por puntos criticos de la pregunta inicial.

Ejercicio 2.17. Estudio de un grafo dibujado EXAMEN DE NOVIEMBRE 2011

Sea G el grafo de la figura, con 12 vértices y 20 aristas. Se pide:
(a) calcular su didmetro, su radio y su circunferencia;
(b) decir si tiene puntos de corte y si tiene puentes;
(c) dar un subgrafo spanning y conexo de G que contenga exactamente 3 bloques.

Resolucién. La idea. Son tres preguntas distintas, y hay un orden que ahorra trabajo. Primero
se escriben la lista de aristas y los grados, que sirven de comprobacién: los grados tienen que
sumar el doble de las aristas. Las distancias se sacan con las capas del ejemplo de la seccién
de invariantes métricos, sin fiarse de la vista. Y para (b) conviene buscar un ciclo que pase
por todos los vértices, porque si existe liquida a la vez la circunferencia, los puntos de corte y
casi todos los puentes.

Las aristas son 0103, 0108, 0203, U20¢, U207, U304, 0305, U30¢, U405, U5010, U5012, U60U7, V6010,
0708, 07010, 0809, 0U80V10, 09010, 0107011, 011712 Los grados son 2, 4, 4, 2, 4, 4, 4, 4, 2, 6, 2, 2, que
suman 40.

(a) Excentricidades. Se da para cada vértice una geodésica hasta su vértice més lejano; para
comprobar que ningtn otro queda més lejos, se exploran los vecinos por capas de distancia
hasta alcanzar todos los vértices.

e(v1) =4 0100305012 €(v7) =3 V7U1VIIV12
e(v2) =3 vU3U5012 e(vg) =3 vgV10U5Vy
e(v3) =3 v3U5012011 €(v9) =3 V9U1pU5V4
€(vg) =3 040501008 e(v10) =2 0100504

e(vs) =3 ovsv10v801  &(v11) =3 V110100504
e(vs) =3 vev1VIIV12  €(V12) =4 V1201101008V

Por ejemplo, d(v1,v12) = 4: los vecinos de v; son v, vg, los de v1; son vs, v11, y ningin vecino
de v; es adyacente a un vecino de v;», luego no hay camino de longitud < 3. Las capas desde
los dos extremos de la tabla lo confirman. Desde vy son {v1}, {vp, vs}, {v3,ve, V7,09, 010},
{v4,v5,v11} y {v12}: cinco capas, excentricidad 4. Desde v1g son {v1o}, {vs, vs, v7, V8, V9, V11 }
y {v1,v2,v3,v4,012}: tres capas, excentricidad 2. Y €(vy9) = 2 porque vy es adyacente a
Us, U6, U7, U8, V9, V11 Y cada uno de los otros cinco vértices es adyacente a alguno de ellos. Por
tanto
diam(G) = 4, r(G) =2, Z(G) = {v10}-

Circunferencia. El ciclo v1020706030405012011010090801 pasa por los doce vértices (todas sus
aristas estan en la lista), luego ¢(G) = 12, el méximo posible.
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(b) No hay puentes: cada arista estad en un ciclo. Las doce del ciclo hamiltoniano anterior,
por él mismo; las ocho restantes en los ciclos siguientes (siete tridngulos y un cuadrado): v,vg
€N U2060V7, U203 €N V2030¢, U305 €N V30405, U010 €N V607010, V7010 €N el mismo, 08010 €N U809V,
U708 €N UyUgV1g, UsU10 €N U5019011012. Tampoco hay puntos de corte: el ciclo hamiltoniano C
contiene todos los vértices, y C — t es un camino, conexo, que sigue conteniendo a todos los
demas vértices; luego G —t O C — t es conexo para todo t. (G es, de hecho, un bloque.)

(c) Se toma el subgrafo S con los 12 vértices y las 14 aristas siguientes:

rojo: By; azul: By; verde: Bs; discontinuo: aristas quitadas

= By: el ciclo v1020306019V9Tg1 Mds el camino vpv701g, que une dos vértices del ciclo. Es no
separable: cualquier par de sus vértices estd en un ciclo comun (si uno de ellos es vy, se usa
el ciclo v,v7019v9VgV1 U2 O €l VU7 U19VEV3V2).

u Bz: el ciclo 01001101205010-

m Bj:la arista vsvs, un Ks.

S es conexo (los tres trozos se tocan) y spanning. Sus puntos de corte son vy, que separa B;

de By, y v5, que separa B, de Bs; y ningtn otro vértice lo es, porque cada B; — t es conexo. Los

bloques de S son exactamente Bj, By, B3: cada uno es no separable, y no se puede agrandar

dentro de S porque cualquier subgrafo mayor contendria a v19p 0 v5 como punto de corte. Son

tres, como se pedia. [ |

Qué hemos aprendido. El ciclo que pasa por los doce vértices es la herramienta del
ejercicio: da la circunferencia maxima, prueba que no hay puntos de corte y deja solo ocho
aristas a las que hay que buscar un ciclo aparte. En (c) el trabajo es el inverso: se quitan aristas
hasta que aparezcan puntos de corte donde se quieren, y después se comprueba que cada
pieza es no separable y que no se puede agrandar.

Dénde se falla. En (a), en dar una excentricidad por una geodésica encontrada, sin
comprobar que no queda nada mas lejos: las capas son esa comprobacién. En (c), en contar
los bloques de G en lugar de los del subgrafo S, que son los que se piden, y en olvidar que
una arista suelta como v5v4 también es un bloque, un K.

2.8 Arboles

LA PREGUNTA

En 1926 la compaiiia eléctrica de Moravia del Sur encarg6 al matematico Otakar
Bortivka que disefiara la red que llevaria la electricidad a todos los pueblos de la
region gastando el menor cable posible. La primera observacién de Bortivka fue que
la red 6ptima no puede contener ningun circuito cerrado: si lo tuviera, quitando un
tramo del circuito todo seguiria conectado y se ahorraria cable. La red més barata que
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conecta todo es la que no tiene nada de sobra. ;Qué estructura tiene una red conexa
en la que cada enlace es imprescindible, y qué se puede decir de ella con solo saber
cudntos nodos tiene?

Definicién (arbol y bosque). Un grafo G es aciclico si no contiene ciclos, es decir, si C, no es
subgrafo de G para ningtn n > 3. Un grafo es un arbol si es conexo y aciclico. Un grafo es
un bosque si es disconexo y aciclico.

Observaciéon. Un bosque es un grafo cuyas componentes conexas son arboles: una uniéon
disjunta de arboles. (Muchos libros llaman bosque a todo grafo aciclico, conexo o no; aqui la
palabra se reserva para el caso disconexo.)

Los arboles son los grafos conexos minimos, en el sentido de Bortivka: quitar cualquier
arista los desconecta. Los caminos P, y las estrellas K; , son drboles; un ciclo no lo es. El
teorema siguiente retine cuatro maneras de decir «arbol», y es el resultado del capitulo que
mas se usa después; se le llama «el teorema de caracterizacién de drboles».

Antes del enunciado, dos dibujos que conviene tener delante. A la izquierda, un 4drbol de
siete vértices: entre las hojas p y 4 hay un tnico camino, en azul, y cualquier arista que se
quite deja a alguien incomunicado. A la derecha, un cuadrado con un vértice suelto: cinco
vértices y cuatro aristas, la misma cuenta que un 4rbol de cinco vértices, y sin embargo en el
cuadrado sobra una arista y al vértice suelto le falta la suya.

(N

OSERO .
®» ® © O

un arbol: camino tinico de p a q C4 y un vértice suelto: 5 y 4

Teorema (caracterizacion de los arboles). Sea G un grafo con al menos un vértice. Son
equivalentes:

(a) G esun arbol.

(b) Cualquier par de vértices de G estan unidos por un tinico camino simple en G.

(c) G es conexo y toda arista es un puente.

(d) Gesconexoy |V(G)| =|A(G)|+ 1.

El enunciado no necesita pedir mds de una arista: la demostracién vale igual sin ese
requisito, y el caso Kj (un vértice, cero aristas) cumple las cuatro condiciones.

LA IDEA: CUATRO MANERAS DE DECIR «NO SOBRA NADA»

La intuicién falsa, y hay dos. La primera es creer que la cuenta de aristas basta por si
sola: «n vértices y n — 1 aristas, luego arbol». No. Un cuadrado con un vértice suelto
al lado tiene cinco vértices y cuatro aristas, y ni es conexo ni es aciclico. La cuenta
correcta de aristas es compatible con tener un ciclo de mas en un sitio y un trozo suelto
en otro: los dos defectos se compensan en el recuento. Por eso (d) lleva pegada la
palabra «conexo», y por eso quitarla arruina el teorema.

La segunda es creer que las cuatro condiciones son equivalentes «por definicién», de
puro evidentes. No lo son: (b) habla de caminos, (c) de puentes y (d) de un ntimero,
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y cada implicacién cuesta un argumento distinto. Es justamente esa disparidad la

que hace util el teorema: da cuatro herramientas intercambiables, y en cada problema

conviene una.

La imagen: la red de Bortivka, tensada al maximo. Piense en el grafo como una red

de cables que conecta pueblos, y que un contable ha ido recortando hasta que ya no se

puede recortar mds sin dejar a alguien a oscuras. ;Qué aspecto tiene esa red?

= No puede tener rodeos: un rodeo es cable de sobra, porque cortando un tramo todo
seguiria conectado. Eso es (a), aciclico.

= Entre dos pueblos hay una ruta y solo una: dos rutas distintas serian, otra vez, un
rodeo. Eso es (b).

= Cada cable es imprescindible: cortar cualquiera deja a alguien incomunicado. Eso
es (c), toda arista es puente.

= Y el nimero de cables estd determinado: uno por cada pueblo salvo el primero: al
construir el drbol desde un pueblo inicial y extender la parte ya conectada, cada
cable incorpora exactamente un pueblo nuevo. Eso es (d), |A(G)| = |V(G)| — 1.

La imagen predice el enunciado entero: las cuatro frases no son cuatro propiedades

que resulten coincidir, son cuatro maneras de mirar la misma red minima —desde los

ciclos, desde los caminos, desde las aristas y desde la aritmética—.

El corazén en una frase: al hacer crecer un drbol desde un vértice, cada arista que lo

extiende incorpora exactamente un vértice nuevo, y las cuatro condiciones son formas

de decir que ninguna arista se dedica a otra cosa. La demostracién recorre el ciclo

(a)=(b)=(c)=(d)=-(a), que es la manera econémica de probar cuatro equivalencias:

con cuatro implicaciones en lugar de las doce que harfan falta una a una.

Paso 1, (a)=>(b): dos caminos distintos siempre esconden un ciclo. Sea G un arbol y
sean u, v dos vértices. Hay al menos un camino por ser conexo. Supéngase que hay
dos caminos distintos C; y C, de u a v. Si solo tienen en comtn los vértices u y v,
concatenando C; con C; recorrido al revés se obtiene un ciclo, contradiccion. Si tienen
maés vértices en comun, sea w el primer vértice después de u, contando desde u a lo
largo de Cy, en el que los dos caminos vuelven a coincidir tras haberse separado (existe
porque son distintos y ambos terminan en v). Los tramos de C; y C; entre el punto
de separaciéon y w son dos caminos sin vértices interiores comunes con los mismos
extremos, y juntos forman un ciclo. Contradiccién. Luego el camino es tnico.

Paso 2, (b)=(c): una arista que no fuera puente daria un segundo camino. Si todo
par de vértices esta unido por un camino, G es conexo. Sea ¢ = uv una arista. Si e no
fuera puente, existiria en G — e un camino C de u a v, y entonces u y v estarian unidos
por dos caminos distintos, C y (1, v): contradiccion. Luego toda arista es puente.
Paso 3, (c)=(d): se corta por un puente y se suman las cuentas de las dos mitades (el
ntcleo de la prueba). Es el tnico paso que produce el nimero, y el tinico que necesita
induccién: hay que convertir una propiedad cualitativa —toda arista es puente— en
una igualdad aritmética, y aqui se hace partiendo el grafo y sumando. Por induccién
sobre el nimero n de vértices. Sin = 1, hay cero aristasy 1 =0+ 1.S5in =2y Ges
conexo, tiene exactamente una aristay 2 = 1+ 1. Sea n > 3 y supéngase (d) cierta
para grafos conexos con menos de 1 vértices en los que toda arista es puente. Sea
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e = uv una arista de G. Como es puente, G — e tiene méas de una componente; y tiene
exactamente dos, porque quitar una arista aumenta el niimero de componentes a lo
sumo en uno: todo vértice x de la componente de e tenfa en G un camino hasta u, y si
ese camino usaba e, cortdndolo justo antes de e se obtiene un caminode x avoa u en
G —¢; asi que en G — e todo vértice sigue conectadoauoav.Sean G1 S uy Gy 3 v
las dos componentes de G — e. Cada una es conexa, tiene menos de n vértices, y todas
sus aristas son puentes (una arista de G; que no fuera puente de G; estaria en un ciclo
de G; C G y no seria puente de G). Por hipétesis de induccién, |V (G;)| = |A(G;)| + 1
parai = 1,2, y como las aristas de G son las de G;,las de Go y e,

V(G| = V(G| + [V(G)| = [A(G1)| + |A(G2)| +2 = [A(G)| + 1.

Paso 4, (d)=>(a): se borran aristas de ciclos y la cuenta obliga a que no hubiera
ninguna. Sea G conexo con |V(G)| = |A(G)| + 1. Falta ver que es aciclico. Si G
contiene un ciclo, sea e una arista suya; e no es puente, luego G — e es conexo y
tiene una arista menos. Se repite mientras queden ciclos: tras k pasos se llega a un
grafo G’ conexo y aciclico, es decir, un arbol, con los mismos vértices que G y con
|A(G")] = |A(G)| — k. Por la implicacién (a)=-(d), ya probada a través de (b) y (c),
|[V(G")| = |A(G")| + 1. Entonces

V()| = IV(C)] = |A(G)| —k+1 = [V(G)| ~ k,

de donde k = 0: no habia ningtin ciclo, y G es un arbol. n

Encapsulado. La prueba es un ciclo de cuatro implicaciones, y cada una tiene una sola
idea. Dos caminos distintos entre los mismos vértices esconden un ciclo: (a)=-(b). Una arista
que no fuera puente daria un segundo camino entre sus extremos: (b)=-(c). Cortar por un
puente parte el grafo en dos arboles, y las cuentas de las dos mitades se suman: (c)=(d), que
es el nucleo. Y si hubiera ciclos, quitar aristas de ellos darfa un arbol con menos aristas de las
que la cuenta permite: (d)=(a).

Observacion (cudl de las cuatro conviene en cada momento). Las cuatro condiciones son
intercambiables, pero no son igual de ttiles segtn lo que se quiera hacer. Si ya sabemos que
el grafo es conexo, (d) permite reconocer un drbol contando vértices y aristas; la conexiéon
hay que justificarla aparte. Las que sirven para sacar consecuencias son (b) y (c): casi todos
los argumentos posteriores del libro empiezan con «como en un 4drbol hay un tinico camino
entre u y v...» 0 con «como toda arista de un 4rbol es puente...». Y (a) es la que se usa para
descartar: basta exhibir un ciclo.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR ARBOL POR LA CUENTA DE ARISTAS

La alternativa. Tomar (d) como definicién: arbol es un grafo conexo con n — 1 aristas. Es la mds
facil de comprobar.

Su ventaja. Una vez comprobada la conexién, basta comparar dos ntimeros, sin buscar ciclos.
Por qué no se toma. Porque «conexo y aciclico» es lo que se usa en las demostraciones (cada
arista es puente, cada par de vértices tiene un tinico camino), y porque la cuenta de aristas sin
la conexién no dice nada: el grafo formado por un cuadrado C4 y un vértice aislado tiene 5
vértices y 4 aristas, la cuenta exacta de un arbol, y no es un 4rbol ni de lejos —tiene un ciclo
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y estd partido en dos—. La proposicién siguiente aclara exactamente qué afiade la cuenta de
aristas: con n — 1 aristas, conexo y aciclico son lo mismo.

Proposicién. Sea G un grafo con |V(G)| = |A(G)| + 1. Entonces G es conexo si y solo si G
es aciclico.

LA IDEA: n — 1 ARISTAS ES EL FILO DE LA NAVAJA

Un grafo con n vértices necesita al menos n — 1 aristas para estar conectado, y admite
como mucho n — 1 sin cerrar ningtn ciclo. Los dos limites se alcanzan a la vez, y ahi
estd el teorema: al fijar exactamente n — 1 aristas, el grafo se queda sin margen para
las dos cosas al mismo tiempo. Si ademds de conectar tuviera un ciclo, el ciclo se
comeria una arista que hacia falta para llegar a algtn sitio; si ademas de no tener ciclos
estuviera partido en dos trozos, faltaria la arista que los une.

El corazén en una frase: con n — 1 aristas justas, sobrar y faltar son la misma cosa con-
tada dos veces, y por eso la conexién y la ausencia de ciclos se implican mutuamente.
Las dos mitades de la demostracion son, en el fondo, la misma cuenta hecha en los
dos sentidos: una fabrica una arista de m4s, la otra echa en falta k — 1.

Sean = |V(G)|, de modo que |A(G)| =n —1.

Paso 1 (=): si hubiera un ciclo, se exhiben # aristas distintas y no hay tantas (el
ntcleo de la prueba). La maniobra es asignar a cada vértice de fuera del ciclo una
arista propia, sin repetir ninguna ni tocar las del ciclo; conseguido eso, la cuenta se
cierra sola. Supéngase G conexo con un ciclo C de k > 3 vértices, que tiene k aristas.
A cada uno de los n — k vértices x que no estdn en C se le asigna la primera arista
de un camino mas corto de x a C (existe por ser G conexo). Esas n — k aristas son
distintas entre si y distintas de las de C: la arista asignada a x va de x a un vértice x’
cond(x’,C) =d(x,C) —1, luego dos vértices distintos no pueden recibir la misma
arista (si x recibiera xx’ y x’ recibiera x’x, sus distancias a C diferirian en 1 en los dos
sentidos). Por tanto |A(G)| > k+ (n — k) = n, contra |[A(G)| =n — 1.

Paso 2 («): si estuviera partido, cada trozo se llevaria su propia arista de me-
nos. Supéngase G aciclico y disconexo, con componentes Gy, ..., Gy, k > 2. Cada

G; es conexa y aciclica, un érbol, y por el teorema |V(G;)| = |A(G;)| + 1. Suman-
do, |V(G)| = |A(G)| +k, contra |V(G)| = |A(G)| + 1. Luego k = 1: el namero de
componentes es exactamente el desfase entre vértices y aristas. n

Definicién (hoja). Sea T un arbol. Una hoja de T es un vértice de grado uno.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: POR ALGUN SITIO HAY QUE DEJAR DE CRECER

Un arbol no puede ser todo ramificacion: en cuanto se empieza a caminar por él, en
algin momento hay que llegar a un final. Y como no hay ciclos, no se puede volver
por donde no se ha ido, asi que ese final es de verdad, un vértice del que ya no sale
nada nuevo. Eso es una hoja.

La forma corta de verlo, y la que conviene tener siempre a mano porque reaparece
en media docena de demostraciones, es el argumento del camino mas largo. Témese

102



2.8. Arboles

en el arbol un camino simple lo més largo posible, cosa que existe porque el grafo es
finito. Sus dos extremos tienen que ser hojas: si un extremo tuviera otro vecino, o bien
ese vecino estd fuera del camino, y entonces el camino se podia alargar (contradiccién),
o bien estd dentro, y entonces se cierra un ciclo (imposible en un arbol). Dos extremos,
dos hojas.

Ese argumento vale mucho més que este teorema, porque no usa que el grafo sea un
arbol hasta el dltimo paso. Es el mismo que prueba que todo grafo con grado minimo
> 2 tiene un ciclo, y el que aparece en el ejercicio 2.9 sobre arcos y ciclos largos.

Teorema. Todo &rbol no trivial (con al menos dos vértices) tiene al menos dos hojas.

El corazén en una frase: un arbol no puede crecer indefinidamente ni volver sobre si mismo,
luego tiene que acabarse por los dos lados, y cada final es una hoja. Se dan dos demostra-
ciones porque las dos técnicas —induccién por corte de puente y argumento del camino
maximal— reaparecen a lo largo de todo el capitulo.

Primera via, por induccién.

Paso 1: 1a base. Sea T un 4rbol con n > 2 vértices. Sin = 2, T = K, y sus dos vértices
son hojas. Sea n > 3 y supdngase el resultado para drboles con menos de n vértices. T
tiene n — 1 > 2 aristas.

Paso 2: el caso facil, cuando toda arista tiene una hoja por extremo. Si toda arista
tiene una hoja por extremo, hay al menos dos hojas (dos aristas distintas no pueden
compartir la misma hoja, porque una hoja solo tiene una arista).

Paso 3: si no, se parte el arbol por un puente y se aplica la hipétesis a cada mitad
(el nticleo de la prueba). Lo que hace funcionar la induccién es que en un arbol toda
arista es puente, de modo que siempre se puede cortar y quedan exactamente dos
arboles mds pequefios. Sea e = uv una arista con u y v de grado > 2. Como ¢ es puente,
T — e es un bosque con dos drboles T1 > u y T, > v, ambos no triviales (porque u y v
conservan al menos un vecino) y con menos de n vértices. Por hipétesis de induccién
cada uno tiene al menos dos hojas; T; tiene una hoja 1’ # u y T, una hoja v’ # v. Los
grados de 1’ y v’ en T son los mismos que en T; y T, porque la tnica arista que falta
es e, que no los toca. Luego 1’ y v’ son dos hojas de T.

Segunda via, con el arco maximal (ejercicio 2.21): los dos extremos del camino mas
largo no tienen adé6nde seguir. Sea (uy, ..., ux) un arco de longitud méxima en T, con
k > 1. Todos los vecinos de u estdn en el arco (si no, se alargaria), y solo puede ser
vecino suyo uj: si ugu; fuera arista coni > 2, (ug,uq,...,u;up) seria un ciclo. Luego
d(up) = 1, y lo mismo para u: son dos hojas. [

Definicién (drbol spanning). Sea G un grafo. Un subgrafo T C G es un arbol spanning de G

(0 &rbol generador, o drbol maximal) si es un drbol y V(T) = V(G).

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: QUITAR ARISTAS DE CICLOS HASTA QUE NO QUEDEN

Este teorema dice que dentro de todo grafo conexo hay un esqueleto minimo que ya
lo mantiene de una pieza, y que ese esqueleto es un drbol. La demostracién es un
algoritmo, y merece la pena leerla como tal porque es exactamente lo que se hace a
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mano en los ejercicios.

Mientras quede un ciclo, se elige una arista de ese ciclo y se borra. La clave es que una
arista de un ciclo nunca es un puente: sus dos extremos siguen comunicados dando
la vuelta por el resto del ciclo. Asi que borrarla no desconecta nada. Se repite, y como
cada paso quita una arista y hay un ntimero finito, el proceso para. Cuando para no
queda ningtn ciclo, y lo que hay es un grafo conexo, aciclico y con todos los vértices:
un arbol spanning.

La otra implicacién no tiene misterio: si dentro del grafo hay un arbol que llega a todos
los vértices, el grafo estd conectado, porque ya lo estd el arbol.

Lo que hay que llevarse es la cuenta que sale de aqui y que se usa constantemente: un
arbol spanning tiene |V (G)| — 1 aristas, luego todo grafo conexo tiene al menos |V(G)| — 1
aristas, y las que le sobren son exactamente las que cierran ciclos. Ese par de frases
resuelve por si solo muchos verdaderos o falsos.

Teorema. Un grafo es conexo si y solo si tiene un arbol spanning.

Paso 1: (=) se adelgaza el grafo quitando aristas de ciclos, y la conexién no se pierde
nunca (el nicleo de la prueba). Sea G conexo. Si es aciclico, él mismo es su arbol
spanning. Si no, tiene un ciclo C; sea e una arista de C. Como e no es puente, G — ¢
sigue siendo conexo, con los mismos vértices. Ese es el punto en el que descansa todo:
la caracterizacién de los puentes garantiza que una arista de un ciclo nunca es puente,
asi que el adelgazamiento es gratis y se puede repetir sin vigilar nada. Se repite con
G — e: mientras haya ciclos se quita una arista de uno de ellos sin perder la conexién.
El ntimero de aristas es finito, luego el proceso termina, y termina en un subgrafo
conexo, aciclico y con todos los vértices de G: un arbol spanning.

Paso 2: (<) el arbol ya conecta, y el grafo tiene mas aristas, no menos. Si T es un
arbol spanning de G, dos vértices cualesquiera de G son vértices de T, y el camino que
los une en T es un camino en G. Luego G es conexo. |

Observacién. La demostracion es un algoritmo: quitar aristas de ciclos hasta que no queden.
Con |A(G)| — (|V(G)| — 1) aristas quitadas se acaba, porque el drbol final tiene exactamente
|V(G)| — 1. Para minimizar ademas el coste de una red ponderada hay algoritmos que
construyen el drbol afiadiendo aristas, como los de Bortivka y Kruskal. Son algoritmos
distintos; comparten la idea de unir componentes sin crear ciclos.

Corolario. Todo grafo con n vértices y menos de n — 1 aristas es disconexo.

Si G fuera conexo tendria un drbol spanning T, con |A(T)| = n — 1 por el teorema de
caracterizacion. Pero |A(G)| > |A(T)| = n — 1, contra la hipétesis. [ |

Otra via (los dos vértices que no son puntos de corte, con un arbol spanning). El 4rbol
spanning da una tercera prueba del ejercicio de los dos vértices que no son puntos de corte
(seccion 2.6), y es la més corta. Sea G conexo con al menos dos vértices y sea T un arbol
spanning suyo, que tiene al menos dos hojas. Si £ es una de ellas, T — ¢ sigue siendo un arbol,
porque una hoja solo puede ser extremo de un camino y ningtin camino entre los demés
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vértices pasa por ella. Ademads T — ¢ contiene todos los vértices de G — ¢, asi que G — £ es
conexo y £ no es punto de corte. La hoja lo es del drbol, no de G: en G puede tener grado
alto, y da igual, porque para mantener unido al resto basta el esqueleto, y el esqueleto no la
necesita. Con las dos hojas salen los dos vértices.

Ejemplo (la cuenta de aristas, arista a arista). El problema. Muchas preguntas comparan
el namero de aristas con el de vértices: si hay mas aristas que vértices, ;tiene que haber un
ciclo?; con tantas aristas, épuede ser conexo? Todas se contestan con una sola imagen.

La idea. Se construye el grafo afiadiendo sus aristas una a una a los n vértices sueltos,
que al principio son n componentes. Cada arista nueva hace una de dos cosas. O une dos
componentes distintas, y entonces el ntimero de componentes baja en uno; o une dos vértices
que ya estaban comunicados, y entonces cierra un ciclo con el camino que ya los unia, y el
nimero de componentes no cambia. Si k es el nimero de aristas del segundo tipo,

[70(G)| = n—[A(G)| + k.

Leida en palabras: cada arista que une trozos ahorra una componente, y las que no ahorran
nada son exactamente las que cierran ciclos. En particular k = 0 si y solo si el grafo es aciclico.

El caso a mano. Seis vértices 1,...,6 y las aristas en este orden: 12, 34, 23, 13 y 56. Las
componentes pasan de 6 a 5, 4, 3, 3y 2. La cuarta arista, 13, une dos vértices que ya estaban
comunicados por 123y cierra el tridngulo; es la anica del segundo tipo. Al final, |71p(G)| =
2=6-5+1

Qué se ha ganado. Tres consecuencias que se leen en la férmula, sin més argumento que
|7(G)| > 1yk > 0.

» |719(G)| > n—|A(G)|. Con menos de n — 1 aristas hay al menos dos componentes, que es
el corolario de arriba; dicho al revés, un grafo conexo tiene al menos n — 1 aristas.

» k> |A(G)] —n+1.Con |A(G)| > n alguna arista cierra un ciclo, asi que el grafo tiene un
ciclo.

= Un grafo aciclico con ¢ componentes tiene exactamente n — c aristas; con ¢ = 1 es la cuenta

n — 1 de los arboles.

El namero k = |A(G)| — n + |719(G)| no depende del orden en que se afiadan las aristas,
porque los otros tres términos no dependen de él. Para un grafo conexo es |A(G)| —n+1, el
nimero de ecuaciones de malla de Kirchhoff de la caja de historia que sigue.

Doénde se falla. En leer las cuentas al revés. Tener n — 1 aristas no hace conexo a un grafo:
el cuadrado con un vértice suelto del principio de la seccién tiene cinco vértices y cuatro
aristas. Y tener un ciclo no obliga a tener n aristas o mas: un tridngulo con tres vértices sueltos
tiene seis vértices y tres aristas. Las implicaciones van en un solo sentido, y los contraejemplos
del sentido falso son siempre del mismo tipo: un ciclo en un sitio y un trozo suelto en otro.

DE DONDE VIENE: LOS ARBOLES ANTES DE LOS GRAFOS

Los arboles nacieron dos veces antes de que existiera la teoria de grafos. Kirchhoff, en 1847,
los us6 para resolver circuitos eléctricos. En una red conexa, cada arista que queda fuera de
un drbol spanning cierra un ciclo con el camino del drbol entre sus extremos. Estos ciclos son
independientes: cada uno contiene una arista exterior al 4rbol que no aparece en los otros. Son
|A(G)| — |[V(G)| + 1, tantas como ecuaciones de malla independientes se necesitan. Cayley
estudi6 los arboles en 1857 y después los aplicé al recuento de isémeros de los alcanos C,,Hp, 4.
Su esqueleto de carbonos es un arbol con grados a lo sumo 4; contar sus estructuras de enlaces
es contar estos drboles salvo isomorfismo. La palabra «arbol» es suya. El resultado mas famoso
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de Cayley sobre el tema, que hay n"~2 arboles distintos con vértices 1, ..., 1, no entra en este
curso.

Ejercicios: arboles

Ejercicio 2.18. Arboles con uno y con dos centros R2.13

Dado un grafo G conexo, un vértice de G se denomina central si tiene excentricidad minima.
Dar ejemplos de drboles (a) con un punto central; (b) con dos puntos centrales.

Resolucién. (a) El camino Ps = 12345 tiene excentricidades 4, 3,2, 3, 4: su tinico vértice
central es 3. También la estrella K; , con n > 2, cuyo centro tiene excentricidad 1 y cuyas
hojas tienen excentricidad 2. (b) El camino Py = 1234 tiene excentricidades 3, 2,2, 3: sus
vértices centrales son 2 y 3, adyacentes. También K5, con sus dos vértices de excentricidad 1.
En general un camino con un ntimero impar de vértices tiene un centro y con un niimero par
tiene dos. |

Ejercicio 2.19. El centro de un drbol R2.14

Se denomina centro de un grafo al conjunto de sus vértices centrales. Probar que el centro
de un arbol estd formado por un tnico vértice o por dos vértices adyacentes.

Resolucién. La idea. Pelar el 4&rbol como una cebolla. Si se quitan a la vez todas las hojas, lo
que queda sigue siendo un drbol, todas las excentricidades bajan exactamente en uno y el
centro no se mueve, porque ninguna hoja era central. Se repite mientras se pueda: al final
quedan un vértice, o dos unidos por una arista, y eso es el centro. En el arbol del dibujo,
el camino 123456 con una hoja 7 colgada de 2 y dos hojas 8 y 9 colgadas de 4, la primera
pelada quita 1, 6,7, 8 y 9 y deja el camino 234 5; la segunda deja la arista 34. En los vértices
que quedan tras la primera pelada, las excentricidades pasan de 4,3,3,4 a 3,2,2,3, y el centro
es {3,4} desde el principio.

® ©O
O--0—3——CG--® @-0—@-G
T:sepelan1,6,7,8,9 sepelan2y5 el centro

Por induccion sobre el niimero n de vértices de T. Si n = 1, el centro es el tiinico vértice; si
n =2, T = Ky y el centro son sus dos vértices, adyacentes.

Sea n > 3. Se necesitan dos hechos. Primero: para todo vértice v, algtin vértice a distancia
€(v) de v es una hoja. En efecto, si w esta a distancia ¢(v) de vy é(w) > 2, w tiene un vecino
w' fuera del tnico camino de v a w, y entonces d(v, w') = &(v) + 1 (el camino de v a w’ es el
de v a w seguido de ww’, porque en un arbol el camino es tnico), contradiccién. Sequndo:
ninguna hoja es central. Si # es una hoja con vecino v, para todo x # u el tinico camino de u a
x pasa por v, luego d(v,x) = d(u,x) — 1, yd(v,u) =1 < e(u) — 1 porque &(u) > 2 cuando
n > 3. Por tanto ¢(v) = e(u) — 1 < e(u), y u no tiene excentricidad minima.
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Sea T’ el subgrafo que resulta de quitar a T todas sus hojas. No es vacio, porque un érbol
con n > 3 vértices tiene algtn vértice de grado > 2 (si todos tuvieran grado < 1, las aristas
serian disjuntas y el grafo no seria conexo). Es un arbol: es aciclico por ser subgrafo de T,
y es conexo porque el camino entre dos vértices de T’ no pasa por hojas (una hoja solo
puede ser extremo de un camino). Y tiene menos de n vértices. Para v € V(T’) se tiene
er(v) = er(v) — 1: los vértices de T’ a distancia d de v tienen d < er(v) — 1 (por el primer
hecho, més alld de un vértice de grado > 2 siempre hay otro vértice, luego ninguno de ellos
estd a distancia e7(v)), y el penaltimo vértice de un camino de longitud e7(v) desde v esta
en T' y a distancia e¢7(v) — 1. Como los centrales de T estdn en T’ (segundo hecho) y las
excentricidades bajan todas en uno, el centro de T es el centro de T’, que por hipétesis de
induccién es un vértice o dos adyacentes en T’, y por tanto en T. n

Dénde se falla. En aplicar el resultado fuera de los drboles: en un ciclo C, todos los vértices
tienen la misma excentricidad y el centro es el grafo entero. Lo que se usa del drbol es que los
caminos son tnicos. Por eso quitar las hojas no acorta ningtin camino entre los vértices que
quedan, y las excentricidades bajan exactamente en uno, ni més ni menos.

Ejercicio 2.20. Estrellas y didmetro dos R2.17 v 2.18

Los grafos bipartitos completos Kj ,, se llaman estrellas.
(a) Probar que un arbol con p > 3 vértices tiene didmetro 2 si y solo si es una estrella.
(b) Dado un grafo conexo G, json ciertas las siguientes afirmaciones? Si G tiene didmetro
2, entonces tiene una estrella spanning. Si G tiene una estrella spanning, entonces tiene
didmetro igual a 2.

Resolucién. La idea. En un &rbol la distancia entre dos vértices es la longitud del tnico
camino que los une, asi que didmetro 2 significa que no hay ningtn camino de tres aristas. La
tnica manera de conseguirlo es que todas las aristas compartan un mismo vértice, y eso es
una estrella. En (b) las dos implicaciones caen con los ejemplos méas pequefios posibles.

(a) En un 4rbol el tnico camino entre dos vértices es una geodésica, luego la distancia es
la longitud de ese camino. Una estrella K; , con n > 2 es un arbol (conexa, n 4 1 vértices, n
aristas) y tiene didmetro 2: dos hojas estdn a distancia 2 pasando por el centro. Reciprocamente,
sea T un drbol con p > 3 vértices y diam(T) = 2. Tiene alguna arista a = uv. Si existieran x, y
conxu € A(T)yyv € A(T), x # v,y # u, entonces x 1 vy seria un camino (y por tanto la
geodésica) de longitud 3, contra diam(T) = 2. Luego al menos uno de los extremos, digamos
v, es una hoja. Todo camino de v a otro vértice empieza por vu y tiene longitud a lo sumo 2;
por tanto todos los demds vértices son adyacentes a u, y ninguno a v. Como T es aciclico, no
hay aristas entre esos vértices (formarian un tridngulo con u). Asi T es la estrella con centro u.

(b) La primera es falsa. C4 tiene didmetro 2 y ninguna estrella spanning: una estrella spanning
de un grafo con 4 vértices es Kj 3 y necesita un vértice de grado 3, y en C4 todos tienen grado
2. La sequnda es falsa. K,, con n > 3 contiene la estrella spanning Kj ,,_1 (un vértice y sus n — 1
aristas), pero diam(K,) = 1. [

Dénde se falla. En la segunda afirmacién de (b), en olvidar que el didmetro puede
quedarse por debajo de 2. Con una estrella spanning, dos vértices cualesquiera estdn a lo
sumo a distancia 2, pasando por el centro; el didmetro es entonces a lo sumo 2, y vale 1
exactamente cuando el grafo es completo.
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Ejercicio 2.21. Los extremos de un arco maximal R2.19

Sea T un arbol no trivial y sea P = uou; ... u, un arco de longitud méxima en T (en T no
hay arcos de longitud > n). Probar que (1) = 6(u,). Como consecuencia, probar que un
arbol no trivial tiene méas de una hoja.

Resolucién. Todo vecino w de ug estd en P: sino, w ug u; . . . u, seria un arco de longitud n 4 1.
Y el tinico vértice de P que puede ser vecino de ug es u: si ugu; fuera arista coni > 2, entonces
Up Uy ... u; up seria un ciclo en T. Luego d(up) = 1; por el mismo argumento d(u,) = 1,y
5(up) = 6(uy). Como T tiene mas de un vértice y es conexo, tiene alguna arista y por tanto
algin arco de longitud > 1; un arco de longitud méxima tiene ug # u,, y son dos hojas. W

Ejercicio 2.22. Hojas y grado mdximo R2.20; CONTROL 1.1

Sea T un arbol y sea v un vértice de valencia k > 1. Probar, siguiendo los dos pasos de abajo,
que T tiene al menos k hojas.

1. Demostrar que T — v tiene k componentes conexas.

2. Justificar que cada componente conexa de T — v contiene al menos una hoja de T.

® CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Quitar v deja k ramas, una por cada vecino, porque en un arbol dos
vecinos de v solo se comunican a través de v. Y cada rama termina en alguna parte: caminando
por ella y alejandose de v, tarde o temprano se llega a un vértice del que no sale nada nuevo,
que es una hoja de T. Son k ramas, y cada una aporta su punta. En el dibujo, v tiene grado 3 y
sus tres ramas acaban en cuatro hojas: y, z, w y u3, que es una rama de un solo vértice.

©)

OD—@D—(m) (2]
@) @)

Paso 1. T — v tiene k componentes, una por vecino. Sean u, ..., uy los vecinos de v. En
T — v dos de ellos, u; y uj, no pueden estar en la misma componente: un camino de u; a u; en
T — v, junto con u; v u;, seria un ciclo de T. Luego hay al menos k componentes. Y no hay mas:
todo vértice x # v estd unido a v por un camino en T, cuya tltima arista es u;v para algtn i;
quitando v queda un camino de x a u#; en T — v. Asi cada vértice estd en la componente de
algan u;, y T — v tiene exactamente k componentes T > uy,..., T > u.

Paso 2. Cada componente aporta una hoja de T (el ntcleo de la prueba). Cada T; es un
arbol (conexa por ser componente, aciclica por ser subgrafo de T). Si T; = {u;}, entonces u;
solo tiene a v como vecino en T, y es una hoja de T. Si T; tiene al menos dos vértices, tiene al
menos dos hojas por el teorema; de ellas, a lo sumo una es u;, que es el tinico vértice de T;
adyacente a v (todo vecino de v en T; es algtn u;, y solo u; estd en T;). Cualquier otra hoja h
de T; tiene en T el mismo grado que en T;, porque la tinica aristade T quenoestien T — vy
toca a T; es u;v. Luego h es hoja de T. En los dos casos, cada T; aporta una hoja de T, distintas
por estar en componentes distintas: al menos k hojas. u
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Encapsulado. En un drbol, dos vecinos de v solo se comunican a través de v, asi que T — v
tiene una componente por vecino. Cada componente es un arbol: o es un solo vértice, que ya
es hoja de T, o tiene dos hojas, de las que a lo sumo una toca a v, y la otra es hoja de T. Una
hoja por rama y k ramas.

Dénde se falla. En el paso 2, en tomar una hoja cualquiera de T;: puede ser u;, queen T
tiene ademads la arista hacia v y no es hoja de T. Por eso hacen falta dos hojas en T; y no una.
En el dibujo, la rama de u; es el camino u; xy, con hojas u; e y, y solo y es hojade T.

QUE DEJA. Quitar un vértice de grado k a un drbol lo parte en exactamente k drboles: en un arbol,
cada arista es su propio puente. Es la imagen que resuelve casi todo lo de arboles.

Ejercicio 2.23. El reciproco, y dos drboles bipartitos CONTROL 1.2

Sea T un &rbol con k hojas (k > 1). ;Es cierto que T tiene un vértice de grado k? En caso
negativo, aportar (si es posible) dos contraejemplos que cumplan: (1) tiene exactamente
4 hojas y ningtn vértice de grado 4; (2) tiene exactamente 5 hojas y todos sus vértices de
grado mayor que 1 tienen grado 3. Para cada uno de los ejemplos, dar una particién del
conjunto de vértices que muestre que ambos grafos son bipartitos.

Resolucién. Es falso. (1) Dos vértices adyacentes a, b, cada uno con dos hojas colgando: 6
vértices, grados 3,3,1,1,1,1, cuatro hojas y grado maximo 3. (2) Un camino a b ¢ con dos hojas
ena, unaen by dos en c: 8 vértices, grados 3,3,3 para a,b, c y 1 para las cinco hojas.

® OO
[)—b] (—b)——]

(1): {61, h3/ h4} U {b/hlth} (2) {a/ C/h?)} U {b/ hl/hZ/ h4/ h5}

Las particiones se obtienen coloreando por la paridad de la distancia a a: en cada arista los
extremos estan a distancias de paridades distintas, luego todas las aristas cruzan. Que todo
arbol es bipartito se prueba en general en la seccién 2.9. u

Ejercicio 2.24. La férmula de las hojas y las arafias CONTROL 1.3
Sea T un arbol y L el conjunto de sus hojas. Demostrar que
IL| =2+ Y (6(v)—2). 1)
veV(T): 6(v)>2

Una k-arafia es un drbol en el que todo vértice que no es hoja tiene grado k > 2. Demostrar,
usando (1), que si una k-arafa tiene exactamente k hojas, entonces tiene un tinico vértice
que no es hoja.  CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Escribe V(T) = LU I con I los vértices de grado > 2, y suma los grados de dos maneras.
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Resolucién. La idea. Un camino tiene exactamente dos hojas, sus extremos. Cada vértice de
grado 3 abre una rama mads, y cada rama acaba en una hoja; en general, un vértice de grado d
abre d — 2 ramas ademads de las dos por las que pasa el camino. La férmula (1) dice eso: se
parte de las dos hojas de un camino y se suma una hoja por cada rama de més. La prueba
formal no sigue ramas: cuenta los grados de dos maneras, con el apretén de manos y con la
cuenta |A(T)| = |V(T)| — 1 de los arboles.

La férmula requiere que T tenga al menos dos vértices: para K; el lado izquierdo es 0 y el
derecho 2. Bajo esa hipoétesis, sea I = {v € V(T) : 6(v) > 2}, de modo que V(T) = LU I (en
un arbol con al menos dos vértices no hay vértices de grado 0). Por el lema del apretén de
manos y el teorema de caracterizacion,

Y 6(v) =2|A(T)| =2(|V(T)| — 1) =2|L| +2|I| — 2.
veV(T)

Por otro lado, separando la suma segun V(T) = L L I y usando que las hojas tienen grado 1,

Y. 6(v)=|L|+)_6(v).

veV(T) vel

Igualando, |L| 4+ Y,c;0(v) = 2|L| + 2|I| — 2, es decir,
IL[=2+Y 6(v)—2/I| =2+ ) (6(v) —2),

vel vel
que es (1). Se comprueba en los drboles del ejercicio anterior: el (1) tiene dos vértices de grado
3, ylaférmulada2+1+1 = 4hojas; el (2) tiene tres,yda2 +1+1+ 1 = 5. Un camino no
tiene vértices de grado mayor que 2, y la férmula da sus dos hojas.

Sea ahora T una k-arafia con exactamente k hojas y sea m = |I| el namero de vértices que
no son hojas. Cada uno tiene grado k, luego (1) dak = 2+ m(k —2), estoes, m(k —2) = k — 2.
Como k > 2, se puede dividir: m = 1. n

Encapsulado. La suma de los grados se escribe dos veces: como 2(|L| + |I| — 1), por el
apretén de manos y la cuenta de aristas del arbol, y como |L| + Y; 6(v), separando las hojas
del resto. Igualando y despejando |L| sale (1). Para las arafas basta sustituir §(v) = k: la
igualdad k = 2 + m(k — 2) obligaam = 1.

Dénde se falla. En olvidar la hipétesis de al menos dos vértices: K; no cumple (1). Y en las
arafas, en dividir por k — 2 sin mirar la hipétesis k > 2. Con k = 2 la «arafia» es un camino,
tiene dos hojas con cualquier niimero de vértices interiores, y la ecuacion se queda en 0 = 0,
que no dice nada.

Ejercicio 2.25. Dos drboles spanning no isomorfos y el centro CONTROL 1.4

Encontrar un grafo G conexo con 6 vértices que contenga dos arboles spanning no isomorfos,
argumentar por qué no lo son, y determinar el centro de ese grafo.

Resolucién. La idea. Para que haya dos arboles spanning distintos hace falta un grafo con
ciclos, y para distinguirlos basta un invariante barato: el grado maximo. Un hexdgono con
una cuerda deja elegir qué dos aristas quitar, y quitando las adecuadas sale o un camino, con
grado maximo 2, o un arbol con un vértice de grado 3.

Sea G el ciclo 1234561 con la cuerda 14. Quitando las aristas 14 y 34 queda el camino
456123, un drbol spanning T; ~ Ps con todos los grados < 2. Quitando 23 y 45 queda el
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arbol spanning T con aristas 12,61, 14, 34,56, en el que 1 tiene grado 3. Ambos son drboles
(conexos con 5 aristas y 6 vértices) y no son isomorfos porque el grado méximo es un
invariante: 2 en T; y 3 en T.

G T, coné(1) =3

Centro de G. Excentricidades: ¢(1) = 2 (estd a distancia 1 de 2,4, 6 y a distancia 2 de 3,5),
¢(4) = 2 por simetria, y ¢(2) =3 (de2a5:2145 02345, y no hay nada mas corto porque
2 y 5 no son adyacentes ni tienen un vecino comun: sus conjuntos de vecinos son {1,3} y
{4, 6}, disjuntos). Por simetria ¢(3) = ¢(5) = ¢(6) = 3. Luego r(G) = 2, diam(G) = 3y
Z(G) ={1,4}. [

Dénde se falla. En quitar dos aristas cualesquiera. La cuerda parte el hexdgono en dos
cuadrados, 1234y 1456, y un drbol spanning tiene que romper los dos: o se quita la cuerda
y otra arista, o una arista de cada cuadrado. Quitar 12 y 34, las dos del mismo cuadrado, deja
intacto el otro y separa 23 del resto: ni es conexo ni es aciclico. Las siete aristas menos las
cinco de un 4rbol de seis vértices dan dos de mas, como dice la cuenta de aristas de la seccién.

Ejercicio 2.26. Invariantes que no distinguen EXAMEN DE NOVIEMBRE 2012

Construir dos grafos no isomorfos con p > 6 vértices para los cuales tomen el mismo
valor: ntimero de vértices, nimero de aristas, secuencia de grados, nimero de componentes
conexas, didmetro, nimero de puntos de corte, nimero de puentes y namero de ciclos de
longitud 4.

Resolucién. La idea. Los invariantes de la lista son baratos y globales: cuentan cosas o miden
el grafo entero. Para engafiarlos a todos a la vez conviene tomar arboles, en los que el orden
ya fija las aristas, las componentes, los puentes y los cuadrados, y los puntos de corte son
los vértices de grado al menos 2. Después se mueve una sola hoja de sitio sin cambiar ni la
secuencia de grados ni el camino mads largo. Lo que cambia es algo local: qué hay pegado al

vértice de grado 3.
Se toma el camino uabcd vy se le cuelga una hoja x: en H de a, en | de b.

® @)
ooee@e W—~D)—)—D)—)—)

H J

Ambos son drboles con 7 vértices y 6 aristas, conexos, con secuencia de grados (3,2,2,2,1,1,1);
todas las aristas son puentes (6 en cada uno); los puntos de corte son los cuatro vértices de
grado > 2 (en un arbol, un vértice de grado k deja k componentes al quitarlo, y las hojas
ninguna de més); el didmetro es 5 = d(u,v) = d(u’,v’), y no hay ciclos, en particular ninguno
de longitud 4. No son isomorfos: en H el anico vértice de grado 3 es adyacente a dos hojas (u
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y x), y en ] a una sola (x’). Un isomorfismo llevaria el vértice de grado 3 en el de grado 3y
conservaria el nimero de hojas adyacentes a él. [

Qué hemos aprendido. Coincidir en una lista de invariantes, por larga que sea, no prueba
el isomorfismo; para descartarlo basta uno que difiera, y los més finos son los locales, como
los grados de los vecinos de cada vértice. Dénde se falla. En colgar la hoja de c: el resultado
es ] visto en un espejo, e isomorfo a él. Y en colgarla de un extremo, que convierte el drbol en
el camino de siete vértices y cambia la secuencia de grados y el didmetro.

Ejercicio 2.27. Una arista de mds EXAMEN DE NOVIEMBRE 2013

Decidir si son verdaderas o falsas: (a) si G es conexo y |A(G)| = |V(G)|, entonces G
contiene exactamente un ciclo; (b) si G es conexo y |A(G)| = |V(G)| + 1, entonces G
contiene exactamente dos ciclos.

Resolucion. La idea. Es la cuenta de aristas, arista a arista, del ejemplo de esta seccion:
al construir un grafo conexo afadiendo aristas, exactamente |A(G)| — |V(G)| + 1 de ellas
cierran un ciclo. Con |A(G)| = |V(G)| hay una sola, y la pregunta es si una sola arista de
mads puede dejar mas de un ciclo. En (b) hay dos, y la pregunta es si dos cierres dan siempre
dos ciclos.

(a) Verdadero. Por el teorema de caracterizacién, G no es un arbol (tiene una arista de
mas), luego contiene un ciclo C. Si contuviera otro ciclo C’ # C, habria una arista a en C que
no esta en C’'. Como a estd en un ciclo no es puente, y G — a es conexo con |A(G —a)| =
|V(G —a)| — 1: un arbol. Pero C’ es un ciclo de G — a, porque a ¢ C'. Contradiccién. (b) Falso.
K4 menos una arista tiene 4 vértices, 5 aristas y tres ciclos: dos tridngulos y el cuadrilatero
que los rodea. [

Qué hemos aprendido. Con una arista de méas hay exactamente un ciclo; con dos de més
no hay un ntimero fijo. Si los dos ciclos que se cierran no comparten ninguna arista, como
en la pajarita, con cinco vértices y seis aristas, hay exactamente dos. Si comparten un tramo,
como en Ky menos una arista, aparece un tercero que da la vuelta por fuera. Por eso (b) es
falso: dice «exactamente dos» para todos los grafos, y basta uno con tres.

Dénde se falla. En dar (b) por verdadero tras comprobarlo en la pajarita: un ejemplo que
cumple no prueba un enunciado universal, y uno que no cumple lo tumba. Y en (a), en contar
ciclos a ojo, sin argumento: la prueba necesita la cuenta de los drboles, que es la que impide
que quede un segundo ciclo al quitar una arista del primero.

2.9 Grafos bipartitos

LA PREGUNTA

Un grupo de personas con algunas enemistades entre ellas quiere dividirse en dos
bandos de manera que todas las enemistades queden entre bandos distintos y ninguna
dentro de un bando. A veces se puede y a veces no: si A es enemigode B, BdeCy C
de A, no hay manera. La pregunta que surge es si ese tridngulo es el tinico obstaculo, o
si hay configuraciones mas complicadas que también lo impiden. La misma pregunta
se hace un quimico con los cristales iénicos (;se pueden colocar los iones positivos
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y negativos de modo que ningtin enlace una dos del mismo signo?) y quien reparte
turnos entre dos equipos. ;Cudndo se puede partir un grafo en dos lados de modo
que todas las aristas crucen?

Definicién (grafo bipartito). Un grafo G es bipartito si existe una particiéon V(G) = V; UV,
tal que toda arista de G une un vértice de V; con uno de V».

Definicién (completo bipartito). El grafo completo bipartito K, , tiene V (K, ,) = V1 U V>
con |Vi| =m, |[Va| =n,y A(Kpy) ={uv : ueVy, ve Wl

Observacion. |A(K,,,)| = mn: cada uno de los m vértices de un lado es adyacente a los n
del otro. Los grados sonn en Vi y men V5. Sim,n > 1, K, es regular si y solo si m = n;
si uno de los dos vale 0, el grafo no tiene aristas y es O-regular. En la notacién de la suma,
Km,n = m + E

No se exige que V; y V2 sean no vacios ni que la particion sea tinica: un grafo sin aristas es
bipartito de muchas maneras, y K; es bipartito con V, = @. Lo que si se exige es que ninguna
arista tenga los dos extremos del mismo lado.

Teorema (caracterizacién por ciclos impares). Un grafo G es bipartito si y solo si G no
contiene ciclos de longitud impar.

LA IDEA: EL INTERRUPTOR QUE CAMBIA DE LADO EN CADA PASO

La intuicién falsa, primero. La obstruccién que todo el mundo tiene en la cabeza
es el tridngulo: «si no hay tridangulos, se podré pintar de dos colores». Es falso, y el
contraejemplo es pequeno: el pentagono Cs no tiene ningtn tridngulo y no es bipartito,
porque al recorrerlo pintando alterno se vuelve al primer vértice habiéndolo pintado
ya del otro color. El enunciado correcto no habla de tridngulos sino de todos los ciclos
impares, y esa diferencia no es un tecnicismo: es la diferencia entre una condicién local
y una condicién global.

La imagen. Ser bipartito es tener un interruptor de dos posiciones, blanco y negro,
que se acciona cada vez que se recorre una arista. Recorrer un camino es accionar
el interruptor una vez por paso; volver al punto de partida exige haberlo accionado
un ntimero par de veces, porque si no, el vértice de salida estarfa a la vez en las dos
posiciones. De ahf sale la mitad facil.

La mitad dificil es la reciproca, y la imagen también la predice: si no hay ciclos impares,
el interruptor se puede instalar. ;Cudl es su posicién en cada vértice? La paridad
del niimero de pasos que hay desde un vértice base u, es decir, la paridad de d(u, v).
Con eso la demostracion ya estd esbozada: se define el color por esa paridad y se
comprueba que ninguna arista une dos vértices del mismo color.

El corazén en una frase: sin ciclos impares, cada arista cambia la paridad de la distancia
al vértice base. La distancia siempre tiene una paridad bien definida; lo que hay que
probar es que da colores distintos a los extremos de cada arista. Si no los diera, la
desigualdad triangular y dos caminos minimos permitirian fabricar un ciclo impar.
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Paso 1 (=): recorrer una arista cambia de lado, luego cerrar un ciclo cuesta un
namero par de pasos. Sea V(G) = V; LI V, una biparticién. En cualquier recorrido
los vértices alternan entre V; y V,, porque cada arista cambia de lado. En un ciclo
(v, ...,vs) con vy = vy se vuelve al lado de partida tras ¢ pasos, luego ¢ es par.

Paso 2 (<): reduccién al caso conexo. Sea G sin ciclos de longitud impar. Basta
probarlo para G conexo: si no lo es, cada componente es bipartita por el caso conexo, y
uniendo los lados «V;» de todas las componentes y los lados «V;» de todas se obtiene
una biparticién de G, porque no hay aristas entre componentes. Sin esta reduccién el
vértice base del paso siguiente no alcanzaria a todo el grafo.

Paso 3: se propone la biparticién por paridad de la distancia. Sea G conexo y fijese
un vértice u. Se definen

Vp ={v € V(G) : d(u,v)espar}, Vi={v e V(G) : d(u,v) esimpar},

con u € Vp por tener distancia 0. Es una particion de V(G).

Paso 4: si una arista uniera dos vértices del mismo lado, se fabrica con ella un ciclo
impar (el ntcleo de la prueba). Aqui esté todo el peso del teorema: hay que convertir
un fallo local de la paridad en un objeto global prohibido. Hay que ver que ninguna
arista tiene los dos extremos en Vp ni los dos en V;. Sea vw una arista con v, w del
mismo lado, es decir, con d(u,v) y d(u, w) de la misma paridad. Por la desigualdad
triangular |d(u,v) — d(u,w)| < d(v,w) = 1, y dos enteros de la misma paridad que
difieren en a lo sumo 1 son iguales: d(u,v) = d(u, w) =: d. Sean P; y P, geodésicas
deu avydeuaw.Sea x el dltimo vértice comtin a P; y P, contando desde u: un
vértice y que esté en las dos geodésicas ocupa en ambas la posicion d(u, y). Asi, x es el
altimo comtin en ambas y no comparten ningtn vértice después; antes de x pueden
haberse separado y reunido varias veces. Los tramos de P; y P, desde x tienen la
misma longitud d — d(u,x) > 1 (es > 1 porque x # v: si x = v, entonces v estaria
en P, en la posicion d, y seria w). Esos dos tramos y la arista vw forman un ciclo de
longitud 2(d — d(u, x)) + 1, impar. Contradiccion.

Otra manera de cerrar esta segunda parte es descomponer P; y P en todos sus vértices
comunes vy,...,7; y examinar los ciclos pares formados por los tramos donde se
separan; los tramos coincidentes no forman un ciclo. Tomar solo el dltimo vértice
comun ahorra ese recuento. [

Observacién (qué hace cada hipétesis, y qué se lleva uno de aqui). La demostracién no solo
dice que el grafo es bipartito: dice cdmo partirlo, y el método cabe en media linea —a distancia
par de u, blanco; a distancia impar, negro—. Ademads de demostrar la existencia, la prueba
construye una biparticion.

Si se quita la conexién, el Paso 3 no llega a los vértices de las otras componentes y la
particion queda incompleta; por eso hizo falta el Paso 2, que la restituye componente a
componente. Y si se debilita «sin ciclos impares» a «sin tridngulos», lo que se cae es el Paso
4: seguirfa fabricando un ciclo impar, solo que de longitud mayor que 3, y ya no habria
contradiccién con la hipétesis. El pentdgono es justo ese caso.

En el capitulo 6 lo que aqui se ha probado se escribird «x(G) < 2». Para dos colores, la
prueba proporciona un procedimiento de decisién y un obstdculo concreto cuando falla: un
ciclo impar. Este argumento de paridad no se extiende directamente al problema de colorear
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con tres colores.

La prueba, a mano. Con las capas de distancia de la seccién de invariantes métricos, la
demostracion se hace sobre el papel. En el hexdgono Cg, con vértices 0, . . ., 5, las capas desde
0son {0}, {1,5}, {2,4} y {3}. Pintando de blanco las capas pares y de gris las impares, cada
arista une una capa con la siguiente y cambia de color, y sale la biparticién {0,2,4} LI {1,3,5}.
En el pentagono Cs las capas desde 0 son {0}, {1,4} y {2,3}, y la arista 23, en rojo, une dos
vértices de la misma capa: es el fallo que busca el paso 4. Las geodésicas 012y 043 solo
comparten el 0, y con la arista 23 cierran el ciclo 012340, de longitud 2-2 +1 = 5. Es el ciclo
impar que la prueba prometia, y el certificado de que el pentdgono no es bipartito.

Ce: capas 0,1,2,3 desde 0 Cs: 2y 3, en la misma capa

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: INTENTAR PINTAR Y VER SI FALLA

La alternativa. Definir bipartito por el procedimiento: se empieza en un vértice, se pinta a sus
vecinos del otro color, y asi sucesivamente; si una arista obliga a asignar a un vértice un color
distinto del que ya tiene, el grafo no es bipartito.

Su ventaja. Es un algoritmo, y es exactamente lo que se hace en un dibujo.

Qué le falta. Que sin el teorema no se sabe si el fallo depende de por dénde se empiece. El
teorema garantiza que no: si el procedimiento falla desde un vértice, es porque hay un ciclo
impar, y entonces falla desde cualquier vértice de esa componente. Si el grafo es disconexo, hay
que repetir el procedimiento en las componentes atin no visitadas. La caracterizacién convierte
una comprobacién que podria depender de elecciones en una propiedad del grafo, y da ademaés
el certificado de que no es bipartito: el ciclo impar.

Corolario. Ningun grafo completo K, con n > 3 es bipartito.
Tres vértices cualesquiera de K, forman un tridngulo, un ciclo de longitud 3. |
Observacién. Ser bipartito es invariante por isomorfismo, dado que un isomorfismo lleva

ciclos en ciclos de la misma longitud. Otros ejemplos: C;, es bipartito si y solo si n es par; los
caminos y los drboles siempre lo son; W, nunca, porque tiene tridngulos.

Ejercicios: grafos bipartitos

Ejercicio 2.28. Arboles bipartitos R2.15

Probar que cada arbol es un grafo bipartito. ;Qué arboles son grafos bipartitos completos?

Resolucién. Un drbol no contiene ciclos de ninguna longitud, en particular impares, luego es
bipartito por el teorema. Para la segunda parte: K; = Kj 9 y K» = Kj,1 son drboles bipartitos
completos. Sea T = K, , un arbol con m,n > 1.Sifueram > 2y n > 2, tomando u, u’ € V1 y
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w,w’ € V, se tendria el ciclo u w1’ w' u de longitud 4, imposible en un drbol. Luegom =10
n = 1: T es una estrella Kj ,,. Y toda estrella es un arbol. Los drboles bipartitos completos son
exactamente las estrellas (incluidas K; y K»). |

Ejercicio 2.29. El cubo Q;,, EXAMEN DE JUNIO 2011

Dado n > 1, se define Q, como el grafo cuyos vértices son las n-uplas (ay,...,a,) de
ceros y unos, y dos vértices son adyacentes si las n-uplas difieren en exactamente una
coordenada. (a) Calcular el nimero de vértices y de aristas de Q. (b) ;Es Q, regular?
(Contiene tridngulos? (c) Probar que Q, es bipartito y conexo.

Resolucién. La idea. Todo se cuenta y se prueba con las coordenadas. Cambiar una coorde-
nada es moverse por una arista, asi que el grado es el nimero de coordenadas; cada paso
cambia la paridad del ntimero de unos, y eso da la biparticion; y se llega de una n-upla a
cualquier otra corrigiendo una coordenada cada vez, y eso da la conexién.

(a) Hay VR, = 2" vértices (capitulo 1). Cada vértice tiene exactamente n vecinos, uno por
cada coordenada que se puede cambiar, luego por el apretén de manos |A(Q,)| = 4 -n-2" =
n2n-1,

(b) Es regular de grado n. No contiene tridngulos: si a y b difieren solo en la coordenada i,
y by csolo en la j, entonces a y c difieren en las coordenadas i y j sii # j (dos coordenadas:
no adyacentes) o en ninguna si i = j (entonces 2 = c). Luego no hay 4, b, ¢ distintos y
mutuamente adyacentes.

(c) Sea Vp el conjunto de n-uplas con un niimero par de unos y V7 el de las que tienen un
nimero impar. Cambiar una coordenada cambia el nimero de unos en +1, asi que toda arista
une Vp con Vi: Q, es bipartito. Es conexo porque de cualquier n-upla se llega a cualquier otra
cambiando una a una las coordenadas en las que difieren; de paso, d(a, b) es el nimero de
coordenadas distintas y diam(Q,,) = n. [ |

Dénde se falla. En contar las aristas como 7 2": cada arista se ve desde sus dos extremos, y
el apretén de manos obliga a dividir por dos. En Q3 son 12, las del cubo, y no 24.

QUE DEJA. Para probar que un grafo es bipartito se da la particién; para probar que no lo es, se sefiala
un ciclo impar. Las dos direcciones del teorema son las dos mitades de todo ejercicio de bipartitos.

REPASO INTERCALADO: CAPITULO 2

Lo que hay que llevarse de este capitulo, en el orden en que se usa:

1. Un grafo simple es un conjunto de vértices y un conjunto de pares; todo lo demas (dibujo,
matrices) es representacién. Dos grafos son «el mismo» si son isomorfos, y para probar que
no lo son se busca un invariante que difiera: grados, contorno, didmetro, puntos de corte.

2. Apret6n de manos: }6(v) = 2|A(G)|; el nimero de vértices de grado impar es par.

3. Un recorrido con repeticiones contiene un camino simple; la conexién es una relacién de
equivalencia y sus clases son las componentes.

4. Distancia, excentricidad, radio, didmetro, centro, contorno y circunferencia; r < diam < 2r
para grafos conexos; ademds, g < 2 diam +1 si contienen algtn ciclo.

5. Punto de corte: quitarlo aumenta las componentes; puente: arista que no esta en ningtin
ciclo. Un puente con un extremo de grado > 2 da un punto de corte. Los extremos de un
arco maximal no son puntos de corte.

6. Bloques: piezas no separables maximales; cada arista estd en uno solo, dos bloques compar-
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ten a lo sumo un vértice y ese vértice es de corte. Un bloque con > 3 vértices: todo par de
vértices en un ciclo comun.

7. Arbol: conexo y aciclico < camino tinico <> conexo y toda arista puente < conexo con 1 — 1
aristas. Si n > 2, hay al menos dos hojas y [L| = 2 + Y 5(5)>2(6(v) — 2). Quitar un vértice de
grado k deja k componentes, cada una un arbol; el centro es un vértice o dos adyacentes.

8. Todo grafo conexo tiene un arbol spanning; menos de n — 1 aristas implica disconexo.

9. Bipartito < sin ciclos impares; la particiéon se construye por paridad de la distancia a un
vértice base en cada componente.

El arco de longitud méxima aparece en cuatro ejercicios de este capitulo. Si un enunciado dice

«probar que existe un vértice tal que...», es el primer intento.
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CAPITULO 3

Grafos Eulerianos y Hamiltonianos

ANTES DE LEER

Tres preguntas antes de empezar.

1. Un cartero tiene que pasar por todas las calles de un barrio y volver al punto de
partida sin repetir ninguna. ;De qué depende que pueda hacerlo, y cémo lo sabria
sin probar todas las rutas?

2. Un viajante tiene que visitar todas las ciudades de una lista y volver a casa sin
repetir ninguna. ;Es la misma pregunta que la anterior con «ciudades» en vez de
«calles»?

3. ¢(Por qué la primera pregunta se decide contando grados y para la segunda no se
conoce un algoritmo que sea rapido en todos los casos?

Las respuestas estan en las secciones 3.1 y 3.2. Este capitulo usa del anterior: recorridos,

ciclos y conexién (2.4), puentes (2.6), bloques (2.7), la suma G + H y los bipartitos (2.9).

Y el lema del apretén de manos, todo el tiempo.

3.1 Grafos eulerianos

LA PREGUNTA

En Koénigsberg, hoy Kaliningrado, el rio Pregel forma dos islas unidas entre si y con
las dos orillas por siete puentes. Los vecinos se preguntaban si se podia dar un paseo
cruzando cada puente exactamente una vez. Euler lo resolvié en un trabajo publicado
en 1741, en el volumen correspondiente a 1736. Lo situé en una «geometria de la
posicién»: para decidirlo no hacen falta las longitudes de los puentes ni los dngulos del
mapa, sino saber qué regiones unen. La pregunta es doble: ;cudndo se puede recorrer
una red pasando una sola vez por cada enlace?, y ;qué clase de matematica decide
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una pregunta asi?

Definicién (recorrido y grafo euleriano). Dado un grafo G, un recorrido se dice euleriano
si pasa por todas y cada una de las aristas del grafo una tnica vez. Un grafo conexo se dice
euleriano si admite un recorrido euleriano cerrado (un circuito euleriano), es decir, que
empiece y termine en el mismo vértice.

Un recorrido puede repetir vértices; lo que no repite un recorrido euleriano son aristas. Y
las pasa todas. Un recorrido euleriano abierto (que empieza y termina en vértices distintos)
no hace euleriano al grafo: ese caso es el primero de los ejercicios de esta seccion.

Observacién. Se ha exigido explicitamente la conexién: recorrer todas las aristas solo conecta
los vértices que tocan alguna de ellas. Afiadir un vértice aislado no impide recorrerlas, pero
el grafo resultante ya no es conexo. Esta convencién evita arrastrar esa excepcion; K; si es
euleriano, mediante el recorrido de longitud cero.

Ejemplo (cuatro casos a mano, antes de ningtin teorema). Antes de enunciar nada conviene
probar la pregunta con las manos en cuatro grafos pequefios, porque el enunciado del teorema
sale de mirarlos.

Konigsberg: 5,3,3,3 K4:3,3,3,3 casita: 3,3,4,4,2  pajarita: 2,2,4,2,2

Konigsberg. Cada region de tierra es un vértice y cada puente, una arista. La isla central
A tiene dos puentes hacia cada orilla, By C, y uno hacia la otra isla, D; y D tiene uno hacia
cada orilla. Es un multigrafo, con dos aristas entre Ay By dos entre Ay C, y sus grados son
5,3,3,3. Un paseo que entra en una regién y vuelve a salir gasta dos de sus puentes. Si una
region tiene un nimero impar de puentes, le sobra uno, y ese solo puede usarse para empezar
alli o para terminar alli. Con cuatro regiones impares habria que empezar o terminar en
cuatro sitios distintos, y un paseo tiene un solo principio y un solo final: el paseo es imposible.
Esa es toda la respuesta de Euler.

El completo Ky. Sus cuatro grados valen 3. Por la misma cuenta, no admite ni un recorrido
euleriano cerrado ni uno abierto.

La casita, un cuadrado 1234 con sus dos diagonales y un tejado 354. Los grados son
3,3,4,4,2, y solo 1y 2 son impares. No hay circuito: un circuito empieza y termina en el
mismo vértice, y en él no sobra ninguna arista. Pero si hay un recorrido que empiezaenly
termina en 2,

123413542,

que es el pasatiempo de dibujar la casa sin levantar el lapiz. Empezando en 3, en 4 0 en 5 no
sale, porque el principio y el final tienen que ser los dos vértices impares.

La pajarita, dos tridngulos 123 y 345 con el vértice 3 comun. Los grados son 2,2,4,2,2,
todos pares, y 1234531 es un circuito euleriano que pasa dos veces por 3, una por cada
pareja de sus aristas.
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Los cuatro casos cuentan lo mismo. En un vértice por el que el paseo solo pasa, las aristas
se gastan de dos en dos, una para llegar y otra para irse; los tinicos vértices donde puede
sobrar una son el primero y el dltimo. De ahi salen, sin haber demostrado todavia nada,
dos conjeturas: hay circuito euleriano cuando todos los grados son pares, y hay recorrido
euleriano abierto cuando exactamente dos son impares, que serdn su principio y su final. La
primera es el teorema que sigue; la segunda, el primer ejercicio de la seccién. Lo que la cuenta
no dice es la otra mitad: que con todos los grados pares el circuito exista de verdad. Eso es lo
que cuesta, y de eso se ocupan el lema y el teorema.

Lema. Sea G un grafo conexo no trivial en el que todos los vértices tienen grado par. Entonces
G contiene un ciclo.

LA IDEA: NO HAY CALLEJONES SIN SALIDA

Si en cada vértice hay al menos dos aristas, uno puede entrar por una y salir por otra,
siempre. Un paseo que nunca se ve obligado a retroceder en un grafo finito acaba
mordiéndose la cola. Esa es toda la idea: grado par significa «por cada entrada hay
una salida», y eso es lo que un circuito necesita en cada vértice.

El corazén en una frase: un paseo que nunca retrocede y no puede parar tiene que
repetir un vértice, y la primera repeticion es un ciclo. Obsérvese qué poco se usa de
la hipétesis: no hace falta que los grados sean pares, solo que sean > 2; la paridad
entra por la puerta de atrds, porque un grado par y no nulo ya es al menos 2. Y la
finitud del grafo es lo que impide que el paseo siga indefinidamente sin repetirse.

Paso 1: todos los grados son al menos 2. Como G es conexo y tiene al menos dos
vértices, ningtn vértice tiene grado 0; y como los grados son pares, todos son al menos
2.

Paso 2: se camina sin retroceder, y eso siempre se puede (el nticleo de la prueba). Se
construye un recorrido sin volver sobre los pasos: se toma un vértice vy y un vecino
suyo v1; como §(v1) > 2, hay un vecino v, # vy de vy; en general, elegido v;, como
d(v;) > 2 hay un vecino v;,1 # v;_1. Aqui esta el peso del lema: la condicién sobre los
grados garantiza que el paseo nunca se queda sin salida, y por eso puede prolongarse
cuanto haga falta.

Paso 3: 1a finitud fuerza la repeticion, y la primera repeticion es un ciclo. Como hay
un ntmero finito de vértices, en algtin momento se repite uno: sea v, el primero que
coincide con un v, anterior, r < s. Entonces s —r > 3 (no es 1 porque vs # vs_1, No €s
2 porque vs # vs_p por construccion), y (vy, V41, -..,0s = U;) es un ciclo. La cuenta
s —r > 3 no es un detalle: es lo que hace que el objeto obtenido sea un ciclo en el
sentido de este libro, que exige longitud al menos 3. |

Teorema (caracterizacion de los grafos eulerianos). Sea G un grafo conexo. Son equivalentes:
(a) G es euleriano.
(b) Todo vértice de G tiene grado par.

(c) El conjunto de aristas de G admite una particién en ciclos.
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LA IDEA: POR CADA ENTRADA, UNA SALIDA

La intuicién falsa, primero. Lo que uno espera de un problema de recorridos es que
la respuesta dependa de cémo se recorra: que haya que ser listo eligiendo por dénde
empezar y qué arista tomar en cada bifurcacién, y que un grafo pueda tener circuito
euleriano solo si se acierta con el camino. Lo asombroso del teorema es que eso es falso.
La existencia del circuito no depende de ninguna eleccion: estd decidida de antemano
por una lista de nimeros, los grados. No hay que buscar el camino para saber si existe.
La imagen. Piense en un cartero que tiene que pasar por cada calle exactamente una
vez y volver a casa. En cada plaza, cada vez que entra por una calle tiene que salir
por otra distinta, y ninguna calle se repite. Luego las calles de cada plaza se van
emparejando de dos en dos: entrada con salida, entrada con salida. Al terminar, no
puede quedar ninguna suelta. Eso es exactamente «grado par», y la imagen ya predice
el enunciado: la condicién tiene que ser local —una condicién en cada vértice— y tiene
que ser la paridad.

La direccién dificil es la contraria, y su imagen es distinta: si todas las plazas tienen
grado par, el grafo se puede descoser en circuitos cerrados sueltos, como quien deshace
una madeja en anillos; y después esos anillos se vuelven a coser en uno solo, inser-
tandolos unos dentro de otros por los puntos donde se tocan. La conexién es lo que
garantiza que siempre se tocan.

El corazén en una frase: la paridad se conserva sola. Al quitar un ciclo de un grafo, cada
vértice pierde exactamente dos aristas o ninguna, de modo que «todos los grados
pares» sobrevive intacto a cada corte, y por eso el descosido se puede repetir hasta el
final sin quedarse a medias.

Paso 1, (a)=>(b): el circuito empareja las aristas de cada vértice. Sea W un circuito
euleriano y v un vértice. Cada vez que W pasa por v entra por una arista y sale por
otra, y como W usa cada arista incidente con v exactamente una vez, las aristas de v
quedan emparejadas (entrada, salida). Si v es el vértice inicial, la primera arista (salida)
se empareja con la tltima (entrada). Luego 6(v) es par.

Paso 2, (b)=(c): se descose el grafo en ciclos, y la paridad sobrevive a cada corte
(el nicleo de la prueba). Aqui estd el peso del teorema. Lo que hace que el proceso
no se atasque es que quitar un ciclo resta 2 al grado de los vértices que toca y 0 a los
demads: la hipétesis «todos los grados pares» se regenera sola después de cada corte, y
el lema vuelve a ser aplicable. Sea G conexo con todos los grados pares. Si no tiene
aristas, la particién es vacia. Si tiene, por el lema contiene un ciclo C;. Sea G; el grafo
que se obtiene quitando a G las aristas de C; y los vértices que queden aislados. En Gy
todos los grados siguen siendo pares, porque cada vértice de C; pierde exactamente
dos aristas y los demés ninguna. Cada componente conexa no trivial de G; es un grafo
conexo no trivial con grados pares, luego contiene un ciclo por el lema. Se quitan esos
ciclos y los vértices que queden aislados, y se repite. Como en cada paso se quitan
al menos tres aristas y hay un ntmero finito, el proceso termina, y termina cuando
no quedan aristas. Los ciclos Cj, ..., Cx que se han ido quitando tienen conjuntos de
aristas disjuntos dos a dos y su unién es A(G):

A(G) = A(C1) UA(G) U - - - U A(CG).

121



Grafos Eulerianos y Hamiltonianos

Paso 3, (c)=-(a): se vuelven a coser los ciclos insertindolos por sus puntos de contacto.
Sea A(G) = A(Cy) U -- - A(Ck) una particién en ciclos. Se prueba por inducciéon
sobre k que G es euleriano. Si k = 0, G = K; y basta el recorrido de longitud cero. Si
k =1, G es un ciclo (no puede haber vértices aislados, por ser conexo), y un ciclo es su
propio circuito euleriano. Sea k > 2 y supéngase el resultado cierto para particiones
con menos de k ciclos. Sea G’ el subgrafo formado por Cj, ..., Cy_1: es la unién de
los ciclos, que puede tener varias componentes; cada componente G{, ...,G, de G
es conexa y sus aristas estdn partidas en menos de k ciclos, luego por hipétesis de
induccién cada una tiene un circuito euleriano Wy, ..., W,,. El ciclo C; tiene algin
vértice en comun con cada componente G': si no tocara a G]’., esa componente no
tendria ninguna arista hacia el resto de G (las unicas aristas de G fuera de G’ son las
de C;), y G no seria conexo. Sea entonces x; un vértice comtin a Cy y G]/. para cada j.
Se recorre C; empezando en x; y, cada vez que se llega a un x; por primera vez, se
inserta el circuito W; entero (que empieza y termina en x;) antes de continuar por Cj.
El resultado es un recorrido cerrado que usa cada arista de Ci una vez y cada arista de
cada G]’- una vez: un circuito euleriano de G.

Conviene no dar por supuesto que el subgrafo generado por Cy, ..., Ci_1 sea conexo:
no tiene por qué serlo (dos tridngulos disjuntos unidos por un ciclo largo), y por eso
aqui se insertan los circuitos de todas sus componentes. |

Encapsulado. Tres frases bastan para reconstruir la prueba. Un circuito entra y sale de
cada vértice por aristas distintas, asi que empareja sus aristas: grado par. Si todos los grados
son pares hay un ciclo (el lema), y quitarlo deja los grados pares, asi que se pueden seguir
quitando ciclos hasta agotar las aristas. Y unos ciclos que parten las aristas de un grafo conexo
se cosen en un circuito, insertando cada circuito parcial en otro ciclo por un vértice comun.

Qué hace la conexién. Solo interviene en el Paso 3, y ahi es imprescindible. Dos tridngulos
disjuntos tienen todos los grados pares y sus aristas se parten en dos ciclos, pero ningtn
recorrido pasa por las seis aristas: (b) y (c) se cumplen y (a) no. Lo que se pierde es que los
ciclos se toquen, y sin puntos de contacto no hay por dénde coserlos.

Ejemplo (descoser y coser, a mano). Sea G el grafo de ocho vértices formado por dos tridn-
gulos,abcyde f, yun cuadrado a ud v que los une. Los grados valen4 ena y en d y 2 en los
otros seis vértices, y G es conexo: es euleriano. Se sigue la demostraciéon paso a paso.

rojo: Cp; azul: Cy; verde: C3

Descoser. El lema da un ciclo caminando sin retroceder. Desde b, por ejemplo, baude f,y
desde f la tinica arista nueva lleva a d, que ya estaba en el paseo; la primera repeticién cierra
el ciclo C; = de f d. Se quitan sus aristas y los vértices e y f, que se quedan aislados. Queda
el tridngulo a b c unido al cuadrado, con a de grado 4 y los demds de grado 2: pares, como
anuncia el Paso 2. Un segundo paseo, bacb, da el tridngulo C; = abca, y lo que sobra es el
propio cuadrado, C3 = au d va. Particién en tres ciclos: 3 4+ 3 + 4 = 10 aristas, todas las de G.
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Si en a el segundo paseo hubiera tomado u en vez de ¢, habria salido antes el cuadrado; el
orden en que salen los ciclos no importa.

Coser. El Paso 3 toma el ultimo ciclo, C3, y el subgrafo G’ formado por los anteriores, C
y Cp. Aqui se ve por qué la demostracién no supone que G’ sea conexo: son dos tridngulos
sin ningtn vértice comdn, dos componentes. Cada una tiene su circuito, W; = abcay
Wy =defd,yCstocaalas dos, enayend. Se recorre C3 desde a y se inserta cada circuito al
llegar a su punto de contacto:

a lif_g u i efdva.
W, v
Son 10 pasos, uno por arista: un circuito euleriano de G.

El caso ensefia que ninguna de las dos mitades exige ingenio. El descosido no necesita
elegir bien, porque cualquier paseo que no retroceda acaba dando un ciclo; y el cosido
tampoco, porque basta un vértice comtin por el que empalmar. El trabajo lo hacen la paridad,
que garantiza que el descosido no se atasca, y la conexién, que garantiza que hay por dénde
coser. Este modo de fabricar el circuito es el algoritmo de Hierholzer, y a mano suele ser méas
comodo que el de Fleury, que viene a continuacién, porque no obliga a buscar puentes en
cada paso.

CONEXION: EL APRETON DE MANOS HACE EL TRABAJO

Con el teorema, decidir si un grafo dibujado es euleriano es contar grados: conexo y todos
pares. Y la particién en ciclos de (c) se construye a mano, quitando ciclos del grafo hasta que
no quede ninguna arista.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: LA DEMOSTRACION DE EULER, SIN GRAFOS

La alternativa. Euler no dibujé ningtin grafo. Representé cada regién por una letra y un paseo
por una palabra: cruzar un puente es escribir la letra de la regién a la que se llega. Con siete
puentes, la palabra tiene ocho letras; una regién con k puentes debe aparecer (k + 1) /2 veces si
k es impar, y k/2 0 k/2 4+ 1 veces si es par. Sumando lo que exige cada regién se obtiene mds de
ocho letras: imposible.

Su ventaja. Es un calculo directo que descarta el paseo de Konigsberg sin probar rutas una por
una.

Qué le falta. Que solo prueba la necesidad (grados pares). Euler afirmé la suficiencia sin
demostrarla; la primera demostracién completa es de Hierholzer, en 1873, y es esencialmente
la particién en ciclos de arriba. El punto de vista de los grafos, que tard6 un siglo en llegar, es
lo que convierte el truco de contar letras en un teorema con dos direcciones.

3.1.1 Algoritmo de Fleury

Dado un grafo, el teorema decide si es o no euleriano. El problema siguiente es cémo
obtener un circuito euleriano cuando lo es, que no es trivial cuando el grafo es grande. Para
eso estd el algoritmo de Fleury (1883).

Definicién (algoritmo de Fleury). Sea G un grafo euleriano.

= [nicio. Se elige un vértice vy y se toma Wy = vp.

m [teracion. Si se tiene el recorrido W; = vgv - - - v;, con aristas e; = vgv1,...,6; = V;_10;
distintas, se elige una arista e; 1 distinta de las anteriores tal que: ¢;1 es incidente con v;; y,
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salvo que no haya alternativa, ;1 no es un puente del subgrafo G — {ey, ..., ¢;}. Se denota
v;11 el otro extremo de e; ;1.
» Final. Se detiene cuando W; contiene todas las aristas de G.

La regla es «no cruces un puente si puedes evitarlo»: un puente de lo que queda por
recorrer lleva a una orilla desde la que ya no se podra volver a la otra.

Ejemplo. Sea G el cuadrado 12341 con el tridngulo 4564 pegado por el vértice 4. Es
euleriano: conexo, grados 2,2,2,4,2,2. Fleury desde vy = 1: se toma 12, 23, 34. En 4 quedan
las aristas 41, 45, 46 del grafo G — {12,23,34}, en el que 41 es un puente (el vértice 1 solo
tiene esa arista). Se elige 45 (0 46), luego 56, luego 64, y por tltimo 41, que ahora es la tnica
opcion. Circuito: 1234564 1. Si en 4 se hubiera cruzado el puente 41, el recorrido 12341 se
habria quedado atascado en 1 con el tridngulo sin recorrer.

en 4, tras 123 4: 41 es puente de lo que queda

Dénde se falla. En buscar los puentes en G en vez de en lo que queda por recorrer. Un
grafo euleriano no tiene ningtin puente: cada arista estd en un ciclo de la particién, y una
arista que estd en un ciclo no es puente. En G, por tanto, la regla no prohibiria nunca nada.
La arista 41 del ejemplo no es puente de G; lo es de G — {12,23,34}, porque las aristas ya
gastadas se han llevado el otro camino de 1 a 4. La regla se aplica al grafo que va quedando,
y hay que volver a mirarla en cada paso.

3.1.2 Por qué funciona el algoritmo de Fleury

Dar el algoritmo sin demostrarlo deja abierta la tnica pregunta que importa: si puede
atascarse a medias. El argumento que sigue es corto y usa exactamente las dos ideas del
capitulo anterior, paridad de grados y puentes.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LA PARIDAD SE CUIDA SOLA

El algoritmo de Fleury tiene una sola regla, «no cruces un puente mientras te quede
otra salida», y la pregunta es por qué con esa tinica precaucién no puede atascarse a
medias. La respuesta no estd en la regla: estd en la paridad, que se cuida sola.
Imaginese que las calles se borran segtin se pisan. Cada vez que se atraviesa una plaza
se gastan dos de sus calles, la de entrada y la de salida: su nimero de calles libres
baja de dos en dos y por tanto no cambia de paridad. Como se sali6é de una ciudad
euleriana, donde todas las plazas eran pares, todas siguen siendo pares durante el
paseo entero, con dos tinicas excepciones: la plaza de salida, que gast6 una calle de
mas al arrancar, y aquella en la que uno estd parado, que gasté una de mas al llegar.
De ahi salen las dos mitades del teorema casi sin esfuerzo. Primera: cuando el paseo
se atasca, la plaza donde uno est4 tiene cero calles libres, y cero es par; si no fuera la
plaza de salida tendria que ser impar. Luego el paseo se atasca necesariamente en el
punto de partida, es decir, es cerrado. Segunda: si al terminar quedara alguna calle
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sin pisar, habria un trozo de ciudad todavia vivo y otro ya agotado, y como la ciudad
era conexa alguna calle ya pisada los une; se mira la iltima vez que el paseo sali6 de
la parte viva, y esa calle era un puente cruzado teniendo otra salida disponible, que
es justo lo que la regla prohibia. En resumen: la paridad demuestra que el paseo es
cerrado, y la tinica regla del algoritmo demuestra que es completo.

Proposicion. Si G es euleriano, el algoritmo de Fleury termina con un circuito euleriano, sea
cual sea el vértice inicial y sean cuales sean las elecciones permitidas.

Paso 1: 1a contabilidad de paridades de 1o que queda por recorrer. Sea W = vyv; - - - v,
el recorrido en el momento en que el algoritmo se detiene por no haber en v,, ninguna
arista sin usar, y sea H; = G — {ey, ..., ¢;} el grafo de las aristas no usadas tras i pasos.
Dos observaciones sobre paridad. En H;, todo vértice distinto de vy y de v; tiene grado
par: en G lo tenia, y cada paso del recorrido por él quita dos aristas. Y vy y v; tienen
grado impar en H; si v; # vg (a v se le ha quitado una arista de mas, la de salida, y a
v; una de mas, la de llegada), y par si v; = vp.

Paso 2: el recorrido no puede quedarse tirado en otro sitio, porque la paridad lo
delata. Al detenerse, dy, (v,) = 0, que es par; si fuera v, # vy, ese grado seria impar.
Luego v, = vg y W es cerrado.

Paso 3: si sobraran aristas, el algoritmo habria cruzado un puente teniendo alter-
nativa, y su tinica regla lo prohibe (el niicleo de la prueba). Aqui es donde entra
—por primera y tnica vez— la regla de Fleury. El Paso 2 no la ha usado: la paridad
sola garantiza que el paseo se cierra, pero no que lo haya recorrido todo. Lo que
puede fallar es abandonar una zona demasiado pronto, y eso es exactamente cruzar un
puente pudiendo no hacerlo. Supéngase que H,, tiene alguna arista y sea S el conjunto
de vértices con grado positivo en H,,. Toda arista de H,, tiene sus dos extremos en S. Y
vo = vy ¢ S, porque g, (v,) = 0. Como G es conexoy S # @, S # V(G), alguna arista
de G une S con su complementario, y no estd en H,,, luego es una arista del recorrido.
Sea m el mayor indice con v, € S; entonces m < n, €41 = VyVpt1 CON V1 & S,
y las aristas e;2, . ..,e, tienen todos sus extremos fuera de S. Se afirma que e, 1
era un puente de H,,. Las aristas de H,, son las de H,, (dentro de S) més e, 11, ...,ex
(fuera de S, salvo e;+1); asi que en Hy, — ;41 no hay ninguna arista entre S y su
complementario, y v, € S, V41 € S quedan en componentes distintas. Luego e, 11 es
puente de H,. Pero el algoritmo solo cruza un puente cuando no hay alternativa, y en
vy, la habfa: v, € S tiene grado positivo en H,, y las aristas de H, en v, son aristas de
H,, distintas de e, 1. Contradicciéon. Por tanto H, no tiene aristas y W es un circuito
euleriano. [ |

Encapsulado. Mientras se camina, todos los vértices conservan grado par en lo que queda,
salvo el de salida y aquel en el que uno estd; por eso el paseo solo puede atascarse en el punto
de partida. Y si al atascarse quedaran aristas, la tltima salida desde la zona sin recorrer habria
sido un puente cruzado teniendo otra opcién, que es lo que la regla prohibe. La paridad
cierra el paseo; la regla impide que se deje nada.
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DE DONDE VIENE: DEL PASEO AL CARTERO

El problema de Konigsberg tiene una version préctica que se sigue resolviendo cada dia: el
del cartero chino (Mei-Ko Kwan, 1960; traduccién inglesa de 1962), que pide recorrer todas
las calles y regresar al inicio con la menor distancia total. En una red no dirigida y conexa,
se duplican tramos con el menor coste total posible hasta que todos los grados sean pares,
y después se aplica Fleury o Hierholzer. Minimizar el nimero de repeticiones equivale a
minimizar la distancia solo si todas las calles miden lo mismo. Este modelo se aplica a rutas de
reparto, recogida de basura o quitanieves.

Ejercicios: grafos eulerianos

Ejercicio 3.1. Recorridos eulerianos abiertos R3.1

Probar que un grafo conexo admite un recorrido euleriano abierto si y solo si tiene exacta-
mente dos vértices de grado impar.

Resolucién. La idea. Un recorrido euleriano abierto es un circuito al que le falta un tramo
para volver al principio. Si ese tramo se afiade desde fuera, con un vértice nuevo x unido
a los dos extremos, el recorrido se cierra y el problema pasa a ser el del teorema. Los dos
sentidos de la equivalencia son esa misma maniobra, leida hacia delante y hacia atrés: se
cierra con x, se aplica el teorema y se quita x.

(<) Sea G conexo con exactamente dos vértices u, v de grado impar. Sea G’ el grafo con
V(G') =V(G)U{x}, xnuevo,y A(G') = A(G) U{xu,xv}. En G’ todos los grados son pares:
O/ (x) = 2;6c(u) = 6g(u) + 1y g/ (v) = ég(v) + 1, pares; los demds no cambian. Y G’ es
conexo. Por el teorema, G’ tiene un circuito euleriano 9. Como x tiene grado 2, ' pasa por x
exactamente una vez, entrando por una de las aristas xu, xv y saliendo por la otra; leyendo 7/
a partir de ese paso, tiene la forma x u - - - v x (o0 al revés). Quitando x y sus dos aristas queda
un recorrido de 1 a v que usa cada arista de G exactamente una vez: un recorrido euleriano
abierto de G.

(=) Sea 7 un recorrido euleriano abierto de G, de 1 a v con u # v. Con el mismo G/, el
recorrido x 7y x (la arista xu, luego 1, luego vx) es un circuito euleriano de G’, luego todos los
grados de G’ son pares. Como ég(u) = dg/ (1) — 1y dg(v) = dg/(v) — 1, u 'y v tienen grado
impar en G, y los demads vértices, cuyo grado no cambia, lo tienen par. Exactamente dos
impares. [

Dénde se falla. En cerrar con la arista uv en vez de con un vértice nuevo. Si u y v ya
son adyacentes, uv quedaria repetida y el grafo dejaria de ser simple, con lo que el teorema,
tal como esta enunciado, no se aplicaria; en la casita del ejemplo de los cuatro casos, los
dos vértices impares, 1 y 2, son vecinos. El vértice nuevo evita esa discusioén, porque sus
dos aristas son siempre nuevas. Y en el (<), en olvidar que x tiene grado 2: eso es lo que
garantiza que el circuito pasa por x una sola vez y que, al quitarlo, queda un tinico recorrido
y Nno varios trozos.
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Ejercicio 3.2. Particién en recorridos abiertos R3.2; CONTROL 2.3

Sea G un grafo conexo con exactamente 2n vértices de grado impar, n > 1. Demostrar que
el conjunto de aristas de G puede particionarse en n recorridos abiertos sin aristas comunes
dos a dos. (La relacién lo pide con cuatro vértices impares y dos recorridos.) ¢ CAE: ENUNCIADO
Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Es el ejercicio anterior repetido 1 veces. Alli, un vértice nuevo unido a
los dos impares cerraba el recorrido abierto en un circuito. Aqui hay 2n impares: se emparejan,
y cada pareja recibe su propio vértice nuevo, que la cierra. El grafo ampliado es euleriano, y
su circuito pasa una sola vez por cada vértice nuevo. Al borrarlos, el circuito se rompe como
un collar al que se le quitan 7 cuentas: en # hilos, cada uno de los cuales empieza y termina
en vértices impares.

Paso 1: se cierran los impares por parejas con vértices nuevos. Sean 11,01, ..., Uy, U, los
2n vértices de grado impar, emparejados de cualquier manera. Sea G’ el grafo que se obtiene
afiadiendo n vértices nuevos x, ..., X, y las 2n aristas x;u;, x;v;. En G’ todos los grados son
pares (cada x; tiene grado 2; cada u;, v; gana una arista; los demds no cambian) y G’ es conexo,
luego tiene un circuito euleriano 7.

Paso 2: el circuito pasa una sola vez por cada vértice nuevo. Cada x; tiene grado 2, asi
que 7/ pasa por cada x; exactamente una vez.

Paso 3: al quitar los vértices nuevos, el circuito se corta en n recorridos abiertos (el
ntcleo de la prueba). Al quitar de ' los n vértices x; con sus aristas, el circuito se corta en n
trozos, y cada trozo es un recorrido de G que empieza en un u; o0 v; y termina en otro u; o
v; (los extremos de las aristas quitadas). Cada trozo va desde el extremo en G de una arista
quitada hasta el extremo en G de la siguiente arista quitada. No es vacio: los dos extremos
en G son distintos, porque cada vértice impar toca exactamente una arista afiadida; entre
ellos hay al menos una arista de G. Sus dos extremos son vértices de grado impar, y son
distintos porque cada uno de los 2n vértices impares es extremo de exactamente una arista
quitada; luego los trozos son recorridos abiertos. Los 7 trozos usan entre todos cada arista de
G exactamente una vez. [

Un caso a mano. En Kj los cuatro vértices tienen grado 3, asi que n = 2. Se emparejan 1
con 2y 3 con4,y se afiaden xq, unidoaly a2,y xp unido a 3y a 4. En el grafo ampliado los
vértices de K4 tienen grado 4 y los nuevos, 2. Un circuito euleriano es

x113x2412432x1.

Alborrar x1 y x quedan dos trozos, 13y 412432, que se reparten las seis aristas de K4: una
el primero y cinco el segundo.

rojo: el trozo 13
azul: el trozo 412432
discontinuas: las aristas afiadidas
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Los extremos de los trozos son 1,3 y 4,2, no las parejas 1,2 y 3,4 que se eligieron. El empare-
jamiento decide dénde se corta el circuito, pero no quién queda unido con quién.

Encapsulado. Se emparejan los 21 impares y se une cada pareja a un vértice nuevo; el
grafo resultante es conexo y con grados pares, luego euleriano. Su circuito pasa una sola
vez por cada vértice nuevo, porque tienen grado 2. Borrados los nuevos, el circuito queda
cortado en n tramos no vacios cuyos extremos son impares distintos: n recorridos abiertos
que se reparten las aristas.

Dénde se falla. En tres sitios. Primero, en afirmar que el recorrido i va de u; a v;: el caso
de K4 lo desmiente. Segundo, en no comprobar que ningtn trozo es vacio ni cerrado; lo
garantiza que cada impar toque exactamente una arista afiadida, y hay que decirlo. Tercero,
en no justificar que G’ es conexo: lo es porque G lo es y cada vértice nuevo estd unido a
vértices de G.

Otra via (cuantos impares hay siempre). El nimero de vértices de grado impar es par por
el apreton de manos, asi que la hipétesis «exactamente 21» no restringe nada: todo grafo
conexo con aristas es euleriano (1 = 0) o se parte en n recorridos abiertos con 7 el niimero de
impares partido por dos. Y no se puede con menos de n: cada recorrido abierto tiene solo dos
extremos, y un vértice de grado impar tiene que ser extremo de algtn recorrido (si solo fuera
interior, cada paso usaria dos de sus aristas).

Ejercicio 3.3. Bloques eulerianos R3.3; CONTROL 2.4

Probar que un grafo conexo es euleriano si y solo si todos sus bloques son eulerianos.  cAEk:
ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Un grafo conexo estd hecho de bloques pegados por sus puntos de
corte, y los ciclos no saltan de un bloque a otro: todo ciclo vive dentro de un solo bloque.
Por eso la condicién (c) del teorema, que las aristas se partan en ciclos, se puede comprobar
bloque a bloque: una particién en ciclos de G es lo mismo que unas particiones en ciclos de
cada bloque, puestas juntas. En la figura, los bloques son un tridngulo, un cuadrado y otro
tridngulo, pegados por los puntos de corte 3 y 6; cada bloque es un ciclo y G es euleriano. En
3 se ve la cuenta de grados: §5(3) = 4 = 2+ 2, dos aristas de cada bloque.

Paso 1: los dos hechos sobre bloques que se usan. Se usan dos hechos de la seccién 2.7:
cada arista de G esta en exactamente un bloque, y todo ciclo de G esta contenido en un tnico
bloque. Cada bloque es conexo por definicién.

Paso 2, (=): cada ciclo de la particién cae entero dentro de un bloque (el niicleo de la
prueba). (=) Si G es euleriano, A(G) se parte en ciclos Cy, ..., Cy. Sea B un bloque. Cada C;
estd contenido en un solo bloque; los que estdn contenidos en B tienen sus aristas en A(B),
y toda arista de B estd en algun Cj, que por contener una arista de B estd en B. Luego A(B)
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es la union disjunta de las aristas de los ciclos C; contenidos en B: una particién de A(B) en
ciclos, y B es euleriano por (c).

Paso 3, («): se juntan las particiones de los bloques. (<) Si cada bloque By, ..., B, es
euleriano, cada A(B;) se parte en ciclos, y como los A(B;) parten A(G), la unién de todas
esas particiones es una particién de A(G) en ciclos. Como G es conexo, es euleriano por (c). B

Encapsulado. Todo ciclo estd en un solo bloque, y toda arista también. Luego una particion
de A(G) en ciclos se reparte entre los bloques y, al revés, particiones en ciclos de los bloques
se juntan en una de G. Con la caracterizacién (c) a los dos lados, eso es la equivalencia.

Dénde se falla. En los bloques que son una sola arista. Un puente forma él solo un bloque
K3,y K3 no es euleriano, porque sus dos vértices tienen grado 1. Asi que el ejercicio contiene
la afirmacién de que un grafo euleriano no tiene puentes: si en la figura se afiadiera una arista
colgante 89, su bloque K; no seria euleriano, y tampoco lo seria G, en el que 8 y 9 pasarian a
tener grado impar. El otro error es intentar la ida por grados, que se atasca en los puntos de
corte: que la suma de los grados de v en sus bloques sea par no dice que cada sumando lo
sea, como explica la otra via que sigue.

Otra via (por grados). También sale con (b). En un punto de corte v que estd en los bloques
By, ..., Bs, las aristas de v se reparten entre los B; sin solaparse, luego d;(v) = Y; dp,(v); y un
vértice que no es punto de corte estd en un solo bloque, donde tiene el mismo grado que en
G. Si todos los dp,(v) son pares, d;(v) lo es. El reciproco por grados no es inmediato (una
suma par no obliga a que los sumandos sean pares), y por eso la via de los ciclos es la buena.

Ejercicio 3.4. Sumas y grafos ciibicos R3.4; EXAMEN DE JUNIO 2024

Sea G un grafo ctbico, esto es, regular de grado 3.
(a) Probar que el grafo G + K3 es euleriano.
(b) ¢Es euleriano el grafo G + G?
(c) (Junio 2024.) Sea G conexo, no trivial y regular. Probar que G + G es euleriano si y solo si
G es euleriano de orden par.

Resolucién. La idea. En una suma todo se decide con una cuenta: un vértice de G conserva
sus aristas y gana una hacia cada vértice del otro sumando, asi que dgy(z) = d5(z) + |V (H)].
Como la suma es siempre conexa (cada vértice de un sumando estd unido a todos los del
otro), ser euleriana es solo cuestién de paridades. Y de un grafo ctibico hay que recordar una
sola cosa: tiene un ndmero par de vértices.

Como todo vértice de G tiene grado impar, el nimero de vértices de grado impar es par
(apreton de manos), luego p = |V(G)| es par. En G + G se entiende la suma de G con una
copia disjunta G'.

(@) En G + K3, un vértice z de G tiene grado 3 + 3 = 6, y un vértice x; de K3 tiene grado
2 + p, par. Ademds G + K3 es conexo (x1 es adyacente a todos). Luego es euleriano.

(b) En G + G/, cada vértice de G tiene grado 3 + p, impar; lo mismo en G’. No es euleriano.

(c) Sea G conexo, no trivial, regular de grado r y orden p. G + G’ es conexo, y cada vértice
tiene grado r + p. Luego G + G’ es euleriano si y solo si r + p es par, es decir, r y p de la
misma paridad. Si r y p son ambos impares, G tendria p vértices de grado impar con p impar,
imposible. Asi que r + p par equivale a r y p ambos pares, es decir, G euleriano (conexo con
grados pares) y de orden par. u
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Qué hemos aprendido, con niimeros. Con G = K4, que es ctibico de orden 4, la suma
K4 4 K3 es K7, con todos los grados iguales a 6: euleriano, como dice (a). Y K4 + Ky es Kg, con
grados 7: no lo es, como dice (b). Para (c), C4 + C4 tiene todos los grados igualesa2+4 =6y
es euleriano, mientras que C3 + C3 = Kg tiene grados 5: C3 es euleriano, pero de orden impar.

Dénde se falla. En (c), en olvidar la vuelta: de « 4 p par» hay que llegar a «r y p pares»,
y eso exige descartar que sean los dos impares, que es lo que hace el apretén de manos. Y
en los tres apartados, en no decir que la suma es conexa, que es la mitad de la definicién de
euleriano.

Ejercicio 3.5. Eulerianos y suma: un verdadero o falso EXAMEN DE 2024-25

¢Es cierto que G y H son eulerianos si y solo si G + H es euleriano? ¢ cAE: ENUNCIADO Y
DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Un verdadero o falso de este tipo se decide antes de buscar contraejem-
plos, con la cuenta de grados de la suma: cada vértice de G gana |V (H)| aristas, y cada uno
de H gana |V(G)|. Si |V(H)| es impar, sumar H cambia la paridad de todos los grados de G,
y eso rompe la ida: dos grafos eulerianos de orden impar dan una suma con todos los grados
impares. Y la suma es conexa aunque G y H no lo sean, lo que rompe la vuelta: dos grafos no
conexos pueden sumar un grafo euleriano. Los contraejemplos mas pequefios salen solos.

Falso en las dos direcciones.

Paso 1: la ida falla, con dos eulerianos de orden impar. Si G = H = K3, ambos son
eulerianos y G + H = Kg tiene todos los grados 5: no es euleriano.

Paso 2: 1a vuelta falla, con dos grafos no conexos (el nticleo: 1a suma conecta lo que estaba
separado). Si G = H = K; (dos vértices sin arista), ninguno es euleriano (no son conexos) y
G+ H = Ky = Cy siloes. Lo tnico cierto en general es la cuenta: iy (z) = dg(z) + |V (H))|
paraz € V(G). [

Encapsulado: lo que si es cierto. Como G + H es siempre conexo, la cuenta de grados
da la respuesta exacta: G + H es euleriano si y solo si todos los grados de G tienen la paridad de
|V(H)| y todos los de H, la de |V (G)|. La afirmacién del enunciado mezcla dos cosas distintas.
Que G y H sean eulerianos habla de sus grados y de su conexién; que G + H lo sea habla de
sus grados y de los 6rdenes. Por ejemplo, K> + K; = K3 es euleriano aunque K> no lo sea: los
grados de K; valen 1, que tiene la paridad de |V(K;)| = 1.

Dénde se falla. En dar por euleriano K, porque sus grados, 0 y 0, son pares. No lo es,
porque no es conexo y la definicién exige la conexién; justo por eso sirve de contraejemplo.
Y en contestar «falso» sin decir qué direccion falla. Para refutar un «si y solo si» basta un
contraejemplo, pero decir que fallan las dos, con uno para cada una, es lo que muestra que se
ha entendido el porqué.

Ejercicio 3.6. Camino mds ciclo EXAMEN DE DICIEMBRE 2015

Sea Py el camino con k > 1 vértices y C, el ciclo con h > 3 vértices. (a) ;Bajo qué condiciones
es P, + Cj, un grafo euleriano? (b) ;Bajo qué condiciones admite un recorrido euleriano
abierto?

Resolucion. La idea. Es una tabla de grados. En P, + C;, hay tres clases de vértices, los
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extremos del camino, sus vértices interiores y los del ciclo, y dentro de cada clase todos tienen
el mismo grado. La suma es conexa, asi que (a) pide que las tres clases tengan grado par, y (b)
que haya exactamente dos vértices impares en total. Todo se reduce a discutir la paridad de k
y de h.

clase cudntos grado en P, + Cj,
extremos del camino 2(1sik=1) 1+h(hsik=1)
interiores del camino k — 2 (ninguno si k < 2) 2+h
vértices del ciclo h 2+k

P + Cj, es conexo. Sus grados: los dos extremos del camino (uno solo si k = 1) tienen
grado 14 h (o h si k = 1); los k — 2 vértices interiores del camino, 2 + h; los h vértices del
ciclo, 2 + k.

(a) Euleriano si y solo si todos son pares. Si k = 1, los vértices del ciclo tienen grado 3:
nunca. Si k = 2: extremos 1 + £, ciclo 4; euleriano si y solo si & es impar. Si k > 3: los extremos
piden /i impar y los interiores piden h par; nunca. Respuesta: k = 2 y h impar.

(b) Recorrido euleriano abierto si y solo si hay exactamente dos vértices de grado impar. Si
k es impar, los h > 3 vértices del ciclo tienen grado impar: nunca. Sea k par; los vértices del
ciclo son pares. Si k = 2: los dos extremos tienen grado 1 + h, impar si y solo si & es par; con h
par hay exactamente dos impares. Si k > 4 par: con h par, los dos extremos son impares y los
interiores pares, exactamente dos; con h impar, los extremos son pares y los k — 2 interiores
impares, exactamente dos si y solo si k = 4. Respuesta: k par y h par, o bien k = 4 y h impar.
(Si P, denota el camino con k aristas en vez de con k vértices, se sustituye k pork+1.) W

Dénde se falla. En los casos pequefios, k = 1y k = 2, que no tienen vértices interiores
y se escapan de la discusion general: la respuesta de (a) vive justamente en k = 2. Y en la
convencién sobre Py, que cambia la respuesta y conviene fijar por escrito antes de empezar.

Ejercicio 3.7. Tres afirmaciones R3.14; EXAMENES DE SEPTIEMBRE 2012 Y 2011-12

¢Son ciertas? (a) Todo grafo bipartito euleriano tiene un ndmero par de aristas. (b) Todo
grafo euleriano con un nimero par de vértices tiene un ntimero par de aristas. (c) En un
grafo euleriano no existen aristas puente.

Resolucién. La idea. Las tres preguntan por un grafo euleriano, y la herramienta es la
particion de las aristas en ciclos, que convierte una pregunta sobre todo el grafo en preguntas
sobre ciclos sueltos. (a) y (c) caen asi en una linea. (b) se parece a (a), pero la paridad del
numero de vértices no dice nada de las longitudes de los ciclos, y un tridngulo basta para
romperla.

(a) Cierta. Un grafo euleriano admite una particién de sus aristas en ciclos, y en un grafo
bipartito todo ciclo tiene longitud par. El nimero de aristas es la suma de las longitudes de
los ciclos de la particion: una suma de pares.

(b) Falsa. Un triangulo y un cuadrado pegados por un vértice: 6 vértices, grados
2,2,4,2,2,2, euleriano, y 7 aristas.

(c) Cierta. Toda arista de un grafo euleriano estd en un ciclo de la particion, y una arista
en un ciclo no es puente. (Es la afirmacion «todo grafo con un puente es no euleriano» de la
prueba de 2011-12, contrarreciproco.) u

Dénde se falla. En (b), en buscar el contraejemplo entre los grafos bipartitos, donde (a)
dice que no existe: hace falta un ciclo impar. Y hace falta ir a seis vértices, porque con cuatro
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el tnico grafo euleriano es C4 (todos los grados tendrian que valer 2), que tiene cuatro aristas;
con seis vértices, un grafo euleriano con un ntiimero impar de aristas tiene al menos siete, y el
tridngulo pegado al cuadrado las tiene.

Ejercicio 3.8. El grafo de las ternas R3.15, APARTADOS (A) Y (B)

Dado n > 2, sea G, el grafo cuyos vértices son las n-uplas (ay,...,ay) cona; € {—1,0,1},
y en el que dos vértices son adyacentes si las n-uplas coinciden en alguna coordenada. (a)
Calcular el orden y el tamafio de G,. ;Es regular? (b) ;Para qué n es G, euleriano?

Resolucién. La idea. Contar a los que no son vecinos es mds facil que contar a los vecinos: no
ser vecino de v es diferir de v en todas las coordenadas, y eso deja dos opciones en cada una.
El grado sale por complementario, y su paridad, de que 3" es impar y 2" es par.

(a) El orden es VR3,, = 3". Fijado v = (a3, ...,a,), los vértices no adyacentes a v son las
n-uplas que difieren de v en todas las coordenadas: 2 opciones por coordenada, VR , = 2" en
total. El propio v coincide consigo mismo en todas las coordenadas, asi que no esta entre esas
2", y hay que descontarlo aparte porque un grafo simple no tiene lazos. Asi é(v) = 3" —2" —1
para todo v: G, es regular. Por el apretén de manos, |A(G,)| = 3"(3" —2" —1).

(b) G, es conexo: si v y u coinciden en alguna coordenada son adyacentes; si no, w obtenida
de v cambiando solo la primera coordenada por la de u es adyacente a ambas (n > 2), yvw u
es un camino. Los grados: 3" es impar, 2" es par, luego 3" — 2" — 1 es par. Conexo con todos
los grados pares: G, es euleriano para todo n > 2. n

Dénde se falla. En el —1. Quien cuenta los que no son vecinos y olvida que v tampoco
es vecino de si mismo escribe é(v) = 3" — 2", que es siempre impar (impar menos par), y
concluye que G, nunca es euleriano: descontar un solo vértice cambia la respuesta entera.
El otro sitio es la conexién, que es donde trabaja la hipdtesis n > 2. Con n = 1 los vértices
son —1, 0y 1, dos distintos no coinciden en su tinica coordenada y el grafo no tiene aristas:
los tres grados son 0, pares, y aun asi no es euleriano. El camino v w u de (b) necesita una
segunda coordenada en la que w siga coincidiendo con v.

Ejercicio 3.9. El cubo y el grafo de noviembre de 2011

(a) ¢Para qué n es euleriano el cubo Q, de la seccién 2.9? (Junio 2011.) (b) Para el grafo G de
12 vértices y 20 aristas de la seccion 2.7, decidir si es euleriano, dar un circuito euleriano y
una particion de sus aristas en ciclos. (Noviembre 2011, apartado (d).)

Resolucién. La idea. Las dos preguntas son el teorema de caracterizacién aplicado tal cual:
conexioén y paridad de los grados. En Q, todos los vértices tienen el mismo grado, n (se
puede cambiar cualquiera de sus  cifras), asi que la paridad de un solo ntimero lo decide
todo. En el grafo de doce vértices los grados se leen en la lista de aristas, y el circuito no se
adivina: se parte primero el grafo en ciclos y después se cosen.

(a) Qn es conexo y regular de grado 7, luego es euleriano si y solo si n es par.

(b) Los grados son 2,4,4,2,4,4,4,4,2,6,2,2, todos pares, y G es conexo: es euleriano. Un
circuito euleriano, el que da la solucién oficial:

V102070602030405012011010050306010V9080V10070U871,
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que tiene 20 pasos, uno por arista. Una particién en seis ciclos:
U1020708V1, U2U3U6U2, U3U4U5VU3, U50100U11712U5, UVeU7U10V6, U8V9UV10Ts,

con4 +3+ 344+ 3+ 3 = 20 aristas, todas distintas: cada arista de la lista de la seccién 2.7
aparece en exactamente uno de los ciclos. u

Qué hemos aprendido. El circuito no hay que adivinarlo: se fabrica con la particion,
recorriendo uno de los ciclos e insertando los demds por sus vértices comunes, como en el
ejemplo de descoser y coser. Y el orden recomendable es ese, primero los ciclos y después el
circuito, porque una particién en ciclos se comprueba de un vistazo y un circuito de veinte
pasos no.

Ejercicio 3.10. La galeria de arte R3.12(A)

La figura representa el plano de una galeria de arte: las lineas son paredes y los huecos,
puertas. ;Es posible hacer un recorrido por toda la galeria atravesando todas las puertas,
una sola vez cada una?

Resolucién. La idea. Es el problema de Konigsberg con otro disfraz, y todo el trabajo esta en
la traduccién: cada sala es un vértice, el exterior también (se puede salir y volver a entrar), y
cada puerta es una arista entre las dos zonas que comunica. Dos puertas entre las mismas
zonas son dos aristas, como los puentes dobles de Konigsberg. Hecha la traduccién, se
cuentan grados y el teorema contesta.

Hay cinco salas, A y B arriba, C, D y E abajo, y el exterior O. Se cuentan las puertas de
cada una recorriendo sus paredes en la figura:

O:2conA,2conB,2conC,1conD,2con E total9 impar

A:2conO,1conB,1conC,1con D total 5 impar
B:2conO,1con A,1con D, 1conE total 5 impar
C:2conO,1con A,1con D total 4 par
D:1conO,1conA,1conB,1conC,1conE total5 impar
E:2conO,1con B,1con D total 4 par

La suma es 32, luego hay 16 puertas (cada una cuenta en dos salas), y el grafo de las salas
tiene cuatro vértices de grado impar: O, A, By D. Un recorrido que atraviese cada puerta
exactamente una vez seria un recorrido euleriano de ese grafo (que es un multigrafo, con
varias puertas entre la misma pareja de salas, pero el teorema y el ejercicio 3.1 valen igual: la
demostracion solo cuenta entradas y salidas). Un circuito exige todos los grados pares, y un
recorrido abierto exige exactamente dos impares. Con cuatro impares, no es posible, empiece
donde empiece y salga o no al exterior. Por el ejercicio de la particién en recorridos, lo mejor
que se puede hacer es cubrir todas las puertas con dos paseos. n
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QUE DEJA. En cualquier plano, mapa o puzle «pasar una vez por cada puerta/puente/linea» se
cuentan grados y nada mds; y el exterior es un vértice como los demas.

Doénde se falla. En olvidar el exterior. Sin O quedan las siete puertas interiores, con grados
3enA,3enB,2enC,4en Dy 2en E: solo dos impares, y se concluiria que el recorrido
existe, cuando ese recorrido no cruza ninguna de las nueve puertas que dan a la calle. Y en
contar vecinos en vez de puertas: con una sola arista por pareja de zonas los impares serian
O, C, Dy E. Salen otra vez cuatro, pero por casualidad, y es otro grafo.
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3.2 Grafos hamiltonianos

LA PREGUNTA

En 1857 William Rowan Hamilton present6 un juego de mesa, el icosian, en el que
habia que recorrer los veinte vértices de un dodecaedro pasando una sola vez por cada
uno y volviendo al principio. El juego fue un fracaso comercial, pero la pregunta se
quedd: dado un mapa, ¢se puede visitar cada ciudad exactamente una vez y regresar?
Parece la pregunta de Euler con «ciudad» en vez de «puente», y no lo es: para la de
Euler hay un criterio que se comprueba contando, y para la de Hamilton no se conoce
un algoritmo de tiempo polinémico que funcione para todos los grafos. Tampoco se
ha demostrado que sea imposible: es parte del problema P frente a NP. ;Por qué dos
preguntas casi gemelas tienen dificultades tan distintas, y qué se puede decir de la
segunda?

Definicién (ciclo y grafo hamiltoniano). Dado un grafo G, un ciclo de G se dice hamilto-
niano si pasa por todos los vértices del grafo. Un grafo es hamiltoniano si admite un ciclo
hamiltoniano. Un camino hamiltoniano es un camino simple que pasa por todos los vértices
de G.

Un ciclo hamiltoniano pasa por cada vértice exactamente una vez, y por tanto usa exacta-
mente dos aristas de cada vértice y |V (G)| aristas en total; las demds aristas del grafo sobran.
Un grafo con camino hamiltoniano pero sin ciclo hamiltoniano (un camino P,, sin ir mds
lejos) no es hamiltoniano.

Observacién. Si un grafo es hamiltoniano, entonces es conexo, ya que el ciclo hamiltoniano
es un recorrido que pasa por todos los vértices. Ademas tiene al menos 3 vértices, porque un
ciclo los tiene.

Ejemplo. K, conn > 3 es hamiltoniano (v1v; - - - v,v1). C;; es hamiltoniano. W;, es hamilto-
niano (el ciclo exterior con un desvio por el centro: cv v; - - - v,_1 ¢). K, es hamiltoniano
paran > 2: ugwiupws - - - Uy wyuy. El grafo de 12 vértices de noviembre de 2011 lo es, con el
ciclo que se dio en la secciéon 2.7. Un drbol nunca lo es.

Ejemplo (euleriano y hamiltoniano son cosas independientes). Las dos preguntas parecen
gemelas, y lo primero que conviene ver con las manos es que la respuesta a una no determina
la otra: hay grafos de las cuatro clases.

a’x‘e

T—2
Ky pajarita Cs Ki3
‘ hamiltoniano no hamiltoniano
euleriano Cs la pajarita
no euleriano Ky Ky

Ky tiene el ciclo hamiltoniano 12341, pero sus cuatro grados son impares. La pajarita tiene
todos los grados pares, pero su vértice central es punto de corte: un ciclo que pasara por los
cinco vértices tendria que atravesarlo dos veces, una para ir al otro tridngulo y otra para
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volver. Cs es las dos cosas a la vez, y la estrella Kj 3, ninguna. La leccién es de método: cada
pregunta se decide con sus propias herramientas. Para la de Euler basta contar grados. Para
la de Hamilton hay dos listas, y son las dos subsecciones que siguen: condiciones necesarias,
que sirven para decir que no, y condiciones suficientes, que sirven para decir que si.

Condiciones necesarias

Proposicién. Sea G un grafo hamiltoniano. Entonces (1) G no tiene puntos de corte; (2) todos
los vértices tienen grado al menos 2.

La idea, en una frase: un ciclo hamiltoniano es una ronda que pasa por todo el grafo, y al
quitarle un vértice se rompe en un solo trozo, no en dos, porque un ciclo abierto sigue siendo
un camino. Ese trozo tinico es el que impide que haya puntos de corte, y de paso obliga a que
cada vértice tenga al menos dos aristas: la de entrada y la de salida de la ronda.

Sea C un ciclo hamiltoniano. (1) Si u fuera punto de corte, G — u seria disconexo. Pero
parav,w € V(G —u), el ciclo C — u es un camino que contiene a todos los vértices
salvo u, y su tramo entre v y w es un camino en G — u. Contradiccién. (2) Un vértice de
grado 0 hace al grafo disconexo; un vértice de grado 1 no estd en ningtn ciclo, luego
no estd en C. |

Lema. Sea S C V(C,) un subconjunto propio y no vacio de vértices del ciclo. Entonces
|700(Co = S) < [S].

La idea, en una frase: un ciclo es un collar, y quitarle k cuentas lo corta en como mucho k
hilos —nunca en mads, porque cada corte solo puede abrir una separacion nueva—. El corazén
es que un vértice tiene grado 2 en el ciclo, de modo que borrarlo parte a lo sumo un trozo
en dos.

Paso 1: el caso de una sola cuenta. Por induccion sobre |S|. Si S = {v}, C;, — v es
un camino, conexo: una componente. Paso 2: se quita una cuenta mdas y se mira
su grado en lo que queda (el nticleo de la prueba). Todo depende de que en lo ya
cortado el vértice v tenga grado 0, 1 0 2 —no puede tener mds, porque en el ciclo tenia
dos vecinos—, y solo el caso de grado 2 afilade una componente. Sea |S| =k > 2y
supodngase el resultado para conjuntos de k — 1 vértices. Toémesev € Sy S’ = S\ {v};
por hipétesis G’ = C,, — S’ tiene a lo sumo k — 1 componentes. Al quitar v de G’ pueden
pasar tres cosas, segun el grado de v en G': si ¢/ (v) = 0, v era una componente por
si solo y C, — S tiene una componente menos, a lo sumo k — 2; si ¢/ (v) = 1, v era el
extremo de un camino y quitarlo deja el mismo ntimero de componentes, a lo sumo
k —1;siéc (v) = 2, v era interior a uno de los caminos que forman G’ (como S’ # @,
G’ es una unién de caminos) y quitarlo lo parte en dos, a lo sumo k componentes. En
todos los casos |1p(C, — S)| < k. [ |

Otra via (contar los arcos). Quitar k vértices a un ciclo lo corta en a lo sumo k arcos: cada
componente de C, — S es el tramo que va entre dos vértices consecutivos de S a lo largo
del ciclo, y hay exactamente k de esos tramos, algunos quiza vacios. Es la misma cuenta sin
induccién.
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Teorema (condicién necesaria). Sea G un grafo hamiltoniano. Entonces para todo S C V(G)
no vacio y propio se tiene |77o(G — S)| < |S].

Sea C un ciclo hamiltoniano de G. Entonces V(G —S) = V(C—-S) y A(C—S) C
A(G — S): C — S es un subgrafo spanning de G — S. Anadir aristas no aumenta el
ntmero de componentes, luego |719(G — S)| < |71o(C — S)| < |S| por el lema. [ |

LA IDEA: EL TEST DE LAS COMPONENTES

Es la herramienta que de verdad se usa para probar que un grafo dibujado no es
hamiltoniano: se buscan k vértices cuya eliminacién deje mds de k trozos. Conk = 1 es
la condicién del punto de corte. Suele escribirse w(G — S) < |S|, con w por el numero
de componentes. El reciproco es falso: el grafo de Petersen cumple la condicién para
todo S y no es hamiltoniano, pero eso no entra en el curso.

Ejemplo (el test de las componentes, a mano). Sea G = K, + K3: dos vértices u y v unidos
entre s y con otros tres, a, b y ¢, que no son adyacentes entre si.

'
0
\ 0 S = {u,v}: al quitarlos,
a, by c quedan sueltos
e‘
©

Las pruebas baratas no deciden. G es conexo, sus grados son 4,4, 2,2, 2, todos al menos 2, y
no tiene puntos de corte: al quitar u queda la estrella de centro v, y al quitar uno de los de
grado 2 quedan u y v unidos a los otros dos. Tampoco es bipartito, por el tridngulo 1 v a, asi
que el corolario que sigue no se aplica.

Con S = {u, v} el test decide: G — S son los tres vértices 4, b y ¢ sueltos, tres componentes
para |S| = 2. Como 3 > 2, G no es hamiltoniano. La imagen del collar dice por qué. Un ciclo
hamiltoniano recorreria 4, b y ¢ en algtin orden, y como no son vecinos entre si, entre cada
dos consecutivos del ciclo tendria que haber algin vértice de S. Son tres huecos alrededor
del ciclo y solo hay dos vértices en S para llenarlos.

Como se elige S. Se buscan vértices de grado alto que rodeen a muchos de grado bajo: si al
quitarlos quedan maés trozos que vértices se han quitado, el test ha decidido. La sefial mas
clara son varios vértices de grado 2 con los mismos dos vecinos, como aqui. Un S de un solo
vértice es la prueba del punto de corte, y en este grafo no basta: hace falta |S| = 2.

Corolario. Si G es bipartito con V(G) = V3 U Vo y |V3| # | V2], entonces G no es hamiltoniano.

Sea | V1| < |V2], sin pérdida de generalidad, y S = V4. En G — V; quedan los vértices
de V; y ninguna arista, porque todas las aristas de G tocan a V;: G — V; tiene exacta-
mente |V| componentes. Si G fuera hamiltoniano, |V,| = |19(G — S)| < |S| = |1,
contradiccioén. (Si Vi = @, G no tiene aristas y tampoco es hamiltoniano.) |

Observaciéon. En particular, un grafo bipartito con un niimero impar de vértices no es
hamiltoniano (los dos lados no pueden tener el mismo tamafio), que es el verdadero o falso
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de noviembre de 2013; también se ve directamente: un ciclo hamiltoniano seria un ciclo de
longitud impar en un bipartito. Y K, , con m # n no es hamiltoniano, mientras que K, , si
paran > 2.

Qué se ha ganado. Hay ya cuatro maneras de probar que un grafo no es hamiltoniano, de
la més barata a la més fina: un vértice de grado 0 o 1; un punto de corte; un conjunto S con
mas de |S| componentes en G — S, del que el bipartito desequilibrado es un caso particular; y,
cuando nada de eso funciona, el razonamiento con aristas obligadas del dltimo ejercicio de
la seccion. Lo que ninguna de ellas hace es probar que un grafo si lo es. Para eso estan las
condiciones suficientes.

Condiciones suficientes

Teorema (Ore, 1960 R3.5). Sea G un grafo de orden n > 3. Si para todo par de vértices no
adyacentes u, v se tiene 6(u) + 6(v) > n, entonces G es hamiltoniano.

LA IDEA: EL CRUCE DE CAMINOS

La intuicién falsa, primero. La tentacion es leer Ore como «si hay muchas aristas, hay
ciclo hamiltoniano», y de ahi saltar a que basta con que los grados sean altos en media.
No basta. Un grafo puede tener muchisimas aristas y no ser hamiltoniano: tomese
K, 1y ctelguese de él un vértice de grado 1; hay casi todas las aristas posibles y el
grafo no tiene ciclo hamiltoniano, porque ese vértice colgado no puede estar en ningtin
ciclo. Lo que Ore pide no es cantidad, es que no haya parejas pobres: la condicién se
comprueba pareja a pareja, y una sola pareja no adyacente con grados bajos la rompe.
La imagen, y es la tinica que hay que recordar. Imagine un camino que pasa por todos
los vértices, de x a y. Para cerrarlo en ciclo hace falta un atajo, y el atajo tiene esta
forma: si x salta hacia delante a v; e y salta hacia atras a v;_1, los dos saltos se cruzan
sobre la misma arista del camino, y ese cruce permite recorrer el camino en dos tramos
y volver al principio.

Y la imagen predice el enunciado, incluido el ndmero #: si no hubiera tal cruce, cada
vecino de x prohibiria un vecino a y —el de la posicion anterior—, asi que los vecinos
de los dos se reparten posiciones distintas de un camino que solo tiene n — 1 aristas. Si
la suma de grados llega a n, el reparto es imposible y el cruce existe.

El corazén en una frase: 6(x) + d(y) > n es demasiada gente para n — 1 sitios, y el
palomar entrega el cruce que cierra el ciclo.

El cruce, a mano. Sea el camino v v2 304 U5 Vg, CON X = U1 € Y = Vg, y supdngase que

ademads hay dos saltos: x es vecino de vy, e y lo es de v3. Los saltos se cruzan sobre la arista
v3v4 del camino, y el ciclo sale solo: se va de v a v3 por el camino, se salta a vs, se vuelve por
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el camino hasta v4 y se salta a vy,
01020306 U504 0.

En el lenguaje de la demostracién que sigue, las posiciones de los vecinos de x forman
S = {2,4}; las de los vecinos de y, desplazadas un lugar, forman T = {4,6}; y el indice
comun, 4, es el cruce. Aqui el cruce existe aunque los grados de x y de y sumen solo 4. Lo
que el teorema asegura es que, si suman n = 6 0 mds, no puede faltar, porque S y T no caben
sin tocarse en las cinco posiciones {2, ...,6}.

Paso 1: se pasa a un contraejemplo maximal, donde afiadir cualquier arista ya
cierra un ciclo. Por reduccién al absurdo: supéngase que G cumple la hipétesis y
no es hamiltoniano. Se afiaden aristas a G, una a una, mientras el grafo siga sin ser
hamiltoniano; como K, es hamiltoniano, el proceso se detiene en un grafo G’ con
los mismos vértices que no es hamiltoniano y tal que G’ + xy es hamiltoniano para
cualquier par no adyacente x, y. El grafo G’ sigue cumpliendo la hipétesis: si x, y no
son adyacentes en G/, tampoco lo eran en G, y los grados en G’ son mayores o iguales
que en G, luego d¢/(x) + dg/(y) > n.

Paso 2: en el maximal, una arista que falta produce un camino hamiltoniano. Como
G’ no es completo (K, es hamiltoniano), hay x, y no adyacentes en G'. El grafo G’ + xy
es hamiltoniano y G’ no, luego todo ciclo hamiltoniano de G’ + xy usa la arista xy;
quitando esa arista queda un camino hamiltoniano de G/,

P=(x=0v1,02...,0q-1,0qp = Y).

Paso 3: se traducen los vecinos a posiciones, con el desplazamiento de uno que crea el
cruce.Sean S = {i € {2,...,n}:xv; € A(G)}yyT={ie{2,...,n} :yvi_1 € A(G')}.
Como P contiene todos los vértices, |S| = dc/(x) v |T| = g/ (y). Ademds n ¢ S porque
xv, = xy ¢ A(G).

Paso 4: 1os dos conjuntos de posiciones son disjuntos, porque un indice comtn seria
el cruce (el nticleo de la prueba). SNT = @:sii € SN T, entonces

(x =v1,02,...,0i-1, Y = Un, Up—1,...,0j, V1 = X)

seria un ciclo hamiltoniano de G’ (se usa v;_1y para saltar al final del camino, se recorre
al revés hasta v;, y se vuelve a x por v;x), contra la elecciéon de G'.

Paso 5: 1a cuenta del palomar cierra el absurdo. Por tanto S y T son disjuntos dentro
de {2,...,n}, que tiene n — 1 elementos, y

5/(x) + 66 (y) = 1| +|T| = |SUT| <n -1,

contradiccién con la hipétesis. |

Encapsulado. Si hubiera un contraejemplo, habria uno maximal, al que afiadir cualquier
arista que falte lo harfa hamiltoniano; en €él, una arista que falta, xy, deja un camino hamilto-
niano de x a y. Cada vecino de x en la posicién i prohibe a y ser vecino de la posiciéon i — 1,
porque eso cerraria el ciclo. Asi, los vecinos de x y los de y ocupan posiciones distintas entre
n — 1,y sus grados suman como mucho n — 1: contra la hipétesis.
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Observacion (qué papel juega cada hipétesis). El paso al contraejemplo maximal G’ (Paso 1)
no es un adorno técnico: sin él no habria camino hamiltoniano con el que trabajar, porque de

un grafo cualquiera no hamiltoniano no se sigue que exista camino hamiltoniano. Lo que G’

garantiza es que estamos justo en el filo: una arista mds y ya habria ciclo.

La hipétesis n > 3 excluye los grafos de uno o dos vértices, que no contienen ciclos. Y
la cota n es 6ptima: con d(x) + d(y) > n — 1 el teorema es falso, y el contraejemplo mas
barato es dos tridngulos pegados por un vértice —la pajarita—, donde todas las parejas no
adyacentes suman 4 = n — 1 con n = 5y el grafo no es hamiltoniano porque tiene un punto

de corte.

Teorema (Dirac, 1952 R3.7(a)). Sea G un grafo de orden n > 3. Si 5(u) > n/2 para todo

vértice u, entonces G es hamiltoniano.
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LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LA MITAD ES EL UMBRAL

Qué dice. En una fiesta de n personas en la que cada una conoce al menos a la mitad
de las demds, se puede sentar a todas alrededor de una mesa de modo que cada una
conozca a sus dos vecinos. Es Ore en su forma méas comoda: una sola cota, la misma
para todos los vértices, que se comprueba mirando el grado minimo.

Por qué la mitad basta. Con esa cota, dos personas que no se conocen tienen al menos
dos conocidos comunes: entre las dos suman n conocidos o més, repartidos entre las
otras n — 2 personas, asi que al menos dos se cuentan dos veces,

IN(1) \N(v)| > g—l—g—(n—2) =2

donde N(u) es el conjunto de vecinos de u. Y nadie es imprescindible: al quitar a
una persona, cada una de las restantes conserva al menos /2 — 1 conocidos, asi que
cualquier grupo separado del resto tendria al menos 7 /2 personas, y dos grupos asi no
caben entre las 7 — 1 que quedan. No hay puntos de corte. El grafo no tiene ninguno
de los defectos que impiden un ciclo hamiltoniano, y la demostracién de Ore convierte
esa abundancia de vecinos en el cruce que cierra el ciclo.

Por qué no menos. Los dos grafos de la figura tienen n = 5 y todos los grados al
menos 2 = (n — 1) /2, medio punto por debajo de la cota, y ninguno es hamiltoniano.

la pajarita: se parte Kj3: se desequilibra

La pajarita falla porque su vértice central es imprescindible: es punto de corte. K>3
falla por desequilibrio: tres vértices que solo pueden alternarse con dos. Son las dos
maneras de fallar, partirse y desequilibrarse, y con grado minimo 7/2 ninguna es
posible. No hay puntos de corte, como se acaba de ver; y en un bipartito con lados
desiguales, los vértices del lado grande tienen grado como mucho el tamafio del lado
pequefio, que es menor que 11/2.

El corazén en una frase: con grado al menos 1n/2, dos vértices que no se tocan com-
parten vecinos, y Ore hace el resto.
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Si G es completo, es hamiltoniano. Si no, para todo par de vértices no adyacentes u, v
se tiene 6(u) +6(v) > n/2+n/2 = n,y se aplica el teorema de Ore. [ |

Observacién. Las dos cotas son 6ptimas. Ki x1 tiene n = 2k + 1 vértices, grado minimo
k = (n —1)/2,justo por debajo de 1/2, y no es hamiltoniano (bipartito desequilibrado). Y
para Ore, el mismo grafo tiene pares no adyacentes con suma de grados 2k = n — 1.

Definicién (no hamiltoniano maximal). Un grafo G se dice no hamiltoniano maximal si G
no es hamiltoniano y para cualquier par u, v de vértices no adyacentes el grafo G + uv es
hamiltoniano.

Es el G’ de la demostracion de Ore. El mismo argumento, leido con cuidado, da algo mas
fino.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: ARISTAS QUE SE PUEDEN REGALAR

Este teorema permite simplificar el problema de decidir si un grafo es hamiltoniano; en
algunos casos lo resuelve por completo. Lo que dice es que hay aristas que se pueden
afiadir gratis, sin cambiar la respuesta.

Si u y v no son adyacentes pero sus grados suman al menos 7 (contando dos veces
los vecinos comunes), la arista uv es redundante: si el grafo ampliado tiene ciclo
hamiltoniano, el original también. La razén es la misma que en el teorema de Ore, y
conviene tenerla vista. Si el ciclo del grafo ampliado usa la arista nueva, al quitarla
queda un camino hamiltoniano de u a v; recorriendo ese camino, se buscan dos
posiciones consecutivas v;, v,y tales que u sea vecino de v;; 1 y v lo sea de v;. Si
existen, se da la vuelta al trozo central del camino y se cierra el ciclo sin usar uv.
Y existen por el principio del palomar: los vecinos de u y los de v suman n o més
posiciones dentro de un camino que solo tiene n — 1 huecos, luego dos coinciden.

De ahi sale la herramienta préctica, la clausura: se van afiadiendo, una tras otra, todas
las aristas entre parejas no adyacentes cuya suma de grados llegue a 7, hasta que no
quede ninguna. Como la respuesta no cambia en ningtn paso, el grafo original es
hamiltoniano si y solo si lo es su clausura. Y muchas veces la clausura acaba siendo el
grafo completo, que es hamiltoniano sin mas que recorrer sus n vértices en cualquier
orden y volver al primero: como todas las parejas son adyacentes, cada salto de la lista
es una arista. Ahi el teorema ha decidido el problema sin que se haya llegado a dibujar
un solo ciclo.

Teorema (Bondy—Chvatal, 1976). Sea G un grafo de orden n > 3 y sean u, v dos vértices
no adyacentes con d(u) + 6(v) > n. Entonces G es hamiltoniano si y solo si G + uv es
hamiltoniano.

El corazén en una frase: no caben tantos vecinos en tan pocos huecos. Los vecinos de u y los
de v suman 7 posiciones que hay que colocar dentro de un camino con solo 7 — 1 intersticios,
y el palomar obliga a que dos coincidan; esa coincidencia es el giro que cierra el ciclo sin la
arista nueva. Toda la demostracién consiste en definir bien los dos conjuntos de posiciones
para que esa cuenta se pueda hacer.
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Paso 1: la direccién facil, por contenido. Si G es hamiltoniano, su ciclo hamiltoniano
estd en G + uv.

Paso 2: en la direccién dificil, la arista nueva se convierte en un camino hamilto-
niano. Reciprocamente, supéngase que G + uv es hamiltoniano y G no. Todo ciclo
hamiltoniano de G + uv usa la arista uv —si alguno no la usara, ya seria un ciclo ha-
miltoniano de G—, y quitarla deja un camino hamiltoniano P = (u = vy,...,v, = 0)
de G. El problema queda asi reducido a algo muy concreto: cerrar ese camino en ciclo
usando solo aristas viejas.

Paso 3: se traducen los vecinos de 1 y de v a posiciones del camino. Se definen

Vi={j: uvjp1 € A(G)}, Va={j: vv; € A(G)},

con j recorriendo {1,...,n — 1} en Vi (los vecinos de u son vj; 1 conj+1 € {2,...,n})
y{1,...,n—1} en V; (v no es vecino de si mismo). Asi |V1| = dg(u) y |Va| = dc(v).
Obsérvese el desplazamiento de un lugar entre las dos definiciones: es deliberado, y
es lo que hace que un indice comun signifique «u enchufa por delante y v por detrés
de la misma arista del camino».

Paso 4: un indice comtin daria el ciclo, luego no puede haberlo (el nticleo de la
prueba). V1 NV, = @:sijo € V1 N V3, entonces u es adyacente a vj 1y vavj,y

U10jy+1 Ujp42 ** " Un Ujp Vjp—1 "+ * U1

serfa un ciclo hamiltoniano de G —se entra por el salto v1v;, 11, se recorre la cola hasta
vy, e salta a Vj, y se vuelve al principio recorriendo el tramo central del revés—, contra
lo supuesto.

Paso 5: 1a cuenta del palomar. Al ser disjuntos, dg(u) + dg(v) = |V U V2| < n—1,
contra la hipétesis d(u) + 6(v) > n. [ |

Observacion (qué papel juega la hipotesis de grados). La hipétesis d(u) + d(v) > n no
interviene en ningtin paso salvo el dltimo, y ahi lo hace de golpe: es la que hace imposible
que Vi y V, quepan disjuntos en {1,...,n — 1}. Si se rebaja a §(u) + d(v) > n — 1, la cuenta
deja de dar contradiccién y el teorema se cae; el camino hamiltoniano puede existir sin que
se pueda cerrar. Es exactamente la misma frontera que en el teorema de Ore, y por la misma
razon: un camino de n vértices tiene n — 1 aristas, ni una mas.

Definicién (clausura). Sea G un grafo con n vértices. La clausura de G, denotada cl(G), es
el grafo que se obtiene a partir de G afiadiendo reiteradamente aristas uv entre vértices no
adyacentes con 6(u) + 6(v) > n (recalculando los grados tras cada adicién) hasta que no
quede ningdn par asi.

Corolario. Un grafo es hamiltoniano si y solo si su clausura es hamiltoniana.

Cada arista que se afiade al construir la clausura cumple la hipétesis de Bondy-Chvétal
en el grafo del momento, luego no cambia si el grafo es 0 no hamiltoniano. Se aplica el
teorema tantas veces como aristas se afiadan. |

Ejemplo. Si G cumple la condicién de Ore, su clausura es K, (todos los pares no adyacentes
se pueden afadir, y afiadir aristas solo sube los grados), y K, es hamiltoniano: Ore es el caso
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particular de la clausura completa. Pero la clausura puede ser K;, sin que se cumpla Ore desde
el principio: en Cs mds una cuerda v1v3, con n = 5, el par vy, v4 tiene grados3 +2 =5> 5y
se afade. A continuacién pueden afiadirse v,v4, U205 Y U305, en ese orden, y se llega a Ks. Hay
que recalcular: justo después de afadir v1v4, el par v;, v5 atin suma 4. En grafos de grados
bajos puede ocurrir que la clausura no afiada ninguna arista.

negro: Cs; rojo: la cuerda vy vs;
azul discontinuo: lo que afiade la
clausura, en el orden numerado

Dénde se falla. En dos sitios. Uno, en sumar los grados del grafo original en vez de los
del momento: la clausura se construye paso a paso, y un par que al principio no llega puede
llegar después, como v;, v5 en el ejemplo. Dos, en leer una clausura que no es completa como
un «no». Si la clausura no es K, ni otro grafo que se sepa decidir, el corolario no dice nada.
Cs es hamiltoniano y su clausura es él mismo, porque ningtn par no adyacente suma 6;
la pajarita no lo es, y su clausura también es ella misma. En ese caso hay que volver a las
condiciones necesarias o buscar el ciclo a mano.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: BUSCAR UN CRITERIO COMO EL DE EULER

La alternativa. Buscar una condicién necesaria y suficiente, comprobable vértice a vértice, para
que un grafo sea hamiltoniano, como «grados pares» lo es para euleriano.

Su atractivo. Las dos preguntas parecen gemelas, y los ejemplos pequefios parecen sugerir una
regla.

La dificultad. Decidir si un grafo es hamiltoniano es un problema NP-completo (Karp, 1972).
Un algoritmo de tiempo polinémico para este problema darfa algoritmos de ese tipo para todos
los problemas de NP. No se sabe si existe: eso equivale a resolver P = NP. Por eso conviene
distinguir «no se conoce un algoritmo general rdpido» de «no se puede decidir»: siempre se
pueden probar todos los posibles ciclos, aunque el trabajo crezca enormemente.

En el curso, las condiciones necesarias permiten descartar grafos y las suficientes permiten
confirmar otros. Si ninguna decide, se puede buscar un ciclo o una obstruccién especifica, por
ejemplo propagando las aristas obligadas por los vértices de grado 2, como en el ejercicio 3.19.
Son herramientas ttiles, aunque no resuelvan todos los casos.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR HAMILTONIANO POR CAMINOS

La alternativa. Llamar hamiltoniano a un grafo que tiene un camino hamiltoniano, sin exigir
que se cierre.

Su ventaja. Es una condicién mas débil y més facil de conseguir; los drboles con dos hojas
(caminos) la cumplen.

Por qué se elige el ciclo. Porque el ciclo es simétrico (no hay principio ni fin), da la condicién
necesaria |779(G — S)| < |S]| tal cual, y es lo que piden los problemas de origen (volver a casa).
Y porque una version se reduce a la otra: si G tiene al menos dos vértices, G tiene camino
hamiltoniano si y solo si G + K tiene ciclo hamiltoniano, que es el truco del ejercicio 3.13.

143



Grafos Eulerianos y Hamiltonianos

DE DONDE VIENE: EL VIAJANTE

La version con distancias del problema de Hamilton es el problema del viajante: dadas las
distancias simétricas entre cada par de n ciudades, encontrar el ciclo hamiltoniano mas corto.
Con n = 10 hay 9!/2 = 181440 ciclos, que un ordenador enumera en un instante; con n = 30
hay del orden de 10*! y no hay ordenador que los enumere. Aun asi, en 2006 se resolvié
exactamente un caso con 85900 ciudades, con métodos que descartan grandes grupos de rutas
sin examinarlas una a una. Que no se conozca un algoritmo general rdpido no impide resolver
instancias grandes: de ello se ocupa la optimizaciéon combinatoria, que en Programacion
matematica se empieza a ver.

Ejercicios: grafos hamiltonianos

Ejercicio 3.11. Puntos de corte y hamiltonianos R3.6; EXAMENES DE 201112 Y 2024-25

(a) Probar que en todo grafo hamiltoniano G el subgrafo G — v es conexo para todo v. (b)
Probar que todo grafo con algtn punto de corte no es hamiltoniano. ;Es cierto el reciproco?
(c) ¢Es Ky, » hamiltoniano? ¢ cAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Un ciclo hamiltoniano es una ronda que pasa por todos, y una ronda
a la que se le quita una persona sigue siendo una fila que une a todas las demads. Esa fila
estd dentro de G — v, asi que G — v es conexo: ningtn vértice puede ser punto de corte.
El reciproco pide lo contrario, un grafo sin puntos de corte que no sea hamiltoniano, y el
candidato natural es un bipartito desequilibrado, que no es hamiltoniano por paridad y
puede no tener puntos de corte.

Paso 1, (a): l1a ronda menos un vértice es una fila que lo recorre todo (el ntcleo de la
prueba). (a) Sea C un ciclo hamiltoniano, de orden n = |V(G)|. Para cualquier v, C — v es un
camino con los otros n — 1 vértices, conexo, y es subgrafo de G — v. Luego G — v es conexo.

Paso 2, (b): el contrarreciproco, y un contraejemplo para la vuelta. (b) Es el contrarrecipro-
co de (a): un punto de corte v tiene G — v disconexo. El reciproco es falso: K 3 no tiene puntos
de corte (quitar cualquier vértice deja K; 3 0 K32, conexos) y no es hamiltoniano, porque un
ciclo hamiltoniano seria un ciclo de longitud 5 en un grafo bipartito. Esto responde también
la prueba de 2011-12: «todo grafo con un punto de corte es no hamiltoniano» (cierto) y «todo
grafo no hamiltoniano tiene un punto de corte» (falso). En el lenguaje del capitulo 4, (a) dice
que todo grafo hamiltoniano es 2-conexo.

Paso 3, (c): el equilibrio decide. (c) Si m # n, no, por el corolario de los bipartitos
desequilibrados. Sim = n > 2, si: uywiupw, - - - u,wy,uq es un ciclo con los 2n vértices, y todas
sus aristas existen porque unen un u con un w. (K ; = K> no, por tener dos vértices.) |

Encapsulado. Si C es un ciclo hamiltoniano, C — v es un camino que pasa por todos los
vértices de G — v y usa aristas de G — v; luego G — v es conexo y v no es punto de corte. La
vuelta es falsa, y K> 3 lo muestra: no tiene puntos de corte y es bipartito con lados de tamafios
distintos. Es el mismo grafo que marca el limite de la cota de Dirac.

Dénde se falla. En (a), en decir que G — v «es» un camino: lo que es un camino es C — v,
que es un subgrafo de G — v con todos sus vértices, y eso basta para la conexién. En (b), en
dar como contraejemplo un grafo con un punto de corte, que prueba la direccién que ya se
sabfa; o en afirmar que K3 no es hamiltoniano sin decir por qué, cuando la razén es de una
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linea: un ciclo hamiltoniano tendria longitud 5, impar, dentro de un bipartito. Y lo de que no
tiene puntos de corte hay que comprobarlo, quitando un vértice de cada lado.

Ejercicio 3.12. Ocho invitados R3.7(s)

En una cena con 8 invitados, cada uno conoce al menos a otros cuatro. Probar que se pueden
sentar alrededor de una mesa redonda de modo que cada uno conozca a los dos entre los
que estd sentado.

Resolucién. La idea. Sentarse a una mesa redonda con conocidos a los dos lados es recorrer
un ciclo hamiltoniano del grafo de conocidos, y «cada uno conoce al menos a cuatro de los
otros siete» es la cota de Dirac con la igualdad justa.

Sea G el grafo con un vértice por invitado y una arista por cada par que se conoce. Tiene
n = 8 vértices y 6(u) > 4 = n/2 para todo u. Por el teorema de Dirac, G es hamiltoniano; un
ciclo hamiltoniano es una disposicién alrededor de la mesa en la que cada uno tiene a dos
conocidos al lado. [

Dénde se falla. En creer que con un conocido menos también saldria. Si cada uno conociera
solo a tres, los ocho podrian ser dos grupos de cuatro que se conocen entre si y no conocen a
nadie del otro grupo, dos Ky disjuntos: ninguna mesa redonda sirve, porque en algin sitio
se sentarian juntos dos desconocidos. Y en dar la disposicién por construida: el teorema de
Dirac asegura que existe, pero no dice cudl es.

Ejercicio 3.13. Camino hamiltoniano por grados R3.8

Sea G un grafo conexo de orden p > 2. Demostrar que si 6(v) > (p —1)/2 para todo v,
entonces G contiene un camino hamiltoniano.

Resolucién. La idea. Un camino hamiltoniano es un ciclo hamiltoniano al que le falta cerrarse.
Si se afiade un vértice x unido a todos, cualquier camino hamiltoniano se cierra pasando por
x 'y, al revés, un ciclo hamiltoniano del grafo ampliado, sin x, es un camino hamiltoniano de
G. El vértice nuevo sube ademds en 1 todos los grados, justo lo que hace falta para pasar de
(p —1)/2 ala cota de Dirac del grafo ampliado, que tiene p + 1 vértices: (p+1)/2.

Sea G’ = G + Kj, con vértice nuevo x adyacente a todos los de G. Tiene orden p +1 > 3.
Parav € V(G),0¢/(v) =6c(v)+1>(p—1)/2+1=(p+1)/2;ydc(x)=p>(p+1)/2
porque p > 1. Por Dirac, G’ tiene un ciclo hamiltoniano C. Quitando x de C queda un camino
que pasa por los p vértices de G usando solo aristas de G: un camino hamiltoniano de G. (La
hipétesis de conexién no se ha usado: se deduce.) n

Dénde se falla. En olvidar el grado de x, que también tiene que cumplir la cota: dg/(x) =
p > (p+1)/2porque p > 1. Y en creer que la cota se puede rebajar: K, 4 es conexo, tiene
p = 6y grado minimo 2 < 5/2, y no tiene camino hamiltoniano, porque un camino alterna
los dos lados y, con dos vértices en uno, pasa como mucho por tres del otro.

Ejercicio 3.14. Muchas aristas R3.9

(a) Sea G un grafo con p > 3 vértices y ¢ > (p?> — 3p + 6) /2 aristas. Probar que G es
hamiltoniano. (b) Encontrar un grafo no hamiltoniano con exactamente (p*> —3p +6)/2 — 1
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aristas.

Resolucién. La idea. Muchas aristas dejan pocas por poner, y eso impide que haya una
pareja pobre. La hip6tesis permite que falten como mucho (5) — w = p — 3 aristas. Si
dos vértices no adyacentes tuvieran grados con suma menor que p, entre las parejas que los
contienen faltarian al menos p — 2, una mas de las permitidas. Asi que se cumple la condicién
de Ore.

(a) Se prueba la condicién de Ore por reduccion al absurdo. Supéngase que existen u, v no
adyacentes con é(u#) + 6(v) < p — 1. Se cuentan todas las parejas de vértices distintos que
contienen a u 0 a v, incluida {u,v}: hay (p — 1) + (p — 1) — 1 = 2p — 3 parejas distintas (la
pareja {u, v} aparece en las dos listas y se cuenta una vez). De ellas, a lo sumo é(u) + 5(v) <
p — 1 son aristas de G, luego al menos (2p —3) — (p — 1) = p — 2 no lo son. Entonces

1) 2 2
qg(p)_(p_z):p(p 1)—-2p+4 _p 3p+4<p 3p+6

2 2 2 2 ’

contra la hipétesis. Luego G cumple Ore y es hamiltoniano.

(b) K,—1 mds un vértice x unido a un solo vértice u del completo. Tiene (” ;1) +1 =
(p—1)(p—2)+2 __ p*>-3p+4 _ p*>-3p+6
2 - 2 T 2

— 1 aristas, y no es hamiltoniano porque u es punto de
corte (x tiene grado 1). Para p = 4 es el tridngulo con una arista colgando, con 4 aristas. W

Qué hemos aprendido, con nimeros. Con p = 5 la cota es 8 aristas de las 10 posibles:
basta con que falten como mucho dos. El grafo de (b), K4 con una arista colgante, tiene 7 y le
faltan tres, las que unirian el vértice colgado con los otros tres del completo. La cota es, pues,
exacta: con una arista menos ya hay grafos que no son hamiltonianos.

Doénde se falla. En contar dos veces la pareja {u, v}: hay 2p — 3 parejas que contienen a
uoav,no2p—2 Con2p—2saldrian p — 1 aristas ausentes en vez de p — 2, y de ahi se
«probaria» que bastan (p? — 3p + 4)/2 aristas; el grafo de (b), que tiene exactamente esas y
no es hamiltoniano, desmiente esa conclusion.

Ejercicio 3.15. Cenas sin repetir vecinos R3.10

Un grupo de 7 personas acuerda cenar juntas en diferentes ocasiones. En cada ocasion se
sientan alrededor de una mesa redonda de modo que cada persona tiene a sus dos lados
comensales distintos en cenas diferentes. (a) Si todos quieren sentarse junto a todos los
demds, jcudntos dias deberan citarse? (b) Si se afiaden dos personas maés, ;jcudl sera la
solucion?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Cada cena es un ciclo hamiltoniano de K7, con 7 aristas; Ky tiene 21.

2. Hace falta ver que Ky se puede partir en tres ciclos hamiltonianos: constriiyelos con una persona fija y las
otras seis en circulo, girando.

Resolucién. La idea. Dos cuentas que se encuentran. Por abajo, cada cena gasta siete de las
veintiuna parejas, asi que hacen falta al menos tres cenas. Por arriba, hay que construir tres
cenas que no repitan pareja, y la simetria lo hace: una persona se queda fija y las otras seis se
colocan en circulo; una cena es un zigzag que cruza el circulo, y las otras dos son el mismo
zigzag girado un puesto y dos puestos.
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primera cena segunda cena tercera cena

(a) Cada cena determina un ciclo hamiltoniano de K7 (los vecinos de mesa), con 7 aristas.
Que cada persona tenga vecinos distintos en cenas diferentes significa que los ciclos de dos
cenas no comparten aristas; y que todos se sienten junto a todos significa que la unién de
los ciclos es K7. Como K7 tiene (Z) = 21 aristas, hacen falta al menos 21/7 = 3 cenas. Y tres
bastan si A(K7) se puede partir en tres ciclos hamiltonianos. Se construyen: se llama A a una
personay 0,1,2,3,4,5 alas otras seis, con las cuentas médulo 6. Primera cena:

A015243 A.
La segunda y la tercera se obtienen sumando 1 y 2 a todos los ntimeros:
A120354A, A231405A.

Comprobacién de que no repiten aristas: las aristas con A son A0, A3; Al, A4; A2, A5, las
seis distintas. Las demads se clasifican por la diferencia médulo 6 de sus extremos: la primera
cena usa 01,43 (diferencia 1), 15,24 (diferencia 2) y 52 (diferencia 3); al sumar 1y 2 las de
diferencia 1 dan 12,54 y 23,05, las de diferencia 2 dan 20,35 y 31, 40, y la de diferencia 3 da 03
y 14. En total salen las seis aristas con A, las seis de diferencia 1, las seis de diferencia 2 y las
tres de diferencia 3, sin repetir: 6 + 6 + 6 + 3 = 21. Tres dias.

(b) Con 9 personas, Ko tiene 36 aristas y cada cena usa 9: al menos 4 dias, y 4 bastan con
la misma construccién, A fijay 0, ...,7 médulo 8: primera cena A01726354 A y las otras
tres sumando 1, 2 y 3. Con 1 personas, n impar, la respuesta es (n — 1) /2 dias (Walecki, hacia
1890). n

Doénde se falla. En quedarse en la cota de abajo: la cuenta 21/7 = 3 solo dice que hacen
falta al menos tres cenas, y que tres basten exige construirlas. Y en comprobar la construccion
a ojo. La clasificacion de las parejas por su diferencia médulo 6 es lo que asegura que ninguna
se repite: el zigzag usa dos parejas de cada diferencia 1 y 2 y una de diferencia 3, y los giros
las desplazan sin solaparlas. En la figura se ve que cada giro mueve el zigzag un puesto.

Ejercicio 3.16. El grafo de linea R3.11

Dado un grafo G, su grafo de linea L(G) tiene por vértices las aristas de G, y dos de ellas
son adyacentes en L(G) si y solo si son incidentes en G (comparten un extremo). Si G es
euleriano, ;qué se puede decir de L(G)? ;Y si G es hamiltoniano?

Resolucién. La idea. En L(G) los papeles se invierten: las aristas de G pasan a ser vértices.
Un recorrido de G que pasa por todas las aristas, leido en L(G), pasa por todos los vértices,
asi que lo euleriano de G se vuelve hamiltoniano en L(G). Y los grados de L(G) se calculan
desde los de G: una arista v toca a las demas aristas de u y a las demds de v.

Se supone G conexo sin vértices aislados y con al menos tres aristas.

Si G es euleriano, L(G) es euleriano y hamiltoniano. El grado en L(G) de una arista uv es
d(u) + 6(v) — 2 (las otras aristas de 1 mas las otras de v; no hay repetidas porque G es simple).
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Con todos los grados de G pares, todos los de L(G) son pares; y L(G) es conexo (un recorrido
en G entre dos aristas da un recorrido en L(G)). Luego L(G) es euleriano. Ademas, un circuito
euleriano de G recorre cada arista una vez, y dos aristas consecutivas en él comparten un
vértice: leido en L(G) es un ciclo que pasa por todos los vértices de L(G) exactamente una
vez, es decir, hamiltoniano.

Si G es hamiltoniano, L(G) es hamiltoniano. Sea C = v1v; - - - v,v1 un ciclo hamiltoniano de
G. Cada arista de G que no estd en C se asigna a uno de sus dos extremos (al de menor indice,
por ejemplo). Se recorre: en vy, todas las aristas asignadas a vy, en cualquier orden, y después
la arista v1v;; en vy, las asignadas a v, y luego v,v3; y asi hasta v,,v1. Dos aristas consecutivas
de esa lista comparten un vértice (las asignadas a v; son todas incidentes con v;, y v;_1v; y
v;0;4+1 también), la lista contiene cada arista de G exactamente una vez, y la dltima, v,v1,
comparte v con la primera. Es un ciclo hamiltoniano de L(G). (Que L(G) sea euleriano no
estd garantizado: L(Ky) tiene grados 4, si, pero L(Cs + cuerda) no.) |

Dénde se falla. En dar la vuelta al diccionario: euleriano en G da hamiltoniano en L(G),
pero hamiltoniano en G no da euleriano en L(G). En Cs con una cuerda, la cuerda une dos
vértices de grado 3 y su vértice en L(G) tiene grado 3 + 3 — 2 = 4; pero una arista del ciclo
que une un vértice de grado 3 con uno de grado 2 da grado 3 + 2 — 2 = 3, impar.

Ejercicio 3.17. Cudntos ciclos hamiltonianos tiene K;,, R3.13

(a) ¢Cudantos ciclos hamiltonianos diferentes contiene K, ? (b) Si se pudieran examinar 10 000
ciclos hamiltonianos por segundo, ;cudnto tiempo haria falta para recorrer todos los de Kyo?

Resolucién. La idea. En K, todas las aristas existen, asi que un ciclo hamiltoniano es lo mismo
que una manera de sentar a los n vértices en una mesa redonda. Se cuentan las listas de los n
vértices y se divide por las veces que cada ciclo aparece entre ellas: se fija el primer vértice
para no contar n veces el mismo giro, y se divide por 2 por los dos sentidos de recorrido.

(a) Un ciclo hamiltoniano de K;, (n > 3) queda determinado por el orden en que visita los
vértices a partir de v1: una permutacién de los otros nn — 1, de las que hay (n — 1)!. Cada ciclo
se obtiene de dos permutaciones, una por cada sentido de recorrido. Luego hay (n —1)!/2
ciclos hamiltonianos: 1 en K3, 3 en Ky, 12 en Ks.

Otra via, por recurrencia. Sea w, el nimero buscado. Todo ciclo hamiltoniano C de K,
produce 7 ciclos hamiltonianos de K;;+1 = Ky, + v,,41: se elige una arista a = v;v; de C y se
sustituye por v;v,+10;. Son distintos para aristas distintas, y todo ciclo hamiltoniano C' de
K, 11 se obtiene asi exactamente una vez (de C = C' —v,,,1 + v;vj con v;, v; los vecinos de
vpr1enC’). Luego a1 = nay, yconaz =1, a, = (n —1)!/2.

(b) 9!/2 = 181440 ciclos; a 10000 por segundo, 18,144 segundos. (Para K serfan 19!/2 ~
6 - 10 ciclos, unos doscientos mil afios.) [

Qué hemos aprendido, a mano. En K4, con vértices 1,2, 3,4, los tres ciclos son 12341,
12431y 13241. Fijado el 1, un ciclo de K4 queda determinado por el vértice que le queda
enfrente, el tercero de la lista, que puede ser 3, 4 o 2: tres opciones, como dice (4 —1)!/2 = 3.

Dénde se falla. En olvidar una de las dos divisiones: la del vértice de partida, que convierte
nl'en (n —1)!, ola del sentido, que da el 2.
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Ejercicio 3.18. Ternas y cubos hamiltonianos R3.15(C); EXAMENES DE JUNIO 2011 Y JUNIO 2024

(a) ¢Es hamiltoniano el grafo de las ternas G, del ejercicio anterior? ;Y G3? (b) ;Es Q3
hamiltoniano? (c) Sea G un grafo no trivial. Probar que G + G es hamiltoniano, mostrando
un ciclo.

Resolucién. La idea. Hay tres maneras de probar que un grafo si es hamiltoniano, y el
ejercicio usa las tres: exhibir el ciclo (en G y en G + G), aplicar Dirac cuando los grados son
altos (en G3) y construirlo por induccién (en Q). Antes de buscar un ciclo conviene mirar si
Dirac decide, porque es gratis.

(a) G tiene 9 vértices, los pares con coordenadas en {—1,0,1}, adyacentes cuando com-
parten una coordenada. El ciclo

(0,0)(0,1)(0,-1)(1,-1)(1,1)(-1,1)(=1,-1)(=1,0) (1,0) (0,0)

pasa por los nueve, y cada par consecutivo comparte una coordenada: G, es hamiltoniano.
(Dirac no sirve: § = 3% =22 —1 = 4 < 9/2.) G; tiene 27 vértices y es regular de grado
33 —23 1 =18 > 27/2: hamiltoniano por Dirac.

(b) Q3 es hamiltoniano: 000001011 010110111101 100 000, en el que cada dos consecutivos
difieren en un bit (es un cédigo de Gray). En general Q, es hamiltoniano para n > 2, por
induccién desde Q> = C4. Para pasar de n — 1 a 1, se quita la misma arista de un ciclo
hamiltoniano en cada una de las dos copias de Q,_1. Quedan dos caminos; se recorre uno
con tdltimo bit 0, se cambia ese bit en el extremo y se vuelve por el otro al revés, con tltimo
bit 1. Cambiando de nuevo el dltimo bit se cierra el ciclo.

(c) Sean uy, ..., uy los vértices de G y u, . ..,u/p los de la copia G', con p > 2. El ciclo
uy uf upuhy - - up u; up tiene 2p > 4 vértices, todos los de G + G, y todas sus aristas son
cruzadas (una u con una u'), luego existen en la suma. No hace falta siquiera que G sea
conexo. |

Dénde se falla. En (a), en concluir que G, no es hamiltoniano porque no cumple la cota
de Dirac: el grado 4 es menor que 9/2, pero Dirac es una condicién suficiente, y que no se
cumpla no dice nada. En (c), en olvidar que G ha de tener al menos dos vértices: K; + K; = K»
no es hamiltoniano.

Ejercicio 3.19. Un grafo que no es hamiltoniano R3.12(B)

¢(Es hamiltoniano el grafo G, de la figura?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. En un ciclo hamiltoniano cada vértice usa exactamente dos de sus aristas. Los vértices de grado 2 las usan
todas.

2. Un vértice de grado 3 con dos aristas ya obligadas tiene la tercera prohibida.
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Resolucién. La idea. Ninguna herramienta de la teorfa decide: con grados 2 y 3 las sumas de
Ore llegan a lo sumo a 6, y harian falta 16; las condiciones necesarias tampoco dan nada (se ve
al final). Queda leer el grafo como un rompecabezas: se supone el ciclo, se anotan las aristas
que no tiene més remedio que usar, las de las pistas, y se siguen anotando consecuencias, sin
elegir nunca nada, hasta que algtin vértice se quede con menos de dos aristas posibles.

G, tiene 16 vértices y 22 aristas; v1, v5, V13, V16 tienen grado 2 y los demas, grado 3. Supén-
gase un ciclo hamiltoniano C. Cada vértice tiene exactamente dos aristas en C.

Obligadas. Las dos aristas de cada vértice de grado 2 estdn en C: 0102, U105, V4U5, U5012,
06013, V13014, V15016, U12016-

Prohibidas. ve ya tiene dos aristas en C (0106 y 06713), luego vevy ¢ C. Igual, v1o tiene v5v1o
y 012016, luego v11015 ¢ C.

Sequnda ronda de obligadas. vy tiene grado 3 y ha perdido vev7: sus otras dos aristas, v,v7 y
v7vg, estdn en C. Lo mismo v11: 04011 y 019711 estdn en C.

La contradiccion. Ahora v; tiene en C las aristas v1v2 y v207, luego v2v3 € C; y v4 tiene v405 y
04011, luego v3vy ¢ C. Al vértice v3 solo le queda v3v9: una sola arista en C, imposible. Luego
G> no es hamiltoniano.

rojo: obligadas por los grados 2; azul: obligadas después;
discontinuo: prohibidas. A v3 le queda una sola arista.

QUE DEJA. El «método de las aristas obligadas»: grado 2 obliga sus dos aristas; dos obligadas en un
vértice prohiben las demds; una prohibicién en un vértice de grado 3 obliga las otras dos. Se propaga
hasta que algtn vértice se queda con una sola.

Dénde se falla. En tomar una decision que no esté forzada. Cada paso del argumento es
obligado (un grado 2, dos aristas ya elegidas en un vértice, o una sola opcién que queda), y
por eso la contradiccién final prueba que no hay ciclo. Si en algtin momento la propagacién
se detiene sin contradiccién, no vale elegir una arista y seguir: hay que abrir casos, uno por
cada eleccién posible, y llegar a contradiccion en todos. Y antes de empezar conviene probar
las pruebas baratas, porque aqui no bastan pero en otros grafos si: G, no tiene puntos de
corte, y su test de las componentes no da nada con ningtin conjunto S: hasta ocho vértices
se comprueba uno a uno, y quitando nueve o mas quedan siete vértices o menos, que no
pueden formar mas trozos que los vértices quitados.

REPASO INTERCALADO: CAPITULO 3

1. Euleriano: conexo y todos los grados pares; equivale a partir las aristas en ciclos.
Recorrido euleriano abierto: exactamente dos vértices impares; 2n impares: n reco-
rridos. Se demuestra afiadiendo vértices que cierren.

2. Fleury: no cruzar un puente de lo que queda si hay alternativa. Funciona por
paridad y puentes.

3. Bloques eulerianos <> grafo euleriano (via particion en ciclos). En G + H, cada
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vértice de G gana |V (H)| de grado.

. Hamiltoniano: ciclo por todos los vértices. Necesario: sin puntos de corte, grados
> 2, |mo(G — S)| < |S|, bipartito equilibrado. Suficiente: Ore (§(u) + 6(v) > n en
no adyacentes), Dirac (6 > n/2), clausura completa (Bondy—Chvétal).

. Si|V(G)| > 2: camino hamiltoniano en G < ciclo hamiltoniano en G + Kj. Para
n >3, K, tiene (n — 1)!/2 ciclos hamiltonianos. Kj, , es hamiltoniano si n > 2; Ky, ,
con m # n no.
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CAPITULO 4

Conectividad

ANTES DE LEER

Tres preguntas antes de empezar.

1. Una red de comunicaciones sigue funcionando aunque falle cualquier nodo.
(Aguanta también que fallen dos a la vez? ;Cémo se mide «cudntos fallos aguanta»?

2. ;Es mas facil dejar incomunicada una red destruyendo nodos o destruyendo enla-
ces?

3. Entre dos ciudades hay tres carreteras que no comparten ningtin cruce. ;Cuantos
cruces hay que cortar para incomunicarlas? ;Y al revés: si hacen falta tres cortes,
hay tres carreteras independientes?

Las respuestas estdn en las secciones 4.1, 4.2 y 4.6. Este capitulo generaliza los puntos

de corte y los puentes de la seccién 2.6 y usa los bloques (2.7), la suma G + H y el lema

del apretéon de manos.

Para calcular las conectividades conviene combinar cotas: un corte explicito o Whitney
dan cotas superiores; demostrar que ningtn corte menor sirve, o aplicar Chartrand o Menger,
da cotas inferiores. Cuando coinciden, el valor queda determinado.
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4.1 Conectividad y conectividad lineal

LA PREGUNTA

Una compaiiia telefénica sabe que su red sobrevive a la averia de cualquier central: ya
comprobé que no tiene puntos de corte. Lo que quiere saber ahora es cudntas centrales
tendrian que caer a la vez para que alguien se quedara sin linea, y si la respuesta es la
misma cuando lo que se rompe son cables en vez de centrales. La pregunta de este
capitulo es cémo poner un ntimero a la solidez de una red, y si ese nimero es uno o
son dos.

Definicién (conectividad puntual y lineal). Sea G un grafo simple.
(a) La conectividad (o conectividad puntual) de G, denotada x(G), es el menor nimero de
vértices que hay que eliminar de G para obtener un grafo disconexo o trivial.
(b) La conectividad lineal de G, denotada A(G), es el menor namero de aristas que hay que
eliminar de G para obtener un grafo disconexo o trivial.

El «o trivial» estd para los completos: a K;; no se le puede desconectar quitando vértices,
porque lo que queda es siempre completo, pero quitando n — 1 se llega al grafo trivial. Si G
es el grafo trivial o es disconexo, k(G) = A(G) = 0; en lo que sigue G es conexo y no trivial.

Observacién. Salvo en el caso G = K, tener puntos de corte equivale a k(G) = 1; y tener
puentes equivale siempre a A(G) = 1. Para K, k = A = 1 sin haber punto de corte, porque
quitar un vértice deja el grafo trivial.

Ejemplo. Dos tridngulos que comparten un vértice (la pajarita): x = 1, porque el vértice

compartido es punto de corte, y A = 2, porque no hay puentes (luego A > 2) y quitar

las dos aristas que unen el centro con uno de los tridngulos deja la arista opuesta de ese
tridangulo aislada. Es el ejemplo méas pequefio posible de que las dos conectividades pueden
ser distintas: para que ¥ < A con ¥ = 1 hace falta un punto de corte y ningtin puente, y eso
obliga a dos bloques con al menos tres vértices cada uno.

Con la definicion, a mano. Conviene hacer una vez la cuenta sin ningtin teorema, probando
cortes de menor a mayor tamafo. Se llama c al centro y ca b, c x y a los dos triangulos.

» Un vértice. Quitar a deja el tridngulo c x y con b colgando de c: conexo. Lo mismo pasa con
b, x o y. Quitar c deja las aristas ab y xy sueltas: disconexo. Luego k¥ = 1, y el tinico corte de
un vértice es {c}.

= Una arista. Cada arista estd en un tridngulo, y al quitarla quedan los otros dos lados como
rodeo; ninguna sola desconecta. Dos aristas. {ca, cb} separa la arista ab del resto. Luego
A=2.

» Grado minimo. Las cuatro puntas tienen grado 2 y el centro 4: § = 2.

quitar c: x =1 quitar cay cb: A =2

Las tres cifras quedan k = 1 < A = 2 = 4. La pregunta de la seccién ya tiene respuesta: la
solidez de una red son dos ntimeros, y aqui se ve por qué. El centro es un solo nodo cuya
caida lo rompe todo, pero ningtin cable es imprescindible.
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LA IDEA: DOS MANERAS DE ROMPER

x mide la robustez frente a la caida de nodos; A, frente a la caida de enlaces. Romper un
nodo rompe todos sus enlaces a la vez, asi que los nodos son «mds potentes» y hacen
falta menos: esa es la desigualdad ¥ < A del teorema de Whitney. Y romper todos los
enlaces de un nodo siempre lo aisla, luego A < 4, el grado minimo. La sorpresa es que
las dos desigualdades pueden ser estrictas a la vez, y que hay grafos con cualquier
terna de valores.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: MEDIR CON EL NUMERO DE TROZOS

La alternativa. Medir la solidez por cudntos trozos quedan al quitar un vértice, o por el tamafio
del trozo mayor que sobrevive.

Su ventaja. Dice més sobre lo que pasa después de una averia, que es lo que interesa a quien
gestiona la red.

Qué la hunde como definicién. Que no es un umbral: la pregunta «;cudntos fallos aguanta?»
pide el minimo ntimero de fallos que rompen algo, y ese minimo es lo que k¥ y A miden. Con ese
umbral se obtiene una jerarquia limpia (1-conexo, 2-conexo, ...) y un teorema, el de Menger,
que lo traduce en rutas alternativas. Las medidas «de dafio» responden a otra pregunta: cudnto
se pierde una vez producido el fallo.

4.2 El teorema de Whitney

LA PREGUNTA

El teorema de Whitney compara los dos tipos de corte: hacen falta a lo sumo tantos
vértices como aristas. Junto con la observacién de que aislar el nodo de menor grado
siempre funciona, eso encierra las dos conectividades entre 0 y el grado minimo. ;Por
qué quitar nodos es al menos tan eficaz como quitar enlaces, y se alcanzan las tres
cotas a la vez?

Se recuerda que §(G) = min{dé(v) : v € V(G)} es la valencia minima de G. En este
capitulo se escribe 6(G) para ella y 6(v) para el grado de un vértice.

Teorema (Whitney, 1932). Para cualquier grafo G se verifica k(G) < A(G) < §(G).
LA IDEA: AISLAR ES SIEMPRE UNA DE LAS MANERAS DE ROMPER

La idea que hay que precisar. Quitar un vértice elimina todas sus aristas, pero eso
no basta como demostracion: si se sustituyen los extremos de un corte sin cuidado,
podria desaparecer entero uno de los dos lados. Hay que elegir los vértices de modo
que queden dos partes separadas, o un solo vértice. La prueba consigue hacerlo con a
lo sumo un extremo por arista del corte.

La imagen. Piense en una red de carreteras. Para incomunicar una ciudad hay tres
sabotajes posibles, cada uno mas tosco que el anterior: volar plazas (x), volar carreteras
(A) o volar todas las carreteras que salen de un mismo pueblo (6). El tercero es un caso
particular del segundo —es un sabotaje de carreteras, solo que elegidas de la manera
maés ingenua posible—, y de ahi A < § sin esfuerzo. Y el segundo se convierte en el
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primero cambiando cada carretera cortada por uno de sus dos extremos.

El corazén en una frase: un extremo por arista. Esa sustitucion es toda la desigualdad
k < A; la demostracion explica como elegir esos extremos sin borrar la separacién que
se queria conservar, y trata aparte A =0y A = 1.

Ejemplo (un extremo por arista, a mano: el peligro y el arreglo). En el ciclo C4 con vértices
1234, las dos aristas 12 y 14 forman un corte minimo: aislan el vértice 1, y A = 2. Para
convertirlo en un corte de vértices hay que cambiar cada arista por uno de sus extremos, y la

elecciéon importa.
@“I @
—0 ® @0

el corte {12,14} quitar 1: sigue conexo  quitar 2 y 4: roto

La eleccion ingenua. Las dos aristas comparten el extremo 1. Si se elige 1 para las dos, se quita
un solo vértice, pero con él desaparece entero el lado {1} del corte, y o que queda, el camino
234, es conexo. El corte se ha perdido.

La eleccion de la prueba. Se guarda una arista del corte, por ejemplo 14, y para la otra, 12, se
elige el extremo que no toca a la guardada: el 2. Al quitar 2 queda el camino 14 3, todavia
conexo, pero en él la arista guardada 14 es un puente. Un puente trae consigo un punto de
corte: se quita su extremo de grado 2, que es 4, y quedan 1 y 3 aislados. Se han quitado dos
vértices, 2 y 4, tantos como aristas tenia el corte.

La regla «un extremo que no toque a la arista guardada» es la que impide que desaparezca
un lado entero. La arista guardada conserva sus dos extremos, uno a cada lado del corte,
hasta el altimo paso.

Paso1, A(G) < §(G): aislar un vértice de grado minimo ya es un corte por aristas. Sea
v un vértice de grado §(G) y A(v) el conjunto de sus aristas incidentes. En G — A(v)
el vértice v queda aislado, luego G — A(v) es disconexo (o trivial si G = Kj). Por tanto
MG) < |A(o)] = 6(G).

Paso 2, k(G) < A(G): los casos degenerados. Si A(G) = 0, G es el grafo trivial o es
disconexo ya sin quitar nada; y entonces tampoco hay que quitar ningtn vértice para
que lo sea, luego x(G) = 0. Se distinguen dos casos mds.

Paso 3, caso A(G) = 1: un puente trae consigo un punto de corte. Hay un puente uv.
Si alguno de sus extremos, digamos u, tiene grado > 2, entonces u es punto de corte
(seccion 2.6) y G — u es disconexo. Si los dos tienen grado 1, ninguno de ellos tiene
mds vecino que el otro, y como G es conexo no puede haber mds vértices que esos dos:
G = K2 y G — u es el grafo trivial. En ambos casos «(G) < 1 = A(G).

Paso 4, caso A > 2: se cambia cada arista del corte por uno de sus extremos (el
nicleo de la prueba). La maniobra consiste en quitar todas las aristas del corte menos
una, lo que deja un grafo conexo en el que esa ultima es puente, y sustituir cada
arista quitada por un extremo suyo que no sea ninguno de los dos del puente. Sea
{a1,...,a,} un conjunto de A aristas tal que G — {ay,...,4a,} es disconexo o trivial, y
sea G' =G —{ay,...,ay_1}. Como A es el minimo, G’ es conexo, y a, es un puente de
G’. Sean u, v los extremos de a,. Para cada i < A se elige un extremo v; de 4; distinto
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de u y de v, que existe porque a; # uv y el grafo es simple (los v; pueden repetirse).
Sea G” = G — {vy,...,v)_1}; al quitar cada v; se quita en particular a;, luego G” es un
subgrafo de G’ que contiene a uv. Si G” es disconexo o trivial, x(G) < A —1 < A. Si
G" es conexo, la arista uv sigue siendo puente de G” (no esta en ningun ciclo de G/,
luego tampoco en ninguno de G C G'), y por el caso anterior aplicado a G” quitar
uno de sus extremos deja G” disconexo o trivial. En total se han quitado a lo sumo A
vértices: k(G) < A(G). [ |

Encapsulado. Para A < 4, aislar un vértice de grado minimo ya es un corte de aristas. Para
k < A, se parte de un corte minimo de aristas y se guarda una de ellas, que queda como
puente. Cada una de las demds se cambia por un extremo que no toque a la guardada. Si con
eso el grafo no se ha roto ya, se termina quitando un extremo del puente. Cada arista del
corte se paga con un vértice como mucho.

CONEXION: COMO SE ACOTAN ¥ Y A EN LA PRACTICA

En un grafo dibujado, Whitney da la cota superior gratis: « < A <4,y ¢ se lee del dibujo. Para
la cota inferior de x se puede estudiar qué sucede al quitar vértices, o usar Menger (seccién 4.6)
o Tutte (4.5); si sale ¥ = 4, las tres coinciden y se acabé.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LAS TRES COTAS NO ESCONDEN NINGUNA SORPRESA

El teorema anterior deja una pregunta abierta que es la que hay que hacerse siempre
después de una cadena de desigualdades: ;las cotas son lo iinico que ata a estos tres
niimeros, o hay alguna relacion escondida? Podria ocurrir, por ejemplo, que un grafo con
A = 3 no pudiera tener x = 1, que hubiera alguna prohibicién adicional que nadie ha
visto.

Chartrand y Harary contestan que no: cualquier terna de enteros positivos que respete
k < A < 4 se realiza en algtun grafo. Es decir, sin fijar el orden ni imponer otra
condicién al grafo, no hay mds restricciones para esas ternas positivas. (La tnica
ligadura que hay ademas de la cadena es la degenerada: si k = 0 el grafo tiene un solo
vértice o es disconexo, y entonces A = 0 también; se comenta debajo del enunciado.)

Y lo bonito es que la prueba es una construccién que se dibuja en una servilleta, no
un argumento abstracto de existencia. Se toman dos copias de un grafo completo lo
bastante grande para que cada vértice tenga por si solo grado c, y se unen las dos
copias por b aristas que salgan de solo a vértices de una de ellas. Entonces el grado
minimo sigue siendo ¢ porque dentro de cada copia ya sobraba; el corte de aristas mas
barato es cortar el puente, que son b aristas; y el corte de vértices mas barato es quitar
los a vértices por donde el puente sale. Cada ntimero se coloca a mano en su sitio.

Teorema (Chartrand-Harary, 1968). Sean 1 < a < b < c enteros. Entonces existe un grafo G
conk(G) =a,A(G) =bydé(G) =c.

La construccién se ve mejor primero en un caso, (a,b,¢) = (2,3,4): dos copias de K 41
unidas por b aristas que salen de a vértices de una de las dos copias. La construccion general
se explica en la resolucién del ejercicio «Una terna a medida», al final de esta seccion.

Observacion (por qué hace falta a > 1). La hipétesis a > 1 no es un adorno: cona = 0 el
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enunciado es falso en cuanto b > 1. En efecto, ¥(G) = 0 significa que G es el grafo trivial o es
disconexo, y en los dos casos hace falta quitar cero aristas para que deje de ser conexo y no
trivial, es decir, A(G) = 0. Asi que ¥(G) = 0 obliga a A(G) = 0, y ninguna terna (0, b, c) con
b > 1 se realiza. Lo que si se realiza es (0,0, ¢) para todo ¢ > 0: dos copias disjuntas de K 41
tienenx = A = 0y J = c. Y la construccion de arriba tampoco funciona con a = 0, porque
pide b aristas que salgan de a vértices elegidos, y sin ningtn vértice elegido no hay ninguna
que trazar.

Merece la pena tenerlo presente porque el material del que salen estos apuntes enuncia
el teorema de las dos maneras: en el tema, con «enteros no negativos», y en el resumen
del mismo tema, con «enteros positivos». La versién correcta, y la del articulo original de
Chartrand y Harary, es la segunda.

4.3 Ejemplos basicos

LA PREGUNTA

Con n nodos, ;cudl es la red mas robusta que se puede construir, y cuantos enlaces
cuesta? El completo aguanta todo lo que puede aguantar, pero cuesta () enlaces; un
anillo cuesta n y aguanta un fallo. Entre los dos esta el problema de disefio real, y para
plantearlo hace falta saber exactamente qué conectividad tiene cada familia clasica.

Ejemplo (ciclos). Paran > 3, x(C,) = A(C,) = 6(C,) = 2. En efecto, quitar un vértice deja
un camino P,_1, conexo, luegox > 2,y d =2da2 <k < A <2 por Whitney.

Ejemplo (completos). Para n > 1, x(K,) = A(K,) = §(K,) = n — 1. Por Whitney basta
k(Ky,) > n — 1: quitar k vértices de K,, deja K,,_¢, que es conexo si n — k > 2y trivial solo
si k = n — 1. Luego hacen falta exactamente n — 1 vértices. (También puede hacerse por
induccién sobre n; lo anterior es lo mismo sin induccién.) Para n > 2, aislar un vértice
quitando sus n — 1 aristas alcanza esa misma cota para A; Whitney garantiza que no basta
con menos.

Ejemplo (bipartitos completos). Param,n > 1, k(Ky,n) = AMKpu) = 6(Kyn) = min{m, n}.
Sean <my V(Kpn) = ViUV, con |Vi| = n, |Va| = m. Por Whitney, k < A < § = n. Falta
Kk > n:sise quitan k < n vértices, k1 de Vi y ko de V5, queda K,y sy, conn —k; > 1y
m — ko > 1, que es conexo (toda pareja estd unida por una arista o por un camino de longitud
2), y no es el grafo trivial porque le quedan n +m — k > 2n — k > n > 1 vértices, es decir, al
menos dos. Luego no se desconecta ni se vuelve trivial con menos de n; al quitar los n de V;
quedan los de V; aislados, un grafo disconexo o trivial.

Ejemplo (ruedas y arboles). «(W,) = A(W,) = 3 paran > 4: 6 = 3, y quitar dos vértices
deja conexo (si uno es el centro, queda un camino; si no, queda el centro unido a todo lo que
sobrevive). Un drbol con al menos tres vértices tiene k = A = 1: toda arista es puente y hay
un vértice de grado > 2.
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4.4 Otros resultados sobre conectividad lineal

LA PREGUNTA

Un disefiador de redes se pregunta si basta con exigir que cada nodo tenga muchos
enlaces para que la red sea robusta. La respuesta corta es que no: dos completos
pegados por un nodo tienen grados altos y un punto de corte. Pero para los enlaces la
respuesta es que si, con un umbral concreto, la mitad del ndmero de nodos. ;Por qué
la mitad, y por qué funciona para enlaces y no para nodos?

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: SI TODOS TIENEN MUCHOS VECINOS, EL. CUELLO NO PUEDE SER
ESTRECHO

Este teorema da una condicién que se comprueba de un vistazo, mirando solo los
grados, y que garantiza que la desigualdad A < § es en realidad una igualdad. Es
decir: la forma mas barata de desconectar el grafo es aislar un vértice, y no hay ningtn
cuello de botella escondido mads estrecho.

La idea de por qué es cierto es de contabilidad, y vale la pena tenerla: supéngase que
hubiera un corte de aristas mds barato, con A < J aristas, que parte los vértices en
dos bandos V; y V,. Como todo el mundo tiene al menos § > | p/2] vecinos, ningtin
bando puede ser pequefio: un vértice de V; ya necesita J vecinos, y si V; tuviera menos
de 6 + 1 elementos, muchos de esos vecinos estarian al otro lado y cruzarian el corte,
que era barato. Empujando esa cuenta con cuidado, los dos bandos resultan tener al
menos J + 1 vértices cada uno, y entonces harian falta al menos 25 + 2 vértices, mds
de los p disponibles.

El detalle a retener es el redondeo: § > |p/2]. Se parece a la condicién § > p/2
de Dirac, pero es més débil si p es impar: con p = 7, aqui basta grado minimo 3,
mientras que Dirac exige 4. Por eso este resultado no permite concluir que el grafo sea
hamiltoniano.

Teorema (Chartrand, 1966). Sea G un grafo conexo con p > 3 vértices. Si §(G) > |p/2],
entonces A(G) = 6(G).

El corazén en una frase: si cada vértice conoce a media clase, los dos bandos de un supuesto
corte con menos de ¢ aristas son grandes, y dos bandos grandes no caben en un grafo
pequeiio. Toda la prueba es empujar esa idea con una parédbola.

Paso 1: se supone un corte barato y se nombra la particién que produce. Por Whitney
basta probar A(G) > 4(G). Se razona por reduccién al absurdo: sea A = A(G), d =
d(G), y supbéngase A < J.Sea A = {ay,...,a)} un conjunto de A aristas con G — A
disconexo, y sea V; el conjunto de vértices de una componente de G — Ay V, =
V(G) \ V4, ambos no vacios. Toda arista de G entre V; y V, estd en A.

Paso 2: cada bando tiene al menos J + 1 vértices (el niicleo de la prueba). Es el paso
que hay que entender, y su mecanismo es un compromiso: si un bando es pequefio, sus
vértices no tienen bastantes vecinos dentro y se ven obligados a mandar aristas fuera;
y esas aristas estan todas en el corte, que era barato. La parabola (6 + 1 — t) dice que
el compromiso es imposible sea cual sea el tamafio del bando. Si fuera |V;| < 6, cada
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x € V; tendria a lo sumo |V;| — 1 < § — 1 vecinos dentro de V; y por tanto al menos
0 — |V4| +1 > 1 aristas hacia V,, todas en A. Sumando sobre V;,

A=Al 2 V|6~ Vi +1) > 6,

porque £(6 +1 —t) > ¢ para todo entero 1 < t < § (es una parabola con valor J en
t =1yent = J,ymayor entre medias). Contradiccién con A < . Lo mismo para V5.
Paso 3: dos bandos grandes no caben, y ahi se usa la hipétesis. Entonces p =
[Vi| + |V2| > 26+ 2, es decir, 6 < p/2—1 < |p/2| < 4, contradicciéon. Luego
AG) =46(G).

Otra forma de escribirlo es contar, en cada componente, un vértice w con todos sus
vecinos dentro; la cuenta de arriba hace lo mismo sin tener que encontrar ese w. W

La pardbola, con niimeros. Con é = 4, un bando de f vértices manda fuera al menos (5 — t)
aristas, y parat = 1,2,3,4 eso vale 4, 6,6,4. El bando de un solo vértice es el més barato, y
aun asi cuesta ¢ aristas; los intermedios cuestan mds, porque tienen mds vértices que sacan
aristas fuera, aunque cada uno saque menos. Por eso ningtin bando de a lo sumo ¢ vértices se
separa con menos de ¢ aristas.

El umbral es justo. Si ¢ se queda un escalén por debajo de |p/2], el teorema ya puede
fallar. Dos copias de K4 unidas por una sola arista tienen p = 8 y § = 3, mientras que
|8/2] = 4. La arista de unién es un puente, asi que A = 1 < 3 = J. Aqui los dos bandos
tienen exactamente § + 1 = 4 vértices, y caben porque p = 25 + 2: es el caso que el Paso 3
prohibe.

Encapsulado. Un corte con menos de ¢ aristas obligarfa a cada bando a tener al menos
0 + 1 vértices, porque un bando menor manda fuera al menos t(d + 1 — t) > ¢ aristas. Dos
bandos asi suman p > 25 + 2 vértices, y eso es incompatible con > |p/2].

Observacién. El teorema no da x(G) = 6(G): dos copias de K4 pegadas por un vértice tienen
p=7,8=32>|7/2],luego A = 3; pero el vértice comun es punto de corte y x = 1. Es el
ejercicio 4.4.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: CUANTO AGUANTA UN GRAFO CON LAS ARISTAS QUE TIENE

La pregunta que contesta este teorema es la del ingeniero: con g cables y p nodos, ;cudnto
puede llegar a aguantar la red si se colocan lo mejor posible?

La cota superior sale del apreton de manos, encadenando tres desigualdades. La
conectividad no supera al grado minimo, y el grado minimo no supera al grado medio,
que es 2q/ p: si todos los vértices tuvieran grado mayor que esa media, la suma de
grados se pasaria de 29. Como la conectividad es un entero, se puede bajar al suelo.
Lo que hace grande al teorema es la otra mitad: que esa cota se alcanza, y no por
casualidad, sino con una familia concreta de grafos, los grafos de Harary, que se
construyen colocando los p vértices en circunferencia y uniendo cada uno con sus
vecinos mds préoximos por los dos lados. Esa distribucién uniforme permite alcanzar
la cota; no significa que todo grafo que la alcance deba ser regular. La construccién
debe asegurar ademds que no haya cortes pequefios: igualar los grados, por si solo, no
lo garantiza.
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Teorema (Harary, 1962). Sean p > 1y 0 < q < (}) enteros. La conectividad méxima de un
grafo con p vérticesy g aristases 0sig < p—1,y [29/p|sig>p—1.

Sig < p —1 el grafo es disconexo (seccién 2.8) y k¥ = 0. En general, por el apretén
de manos 2g = Y. 6(v) > pd(G), luego 6(G) < |2g9/p], y por Whitney x(G) <
A(G) < 6(G) < |29/p]. Que la cota se alcanza para todo par p,gconp —1 < g <
(5) lo demuestra Harary construyendo grafos concretos, los grafos de Harary; esa
construccién no se detalla aqui, y el ejercicio «Grafos de Harary» trabaja con los casos
pequefios. |

Ejemplo (la cota de Harary, con nameros). Con p = 8 vértices y q = 16 aristas, la cota es
|32/8] = 4. La alcanza el grafo de la figura: los ocho vértices en circulo, cada uno unido a
los dos siguientes y a los dos anteriores. Es el ciclo Cg mds las cuerdas de salto dos, y tiene
8-4/2 = 16 aristas.

Que no se desconecta quitando a lo sumo tres vértices se ve recorriendo el circulo. Tras
quitarlos quedan al menos cinco, y se leen en su orden circular. Dos supervivientes seguidos
en ese orden son vecinos salvo que entre ellos se hayan quitado al menos dos vértices, porque
la arista mas larga salta uno. Como se han quitado tres como mucho, eso pasa a lo sumo en
un hueco, y el circulo de supervivientes se rompe como mucho una vez. Un circulo roto una
vez es todavia un camino, luego conexo. Asi que k > 4 = J, y por Whitney x = A = 4.

La cota es muy sensible. Con una arista menos, 4 = 15, bajaa |[30/8| = 3. Con 15 aristas
sobre 8 vértices la suma de grados es 30 < 32, y algtin vértice tiene que quedarse con grado 3
como mucho. Una sola arista menos cuesta un nivel entero de conectividad.

DE DONDE VIENE: LOS GRAFOS DE HARARY

Harary construy6 en 1962, para cada 2 < k < n, un grafo k-conexo con n vértices y exactamente
[kn/2] aristas, el minimo posible por la cuenta de arriba. Para k = 1, en cambio, el minimo es
n — 1y lo alcanza cualquier arbol. Para k par la construccién es transparente: se ponen los n
vértices en circulo y se une cada uno con los k/2 siguientes y los k/2 anteriores. Para k = 2 sale
el ciclo; para k = 4, el ciclo con las «cuerdas de salto dos». La pregunta de la seccién anterior
(la red mas robusta con un presupuesto de enlaces) tiene ahi su respuesta exacta, y es una de
las razones por las que las redes en anillo con cuerdas son tan comunes.
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Ejercicios: conectividades, Whitney y Chartrand

Ejercicio 4.1. Una terna a medida R4.1

Construir un grafo G con ¥(G) =2, A(G) =3y (G) = 4.

Resolucién. Se toman dos copias disjuntas de Ks, con vértices ay,...,as5y by, ..., bs, de modo
que J = 4 dentro de cada copia. Se afiaden las aristas a1b1, a2b2 y a1 ;.

0 = 4:los vértices a3, a4, as, b, by, bs conservan grado 4 y los demds suben. ¥ = 2: quitar a; y
a, separa las dos copias (las tres aristas de enlace salen de ellos), luego ¥ < 2; y no hay puntos
de corte: quitar un 4; o un b; deja K4 en su copia, conexa, y al menos una arista de enlace
intacta hacia la otra copia. A = 3: quitar las tres aristas de enlace desconecta, luego A < 3;y
no bastan dos: cualquier par de aristas quitadas deja al menos una de las tres de enlace, y
dentro de cada K5 quitar dos aristas no desconecta (A(Ks) = 4), asi que las dos copias siguen
conexas y unidas.

La construccion general para 1l < a < b < c. Dos copias de K 1, con vértices xp, ..., x; e
Yo, - -, Yc- Se eligen a vértices de una sola copia, digamos xo, ..., x,—1, y se afiaden b aristas
que salgan de ellos y lleguen a la otra copia, repartidas asi: primero las a aristas x;y; coni < a,
que dan a cada elegido su enlace y sus extremos derechos son distintos; después las b — a
restantes, también desde los x; con i < a, hacia vértices y; con j > a. Caben todas porque
b<c,asiqueb—a <c—ayquedanc+1— avértices y; libres.

Por qué sale cada niimero. 6 = c: en la copia de las x queda algtn vértice sin tocar (son
c+1ysoloa < cestan elegidos) y en la de las y también (las aristas nuevas tocan a lo sumo
b < c de ellos), y ese vértice conserva grado c; nadie baja de ¢ porque dentro de su copia
ya lo tenfa. k = a: quitar xo,...,x,—1 separa las dos copias, luego ¥ < a; y con menos de
a vértices no se separa, porque las a aristas x;y; no comparten ningtn extremo y por tanto
alguna sobrevive entera, y cada copia menos < a — 1 < c vértices sigue siendo un completo
conexo. A = b: quitar las b aristas de enlace separa, y con menos no, porque dentro de cada
copia A(Keq1) =¢ > D.

Observacion (por qué los a elegidos van en una sola copia). Es tentador enunciar la cons-
truccién de forma simétrica —«a vértices elegidos en cada copia y las b aristas entre los dos
grupos elegidos»— y asi aparece en algunos textos. Pero entonces la construccién no cubre
todas las ternas: entre dos grupos de a vértices caben a lo sumo a? aristas, luego haria falta
b < a® Laterna (a,b,c) = (1,2,2) ya se escapa: con un solo vértice elegido a cada lado hay
una Unica arista posible, y esa arista es un puente, con lo que sale A = 1yno A = 2.Y sin
embargo (1,2,2) si se realiza: es la pajarita, dos tridngulos pegados por un vértice, con x = 1,
A =2y é = 2. Lomismo pasa con (1,3,3), que son dos K4 pegados por un vértice, y en
general con toda terna en que b > a?.

Eligiendo los a vértices en una sola copia el problema desaparece, porque el otro extremo
de cada arista puede ser cualquiera de los c + 1 vértices de la otra copia y hay sitio de sobra.
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Lo que sigue haciendo falta es que las a aristas del emparejamiento tengan extremos derechos
distintos: si las b aristas fueran todas a parar al mismo y, ese tinico vértice serfa un corte y
saldria x = 1.

Ejercicio 4.2. Tres afirmaciones R4.2; EXAMEN DE 2011-12

Sea G un grafo conexo. ;Verdadero o falso? (a) G puede tener conectividad 3 y algtin vértice
de grado 2. (b) G puede tener conectividad lineal 2 y algtin vértice de grado 3. (c) G puede
tener conectividad 2 y una arista puente.

Resolucién. La idea. Las tres se deciden con la cadena de Whitney, x < A < 4. Una afirmacién
que la contradice es falsa sin buscar nada mas. Una que la respeta suele ser verdadera, pero
hay que realizarla con un ejemplo concreto.

(a) Falso. Por Whitney, x(G) < §(G) < 2. (b) Verdadero. El ciclo C4 con una cuerda: los
dos extremos de la cuerda tienen grado 3, § = 2, y A = 2 porque no hay puentes (todo esta
en un ciclo) y quitar las dos aristas de un vértice de grado 2 lo aisla. (c) Falso. Un puente da
A(G) =1, yentonces k(G) < A(G) =1< 2. |

Dénde se falla. En (a) y (b), en leer la cadena con el grado de un vértice cualquiera en
lugar del grado minimo. En (b) hay vértices de grado 3, pero A lo limitan los de grado 2, y la
afirmacion es cierta. En (a) basta un vértice de grado 2 para que el minimo sea como mucho
2,y la afirmacién es falsa. En (c), en creer que un puente solo afecta a A: por el Paso 3 de
Whitney, un puente trae consigo un punto de corte o es Kj.

Ejercicio 4.3. Cudntas aristas necesita un grafo n-conexo R4.4

Probar que todo grafo n-conexo (es decir, con k(G) > n) con p vértices tiene al menos pn /2
aristas. ;Existen grafos 3-conexos con 7 aristas? ;Y 4-conexos con 11 aristas?

Resolucién. La idea. Una cota inferior del ntimero de aristas sale del apretén de manos en
cuanto se acotan los grados por abajo, y lo que acota los grados por abajo es Whitney: x < 4.
La segunda parte usa la misma cuenta al revés: con g fijo, despeja cuantos vértices caben, y el
resultado choca con el maximo de aristas (5).

Por Whitney, n < x(G) < §(G), luego todo vértice tiene grado > n y, por el apreton de
manos, 2q = Y .6(v) > pn:q > pn/2.

3-conexos con 7 aristas: seria 14 = 2q > 3p, luego p < 4; pero con 4 vértices hay a lo sumo
(‘21) = 6 aristas. No existen. 4-conexos con 11 aristas: 22 > 4p da p < 5, y con 5 vértices hay a lo
sumo 10 aristas. Tampoco. (Con p < n la cosa es imposible de entrada, porque ¥(G) < p —1.)
[

Qué hemos aprendido. El ntimero de vértices no viene dado, y hay que encerrarlo por los
dos lados. Por arriba lo acota la cuenta de grados, p < 2g/n. Por abajo, p > n + 1, porque
k < p—1.Conn = 3yq="7las dos cotas dejan solo p = 4, y K, tiene 6 aristas, no 7. La cota
g > pn/2 es la mejor posible para 2 < n < p: con techo, [pn/2], la alcanzan los grafos de
Harary.
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Ejercicio 4.4. Chartrand y su limite R4.5

Sea G conexo con p > 3 vértices y 6(G) > |p/2]. Probar que A(G) = 6(G). ¢Es cierto
k(G) = 6(G)? Dar un ejemplo.

Resolucién. La primera parte es el teorema de Chartrand, demostrado arriba. La segunda es
falsa: dos K4 pegados por un vértice tienenp =7,6 =3 >3 = |7/2],A=3yx =1 n

Ejercicio 4.5. Hamiltonianos y eulerianos R4.6

Si G es hamiltoniano, ;qué se puede decir de k(G)? ;Y de A(G)? ;Y si G es euleriano?

Resolucién. La idea. Cada recorrido protege frente a un tipo de averfa. Un ciclo hamiltoniano
pasa por todos los vértices: si cae uno, el resto del ciclo sigue siendo un camino que los une a
todos. Un circuito euleriano pasa por todas las aristas: si cae una, el resto del circuito sigue
uniendo lo que habia. Cada uno garantiza un 2 en la conectividad de lo que recorre.

Un grafo hamiltoniano no tiene puntos de corte y tiene al menos 3 vértices (seccién 3.2),
luego «(G) > 2y, por Whitney, A(G) > 2: es 2-conexo y 2-conexo lineal. Un grafo euleriano
no trivial cumple A(G) > 2 (para K;, A = 0): quitar una arista a un circuito euleriano deja
un recorrido euleriano abierto, que sigue pasando por todos los vértices con aristas, luego
G — a es conexo para toda arista a (no hay puentes). Pero puede tener x(G) = 1: la pajarita es
euleriana y su centro es punto de corte. u

Dénde se falla. En cruzar las dos protecciones. Euleriano no da x > 2 (la pajarita), porque
un circuito puede pasar varias veces por el mismo vértice, y nada impide que ese vértice sea
el tinico paso entre dos trozos del grafo, como el centro de la pajarita. Y ninguno de los dos
da maés de 2: el ciclo C;, es hamiltoniano y euleriano, y tiene xk = A = 2.

Ejercicio 4.6. Grafos ciibicos R4.7

Probar que si G es regular de grado 3, entonces x(G) = A(G).

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. x <A <3 Hayqueverque A =1=x=1A=2=x=2yA =3 = « = 3; las dos iiltimas se
hacen por contrarreciproco.

2. Six =1, un punto de corte reparte sus tres aristas entre al menos dos componentes, y alguna recibe una
sola: un puente.

Resolucion. La idea. Whitney da x < A cambiando cada arista de un corte por un vértice.
Aqui hay que ir al revés: cambiar cada vértice de un corte por una arista. Con grado 3 se
puede, porque un vértice del corte solo tiene tres aristas que repartir entre los dos lados. Si
manda una sola hacia un lado, se corta esa arista en su lugar. Si no manda ninguna hacia un
lado, el vértice no hacia falta en el corte, y eso contradice que el corte sea minimo. Solo hay
que llevar las cuentas en los dos casos posibles, x =1y x = 2.

Se supone G conexo con al menos 4 vértices (si es disconexo, kK = A = 0; y Ky es el ctibico
maés pequefio, con k = A = 3). Por Whitney, k < A < 3.

Paso 1: un punto de corte trae un puente (x = 1 = A = 1). Sea v un punto de corte. Sus

163



Conectividad

tres aristas van a vértices de G — v, que tiene al menos dos componentes, y cada componente
recibe al menos una arista de v (si no, serfa componente de G). Tres aristas repartidas entre al
menos dos componentes: alguna componente C recibe exactamente una, vx con x € C. Esa
arista es puente: es la tinica que une C con el resto. Luego A = 1.

Paso 2: un corte de dos vértices trae un corte de dos aristas (x = 2 = A < 2; el ntcleo
de la prueba). Sea {x,y} un conjunto de dos vértices con G — {x, y} disconexo (no puede
ser trivial, porque p > 4), y sea C una de sus componentes y D la unién de las otras. Sean
mc y mp los nameros de aristas entre {x,y} y C, y entre {x,y} y D; y t € {0,1} segtin xy
sea o no arista. Como é(x) = 6(y) = 3, mc + mp + 2t = 6. Quitar las m aristas separa C,
luego A < mgc;igual A < mp.Sit =1, mec+mp =4ymin{mc,mp} <2:A <2.Sit=0,
mc 4+ mp = 6; sialguno es < 2, A < 2; queda el caso mc = mp = 3. Sea a el nimero de
aristas de x hacia Cy b el de y hacia C,cona + b = 3. Sia = 0, entonces y solo separa a C
del resto y seria punto de corte, contra k = 2; igual si b = 0. Luego {a,b} = {1,2};seaa =1,
b = 2. Entonces x tiene 2 aristas hacia D e y tiene 1. Se quitan dos aristas: la de x hacia C y la
de y hacia D. Lo que queda tiene los trozos C U {y} y D U {x} sin ninguna arista entre ellos
(las de x a C y de y a D se han quitado, xy no existe, y entre C y D no hay aristas). Luego
A <2

se cortan las dos rojas: quedan C U {y} y D U {x}

Paso 3: se juntan las dos implicaciones. Si A = 1, x = 1 (Whitney, x > 1 por ser conexo).
Sid=2,xk<2yx #1(porquex = 1darfad =1),luegox =2.5iA =3,k #1yx # 2
(porque x = 2 daria A < 2), luego x = 3. En todos los casos x = A. u

Encapsulado. Por Whitney, k < A < 3, y basta ver que un corte de x vértices da uno de
K aristas cuando x vale 1 0 2. Un punto de corte reparte sus tres aristas entre al menos dos
componentes, y alguna recibe una sola, que es un puente. En un corte {x, y}, si hacia un lado
salen como mucho dos aristas, se cortan esas. Si salen tres y tres, x e y mandan cada uno una
sola arista hacia lados distintos, y se cortan esas dos.

Dénde se falla. Con grado 4 el resultado es falso, y el Paso 1 es el que se rompe. Se toman
dos copias de K5 menos una arista y un vértice v unido a los cuatro extremos de las aristas
quitadas, dos de cada copia. Todos los vértices tienen grado 4, y v es punto de corte: k = 1.
Pero v reparte sus cuatro aristas dos y dos, ninguna componente recibe una sola, y no hay
puentes. Tampoco podria haberlos: un grafo conexo con todos los grados pares es euleriano
(capitulo 3), y un grafo euleriano no tiene puentes. Asi que A = 2, que se alcanza cortando
las dos aristas de v hacia una copia, yx =1 < A = 2.

Es el gjercicio siguiente en accién: un regular de grado r con punto de corte tiene A < [r/2],
y conr = 3 eso obliga a A = 1, mientras que con r = 4 deja sitioa A = 2.
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4.4. Otros resultados sobre conectividad lineal

Ejercicio 4.7. Regulares con punto de corte R4.8

Probar que si G es regular de grador > 2y x(G) = 1, entonces A(G) < |r/2].

Resolucién. La idea. Un punto de corte v es el tinico paso entre sus componentes, y reparte
sus r aristas entre ellas. La componente peor servida recibe como mucho la mitad, y esas
pocas aristas son todo lo que la une al resto: forman un corte.

Sea v un punto de corte y sean C,C’ dos componentes de G — v. Las r aristas de v se
reparten entre las componentes de G — v, y cada una recibe al menos una. Si C y C’ recibieran
mas de | /2] cada una, tendriamos » > 2(|r/2| +1) > r + 1, imposible. Sea C la que recibe
n < |r/2] aristas, vu,...,vu, con u; € C. Quitando esas n aristas, C queda sin ninguna
conexion con el resto (sus tnicas aristas hacia fuera iban a v), y el resto contiene a C’, no
vacio: el grafo se desconecta con n aristas, luego A(G) < n < [r/2]. |

Qué hemos aprendido. Con r = 3 la cota da A < 1: es el Paso 1 del ejercicio de los ctibicos.
Conr =4daA <2,y elejemplo de dos K5 menos una arista unidos por un vértice la alcanza.
Dénde se falla: la hipétesis r > 2 estd para excluir K, que es regular de grado1conx =1y
sin embargo A =1 > |1/2] = 0. (Con r = 2 no hay nada que probar: un regular conexo de
grado 2 es un ciclo, y x = 2.)

Ejercicio 4.8. La conectividad de una suma R4.12 Y EJERCICIO PROPUESTO

Sean G y H grafos. (a) ¢Es cierto que k(G + H) = «x(G) + x(H)? (b) Probar que
k(G+ H) =min{|V(G)| +«(H), [V(H)| +x(G)},

y deducir que si G es n-conexo y H es m-conexo, entonces G + H es (n + m + 1)-conexo.

Resolucién. La idea. En G + H cada vértice de G es vecino de cada vértice de H. Mientras
sobreviva alguien de cada lado, esa pareja une a todos los demads en dos pasos. La tinica
manera de romper G + H es, por tanto, borrar entero uno de los dos lados y después romper
lo que queda del otro. Las conectividades no se suman: se paga un lado entero mds la
conectividad del otro.

(@) No. G = H =K;:x(G) =«x(H) =0y G+ H = K, tiene ¥ = 1. Con grafos no triviales,
Ky + Ky, =Ky tienex =3 # 1+ 1.

(b) Sea S un conjunto de vértices de G + H tal que (G + H) — S es disconexo o trivial. Si S
no contiene a todo V(G) niatodo V(H), en (G + H) — S sobrevive un vértice g de G y uno h
de H, adyacentes, y todo vértice superviviente es adyacente a g o a h: el grafo es conexo y no
trivial. Luego S D V(G) 0 S 2 V(H).SiS O V(G), entonces (G+H) —S = H — (SNV(H)),
que es disconexo o trivial, luego [SNV(H)| > x(H) y |S| > |V(G)| 4+ «(H). Igual en el otro
caso. Y las dos cotas se alcanzan: quitar todo V(G) y un conjunto minimo de H desconecta o
trivializa. Eso da la férmula.

Para la consecuencia: todo grafo cumple |V(G)| > §(G) +1 > x(G) + 1 (un vértice y
sus vecinos, y Whitney). Luego x(G + H) > min{x(G) + 1+ «(H), x(H) +1+x(G)} >
n+m+1. u

Con niimeros. La rueda es una suma: W5 = K; + C4. La formula da min{1 + «(Cy4), 4 +
k(K1)} = min{1+2, 4+ 0} = 3, que es la conectividad de las ruedas calculada en la seccién
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4.3. El minimo lo da el primer término: se quita el centro, que es todo el lado K;, y después
dos vértices del ciclo. En K; + K = K4 los dos términos valen 2 +1 = 3, y la suma de
conectividades darfa1 41 = 2.

QUE DEJA. La suma es mucho méas conexa que sus sumandos: G + H solo se rompe borrando entero
uno de los dos. Es la razén de que G + K; suba la conectividad exactamente en uno (ejercicio 4.16).

Ejercicio 4.9. Afiadir un vértice a un regular R4.13(s)

Sea G regular de grado k y sea G’ = G + v con v un vértice nuevo adyacente a todos. Probar
que A(G') =6(G') =k+1.

Resolucién. La idea. El grado minimo sube en uno, y hay que ver que A sube con él. Un corte
de aristas de G’ deja un trozo D sin v, y cada vértice de D paga dos veces: su arista hacia v, y
las que salen hacia el resto de G. Es la cuenta de la pardbola del teorema de Chartrand, con
un término mas.

Sea p = |V(G)| > k+ 1. En G’ los vértices de G tienen grado k + 1 y v tiene grado
p>k+1,1luego 6(G') =k+1y A(G') < k+ 1 por Whitney. Falta A(G') > k+ 1. Sea A un
conjunto de aristas con G’ — A disconexo y sea D el conjunto de vértices de una componente
de G’ — A que no contiene a v; D C V(G) y D # @. Todas las aristas de G’ que salen de D
estan en A: las | D| aristas hacia v, y las aristas de G entre D y V(G) \ D. Cada x € D tiene k
vecinos en G, de los que a lo sumo |D| — 1 estdn en D, luego al menos k — |D| + 1 fuera. Asi

|A] > D[+ [D|(k = |D[+1) = |D|(k+2— |DJ).

Si|D| <k+1,el producto t(k+2—t)con1 <t < k~+ 1 vale al menos k + 1 (parébola con
ese valor en los extremos). Si |D| > k+2,ya |A| > |D| > k+ 2. En todo caso |A| > k+1,
luego A(G') > k+1.

Otra via (con arcos que no comparten aristas). El teorema de Menger para aristas (seccion
4.6) permite otra prueba. Entre x,y € V(G), se toman xvy, la arista xy si existe, y xzy para
cada vecino comtn z de x e y. Quedan por usar los vecinos de x que no son ni y ni vecinos de
¥,y los de y que no son ni x ni vecinos de x. Como ambos grados son k, esos dos conjuntos
tienen el mismo tamafio; se emparejan como u;, w; y se afiaden los arcos xu;vw;y. En total son
k 41 arcos sin aristas comunes. Para la pareja x, v, sirven xv y los k arcos xuv con u vecino de
x. Asi todas las parejas tienen k + 1 arcos linealmente independientes y A(G’) > k + 1. La
cuenta anterior evita usar Menger. n
Qué hemos aprendido. La cuenta f(6 + 1 — t) sirve cada vez que se quiere probar A = ¢:
se toma el bando pequefio de un supuesto corte y se cuentan las aristas que salen de él. Aqui
la regularidad solo se usa en la forma «todo vértice de G tiene grado al menos k». Por eso
basta con 6(G) = k, sin pedir que G sea regular, para concluir igual A(G’) = §(G') = k+ 1.
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Ejercicio 4.10. El complementario R4.16

Demostrar que si G es n-conexo de orden p, su complementario G es alomads (p —n — 1)-
conexo.

Resolucién. La idea. Un vértice y su complementario se reparten los p — 1 vecinos posibles.
Si en G todos los grados son altos, en G son todos bajos, y Whitney convierte un grado bajo
en una conectividad baja.

Para todo vértice v, 6 (v) + 6z(v) = p — 1, porque A(G) LI A(G) = A(K,) sobre el mismo
conjunto de vértices. Como G es n-conexo, dg(v) > §(G) > x(G) > n por Whitney. Luego
bz(v) <p—1—nparatodoov,yx(G) <é6(G) <p—n-—1. u

Dénde se falla. En leer la cota como una igualdad. A veces se alcanza: Cs es 2-conexo, su
complementario es otra vez un Cs y tiene k = 2 = 5 — 2 — 1. Otras veces se queda muy lejos:
K33 es 3-conexo, la cota da 6 — 3 — 1 = 2, y su complementario son dos tridngulos disjuntos,

conx = 0.

4.5 Grafos n-conexos

LA PREGUNTA

Ademas de comprobar si una red aguanta dos fallos simultdneos, podemos pregun-
tarnos si hay una manera de construir todas las redes con esa propiedad. Para un
fallo la respuesta es «sin puntos de corte»; para dos, Tutte encontré en 1961 que todas
nacen de las ruedas por dos operaciones elementales. Steinitz habia probado en 1922
que los esqueletos de los poliedros convexos son exactamente los grafos planos que
aguantan dos fallos. ;Qué tienen de especial las redes que aguantan # fallos, y como
se reconocen?

Definicién (n-conexo). Sea G un grafo y n > 0. Se dice que G es n-conexo si k(G) > n, y que
es n-conexo lineal (o 1-conexo por aristas) si A(G) > n.

Por Whitney, n-conexo implica n-conexo lineal. Todo grafo es 0-conexo. Y n-conexo es una
cota inferior: un grafo 3-conexo es también 2-conexo y 1-conexo.

Lema. G es 1-conexo siy solo si G es conexo y no trivial.
k(G) > 1equivaleax(G) # 0,y «(G) = 0 equivale a que G sea disconexo o trivial.

Proposicién. G es 2-conexo si y solo si G es un bloque con més de una arista.

La idea, en una frase: «2-conexo» y «bloque» son la misma condicién contada de dos maneras
—hacen falta al menos dos vértices para desconectar, es decir, ninguno solo basta—, y toda la
demostracioén consiste en vigilar los dos casos pequeiios que la definicién de x trata aparte:
el grafo trivial y K. Por eso el enunciado dice «con mds de una arista» y no simplemente
«bloque»: esa coletilla es exactamente el precio de esos dos casos.
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Paso 1: 2-conexo = bloque con mas de una arista. Sea G 2-conexo. Es conexo, y no
tiene puntos de corte: un punto de corte v daria G — v disconexo y «(G) = 1. Luego es
un bloque. No es el grafo trivial ni K, porque en esos casos ¥ < 1; un bloque con al
menos 3 vértices tiene al menos dos aristas, porque es conexo y un grafo conexo de
orden p tiene como minimo p — 1 aristas.

Paso 2: reciproco, descartando los dos casos pequeiios (el ntcleo de la prueba). Sea G
un bloque con més de una arista: conexo, sin puntos de corte, con al menos 3 vértices.
Entonces x(G) > 1, y si fuera «(G) = 1 habria un vértice v con G — v disconexo o
trivial; trivial no, porque G tiene al menos 3 vértices, y disconexo harfa de v un punto
de corte. Luego x(G) > 2. El paso delicado es el «trivial no»: sin la hipétesis de los tres
vértices, K, serfa un bloque con ¥ = 1y el enunciado seria falso. |

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: 2-CONEXO SIGNIFICA QUE SIEMPRE HAY IDA Y VUELTA DISTINTAS

Este es el teorema que traduce una condicién de robustez en una condicién de circula-
cién, y merece la pena ver que las dos caras dicen lo mismo con palabras distintas.
Una cara es defensiva: 2-conexo quiere decir que cerrar una plaza cualquiera no
incomunica a nadie. La otra es constructiva: dos plazas cualesquiera estdn en un
circuito comun, es decir, se puede ir de una a otra y volver sin repetir plaza. Que la
segunda implique la primera es fécil: si hay circuito, al cerrar una plaza queda el otro
medio circuito. Lo interesante es lo otro, y ahi esté la idea: no basta con que exista
un camino alternativo cada vez que se cierra una plaza; hay que fabricar a la vez dos
caminos que no compartan ninguna, y eso se hace por induccién, como en la seccién
2.7.1.

Esa doble lectura, «no hay puntos criticos» frente a «hay dos rutas independientes»,
es exactamente lo que generalizara el teorema de Menger al final del capitulo, con
n rutas en lugar de dos. Whitney es el caso n = 2, y Dirac, que viene ahora, es la
generalizacion en la otra direccién: no dos vértices en un ciclo comtn, sino #.

Teorema (Whitney, 1932). Un grafo G con al menos 3 vértices es 2-conexo si y solo si cualquier
par de vértices de G estdn en un ciclo comun.

Es la equivalencia (a)< (b) del teorema de caracterizacion de los bloques (seccién 2.7),
junto con la proposicién anterior. |

Corolario. Todo grafo hamiltoniano es 2-conexo.
El ciclo hamiltoniano es un ciclo comtin a cualquier par de vértices. [ ]

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LA CONEXION SE PAGA EN VERTICES Y SE COBRA EN CICLOS

Dirac es Whitney subido de nivel, y la forma de leerlo es esa: la n-conexioén se paga
en resistencia (hacen falta al menos n vértices para romper el grafo) y se cobra en
circulacién (n vértices cualesquiera caben en un mismo ciclo). Whitney es el caso n = 2;
el enunciado general dice que el cambio es lineal y no se degrada por el camino.
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Conviene apreciar lo fuerte que es. No dice que haya un ciclo largo, ni que pase por
muchos vértices: dice que se puede elegir qué n vértices tiene que visitar, los que uno
quiera, por dispersos que estén, y que el ciclo existe. La hipétesis de n-conexién es
global: una vez demostrada, sirve para cualquier eleccién de esos n vértices.

Que sea cierto no es evidente en absoluto. La demostraciéon estd més abajo y necesita
el teorema de Menger, que atin no se ha visto: la idea es meter los vértices en el ciclo
de uno en uno, tendiendo un abanico de n arcos desde el que falta hasta el ciclo ya
construido. Quien quiera ver el mecanismo, alli estd; quien solo necesite usarlo, con la
lectura de arriba basta.

Teorema (Dirac, 1960). Si G es n-conexo, con n > 2, entonces cualquier conjunto de n vértices
de G estd contenido en un ciclo comun.

Se demuestra en la seccién 4.6, porque necesita el teorema de Menger.

Observacién. El teorema de Dirac generaliza el de Whitney pero no es una caracterizacién
de los grafos n-conexos: en el ciclo C, cualquier conjunto de n vértices, con2 < n < p, estd
en un ciclo comun (el propio C), y sin embargo «(C,) = 2 < n para n > 3. Es la pregunta
final del ejercicio 4.11.

4.5.1 Grafos 3-conexos y el teorema de Tutte

Para n > 3 no hay una caracterizacién tan limpia como la de Whitney. Para n = 3 hay una
descripcién constructiva, debida a Tutte, que aqui se enuncia sin demostrar.

Definicién (rueda, afiadir arista, explosién). 1. El grafo rueda de n > 4 vértices es W, =
Ki 4 C,—1: unciclo de n — 1 vértices méas un centro adyacente a todos.

2. Siu,vno son adyacentes en G, afladir la arista uv da el grafo G 4 uv.

3. Sea v un vértice de grado > 4. La explosién de v consiste en sustituir v por dos vértices
nuevos adyacentes v’ y v, y repartir las aristas que inciden en v entre v’ y v" de modo
que cada uno de los dos quede con grado al menos 3 (contando la arista v'v").

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: TODAS LAS RUEDAS Y LO QUE SALE DE ELLAS

Los teoremas anteriores dicen qué implica ser 3-conexo. Este dice quiénes son, uno por
uno, y por eso es de otra naturaleza: es un teorema de estructura, del mismo tipo que
la clasificacién de superficies o el teorema fundamental de la aritmética. Se da una
pieza bésica y dos maneras de fabricar piezas nuevas, y se afirma que no hay nada
mas.

La pieza bésica es la rueda: un ciclo con un centro unido a todos. Es la imagen misma
de la 3-conexidn: si se quitan a lo sumo dos vértices, o sobrevive el centro unido a
todos los demads, o queda un camino del ciclo exterior. En ambos casos sigue conexa y
no trivial. Las dos operaciones son igual de visuales. Afiadir una arista solo puede
hacer el grafo mas duro, asi que no estropea nada. Y explotar un vértice consiste
en partir en dos un vértice de grado > 4, repartir sus vecinos entre las dos mitades
dejando al menos dos a cada una, y unir las dos mitades con una arista, que eleva
ambos grados a por lo menos 3: es lo contrario de contraer. Por eso se puede decir que
Tutte describe los grafos 3-conexos «hacia arriba», mientras que la demostracién de
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Kuratowski del capitulo siguiente los recorre «hacia abajo», contrayendo hasta llegar a
Ky, que es la rueda mas pequena.

Una aplicaciéon inmediata del teorema es esta: si un grafo dibujado se reconoce como
una rueda con aristas afiadidas, ya se sabe que k¥ > 3 sin buscar ningtn corte, y eso
ahorra la mitad del trabajo.

Teorema (Tutte, 1961). Un grafo G es 3-conexo si y solo si es una rueda o se obtiene de
una rueda por una sucesion finita de operaciones de los dos tipos: afiadir aristas y explotar
vértices.

Ejemplo. Ky = W; es 3-conexo. K5 se obtiene de W5 afiadiendo las dos cuerdas del ciclo
exterior: 3-conexo (de hecho 4-conexo). El prisma triangular (dos tridngulos a1a,a3 y b1byb3
con las aristas a;b;) se obtiene de W5 explotando el centro: el centro ¢, de grado 4 y adyacente
al ciclo 1234, se parteen ¢’ ~ 1,2y ¢”” ~ 3,4, con ¢’c” arista; quedan los tridngulos ¢'12 y

¢""34 unidos por ¢’c”, 23 y 41. Luego el prisma es 3-conexo.

explosién de c: el prisma

Ejemplo (el mismo W5, otra explosion: K3 3). En la explosion del prisma, a ¢’ le tocaron dos
vecinos consecutivos del ciclo, 1 y 2. Si se reparten alternos, ¢’ ~ 1,3 y ¢ ~ 2,4, sale otro
grafo. Tiene seis vértices y nueve aristas: las cuatro del ciclo 1234, las cuatro que van de ¢/
y ¢’ al ciclo, y ¢’¢”. Cada una une un vértice de {1,3,¢”} con uno de {2,4,c’}. Las del ciclo
alternan entre los dos grupos, ¢’ vaalya3, ¢’ vaa2ya4,yc'c’ cruza de un grupo al otro.
Nueve aristas entre dos grupos de tres son todas las posibles: el grafo es K33, y por Tutte es

3-conexo.

explosién alterna de ¢ el mismo grafo: K33

El ejemplo ensefia dos cosas. La primera es que la rueda de partida no hay que buscarla
dentro del dibujo. K33 es bipartito y no tiene tridngulos, mientras que toda rueda los tiene, ast
que ninguna rueda es subgrafo de K3 3. Lo que se reconstruye es una historia de explosiones
y aristas afiadidas.

La segunda es por qué la definicién de explosién exige al menos dos vecinos antiguos a
cada mitad. Si se repartiera ¢’ ~ 1y ¢” ~ 2,3,4, el vértice ¢’ quedaria con grado 2 (la arista
hacia 1y la arista c¢’c”’), y quitando 1 y ¢’ quedaria aislado: x < 2. Una explosion ilegal fabrica
un vértice de grado 2, y con él un corte de dos vértices.
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CONEXION: COMO SE USA TUTTE SOBRE UN GRAFO DIBUJADO

Para probar con Tutte que un grafo dibujado es 3-conexo se parte de una rueda y se describe,
paso a paso, qué aristas se afladen y qué vértices se explotan hasta llegar a G. La rueda inicial
no tiene por qué aparecer como subgrafo del dibujo final, como muestra el prisma. Con eso
x > 3; Whitney da x < 6, y si § = 3 se acabd.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CARACTERIZAR LOS 1n-CONEXOS POR CICLOS

La alternativa. Generalizar Whitney tal cual: «n-conexo si y solo si cualesquiera n vértices estan

en un ciclo comtn».
Su atractivo. Para n = 2 es exactamente el teorema de Whitney, y la implicacién directa es

cierta para todo n > 2 (Dirac).

Qué la hunde. El ciclo Cy: sus p vértices estan en un ciclo comtn y su conectividad es 2. Por
tanto, para 3 < n < p, tener cualesquiera n vértices en un ciclo comtn no implica ser n-conexo.
La caracterizacién correcta no habla de ciclos sino de arcos independientes entre cada par de

vértices, y es el teorema de Menger.

Ejercicios: grafos n-conexos

Ejercicio 4.11. Ciclos comunes R4.3

Probar que un grafo es 2-conexo si y solo si todo par de vértices estd en un ciclo comtn. En
general, si un grafo es n-conexo, cualesquiera n vértices estdn en un ciclo comun. ;Es cierto
el reciproco?

Resolucién. La primera parte es el teorema de Whitney de esta seccion (para grafos con al
menos 3 vértices; K, es un bloque no 2-conexo y sus dos vértices no estdn en ningtin ciclo,
asi que la equivalencia también vale ahi leida con cuidado). La segunda requiere n > 2: es el
teorema de Dirac, demostrado en la seccién siguiente. Para n = 1 falla, por ejemplo, en un
arbol. El reciproco es falso: en C, con p > 4, cualesquiera 3 vértices estdn en un ciclo comtin

yx(Cp) = 2. [

Ejercicio 4.12. Quitar una arista R4.14

Sea G n-conexo y a € A(G). Demostrar que G — a es (n — 1)-conexo. ;Es n-conexo?

Resolucién. La idea. Una arista vale, como mucho, un vértice. Si quitar la arista 2 y un
conjunto S de vértices rompe el grafo, cambiar a por uno de sus extremos también lo rompe:
es el Paso 3 de Whitney, un puente trae consigo un punto de corte. Asi, un corte de G — a con
s vértices da un corte de G con s + 1, y la conectividad baja como mucho en uno.

Sin < 1no hay nada que probar. Sean > 2, a = uv, y supéngase que G —anoes (n — 1)-
conexo: existe S C V(G) con |S| < n — 2 tal que (G —a) — S es disconexo o trivial. Trivial
no puede ser: G tiene p > n + 1 vértices (porque x(G) < p — 1), luego quedan p — |S| > 3.
Siu € Sov € S, entonces (G—a) —S = G — S, que es conexo porque |S| < n < k(G):
contradiccion. Siu, v ¢ S: G — S es conexo, con al menos 3 vértices, y (G — S) — a es disconexo,
luego a es un puente de G — S y alguno de sus extremos tiene grado > 2 en G — S (si los
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dos tuvieran grado 1, G — S serfa Kj), asi que es un punto de corte de G — S; llamémoslo u,
intercambiando los nombres si hace falta. Quitando ese extremo, G — (S U {u}) es disconexo
con |S|+1 < n—1<x(G) vértices quitados: contradiccion. Luego «(G —a) > n — 1.

No tiene por qué ser n-conexo: K4 es 3-conexo y K4 — a tiene dos vértices de grado 2, luego
k(Ky —a) <2. [

Qué hemos aprendido. k(G —a) > x(G) — 1, y K4y muestra que la caida de uno puede
ocurrir. Para aristas es atin mds facil, A(G —a) > A(G) — 1: un corte de aristas de G — a, junto
con 4, es un corte de G. Dénde se falla: en el extremo que se quita. Tiene que tener grado al
menos 2 en G — S: un extremo de grado 1 es una hoja, y quitarlo deja el resto conexo. Si los
dos extremos fueran hojas, G — S seria K3, y la prueba descarta ese caso antes, contando que
a G — S le quedan al menos tres vértices.

Ejercicio 4.13. Grafos de Harary R4.15; CONTROL 2.2

Un grafo de Harary H(k, 1) es un grafo k-conexo de orden n con el minimo ntimero posible
de aristas. (a) Dar un H(2,4). (b) Dar dos grafos no isomorfos H(3,8). (c) Si H(k,7) tiene 12
aristas, jpuede ser k = 4?

PISTAS, DE MENOR A MAYOR
1. Cota inferior (ejercicio 4.3): ¢ > kn /2. Basta un grafo k-conexo con exactamente [kn /2| aristas.

2. Para (b), dos grafos 3-regulares 3-conexos con 8 vértices: el cubo Q3 y el ciclo Cg con las cuatro diagonales
largas. Uno es bipartito y el otro no.

Resolucién. La idea. Un grafo de Harary es un problema de minimo con dos mitades. Por
abajo estd la cuenta del ejercicio 4.3: ¢ > kn /2,y como q es entero, q > [kn/2]. Por arriba
hay que exhibir un grafo k-conexo con exactamente esas aristas. Fabricar un grafo con los
grados justos es facil. Lo que cuesta es probar que es k-conexo, y ahi Menger, reducido por
las simetrias del grafo, deja pocas parejas que mirar.

(a) Un H(2,4) tiene al menos 2 - 4/2 = 4 aristas. El ciclo C tiene 4 aristas y x = 2: es un
H(2,4).

(b) Un H(3,8) tiene al menos 12 aristas, y con 12 aristas y 8 vértices de grado > 3 es
3-regular. Se dan dos grafos 3-regulares 3-conexos de orden 8:

El cubo Q3. Sus 8 vértices son las ternas de bits, adyacentes cuando difieren en un bit;
3-regular con 12 aristas. Se prueba x(Q3) > 3 con el corolario de Menger (seccion 4.6): para
cada par no adyacente hacen falta 3 arcos independientes. Por la simetria del cubo (cualquier
vértice se lleva a 000 intercambiando ceros y unos coordenada a coordenada) basta mirar los
pares no adyacentes que contienen a 000: los que difieren en dos bits, como 011 (permutar
las coordenadas también preserva las aristas), y el opuesto 111. Para 000,011: 000 001 011;
000010011; 000100101 111 011. Para 000, 111: 000001 011111; 000010110111; 000100101 111.
En ambos casos los tres arcos solo comparten los extremos. Con Whitney, x = A = 6 = 3.

La escalera de Mobius Mg. El ciclo 012 - - - 70 con las cuatro diagonales i (i + 4); 3-regular
con 12 aristas. Es simétrico por rotacién, asi que basta mirar los pares no adyacentes con 0:
salvo simetria, (0,2) y (0,3). Para 0,2: 012;0432; 0762 (la diagonal 62). Para 0,3: 0123;
043;073 (la diagonal 7 3). Tres arcos independientes en cada caso: k(Mg) = 3.

No son isomorfos: Q3 es bipartito (por la paridad del niimero de unos) y Mg contiene el ciclo
impar 012340 (la diagonal 40 lo cierra).
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(c) Con 12 aristas y 7 vértices, k < ¢ < |2-12/7| = 3 (Harary). Luego k < 3 y no puede
ser k = 4 (un grafo 4-conexo de orden 7 necesitaria [28/2] = 14 aristas). n

Doénde se falla. En creer que basta con igualar la cuenta. Dos copias de Ky menos una
arista, unidas por dos aristas entre los extremos de las aristas quitadas, forman un grafo con
8 vértices, 3-regular y con 12 aristas. Pero quitando los dos extremos de una de las copias el
grafo se parte: k = 2, yno es un H(3,8).

(i) (u2)
Nﬂl M

NG NG
3-regular, 12 aristas, x = 2

Los grados justos son necesarios, pero la k-conexién hay que demostrarla aparte. En (c) el
error es el contrario: ponerse a buscar un grafo concreto cuando la cota ya decide que no
existe.

Ejercicio 4.14. Sumar un completo R4.17

Sea G n-conexo. Demostrar que G + K, es (1 + p)-conexo.

Resolucion. Por la férmula del ejercicio 4.8, k(G + K,) = min{|V(G)| +«(K}), p+x(G)} =
min{|V(G)|+p—1, p+«x(G)}. Como |V(G)| > x(G) + 1, los dos términos son > «(G) +
p > n+ p. (También sale afadiendo los p vértices de uno en uno con el ejercicio 4.16: cada
uno sube la conectividad en una unidad.) |

4.6 Conectividad local y el teorema de Menger

LA PREGUNTA

En 1955 Harris y Ross estudiaron para la fuerza aérea estadounidense la capacidad
de una red ferroviaria soviética y de Europa del Este. Encontraron un flujo de 163 000
toneladas y un corte con esa misma capacidad total. Aqui se suman capacidades de
enlaces, no simplemente se cuentan vias. El informe se desclasificé en 1999; el teorema
de flujo maximo y corte minimo de Ford y Fulkerson se public6 en 1956. Menger habia
probado en 1927 una igualdad entre separadores de vértices y rutas independientes.
¢Por qué el minimo ntimero de cortes coincide exactamente con el maximo nimero de
rutas que no se estorban?
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Definicién (arcos independientes). Sea G un grafo y sean u,v € V(G) distintos.
(a) Dos arcos de 1 a v son independientes (o disjuntos) si los tinicos vértices que tienen en
comun son u 'y v.
(b) Dos arcos de u a v son linealmente independientes (o disjuntos por aristas) si no tienen
aristas en comun.

Arcos independientes son automaticamente linealmente independientes, pero no al revés:
dos arcos pueden cruzarse en un vértice sin compartir aristas. En la pajarita de la seccién 4.1,
con centro ¢ y tridngulos caby cxy, los arcos ac x y abcy x no comparten ninguna arista,
pero los dos pasan por c. Son linealmente independientes y no son independientes. Y no
hay dos arcos independientes de a a x, porque todos atraviesan c. Es la version local de
k=1<A=2.

dos arcos de a a x sin aristas comunes, los dos por ¢

Definicién (separar; conectividad local). Sean u,v € V(G) distintos. Un conjunto S de
vértices, o de aristas, de G separaauyv si G — S no es conexo y u,v estdn en componentes
distintas de G — S (para vértices, u,v ¢ S). Si G es conexo y u,v no son adyacentes, la
conectividad local x(u,v) es el menor cardinal de un conjunto de vértices que separa a u
y v. Para u, v cualesquiera, la conectividad lineal local A(u,v) es el menor cardinal de un
conjunto de aristas que separaa u y v.

Si u y v son adyacentes, ningtin conjunto de vértices los separa: la arista uv sobrevi-
ve a cualquier eliminacién que no los toque. Por eso x(u, v) se define solo para pares no
adyacentes.

Ejemplo. En la pajarita con centro c y tridngulos caby cxy: x(a,x) = 1, porque {c} separa.
En Cs dos vértices no adyacentes tienen x(u,v) = 2: hay que quitar un vértice de cada uno
de los dos arcos que los unen. En K33 dos vértices del mismo lado tienen x(u,v) = 3: hay
que quitar los tres del otro lado.

Lema. Si G es conexo y no completo, x(G) = min{x(u,v) : u,v € V(G), uv ¢ A(G)}.

La idea, en una frase: la conectividad global no es una cantidad distinta de las locales, es
la peor de ellas. Desconectar el grafo entero es desconectar algiin par de vértices, asi que el
separador global més barato tiene que ser el separador local més barato de algtn par, y al
revés. Lo tinico que hay que cuidar es que ese par sea no adyacente, porque a dos vértices
unidos por una arista no los separa ningtin conjunto de vértices, y ahi es donde entra la
hipétesis de que G no sea completo.

Paso 1: lo global es a 1o sumo lo local. Si S separa a u y v, en particular G — S es
disconexo, luego x(G) < |S|; tomando S minimo, x(G) < x(u,v) para todo par no
adyacente.

Paso 2: 1o local es a lo sumo lo global, y aqui hace falta que G no sea completo (el
nicleo de la prueba). Sea S un conjunto de x(G) vértices con G — S disconexo o trivial.
Como G no es completo, k(G) < p—2y G — S tiene al menos dos vértices, luego
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es disconexo; tomando u, v en componentes distintas, S separa a u y v, que no son
adyacentes, y x(1,v) < |S| = «(G). Si G fuera completo el paso se caeria: no habria
ningtn par no adyacente, el minimo de la derecha se tomaria sobre el conjunto vacio,
y el enunciado no tendria sentido. Es exactamente por eso por lo que a K, hay que
llegar por otro camino, el del «o trivial» de la definicién de x, que es el que le asigna
k(Ky) =n—1. [ |

Teorema (Menger, 1927). Sea G un grafo conexo y u, v dos vértices no adyacentes. La co-
nectividad local «(u,v) coincide con el médximo ntiimero de arcos independientes de u a
v.

Una direccién es un recuento: si hay k arcos independientes de 1 a v, para separara u y v
hay que quitar al menos un vértice interior de cada arco, y esos vértices son distintos; luego
k(u,v) > k. La otra direccién, que hay tantos arcos como pide el corte, es la profunda, y se
demuestra mas abajo.

Ejemplo (Menger a mano: el cuello de botella). En el grafo de la figura, u tiene tres salidas,
ai1,d,a3, y v tiene tres entradas, by, by, b3. A primera vista caben tres rutas. Pero todo lo que
sale de los a; va a parar a m; o0 a my, y todo lo que llega a los b; viene de ahi: el conjunto
{mq,my} separa a u y v. Dos arcos independientes no pueden pasar por el mismo vértice del
cuello, asi que caben como mucho dos. Y dos caben:

uaymy by, Uuap my by v.

Un tercer arco que salga por a3 se encuentra en a3 con que sus inicos vecinos nuevos son 111
y my, ya usados.

el separador {my,my} y dos arcos independientes

Asi que «(u,v) = 2, aunque u y v tengan grado 3. El separador y los arcos tienen el mismo
tamafio, y cada uno certifica al otro. Los dos arcos prueban que ningtn vértice solo separa,
y el separador prueba que no hay un tercer arco. El teorema dice que esa coincidencia no
es una casualidad de este grafo: el separador minimo y la familia maxima de arcos tienen
siempre el mismo tamafio.

Corolario. Un grafo conexo y no completo G es n-conexo si y solo si para cada par de vértices
no adyacentes u, v hay al menos 1 arcos independientes de u a v.

Por ellema, x(G) > n equivale a x(1,v) > n para todo par no adyacente, y por Menger
eso equivale a que haya al menos 7 arcos independientes entre cada uno de esos pares.
(Para K, el enunciado es vacioy x = p — 1.) n
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LA IDEA: EL CORTE Y EL FLUJO

Menger dice que la tinica manera de que no haya n rutas independientes es que exista
un cuello de botella de menos de n vértices. Es una igualdad entre un maximo (rutas)
y un minimo (cortes), y todo teorema de ese tipo tiene una mitad facil (cada corte acota
las rutas) y una mitad dificil (el mejor corte se alcanza). En la practica se usa la mitad
facil al revés: exhibiendo n arcos independientes se prueba x(u,v) > n, sin hablar de
cortes.

Definicién (versién por aristas). Para G conexo con al menos dos vértices, A(G)

min{A(u,v) : u,v € V(G), u # v}, y se tiene el teorema anédlogo: G es n-conexo lineal si 'y
solo si para cada par de vértices 1, v hay al menos n arcos linealmente independientes de u a
v. Se obtiene del teorema de Menger para vértices aplicado a un grafo auxiliar, y aqui no se

demuestra.

4.6

Se sigue la demostracion de Diestel, una induccién sobre el ntimero de aristas que contrae
una de ellas en cada paso. Conviene probar una versién mas general, entre dos conjun-

tos

.1 La demostracién del teorema de Menger

de vértices, de la que la versién habitual, entre dos vértices, es un caso particular: la

generalizacion no cuesta nada y es la que hace que la induccién se cierre.

Sean A, B C V(G). Un camino A-B es un camino simple cuyo primer vértice estd en A,
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LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: EL PEAJE MAS BARATO Y LAS RUTAS QUE NO SE PISAN

Menger es un teorema de los de «lo que estorba y lo que pasa valen lo mismo». De un
lado, un separador es un peaje: un conjunto de plazas por las que pasa obligatoriamente
todo el que viaje de A a B. Del otro, una familia de caminos disjuntos son rutas que no
se pisan.

Una de las dos desigualdades es contabilidad y se ve en un segundo: si el peaje mds
barato tiene k plazas, no puede haber k + 1 rutas que no se pisen, porque cada ruta
paga en alguna plaza del peaje y dos rutas distintas no pueden pagar en la misma. Lo
dificil, y lo que hace grande al teorema, es lo otro: que si hace falta cerrar k plazas para
cortar el paso, entonces de verdad hay k rutas independientes. A priori podria haber
cuellos de botella repartidos de manera que ninguna familia de rutas los aprovechara
todos a la vez; el teorema dice que eso nunca ocurre.

La demostracién encoge el grafo: toma una calle y funde sus dos extremos en una
sola plaza. El grafo resultante tiene menos aristas, asi que la hipétesis de induccién
se le aplica, y solo hay dos posibilidades. O bien el grafo fundido sigue necesitando
un peaje de k plazas, y entonces ya tiene k rutas independientes que, al deshacer la
fusién, siguen siéndolo salvo un retoque local en la plaza fundida. O bien la fusién ha
abaratado el peaje, y eso es informacién valiosisima: dice que el cuello de botella pasa
justo por ahi, y permite partir el problema en dos mitades, cada una con menos aristas,
que la induccién resuelve por separado y que luego se pegan por el cuello.

En una frase: las rutas no se construyen de una vez, se construyen deshaciendo
fusiones. Es el mismo esquema de excedente en la red que hay detras del teorema del
flujo maximo y el corte minimo, del que Menger es la versién por vértices.



4.6. Conectividad local y el teorema de Menger

cuyo ultimo estd en B y que no tiene ningtn otro vértice en A U B. Un conjunto X C V(G)
separa A de B si todo camino A-B tiene algtn vértice en X (se permite XN A # @ o
XNB#@;sia € AN B, el camino trivial (a) obligaaa € X).

Teorema (Menger, version de conjuntos). El menor ntimero de vértices que separan A de
B es igual al maximo ntiimero de caminos A-B disjuntos dos a dos (sin ningtin vértice en
comun).

El corazon en una frase: la desigualdad facil es contabilidad —cada peaje toca cada ruta—,
y la dificil se prueba deshaciendo fusiones de aristas: se contrae una arista, la induccién
resuelve el grafo més pequeno, y al descontraer o bien las rutas sobreviven con un retoque
local o bien la fusién ha localizado el cuello de botella y el problema se parte en dos mitades
que se pegan por éL.

Paso 1: 1a desigualdad facil, que es puro recuento. Sea k el minimo cardinal de un
conjunto que separa A de B. Como cada separador debe contener un vértice de cada
camino de una familia disjunta, ninguna familia tiene mds de k caminos. Hay que
probar que existen k caminos A-B disjuntos. Induccién sobre el ntimero de aristas de
G.

Paso 2: 1a base de la induccidn, sin aristas. Si G no tiene aristas, los tinicos caminos
A-B son los triviales (a) cona € AN B, el separador minimoes AN B, k= |ANB|,y
esos k caminos triviales son disjuntos.

Paso 3: se contrae una arista y la induccién entrega un separador barato, que al
descontraer da un separador de tamafio exactamente k (el nticleo de la prueba). Este
es el paso que hace el teorema, y su mecanismo es que fundir dos vértices no puede
encarecer el peaje: si tras fundir hace falta menos de k, el vértice fundido tiene que estar
en el separador barato, y al deshacer la fusion se recupera un separador de k vértices,
ni uno mas. Sea e = xy una arista. Supéngase que G no tiene k caminos A-B disjuntos.
Sea G/e el grafo que resulta de identificar x e y en un solo vértice v, (se identifican
también las aristas que queden repetidas: caminos y separadores solo dependen de
la adyacencia), y se considera v, como elemento de A si x o y estaban en A, y de B
si x o y estaban en B. Cada familia de caminos A-B disjuntos en G/e da una familia
igual de grande en G (un camino que pase por v, se expande usando e si hace falta),
luego G/e tampoco tiene k caminos disjuntos. Como G/e tiene menos aristas, por
hipétesis de induccion G/ e tiene un separador Y con menos de k vértices. Y v, € Y: si
no, Y C V(G) separaria A de B en G con menos de k vértices. Sea

X = (Y \{oe}) U{xy},

que separa A de B en G y tiene exactamente k vértices (a lo sumo k por construccién, y
al menos k por ser separador).

Paso 4: el separador X parte el problema en dos mitades, cada una con menos aristas.
Ahora se mira G — ¢, que tiene menos aristas. Todo conjunto T que separa A de X en
G — e separa A de B en G: sea R un camino A-B en G; R tiene algtin vértice en X; sea z
el primero. El tramo de R hasta z es un camino A-X; estd en G — ¢, porque si R usara e
pasaria por x e y, ambos en X, y el primero de ellos ya serfa z o vendria después de
z, de modo que e no aparece antes de z. Luego ese tramo corta a T, y R también. Por
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tanto los separadores de A y X en G — e tienen al menos k vértices, y por induccién
hay k caminos A-X disjuntos en G — e. Como |X| = k, terminan exactamente uno en
cada vértice de X. Del mismo modo hay k caminos X-B disjuntos en G — ¢, uno desde
cada vértice de X.

Paso 5: las dos mitades se pegan por X sin colisionar. Las dos familias solo se tocan en X:
si un camino A-X Py un camino X-B Q compartieran un vértice z ¢ X, el tramo de P
desde A hasta z seguido del tramo de Q desde z hasta B contendria un camino A-B
en G sin vértices en X (los interiores de P y Q evitan X por definicién), contra que X
separa. Pegando en cada vértice de X el camino A-X que llega con el camino X-B que
sale se obtienen k caminos A-B disjuntos en G. Contradiccién con la suposicién inicial.
u

Encapsulado. La desigualdad fécil: cada separador corta cada camino de una familia
disjunta, y en vértices distintos. La dificil, por induccién en el nimero de aristas y por
reduccién al absurdo, en tres movimientos.
= Se contrae una arista e = xy. Si G/e tuviera k caminos disjuntos, G también; como no

los tiene, la induccién da en G/e un separador de menos de k vértices, y ese separador

contiene al vértice fundido.

= Al deshacer la fusion sale un separador X de G con exactamente k vértices, entre ellos x e
y.

» En G — ¢, que tiene una arista menos, X separa por los dos lados, y la induccién da k
caminos de A a X y k de X a B. No chocan fuera de X, porque un choque daria un camino
de A a B que esquiva X; se pegan en X.

La idea, en una frase: el caso de dos vértices no es un teorema nuevo, es la versiéon de
conjuntos aplicada a A = vecinos de u y B = vecinos de v; lo tnico que hay que comprobar
es que separar u de v y separar A de B son la misma cosa.

Demostracién del teorema de Menger para dos vértices.

Sean u, v no adyacentes, Go = G — {u, v}, A el conjunto de vecinos de 1 y B el de
vecinos de v. Un conjunto S C V(G) \ {u,v} separaa u y v en G si y solo si separa
A de B en Gy: todo camino de u a v contiene un camino A-B de Gy (el tramo entre
su tltimo vértice en A hasta el primero en B, ambos incluidos; puede ser un camino
trivial si ese vértice pertenece a A N B) y todo camino A-B de G se prolonga con u
y v a un camino de u a v. Y k caminos A-B disjuntos en Gy, prolongados con u y v,
son k arcos independientes de u a v. Luego «(u, v), el minimo separador, es el méximo
numero de arcos independientes. |

Lema (del abanico). Sea G n-conexo, v € V(G) y U C V(G) \ {v} con |U| > n. Entonces
existen n arcos desde v hasta U que solo tienen en comun el vértice v y que tocan a U
tnicamente en su dltimo vértice.

La idea. Menger habla de dos vértices, y aqui lo que hay a un lado no es un vértice sino
un conjunto U. El truco es fabricar ese segundo vértice: se afiade al grafo un nodo postizo
w cableado a todo U, con lo que «ir de v a U» se convierte literalmente en «ir de va w» y
Menger vuelve a ser aplicable. Al final se retira el postizo y se recorta cada arco justo cuando
toca U por primera vez. La imagen es la de un abanico: n varillas que salen del mismo eje v y
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solo se tocan ahi.

el postizo w, a trazos, y n = 3 varillas de va U

Paso 1: se afiade un vértice postizo para poder usar Menger. Sea G’ el grafo que se
obtiene afiadiendo a G un vértice nuevo w adyacente a todos los de U; v y w no son
adyacentes.

Paso 2: separar v de w cuesta al menos # (el nicleo de la prueba). Se afirma que
ko(v,w) > n:si S con |S| < nsepararaa vy wen G/, entonces G — S seria conexo
(por ser G n-conexo) y contendria algan vértice de U (porque |U| > n > |S]), luego
v llegaria a U y de ahi a w en G’ — S. Las dos hipétesis trabajan aqui y solo aqui: la
n-conexién garantiza que G — S siga siendo conexo, y |U| > n garantiza que a U le
sobreviva algun vértice.

Paso 3: se retira el postizo. Por Menger hay 1 arcos independientes de v a w en G'.
Quitando w y recortando cada arco en su primer vértice de U quedan n arcos de va U
que solo comparten v y solo tocan U al final. [ |

Encapsulado. Un vértice postizo w unido a todo U convierte «de v a U» en «de v a w».
Separar v de w cuesta al menos 1, porque con menos G sigue conexo y a U le sobrevive

alguien. Menger da n arcos de v a w; se quita w y se recorta cada arco en su primer vértice de
u.

4.6.2 La demostracion del teorema de Dirac

La demostracion es corta una vez se tiene el abanico, y ensefia cémo se usa Menger para
construir ciclos.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: COLAR UN VERTICE MAS, POR EL PALOMAR

Dirac dice que en un grafo n-conexo hay un ciclo que pasa por n vértices cualesquiera.
La demostracién no fabrica ese ciclo de golpe: lo amplia de uno en uno. Ya se tiene un
ciclo C que pasa por n — 1 de los vértices marcados, y hay que colar el que falta, v,,.
Aqui entra el abanico. Como el grafo es n-conexo, desde v, salen n arcos hasta C que
solo se tocan en v, y que aterrizan en n puntos distintos del ciclo. Y ahora viene el paso
bonito, que es puro principio del palomar: los n — 1 vértices marcados que ya estan en
C lo parten en n — 1 tramos, y hay n aterrizajes; dos de ellos caen forzosamente en el
mismo tramo.

Eso es justo lo que hacia falta, porque el trozo de ciclo comprendido entre esos dos
aterrizajes no lleva ningtn vértice marcado por dentro: es un trozo prescindible. Se
corta, y en su lugar se mete el desvio que baja por un arco hasta v, y sube por el otro.
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Queda un ciclo que conserva los n — 1 de antes y ha ganado v,,.

Una vez obtenido el ciclo por induccién, la n-conexién da el abanico de n varillas; el
resto de la ampliacion consiste en contar tramos. Cuando el ciclo es tan corto que no
llega a n vértices ni siquiera hace falta el palomar: hay un arco a cada vértice del ciclo
y basta sustituir una arista cualquiera por el desvio.

La figura lo muestra con n = 4. Los marcados vy, v2, v3 parten el ciclo en tres tramos, y el
abanico desde v, aterriza en cuatro puntos, x1, ..., x4. Dos de ellos, x1 y x2, caen en el tramo
que va de v; a vy. El trozo de ciclo entre x; y x; (a trazos) no lleva ningtin marcado y se
sustituye por el desvio x1 v4 x3 (en azul).

cuatro aterrizajes, tres tramos: x1 y xp comparten tramo

El corazén en una frase: n aterrizajes en n — 1 tramos, y el palomar entrega el trozo de ciclo
prescindible por donde se cuela el vértice que falta.
Demostracién del teorema de Dirac.

Paso 1: induccién sobre 1, con Whitney como base. Sea G n-conexo, n > 2,y S =
{v1,...,vn}. Induccion sobre n. Para n = 2 es Whitney. Sea n > 3; como G es también
(n — 1)-conexo, por induccién hay un ciclo C que contiene a vy, ...,v,-1.Siv, € C,
hecho. Si no, se distinguen dos casos.

Paso 2, caso principal (|V(C)| > n): se cuela el vértice que falta usando el abanico
(el nticleo de la prueba). Ademads de permitir la induccién, la n-conexién garantiza
aqui que el abanico tiene 7 varillas. El paso restante consiste en contar tramos. Por el
abanico hay 7 arcos desde v, hasta V(C) que solo comparten v, y tocan a C solo en
sus extremos x1, ..., X, distintos. Los n — 1 vértices vy, ...,v,_1 dividenaCenn — 1
tramos (cada tramo va de un v; al siguiente a lo largo de C, incluyendo el primero y
excluyendo el segundo). Como hay 7 extremos x; y n — 1 tramos, dos de ellos, x; y x3,
caen en el mismo tramo, y el trozo de C entre x,; y x; dentro de ese tramo no contiene
a ningan v; en su interior. Sustituyendo ese trozo por los dos arcos x; - - - v, - - - X}, se
obtiene un ciclo que contiene a vy, ...,v,-1y a vy.

Paso 3, caso degenerado (|V(C)| = n — 1): el ciclo es tan corto que no hace falta
el palomar. Entonces C contiene exactamente a v1,...,v,-1,conn —1 > 3,y por el
abanico con n — 1 arcos (G es (n — 1)-conexo y |V(C)| = n — 1) hay arcos desde vy,
hasta cada uno de los n — 1 vértices de C que solo comparten v,,. Tomando dos vértices
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consecutivos x,y de C y sustituyendo la arista xy por los dos arcos x---v,,-- -y se
obtiene un ciclo que contiene a todos. |

Encapsulado. Induccién en 11, con Whitney como base. Se tiene un ciclo C que pasa por
v1,...,0,—1 Yy falta v,. El abanico da n arcos de v, a C que solo comparten v,. Los n — 1
marcados parten C en n — 1 tramos, y por el palomar dos aterrizajes caen en el mismo tramo.
El trozo de C entre ellos no lleva marcados, y se cambia por el desvio que pasa por v,. Si C
tiene solo n — 1 vértices, cualquier arista de C sirve de trozo.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: PROBAR #-CONEXIDAD QUITANDO VERTICES

La alternativa. Calcular x por la definicién: comprobar que ningtin conjunto de n — 1 vértices
desconecta.

Su ventaja. No necesita ningtn teorema.

Qué la hunde. Que hay (,,” ) conjuntos que mirar, y en un grafo de 12 vértices con n = 3 son
66. Menger cambia «ningtn conjunto pequefio desconecta» por «entre cada dos vértices hay
n rutas». En grafos con suficientes simetrias puede bastar comprobar unas pocas parejas; las
simetrfas también pueden simplificar el estudio directo de los cortes. Es un ejemplo de que un
teorema de dualidad no solo es bonito: cambia lo que hay que buscar, y lo que hay que buscar
después es un certificado positivo (las rutas) en vez de una ausencia.

Ejercicios: Menger y grafos dibujados

Ejercicio 4.15. Arcos mal elegidos R4.11

Sea G 3-conexo y sean P;, P, dos arcos independientes de u a v. ;Es siempre posible encontrar
un tercer arco de u a v independiente de los anteriores?

Resolucién. La idea. Un arco largo gasta vértices que otro arco podria necesitar. Para ver que
la respuesta es no basta un grafo pequeno en el que un segundo arco, mal elegido, se coma el
altimo vecino libre de u.

No. Menger garantiza que existen tres arcos independientes, no que dos cualesquiera se
puedan completar. En la rueda W5 con centro c y ciclo 1234, que es 3-conexa por Tutte,
tomenseu =1,v=3,P; =123y P, = 14¢3. Un tercer arco de 1 a 3 no puede usar 2,4 nic,
y son los tinicos vecinos de 1: imposible.

Py =14c3: no cabe un tercero P, = 143: el terceroes 1¢3

Con P, = 143 si hay tercero, 1 ¢3. Conviene, por tanto, elegir los arcos «cortos» y dejar libres
los vértices de paso. n
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Ejercicio 4.16. Aiadir un vértice adyacente a todos R4.13(A)

Sea G conexo y G’ = G + v con v nuevo adyacente a todos. Si G es n-conexo, ;puede ser
k(G') =n?

Resolucién. La idea. El vértice nuevo es un comodin pegado a todos. A cada pareja le regala
un arco mds, de longitud dos, que no toca a los arcos que ya tenia. Y a cualquier corte le
obliga a llevarselo, porque mientras sobreviva, une a todos los demas.

No: ¥(G') = «(G) +1 > n+ 1. Con Menger: los pares no adyacentes de G’ son los de
G (porque v es adyacente a todos); para uno de ellos, x,y, hay n arcos independientes en
G y el arco xvy, que no comparte con ellos mas que los extremos: n + 1 arcos, y G’ es
(1 + 1)-conexo si G no es completo. Si G = K, se tiene G’ = K11, y entonces k(G') = p =
(p—1)+1=x(G) +1, que es lo que se queria. Sin Menger: sea S un conjunto que desconecte
o trivialice G'. Siv ¢ S, debe quedar solo v, pues este une a todos los supervivientes; entonces
IS| = |V(G)| > x(G)+1.Siv € S, el conjunto S \ {v} desconecta o trivializa G, y de nuevo
|S| > x(G) + 1. Quitar v mdas un conjunto minimo de G alcanza esa cota. [

Ejercicio 4.17. Conectividad puntual y lineal de tres grafos dibujados

Estudiar la conectividad puntual y lineal de: (a) K33; (b) el prisma triangular; (c) el grafo de
12 vértices de noviembre de 2011 (seccién 2.7).

Resolucién. La idea. Los tres se atacan igual, con Whitney por arriba y una herramienta por
abajo, y lo que cambia es la herramienta: Menger en (a); Tutte, Menger o Chartrand en (b);
un ciclo hamiltoniano en (c). Ver el mismo método con tres herramientas distintas es lo que
permite elegir la mds barata en cada grafo.

(@) Kz3: 0 = 3, luego x < A < 3. Por simetria (los dos lados son intercambiables y dentro
de un lado todos los vértices son equivalentes) basta un par no adyacente: 11, 1, del mismo
lado, con vecinos comunes w1y, wa, w3. Los arcos ujwqua, uywouy, uywsuy son independientes:
x > 3. Luego x = A = 3. (Es también el ejemplo bésico de la seccién 4.3.)

(b) El prisma: vértices ay,ay, a3, by, ba, b3, tridngulos ayaxas y bibobs, aristas a;b;. 6 = 3.
Es 3-conexo por Tutte (explosién del centro de W5, ejemplo de la seccién anterior), o por
Menger: los pares no adyacentes son, salvo simetria, a1, by; arcos a; az by, a1 by by, a1 a3 bz by,
independientes. Luego k = A = 3. También por Chartrand: p = 6,5 = 3 > [6/2], luego
A = 3 directamente.

tres arcos independientes de a; a b,

(c) El grafo de noviembre de 2011: tiene vértices de grado 2 (v1, v4,v9,v11, V12), luego
K <A < =2.Y es hamiltoniano (seccién 2.7), luego 2-conexo: k > 2. Asix = A = 2. Sin el
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ciclo hamiltoniano: no tiene puntos de corte, probado en la seccién 2.7, y es conexo, luego
K > 2. [ |

QUE DEJA. Whitney por arriba, Menger (o Tutte, o un ciclo hamiltoniano, o Chartrand para A) por
abajo. Si las cotas se juntan, se acabd; si no, hay que buscar el corte a mano, buscando qué grupo de
vértices concentra los enlaces entre dos partes del grafo, como en el ejemplo que cierra la seccién.

Ejercicio 4.18. Los dos grafos dibujados de la relacion R4.9 v 4.10

Calcular la conectividad puntual y lineal de los grafos de la figura.

Resolucién. La idea. Los dos siguen el método de los grafos dibujados. En 4.9 las herramientas
encajan a la primera. En 4.10 hay que combinarlas: Tutte solo da x > 3, y para llegar a 4 hace
falta Menger. Las parejas que Menger obliga a mirar se reducen con la simetria del dibujo.

4.9. Seis vértices y 12 aristas. Grados: u, v, f tienen3y b, d, e tienen 5;§ = 3,luegox < A < 3.
Es K33 (lados {u,v, f} y {b,d,e}, con las nueve aristas cruzadas) mads el tridngulo bde.
Chartrand: p =6y d =3 > |6/2],luego A = 3. Para x > 3, Menger: los pares no adyacentes
son u,v; u, f; v, f,y los tres son equivalentes por la simetria que permuta u, v, f. Para u, v: los
arcos ubv, udv, uev son independientes. Luegox = A = = 3.

4.10. Ocho vértices: el ciclo u vw x y z t, el centro ¢ adyacente a los siete, y las cuerdas uw,
uy, uz, vx, vy, ot, wy, yt: 7 +7 + 8 = 22 aristas. Grados: x y z tienen4; wy t, 5 uy v, 6,y y
¢, 7. Whitney: « < A < ¢ = 4. Chartrand: p =8y J =4 > |8/2], luego A = 4. Tutte: es la
rueda Wg = c + C7 con aristas afiadidas, luego « > 3. Para decidir entre 3 y 4, Menger: los
pares no adyacentes son (u, x), (v,z), (w,t), (w,z), (x,2) y (x,t); la simetria del dibujo (el eje
vertical, que intercambia u <> v, t <> w, z <+ x y fija ¢, y) identifica (1, x) con (v,z) y (w, z)
con (x, 1), asi que quedan cuatro parejas:

u,x: UVX, UCX; UWX;, UZYX
w,t: wot, wct, wuzt, wxyt
w,z: wuz, wcz, wotz,; wxyz
X,z: XYz, XCz, XWwWuz, x0vtz

En cada fila los cuatro arcos solo comparten los extremos (se comprueba que ningtn vértice

interior se repite). Luego x > 4y x = A = 6 = 4. Las cuatro filas cubren, salvo simetria, todas

las parejas no adyacentes, y esa es la comprobacién completa. n
Dénde se falla. En tres sitios, y los tres cuestan el apartado entero.

» Parejas olvidadas. Menger pide arcos para fodas las parejas no adyacentes, que en 4.10 son
seis. Probar una sola pareja no prueba nada, salvo que la simetria la lleve a las demas.
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» Simetrias que no lo son. Una simetria del dibujo solo vale si lleva aristas en aristas. La de 4.10
lo hace. En el ciclo cambia vw por tu, wx por zt y xy por yz, y deja uv en su sitio. En las
cuerdas cambia uw por vt, uz por vx, uy por vy y wy por ty. Y las siete aristas del centro
van a aristas del centro, porque c queda fijo. Hay que comprobarlo antes de usarla.

» Arcos que se tocan. Cuatro arcos que comparten un vértice interior no son independientes.
En la fila de u, x, cambiar u z y x por u c y x haria pasar dos arcos por c.

Y una de lectura: Tutte da ¥ > 3 y nada més. Un grafo que es una rueda con aristas afiadidas

puede tener x = 3 0 mads, y solo Menger, o un corte, lo decide.

Ejemplo (cuando las cotas no se juntan: buscar el corte). Dos copias de K4 que comparten
una arista xy, con vértices a1, 4, en una copia y by, b, en la otra. Los grados son 3 en los a; y
los bj,y5en x ey, asi que 6 = 3 y Whitney da x < A < 3. Chartrand se aplica, porque p = 6
yo=3>6/2|,ydaA=3.

Para x se intenta Menger entre a; y by, que no son vecinos. Dos arcos salen enseguida, a1 x by
y a1y by. El tercero tendria que salir por ay, el tltimo vecino libre de a1, pero los vecinos de
ap son aj, x e y, y x e y ya estan usados. El intento se atasca, y el atasco es el corte: todo lo
que sale de {a1,a,} pasa por x o por y, y quitando esos dos vértices el grafo se parte. Asi
que k < 2.Y k > 2, porque el grafo es hamiltoniano, con el ciclo a; a; x by by y a;. Resultado:
K=2<A=6=23.

La técnica que queda es esta. Cuando Menger no encuentra J arcos, se mira dénde se
atascan los intentos. Suele haber un grupito de vértices, aqui {m,a2}, cuyos vecinos de fuera
son menos que 4, y esos vecinos de fuera son el corte. Un solo vértice nunca da un corte asi,
porque tiene al menos J vecinos. Dos vértices adyacentes con muchos vecinos comunes si
pueden darlo: a1 y a, tienen tres vecinos cada uno, pero entre los dos solo dos de fuera.
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REPASO INTERCALADO: CAPITULO 4

1. x: minimo de vértices que desconectan o trivializan; A: minimo de aristas. x = 1 es
punto de corte (salvo K3), A = 1 es puente.

2. Whitney: k < A < §. Chartrand-Harary: cualquier terna1 < a < b < c se realiza
(dos completos unidos por b aristas que salen de a vértices de una de las copias).

3. Cu:2,2,2. Ky:n — 1. Ky e min{m, n}. W,: 3. Arboles no triviales: 1.

4. Chartrand: 6 > |p/2] = A = § (no «). Harary: x < [2q/p]. n-conexo = q > pn/2.

5. 2-conexo = bloque con > 3 vértices = todo par en un ciclo comtin. Hamiltoniano
= 2-conexo. Dirac (n > 2): n-conexo = cualesquiera n vértices en un ciclo (no
reciproco: Cp). Tutte: 3-conexo = rueda mas aristas y explosiones.

6. Menger, para 1 # v no adyacentes: x(u, v) = méximo de arcos independientes. En
un grafo conexo no completo: n-conexo < al menos n arcos independientes entre
cada par no adyacente. Versién por aristas con A.

7. x(G+ H) = min{|V(G)| +x(H),|V(H)| + x(G)}; x(G+v) = x(G) +1;si G es
n-conexo (n > 1), G — a es (n — 1)-conexo; cibicos: k = A.
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CAPITULO 5

Planaridad

ANTES DE LEER

Tres preguntas antes de empezar.

1. Tres casas y tres pozos; hay que unir cada casa con cada pozo por un camino, y los
caminos no pueden cruzarse. ;Se puede? Inténtalo en un papel antes de leer nada.

2. Un cubo tiene 8 vértices, 12 aristas y 6 caras; un tetraedro, 4, 6 y 4. Calcula vértices
menos aristas mas caras en los dos. ;Casualidad?

3. Siun grafo se puede dibujar sin cruces, jcudntas aristas puede tener como maximo
con n vértices? ;Y si ademads no tiene tridngulos?

Las respuestas estdn en las secciones 5.1, 5.2 y 5.3. Este capitulo usa del anterior la

conectividad (2-conexo, x) y de los anteriores los drboles, los bipartitos y el apretéon de

manos.
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5.1. Grafos planares y planos

5.1 Grafos planares y planos

LA PREGUNTA

Henry Dudeney incluy6 en Amusements in Mathematics (1917) el problema de las tres
casas y los tres servicios: agua, gas y electricidad tienen que llegar a cada casa por
conducciones que no se crucen ni atraviesen otra casa. Lo presentaba como un acertijo
antiguo, y bajo esas condiciones no tiene solucién. Un siglo después la misma pregunta
la hace un ingeniero que disefia una placa de circuito impreso de una sola capa: las
pistas no pueden cruzarse. ;Qué grafos se pueden dibujar en un plano sin que dos
aristas se corten, y como se demuestra que uno no se puede?

Definicién (inmersién; grafo planar; grafo plano). Un grafo G admite una inmersién en
una superficie S C IR si se puede representar en S con vértices distintos en puntos distintos
y aristas que sean arcos cuyos interiores no contengan vértices ni se toquen entre si: solo
coinciden en los extremos que compartan. Si S es el plano, se dice que G es planar, y a cada
representacion concreta sin cruces se la llama un grafo plano asociado a G.

La distincién entre planar y plano importa, y mucho. Planar es una propiedad del grafo:
existe algin dibujo sin cruces. Plano es un dibujo concreto. Un grafo planar tiene infinitos
grafos planos asociados, y un dibujo con cruces de un grafo planar no lo hace menos planar:
K4 dibujado como un cuadrado con sus dos diagonales tiene un cruce, y K4 es planar, porque
se puede dibujar con un vértice dentro del tridngulo de los otros tres.

K4 con un cruce K4 plano K33 plano

5.1.1 Primeros ejemplos

Ejemplo (arcos y ciclos). El camino P, es planar: se marcan n puntos sobre un segmento. El
ciclo C,, es planar: se marcan n puntos sobre una circunferencia y se recorre en un sentido.

Proposicién. Todo arbol es planar.

La idea, en una frase: un arbol se construye afadiendo hojas: cada hoja nueva solo necesita
unirse a un vértice ya dibujado, de modo que se puede colocar muy cerca de €l sin cruzar las
aristas anteriores. Se dan dos vias porque las dos reaparecen después: la induccién quitando
hojas y el dibujo por niveles.

Primera via, por induccién, como en el Tema 5: se cuelga una hoja en el hueco que
siempre hay (el nticleo de la prueba). Lo que hace funcionar el argumento es que a
un dibujo plano hecho con segmentos se le puede afiadir un segmento corto junto a
cualquier vértice: basta elegir una direccién que no coincida con las aristas incidentes
y una longitud que no alcance el resto del dibujo. Probamos por induccién esta version
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con segmentos. Sea 1 el nimero de vértices. Si n = 1, el grafo trivial es planar. Sea T
un arbol con n + 1 vértices y supdngase el resultado para drboles con < n. Sea u una
hoja de T (existe, seccion 2.8) y uv su arista. T' = T — u es un arbol con n vértices, y
por hipétesis tiene un dibujo plano con segmentos. En ese dibujo se afiade, junto a v,
un segmento corto que no toque nada mds y se pone u en su extremo: es un dibujo
planode T.

Segunda via, por niveles, como en el resumen: la unicidad del camino a la raiz
impide los cruces. Se enraiza T en un vértice v y se dibujan tantas rectas horizontales
como niveles: v en la de arriba, sus vecinos en la siguiente, los vecinos de estos en la
tercera, y asi, colocando los hijos de cada vértice agrupados debajo de él. Como en un
arbol cada vértice tiene un tnico camino hasta la raiz, cada vértice de nivel k tiene
exactamente un vecino en el nivel k — 1, y las aristas entre dos niveles consecutivos no
se cruzan si se respeta el orden. |

Proposicién. Todo grafo admite una inmersién en IR®.

La idea, en una frase: en el espacio sobra sitio. Se abre un libro con tantas paginas como
aristas, se ponen todos los vértices sobre el lomo y se dibuja cada arista en su propia pégina:
dos aristas nunca coinciden salvo en el lomo, y el lomo son los vértices. La consecuencia que
importa es negativa: la planaridad es un fenémeno exclusivamente bidimensional, y por
eso el resto del capitulo tiene contenido.

Se toma un haz de planos que pasan por una misma recta r, tantos como aristas tiene
el grafo. Se representan todos los vértices como puntos distintos de r y cada arista
como un arco dentro de un plano distinto del haz, uniendo sus dos extremos y sin
tocar r en ningtn otro punto (por ejemplo, una semicircunferencia cuyo didmetro esta
en r). Dos aristas estan en planos distintos que solo comparten la recta r, luego solo
pueden tocarse en puntos de r, es decir, en vértices. [ |

Proposicién. Un grafo es planar si y solo si admite una inmersion en la esfera S2.

La idea, en una frase: la esfera menos un punto es el plano, y la traduccion entre los dos es la
proyeccion estereogréfica, que respeta los cruces porque es biyectiva y continua en los dos
sentidos. Lo tinico delicado es el punto que se quita: hay que asegurarse de que el dibujo no
pase por él, y eso se consigue girando la esfera. Este resultado no es un tecnicismo: es lo que
permite, méas adelante, elegir qué cara del dibujo plano hace de cara exterior, porque en la
esfera ninguna cara es la de fuera.

La proyeccién estereogréfica desde el polo norte N es la biyecciéon continua, con
inversa continua, 77 : $*\ {N} — R? que lleva cada punto P de la esfera al punto
en que la recta NP corta al plano del ecuador (o al plano tangente en el polo sur; da
igual). Un dibujo sin cruces en el plano se lleva por 77! a un dibujo sin cruces en la
esfera que evita N. Reciprocamente, un dibujo sin cruces en la esfera se puede mover
un poco (girando la esfera) para que no pase por N, y entonces 7t lo lleva a un dibujo

sin cruces del plano. |
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Corolario. El grafo de vértices y aristas de un poliedro convexo es planar.

Se proyecta el poliedro desde un punto interior sobre una esfera que lo contenga: los
vértices van a puntos y las aristas a arcos que no se cruzan. Por la proposicion, el grafo
es planar. (De aqui que los poliedros regulares aparezcan en todos los ejercicios de este
capitulo: son grafos planos con todas las caras iguales.) |

LA IDEA: POR QUE LA ESFERA Y EL PLANO SON LO MISMO AQUI

La esfera es el plano méas un punto en el infinito. Un dibujo sin cruces no se entera de
dénde esté ese punto, asi que elegir qué cara es «la exterior» es solo elegir por dénde
se pincha la esfera para aplanarla. Eso explica un fenémeno que se verd en seguida: en
un grafo plano cualquier cara puede hacerse exterior redibujando. La distincién entre
acotada y no acotada depende de esa eleccién, no del grafo abstracto.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: EXIGIR ARISTAS RECTAS

La alternativa. Definir «planar» pidiendo un dibujo sin cruces con todas las aristas segmentos
rectos, en vez de arcos cualesquiera.

Su ventaja. Un dibujo con segmentos se describe con las coordenadas de los vértices y nada
mas; es lo que hacen los programas de dibujo de grafos.

Por qué no cambia nada, y por qué no se adopta. Un teorema de Fary (1948) asegura que todo
grafo planar simple admite un dibujo sin cruces con aristas rectas, asi que las dos definiciones
dan la misma clase de grafos. Pero demostrarlo cuesta, y con arcos cualesquiera es mucho mds
facil deformar dibujos, afiadir una arista «pegada» a otras dos (como en el ejercicio 5.2) o mover
un vértice al infinito. La definicién con arcos es la flexible; la de segmentos es un teorema que
se cobra después.

Ejemplo (las tres casas, a mano: un hexdgono y tres diagonales). El problema. Se quiere ver
que K33 no tiene ningtn dibujo plano. Probar dibujos no sirve: que diez intentos fallen no
dice nada del undécimo. Hace falta un argumento que valga para todos los dibujos a la vez, y
el més directo cabe en un papel.

Paso 1: un ciclo que pasa por los seis vértices. Sean u1, u, u3 las casas y wy, wo, w3 los
pozos. Las seis aristas uywy, wiuy, upswy, wousz, uzws, wsuy forman un ciclo Z de longitud 6
que alterna casa y pozo. Quedan tres aristas, ujw», uow3z y uzwy, y cada una une dos vértices
opuestos del hexdgono: K33 es un hexdgono con sus tres diagonales largas (dibujo de la
izquierda).

Paso 2: cada diagonal va entera por dentro o entera por fuera. En un dibujo plano de K33,
el ciclo Z es una curva cerrada sin cruces y parte el plano en dos regiones, un dentro y un
fuera. Es el hecho (ii) de la seccién siguiente, una version del teorema de la curva de Jordan,
que aqui se admite. Una diagonal une dos puntos de Z y no puede cortar Z por el camino,
asi que no cambia de regién.

Paso 3: dos diagonales no caben del mismo lado (el nticleo). Recorriendo el hexdgono, los
extremos de ujw, y de upws aparecen alternados: uy, up, wo, ws. Se dice que las dos cuerdas
estan entrelazadas. Si uyw; va por dentro, parte el interior de Z en dos trozos; u; esta en
el borde de uno y ws en el borde del otro, y otra cuerda interior de u, a w3 tendria que
cortar a ujw, para pasar. Por fuera ocurre lo mismo. Y las tres parejas de diagonales estan
entrelazadas: cada diagonal larga deja dos vértices del hexdgono a cada lado, y cualquier otra
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diagonal tiene un extremo a cada lado.
Paso 4: el palomar cierra. Hay tres diagonales y solo dos lados. Por el principio del palomar
(seccion 1.2), dos van del mismo lado, y se cortan. Ningtin dibujo de K33 carece de cruces.

K3 3: hexdgono y tres diagonales uqw, dentro, upws fuera: uzw; corta a una
de las dos vaya por donde vaya

Con K5, lo mismo. El pentagono 12345 es un ciclo por los cinco vértices, y las otras cinco
aristas son sus diagonales: 13, 14, 24, 25 y 35. Dos diagonales sin extremo comun estdn entre-
lazadas, y asi cada una tiene que ir del lado contrario de otras dos. Esas incompatibilidades
forman el ciclo 13-24-35-14-25-13, de longitud cinco. Repartir un ciclo impar en dos lados,
alternando, es tan imposible como colorear un pentagono con dos colores: tampoco Ks es
planar.

Qué se ha ganado. Un certificado de imposibilidad que vale para todos los dibujos a la vez:
un ciclo, unas cuerdas entrelazadas y el palomar. Tiene dos precios: se apoya en el teorema
de la curva de Jordan, y hay que dar con el ciclo adecuado. La seccién 5.3 da otra prueba que
solo cuenta aristas y vértices. La idea de las cuerdas entrelazadas vuelve en la seccién 5.4,
donde sirve para encontrar Kz 3 dentro de un grafo.

5.2 Caras de un grafo planar y férmula de Euler

LA PREGUNTA

En 1750 Euler escribi6 a Goldbach sobre una relacién entre los elementos de un
poliedro: vértices menos aristas mds caras vale dos para el cubo, el icosaedro y, en
general, los poliedros convexos. Es un nimero que no depende de las longitudes, ni
de los angulos, ni de cémo se deforme el sélido: solo de cémo estan pegadas las piezas.
¢Por qué sale siempre dos, y qué es lo que ese ntimero estd midiendo?

Definicién (regiones). Sea A C R? un conjunto acotado. Dos puntos P, Q € R? \ A estdn en
la misma regién de IR? \ A si se pueden unir por una poligonal contenida en R? \ A. Es una
relacion de equivalencia, y sus clases son las regiones de R? \ A.

Los hechos siguientes sobre el plano se admiten sin demostracién; son versiones del
teorema de la curva de Jordan, que en Geometria y topologia de superficies se trata con més

cuidado.
(i) Si H es el dibujo plano de un arco, R? \ H tiene una sola regién; lo mismo si H es el dibujo

plano de un &rbol.

(ii) Si H es el dibujo plano de un ciclo, R? \ H tiene exactamente dos regiones, una acotada y
otra no; en general, el dibujo plano de un grafo con ciclos parte el plano en més de una
region, y exactamente una de ellas es no acotada.
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Definicién (caras). Sea G un grafo plano. Las caras de G son las regiones de IR? \ G. La tinica
cara no acotada es la cara exterior. El borde de una cara R, dR, es el subgrafo de G formado
por los vértices y aristas que tienen puntos de R tan cerca como se quiera. El grado de R
cuenta los lados de aristas que la bordean: una arista aporta 1 si solo uno de sus lados da a R,
y 2 silos dos dan a R. Si G es conexo, equivale a la menor longitud de un recorrido cerrado en
dR que pase por todas sus aristas (algunas pueden recorrerse dos veces). Si G es disconexo,
se suman los recorridos de los distintos bordes de R; un vértice aislado aporta 0.

Ejemplo. Sea G el grafo con un tridngulo 12 3, un cuadrado 345 6 pegado por el vértice 3, y
una arista 57 colgando de 5: 7 vértices y 8 aristas. Se dibuja de dos maneras: con la arista 57
dentro del cuadrado y con la arista fuera.

G: caras de grados 3,6y 7 H: caras de grados 3,4y 9

En G la cara del tridngulo tiene grado 3; la del cuadrado tiene borde el cuadrado maés la arista
colgante, y el recorrido cerrado mads corto que pasa por todas sus aristas recorre la colgante
dos veces (ida y vuelta): grado 4 + 2 = 6; la exterior tiene por borde los siete lados exteriores,
grado 7. En H los grados son 3,4y 4 + 3 + 2 = 9. Los bordes y los grados cambian de un
dibujo a otro; el ntimero de caras, 3, no. Y en los dos casos la suma de los grados es 16 = 2 - 8.

Observacién. Los dos lados de una arista a pueden pertenecer a caras distintas o a la misma
cara (como la colgante del ejemplo). Si m, € {1,2} es el namero de caras que tienen a a en su
borde, entonces grado(R) = }_,cyr (3 — m,): cada arista cuenta 1 si separa a R de otra cara y
2 sitiene a R a los dos lados.

Lema (apretén de manos para caras). Si G es un grafo plano con g aristas, entonces 29 =
ZR cara grado(R) :

Cada arista tiene dos lados. Si sus dos lados dan a caras distintas, aporta 1 al grado de
cada una; si dan a la misma cara, aporta 2 al grado de esa. En ambos casos aporta 2 a
la suma. |

Proposicién (sin demostracién). Si G es planar y 2-conexo, toda cara de cualquier grafo
plano asociado a G tiene por borde un ciclo.

Es la versién planar de «2-conexo equivale a que todo par de vértices esté en un ciclo»
(seccion 4.5). En el ejemplo anterior falla, porque 3 es punto de corte: hay caras cuyo borde no
es un ciclo. Este es el resultado al que el descriptor oficial llama «planaridad y conectividad».

Teorema (férmula de Euler). Sea G un grafo plano y conexo con V vértices, A aristas y C
caras. Entonces V — A+ C = 2.
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LA IDEA: CADA ARISTA NUEVA O CONECTA O ENCIERRA

La idea. La férmula se puede demostrar siguiendo cémo cambian los tres recuentos
al simplificar el dibujo. Si quitamos una hoja, bajan V y A; si quitamos una arista de
un ciclo, bajan A y C. En ambos casos V — A 4 C se conserva. La imagen siguiente
recorre el proceso al revés y permite ver también qué ocurre con las componentes.
La imagen. Constriiyase el grafo al revés, afadiendo aristas de una en una sobre sus
V vértices sueltos. Cada arista nueva hace exactamente una de dos cosas, nunca las
dos y nunca ninguna:
= une dos trozos que estaban separados —entonces A sube uno y no aparece ninguna
cara nueva, pero habia una componente de mas que ahora no estdi—;
= 0 une dos vértices ya conectados —entonces cierra un ciclo, y un ciclo cerrado en el
plano encierra una regién: A sube uno y C sube uno—.
En el primer caso V — A + C baja uno, igual que el nimero de componentes; en el
segundo no cambia. Se empieza con V vértices aislados, 0 aristas y 1 cara, de modo
que el valor inicial es V + 1. Para acabar con una componente hacen falta exactamente
V — 1 pasos del primer tipo: el valor finales (V+1) — (V —1) = 2.
El corazén en una frase: una arista o conecta o encierra, y la disyuntiva es exclusiva
porque estamos en el plano —es aqui, y solo aqui, donde se usa que el dibujo es plano:
un ciclo dibujado en el plano separa el dentro del fuera—. La demostraciéon formal
recorre el mismo camino de vuelta: quita una hoja (caso «conecta») o quita una arista
de un ciclo (caso «encierra»).

La imagen, con ntiimeros: K, arista a arista. Se parte de los cuatro vértices del dibujo plano
de K4 de la seccion 5.1: el tridngulo 12 3 con el vértice 4 dentro. Se afiaden primero las tres
aristas que salen de 4 y después los tres lados del tridngulo:

arista anadida qué hace A C componentes V —-A+C
ninguna — 0 1 4 4-0+1=5
41 conecta 1 1 3 4

42 conecta 2 1 2 3

43 conecta 3 1 1 2

12 encierra el tridngulo 142 4 2 1 2

23 encierra el tridngulo243 5 3 1 2

31 parte en dos la cara exterior 6 4 1 2

V = 4 en todas las filas. Mientras las aristas conectan, V — A 4 C baja de uno en uno, al
mismo paso que el nimero de componentes. Cuando empiezan a encerrar, no se mueve.
La dltima columna vale siempre componentes mds uno, que es justo la versién con varias
componentes que aparece tras la demostracion, y al final queda 4 — 6 +4 = 2. La dltima
arista parece no encerrar nada nuevo, pero parte la cara exterior en dos: el tridngulo 341y
la nueva cara exterior. Eso es lo que significa «encerrar» en general: la arista nueva une dos
vértices del borde de una misma cara y la divide en dos.

Paso 1: induccién sobre el nimero de aristas, con el grafo trivial como base. Por

induccién sobre A > 0.5i A =0, Gesel grafo trivia: V=1,C=1,y1-0+1 = 2.
Sea A = n + 1y supdngase la férmula para grafos planos conexos con < n aristas.

192



5.2. Caras de un grafo planar y formula de Euler

Paso 2, caso «conecta»: si G es un arbol, se quita una hoja y bajan V y A a la vez.
Entonces C = 1 por el hecho (i). Se toma una hoja v (existe) y G’ = G — v, que es un
arbol planocon V' =V -1, A’ = A—1=ny C' =1 = C. Por hipétesis de induccién
2=V -A+C=(V-1)-(A-1)+C=V-A+C.

Paso 3, caso «encierra»: si hay un ciclo, se quita una de sus aristas y bajan Ay C a
la vez (el ntcleo de la prueba). Es el tinico paso que usa que el dibujo es plano, y lo
usa a través del teorema de la curva de Jordan: los dos lados de una arista de un ciclo
pertenecen a caras distintas porque el ciclo separa el plano. Sin eso, quitar la arista
podria no fundir nada. En una descomposiciéon del toro en caras que sean discos se
obtiene V — A + C = 0; exigir caras disco importa, pues un dibujo cualquiera en el toro
no tiene por qué dar una descomposicién de ese tipo. Sea Z un ciclo de G, a una arista
de Zy G’ = G — a, conexo porque a no es puente, con V' = Vy A’ = A —1 = n. Como
el ciclo Z parte el plano en dos regiones (hecho (ii)), los dos lados de a pertenecen a
caras distintas Ry S de G: una dentro de Z y otra fuera. Al quitar 2, Ry S se funden
en una sola cara de G/, y las demads caras no cambian: C' = C — 1. Por hipétesis de
induccion2 =V' - A'+C'=V-(A-1)+(C-1)=V-A+C. |

Lo que hay que llevarse. La induccién se hace sobre las aristas. Si el grafo es un arbol, se
quita una hoja y bajan V y A a la vez; si tiene un ciclo, se quita una arista del ciclo y bajan A
y C ala vez. El plano interviene una sola vez: un ciclo separa un dentro de un fuera, asi que
los dos lados de una arista de un ciclo son caras distintas y al quitarla se funden.

Observacion (la versiéon con varias componentes). El mismo recuento de la caja anterior,
llevado hasta el final sin exigir conexién, da V — A + C = k4 1 con k componentes: se
empieza con valor V + 1, y exactamente V — k aristas unen componentes distintas y lo
reducen en uno. Las demés aristas no lo cambian. Queda (V +1) — (V —k) = k+ 1. Esa
cuenta es también la demostracion del corolario siguiente.

Corolario. Si G es un grafo plano con V vértices, A aristas, C caras y k componentes conexas,
entonces V — A+ C=k+1.

Sik =0, el grafoesvacioy V = A = 0,C = 1. Para k > 1, se afiaden k — 1 aristas
que unan las componentes sin cruces. En cada paso se unen dos componentes que
bordean una misma cara, dibujando el arco por ella; mientras haya varias componentes
existe una cara asi. No tiene que ser la exterior: una componente puede estar encerrada
dentro de otra. El grafo resultante es plano y conexo, con A + k — 1 aristas y las mismas
C caras (cada arista afiadida une dos trozos ya separados y no cierra ningtn ciclo
nuevo). Por Euler, V — (A+k—1)4+C=2. [ |

Corolario. Dos grafos planos asociados al mismo grafo planar tienen el mismo ntimero de
caras.

Tienen los mismos V y A (son isomorfos al mismo grafo), luego el mismoC =2 -V +
A por la férmula de Euler aplicada a cada uno (o k +1 — V 4 A si hay k componentes).
[
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DE DONDE VIENE: DE LOS POLIEDROS A CAUCHY, Y DE AHI A LA TOPOLOGIA

Euler publicé la férmula en 1758 y propuso una demostracion con lagunas. Cauchy publicé
otra demostracién en 1813, con una idea afin: se proyecta el poliedro sobre el plano quitando
una cara, y se van eliminando aristas. Durante el siglo XIX salieron a la luz «poliedros» que
no cumplen la férmula (con agujeros, o con caras que se atraviesan), y el esfuerzo por decidir
qué es un poliedro de verdad dio lugar a la caracteristica de Euler—Poincaré, que es el ntimero
V — A + C de cualquier superficie triangulada. En Geometria y topologia de superficies ese
numero junto con la orientabilidad clasifica las superficies compactas, conexas y sin borde; si
hay borde, hace falta también su nimero de componentes. Aparece ademds en Gauss—Bonnet.
El «2» de la esfera es el primer caso.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEMOSTRAR EULER QUITANDO VERTICES

La alternativa. Hacer la induccién sobre los vértices: quitar un vértice con todas sus aristas y
ver como cambian Ay C.

Su atractivo. Parece mds natural, porque los poliedros «se construyen» afiadiendo vértices.
Qué la hunde. Que quitar un vértice de grado d quita d aristas y funde un ntiimero de caras
que depende de la forma del dibujo, y contarlas obliga a distinguir casos que se acumulan.
Quitar una arista cambia exactamente una cosa en cada caso (0 una hoja, o una cara), y por eso
la induccién sobre aristas es la que se escribe en tres lineas. Elegir bien sobre qué se hace la
induccién es la mitad de una demostracién.

5.3 Consecuencias de la formula de Euler

LA PREGUNTA

El disefiador de la placa de circuito quiere saber, antes de intentar nada, cuantas pistas
caben en una placa de una capa con n componentes: si le piden méas conexiones de las
que caben, no hay dibujo que valga y hay que afiadir una capa. La férmula de Euler da
ese limite con una cuenta de una linea, y de paso decide el acertijo de las tres casas: no
se puede, y no porque nadie haya dado con el dibujo, sino porque hay una arista de
mas. ;Cudl es el limite y por qué basta contar para saber que un dibujo es imposible?

Definicién (planar maximal). Un grafo simple y planar G es maximal si no se le puede
afiadir ninguna arista (entre vértices no adyacentes) sin que deje de ser planar.

Corolario (de la férmula de Euler). Sea G un grafo simple, conexo y planar, con V vértices y
A aristas.

(a) Si G es planar maximaly V > 3, entonces A = 3V — 6.

(b) SiV > 3, entonces A < 3V — 6.

(c) SiV >3y G no tiene tridngulos, entonces A <2V — 4.

LA IDEA: LAS CARAS TAMBIEN SE PUEDEN CONTAR, Y SON TRIANGULITOS

La idea, en una linea: cada cara necesita al menos tres aristas y cada arista sirve a lo sumo a
dos caras; esa doble contabilidad, metida en la férmula de Euler, expulsa la variable C
y deja una desigualdad entre A y V sola.

La imagen. Un dibujo plano es un embaldosado. Cada baldosa (cara) tiene un borde

194



5.3. Consecuencias de la formula de Euler

de al menos tres lados, porque con dos aristas no se cierra una regién en un grafo
simple. Y cada arista es medianera: sirve de lado a dos baldosas como mucho. Si se
cuentan «lados de baldosa» por los dos métodos, sale 2A > 3C. Ahi estd el techo: no
se pueden meter demasiadas aristas sin quedarse sin sitio donde poner las caras que
obligan a existir.

Y la imagen predice cada apartado. Si las baldosas son todas tridngulos —el embaldo-
sado més apretado posible— la desigualdad es igualdad y sale (a). Si no se exige nada,
sale (b). Y si se prohiben los tridngulos, cada baldosa necesita cuatro lados, 2A > 4C, y
el techo baja a 2V — 4: eso es (c), y es lo que hunde a K3 3.

El corazén en una frase: el niimero de caras es un intermediario que se puede eliminar, y al
eliminarlo la férmula de Euler se convierte en una cota sobre el nimero de aristas que
se comprueba con dos multiplicaciones.

Paso 1, (a): en un planar maximal todas las caras son tridngulos (el ntiicleo de la
prueba). Lo que hay que demostrar de verdad es esto; una vez sabido, el resto es
aritmética. (a) Por el ejercicio 5.2, un planar maximal con V > 3 es 2-conexo, luego en
cualquier grafo plano asociado toda cara tiene por borde un ciclo. Y todos esos ciclos
son tridngulos: si una cara tuviera por borde un ciclo de longitud > 4, se toman cuatro
vértices a, b, c,d en ese orden sobre el borde. Las dos aristas ac y bd no pueden existir
ambas: tendrian que estar fuera de esa cara y, al alternarse sus extremos, se cruzarian
(por Jordan, o viéndolo en la esfera). Por tanto, al menos una falta y se puede dibujar
dentro de la cara sin cruces. Con la diagonal el grafo seguirfa siendo plano y seria
mayor, contra la maximalidad. Asi todas las caras tienen grado 3, y por el apretén
de manos para caras 2A = 3C. Sustituyendo C = 2A/3 en V — A+ C = 2 queda
A =3V -6

Paso 2, (b): todo grafo planar cabe dentro de uno maximal. Se afiaden aristas a G
hasta llegar a un planar maximal G’ con los mismos vértices. Por (a), A < A’ = 3V — 6.
Paso 3, (¢): sin tridngulos, cada baldosa necesita cuatro lados y el techo baja. Sea H
un grafo plano asociado a G. Cada cara R tiene grado > 4: su borde contiene algtn
ciclo (si G tiene ciclos; siesun arbolcon V > 3, A =V — 1 < 2V — 4 directamente),
y como no hay tridngulos, todo ciclo tiene longitud > 4, y el recorrido cerrado que
da el grado lo recorre entero. Luego 2A = )" grado(R) > 4C, es decir, C < A/2,y de
V—-—A+C=2sale2<V-A+A/2,0seaA<2V —4. [ ]

Otra via ((b) directamente por grados de caras). Sin pasar por los maximales: en un grafo
plano simple y conexo con V' > 3 toda cara tiene grado > 3 (un grado 1 o 2 exigiria un lazo
o dos aristas paralelas, o que el grafo fuera una sola arista). Luego 2A > 3C y, con Euler,
2=V-A4+C<V-A+2A/3,dedonde A <3V — 6. Es la demostraciéon més corta de las
dos, porque no depende del ejercicio de los planares maximales.

Observacién. La hipotesis V > 3 hace falta:con V =1es A=0y3V —-6= —3;,conV =2
esA=1y3V-6=0.

Las dos cotas, leidas en palabras. Se escribe 3V — 6 = 34 3(V — 3). Un tridngulo tiene
tres aristas, y un vértice nuevo colocado dentro de una cara triangular y unido a sus tres
esquinas afiade exactamente tres aristas y deja todas las caras triangulares. Asi se fabrican
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planares maximales de cualquier tamafio, y el apartado (b) dice que no se puede hacer mejor:
cada vértice que se afiade paga como mucho tres aristas. Del mismo modo, 2V —4 =4+ 2(V —4).
Sin tridngulos se parte de un cuadrado, y un vértice nuevo dentro de una cara cuadrada,
unido a dos esquinas opuestas, la parte en dos cuadrados y afilade dos aristas. Si se elige
siempre la misma pareja de esquinas sale Ky y_», con 2(V —2) = 2V — 4 aristas justas.

Qué se ha ganado: los planares tienen pocas aristas. El namero de aristas posibles, (‘2/),
crece como V?/2; el techo 3V — 6 crece de forma lineal. La tabla muestra dénde se separan:

1% 3 4 5 6 7 8

(g),aristasdeKV 3 6 10 15 21 28
techo 3V — 6 3 6 9 12 15 18

Hasta V' = 4 el completo cabe justo, y es planar maximal; el primero que no cabe es K5, con
una arista de més. Leido en grados, con el apretén de manos: el grado medio de un planar
simple y conexo con V > 3es2A/V < (6V —12)/V < 6. Luego todo grafo planar simple
tiene un vértice de grado a lo sumo 5, y a lo sumo 3 si no tiene tridngulos, porque entonces
2A/V < (4V —8)/V < 4.Si el grafo no es conexo, se aplica a una de sus componentes; y una
componente con menos de tres vértices tiene grados 0 o 1. Esa es la forma en que el capitulo
de coloracién usa la férmula de Euler (seccién 6.2).

5.3.1 La cota del contorno

Los dos apartados anteriores, A <3V — 6y A < 2V — 4, no son dos resultados distintos:
son el mismo con dos valores de una constante. Prohibir tridngulos sirvi6 para elevar de 3 a
4 el namero minimo de lados de una cara, y solo eso. La pregunta natural es qué pasa si el
ciclo més corto es atin mds largo, y la respuesta es que la cota sigue bajando, con una férmula
tnica que contiene a las dos como casos particulares.

Teorema (cota del contorno). e CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION Sea G un grafo simple, conexo
y planar, con p vértices, g aristas y al menos un ciclo, y sea § = ¢(G) > 3 su contorno.
Entonces

q =< 852(19—2)

LA IDEA: CUANTO MAS LARGO ES EL CICLO MAS CORTO, MAS CARAS SE PAGAN POR ARISTA

La idea, en una linea: cada cara necesita al menos g aristas y cada arista sirve a lo sumo a
dos caras, asi que el nimero de caras estd acotado por 24/g; metiendo esa cota en la
férmula de Euler desaparece el ntimero de caras y queda una desigualdad entre g y p
sola. Es exactamente el argumento del embaldosado de los corolarios anteriores, con g
en lugar de 3 o de 4.

Por qué la cota mejora al crecer g. La funcién g — & es decreciente: vale 3 en g = 3,
2eng=4,3eng=>5,3 eng = 6,y tiende a 1. Dicho en palabras: un grafo sin ciclos
cortos es un grafo con caras grandes, y las caras grandes se comen muchas aristas cada
una, de modo que caben menos aristas en total. La prohibicién de tridngulos no era
una hipétesis especial; era el primer escalén de esta escalera.

El corazén en una frase: el niimero de caras es un intermediario que se elimina, y lo tnico
que cambia de un caso a otro es cudntas aristas cuesta como minimo cerrar una cara.
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Paso 1: toda cara tiene grado al menos g (el ntcleo de la prueba). Aqui entra la
longitud del ciclo mas corto. Sea H un grafo plano asociado a G y sea R una cara de H.
Su borde contiene algtn ciclo, porque G es conexo y tiene algtn ciclo; ese ciclo tiene
longitud > g por definicién de contorno, y el recorrido cerrado que define el grado de
R lo recorre entero. Luego grado(R) > ¢ para toda cara R.
Paso 2: el doble recuento de las incidencias arista-cara. Por el lema del apretén de
manos para caras, 2q = Y grado(R) > ¢ C, donde C es el nimero de caras. Luego

c<

8

Paso 3: se elimina C con la férmula de Euler. Como G es conexo y planar, p — g+ C =
2, es decir, C = 2 — p + ¢. Sustituyendo en la desigualdad del paso 2,

2q 2 2
2—p+q§§ — q(l—g)ﬁp—z - g=— < p—2

Como g > 3, el factor % es estrictamente positivo y se puede dividir por él sin
cambiar el sentido de la desigualdad, lo que da g < 5%2 (p—2). [

Lo que hay que llevarse. Tres pasos reconstruyen la prueba. Primero, el borde de cada cara
contiene un ciclo, asi que cada cara tiene grado al menos g. Segundo, el apretén de manos
para caras da g C < 2q. Tercero, Euler cambia C por 2 — p + g, y se despeja g dividiendo por
%2 > 0. Las hipotesis estdn para que esos tres pasos sean legitimos; la observacién siguiente
dice cudl sostiene cada uno.

La otra cara de la misma desigualdad. En el paso 2 se puede despejar g en lugar de 4.
ComoC=g—-p+22>1,

2q
§ S ——
g—p+2
y 2q/C es el grado medio de las caras: el ciclo mds corto no puede ser mds largo que el grado
medio de las caras. Con nameros: el cubo tiene p = 8,4 = 12 y C = 6 caras de grado medio
24/6 = 4, y su contorno es 4; hay igualdad porque todas las caras son cuadrados. Si el grafo
de Petersen, con p = 10, g = 15 y contorno 5, fuera planar, tendria C = 7 caras de grado
medio 30/7 ~ 4,29, menor que su contorno: imposible. Es la misma cuenta que la de la
observacion sobre Petersen que viene después, vista desde las caras.

Observacion (qué hace cada hipétesis). La conexion se usa dos veces: para que la férmula

de Eulerseap —g+C =2ynop—g+C = k+ 1,y para que el borde de cada cara contenga

un ciclo. La existencia de algtn ciclo es la que da sentido a g: en un bosque el contorno es co

con el convenio del capitulo 2, y entonces el enunciado no dice nada. Y conviene no pasar al
8

limite: sustituir g = oo darfa 2 1y la cota g < p — 2, que es falsa para un arbol conexo,

donde g = p — 1. La hipétesis «al menos un ciclo» no es un tecnicismo: sin ella el resultado
deja de ser cierto en el limite. Y la desigualdad es estricta en el factor gg;Z > 0: si se admitiera
g = 2 —lo que exigiria aristas multiples— el paso 3 dividiria por cero y la cota desapareceria,
que es lo que debe pasar, porque con aristas multiples se pueden meter cuantas se quieran

entre dos vértices.
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Corolario. Los dos apartados anteriores son los casos g =3y g = 4:
g=3:q<3(p—2)=3p—6; g=4:q<2(p-2)=2p—4

Observacién (y ahora si se decide el grafo de Petersen). El caso g =5dag < g( p—2),yesa
es la primera version de la cota que detecta al grafo de Petersen. En efecto, Petersen tiene
p = 10,9 = 15y contorno 5, y

5 40 =

5(10—2) =3 =133 < 15,
luego no es planar, y se ve contando. Con las dos versiones anteriores no se veia: 15 <
3-10 — 6 = 24y, por no tener tridngulos, 15 < 2-10 — 4 = 16; las dos se cumplen. Es un buen
ejemplo de que afinar la hipétesis afina la conclusién, y de que conviene mirar el contorno
entero y no solo si hay triangulos o no.

Aun asi la cota sigue siendo solo necesaria. Subdividiendo una arista de K5 se obtiene un
grafo de 6 vértices, 11 aristas y contorno 3 que cumple 11 < 3(6 —2) = 12 y no es planar,
porque contiene una subdivision de K5 (es una, de hecho). Para decidir de verdad hace falta
Kuratowski, que es la seccion siguiente.

Observacion (cuando se alcanza la igualdad). Laigualdad g = % (p —2) se da exactamente
cuando todas las caras tienen grado g, porque el iinico paso con desigualdad es el 2. Se alcanza,
por ejemplo, en Ky (§ = 3,6 = 3-2),enel cubo Q3 (g = 4, 12 = 2-6), en el dodecaedro
(g =5,30= g -18), en el icosaedro (g = 3,30 = 3-10),en Kx3 (g = 4,6 = 2-3) y en todo
ciclo C, (§ = n,n = ;5(n — 2)). Si ademas el grafo es regular de grado r > 3, la igualdad
conduce a las cinco parejas (7, g) de los sélidos platénicos, como en el ejercicio de las caras de
grado fijo. Sin r > 3 aparecen también los ciclos.

Corolario. K5y K33 no son planares.

K5:V =5,A=10,y3V —6 =9 < 10, contra (b). K3 3: es bipartito, luego sin tridngulos;
V=6A=9y2V—-4=8<9,contra (c). |

Eso resuelve las tres casas: el grafo de casas y servicios es K33. No es que no se haya
encontrado el dibujo: sobran aristas para la férmula de Euler.

Observacién. Tres hechos que se usan constantemente:

1. Un grafo que contiene un subgrafo no planar no es planar (un dibujo plano del grande
contendria uno del pequefio).

2. Un grafo es planar si y solo si lo es cada componente conexa.

3. Un grafo conexo es planar si y solo si lo es cada uno de sus bloques (se dibujan los bloques
por separado y se pegan por los puntos de corte, poniendo cada bloque en una cara del
anterior).

Corolario. K, es planar siy solosin < 4; K, ,, es planar si y solo si min{m, n} < 2.
Ky es planar (dibujo de la seccién 5.1) y contiene a K, paran < 4; paran > 5, K,

contiene a Ks. K5, es planar: los n vértices de un lado en una recta y los dos del otro a
cada lado de ella. Para m,n > 3, K,;, , contiene a K3 3. |
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EL CAMINO QUE NO SE TOMO: USAR LA COTA COMO CRITERIO

La alternativa. Decidir si un grafo es planar comprobando A <3V —6 (y A <2V —4sino
tiene tridngulos).

Su ventaja. Es una cuenta, sin dibujar nada, y decide K5 y K3 3 en una linea.

Qué la hunde. Que es solo una condicién necesaria, y ademds en estas dos versiones se queda
corta: el grafo de Petersen tiene V = 10, A = 15 < 24, no tiene tridngulos y 15 < 16, y no es
planar (seccién 5.4). Lo segundo se arregla con la cota del contorno de la subseccién 5.3.1, que
con g = 5 si lo detecta; lo primero, no: subdividir una arista de K5 da un grafo de 6 vértices y
11 aristas que cumple 11 < 3 -6 — 6 y tampoco es planar. Con la cota solo se demuestra que un
grafo 1o es planar, y solo cuando tiene muchas aristas. Kuratowski, en la seccion siguiente, da
un criterio completo. Si la cota no decide, puede buscarse un dibujo plano o una subdivisién
de K5 o de K33 que impida su existencia.

Ejemplo (la tenaza: una cota de aristas por abajo y otra por arriba). El problema. Muchas
preguntas sobre planares tienen la misma forma: un grafo planar no puede tener a la vez tanta
conectividad, o tanto grado, y tan pocos vértices. Todas se contestan con una sola maniobra,
y conviene verla una vez entera antes de los ejercicios.

La maniobra. El nimero de aristas q queda cogido entre dos rectas.

» Por abajo empujan los grados. Si todo vértice tiene grado al menos d, el apretén de manos da
2q > dp, es decir, g > % p. La d suele venir de Whitney: k < A <J,asiquex >noA >n
obligana > n.

» Por arriba aprieta Euler. Si el grafo es simple, conexo y planar con p > 3, entonces g < 3p — 6,
y g < 2p — 4 sino tiene tridngulos.

Las dos juntas piden 4 p < 3p — 6, y todo depende de las pendientes. Si 4 < 3, las rectas se

cortan, y la desigualdad da una cota inferior para el ntimero de vértices. Si % > 3, larecta de

los grados va siempre por encima de la de Euler, y no existe ningtin grafo.

AN AN

q 3p q
3p—6
5P
2P
2p
.2p—4
(12,30): icosaedro e 3P
I"' z p
== (8,12): cubo
T T T T ) p < T T T T ) p
4 8 12 16 4 8 12 16
con tridngulos sin tridangulos

A la izquierda, el techo de Euler 3p — 6 (negro) frente a los suelos de 6 > 5 (azul) y 6 > 6
(rojo). A la derecha, sin tridngulos, el techo 2p — 4 frente a § > 3 (verde) y 6 > 4 (naranja). Un
grafo posible tiene que quedar por encima del suelo y por debajo del techo. Con § > 6, 0 con
0 > 4 sin tridngulos, el suelo es paralelo al techo y va por encima: no hay sitio. Con § > 5 el
hueco empieza en p = 12, y con § > 3 sin tridngulos, en p = 8.
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hipétesis suelo techo conclusién
K>6,062>6 g>3p q<3p—6 imposible
k=5 9=3p q<3p-6 p>12
regular de grado r =sp q<3p—-6 r<5

sin tridngulosyx >4 g>2p ¢q<2p—4 imposible
sin tridngulos y x = 3 ngp g<2p—4 p=>8
bipartitoy A > 4 gq>2p q<2p—4 imposible

Qué se ha ganado. Seis resultados de los ejercicios que siguen caben en una tabla. Y los
ejemplos que alcanzan las cotas no hay que buscarlos: estdn en el cruce de las dos rectas. Alli
las dos desigualdades son igualdades, es decir, todos los vértices tienen grado d y todas las
caras son tridangulos o cuadrados. Con d = 5 y caras triangulares es el icosaedro, 12 vértices y
30 aristas; con d = 3 y caras cuadradas, el cubo, 8 vértices y 12 aristas.

Dénde se falla. El suelo lo da el grado minimo, no el de un vértice cualquiera, y Whitney
se lee en su sentido: la conectividad acota por abajo al grado minimo, no al revés. El techo ne-
cesita un grafo simple con p > 3, y el de 2p — 4, que no haya tridngulos; olvidar comprobarlo
es aplicar una cota que no vale. Y un grafo en el cruce de las rectas no queda garantizado por
la cuenta: el icosaedro y el cubo se exhiben, y hay que comprobar que tienen la conectividad
que se les pide.

Ejercicios: férmula de Euler y sus consecuencias

Ejercicio 5.1. Cuerdas de un drbol spanning R5.1

Sea G un grafo plano conexo y T un drbol spanning de G. Una cuerda de T es una arista de

G que no estd en T. Probar que si N es el nimero de cuerdas y C el de caras de G, entonces
N=C-1

Resolucién. La idea. Se cuentan las aristas de G de dos maneras: las del drbol mas las cuerdas,
y las que da la férmula de Euler.

T tiene los mismos vértices que Gy, por ser arbol, |A(T)| = |V(G)| — 1 aristas. Luego
N =|A(G)| — |A(T)| = |A(G)| — |V(G)| + 1. Por Euler, |V(G)| — |A(G)| + C = 2, es decir,
|A(G)| —|V(G)|=C—2,y N=C—-2+1=C — 1. En particular el nimero de cuerdas no
depende del 4rbol spanning elegido, cosa que ya se sabia (todos tienen V' — 1 aristas), y C — 1
es el nimero de aristas que hay que quitar para llegar a un arbol: cada una cierra un ciclo y
separa una cara. [

Ejercicio 5.2. Planar maximal implica 2-conexo R5.2

Probar que si G es planar maximal con 3 o més vértices, entonces G es 2-conexo. ;Es cierto
el reciproco?

Resolucién. La idea. Un punto de corte u deja un hueco. Alrededor de u salen aristas hacia
componentes distintas de G — u, y en algtn sitio dos aristas consecutivas van a componentes
distintas. Entre ellas hay una cara que toca a los dos vecinos, y por esa cara cabe una arista
nueva: eso contradice la maximalidad.
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una componente de G — u otra componente

la arista nueva vw, pegada a v u w

Un planar maximal con V' > 3 es conexo: si tuviera varias componentes, se podrian
dibujar separadas y unir dos por la cara exterior sin cruces. Supéngase que tiene un punto
de corte u, y sea H un grafo plano asociado. Los vecinos de u se ordenan alrededor de u
en el dibujo, en sentido horario: uy, ..., u,. Como G — u es disconexo y cada componente
de G — u contiene algtn vecino de u, hay dos vecinos consecutivos en ese orden, v = u;
y w = u;;1, en componentes distintas de G — u (si todos los consecutivos estuvieran en la
misma componente, todos los vecinos lo estarfan). Se dibuja un arco de v a w pegado al
camino v u w, por el lado en que no hay ninguna otra arista de u entre ellos, tan cerca de vu y
uw que no toca nada mas. El resultado es un dibujo plano de G + vw, y vw ¢ A(G) porque v
y w estdn en componentes distintas de G — u. Contradiccién con la maximalidad. Luego G
no tiene puntos de corte, y con V > 3 es 2-conexo.

El reciproco es falso: C, con n > 4 es 2-conexo y no es planar maximal (admite una
cuerda). En general, 2-conexo planar da A < 3V — 6, y maximal exige la igualdad. [

Dénde se falla. En tomar v y w en componentes distintas sin maés. Si entre las aristas
uv y uw hubiera otras aristas de u, el arco pegado a v u w las cortaria. Hace falta que vy w
sean consecutivos alrededor de u. Y la frase «si todos los consecutivos estuvieran en la misma
componente, todos los vecinos lo estarian» es la que garantiza que existen.

Ejercicio 5.3. El sesgo R5.3

El sesgo de G es el minimo ntimero de aristas que hay que eliminar de G para obtener un
grafo planar. ;Qué se puede decir del sesgo de (i) Kp, (ii) Ky, (iii) Cy,?

Resolucién. La idea. Quitar aristas hasta que el grafo sea planar es bajar hasta el techo de
Euler: el sesgo es al menos lo que sobra por encima del techo, g — (3p — 6), 09 — (2p — 4) si
no hay tridngulos. En K, lo que queda es maximal y la cota se alcanza; en Ky, , solo se obtiene
una desigualdad.

(iii) C,, es planar: sesgo 0.

(i) Para p < 4, K, es planar y el sesgo es 0. Sea p > 5y s el sesgo; hay s aristas cuya
eliminacién deja un grafo planar G con los p vértices. Ese G es planar maximal: si se le
pudiera afiadir una arista de K, sin perder la planaridad, bastarian s — 1 eliminaciones. Es
conexo (maximal con p > 3), luego por el corolario |A(G)| = 3p — 6. Como |A(G)| = (5) —s,

e <P> _@p_g =Pz (p=3)(p—4)

2 2 2

Asi el sesgo de K5 es 1 (y en efecto K5 menos una arista es planar: es K4 més un vértice unido

a tres de sus vértices, dibujado dentro de una cara triangular), el de K¢ es 3 y el de K7 es 6.
(i) Si min{m,n} < 2 el sesgo es 0. Sean m,n > 3y s el sesgo, con G = K, menos s

aristas planar. G es conexo: si no, alguna arista de K, , uniria dos componentes, y se podria
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recuperar sin perder la planaridad, contra la minimalidad de s. Aqui G no tiene por qué ser
maximal, pero no tiene tridngulos (es subgrafo de un bipartito), luego |A(G)| < 2(m+n) —4,
es decir, mn —s < 2(m+n) —4y

s>mn—2(m+n)+4=(m—2)(n-2).

Para K33 la cota da s > 1, y se alcanza: K33 menos una arista es planar.

discontinua: la arista eliminada

En general la cota (m — 2)(n — 2) se alcanza, pero eso no se pide. [

Dénde se falla. En escribir una igualdad para K, copiando el caso de K. Alli lo que
queda al quitar las aristas es planar maximal y tiene exactamente 3p — 6 aristas; aqui lo que
queda no tiene por qué ser maximal, y la cuenta solo das > (m —2)(n — 2). Para K33 la
igualdad se demuestra con el dibujo.

Ejercicio 5.4. Planaridad y conectividad R5.8; EXAMEN DE ENERO 2013

(a) Probar que si G es planar entonces «(G) < 5. (b) Probar que todo grafo 5-conexo y planar
tiene al menos 12 vértices, y dar un ejemplo. ;Existen grafos 6-conexos y planares? ¢ cAE:
ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Es la tenaza del ejemplo anterior: el suelo g > 7 p lo ponen Whitney y
el apretéon de manos, y el techo g < 3p — 6 lo pone Euler.

Sea G planar con p vértices y g aristas, y n = «(G). Por Whitney y el apretéon de manos,
g > pn/2 (ejercicio 4.3); por Euler, g <3p —6(sip > 3;conp < 2,x < 1).

(a) Si fueran > 6:3p < g < 3p — 6, imposible. Luego «(G) < 5.

(b) Conn = 5: %p < g < 3p—6,de donde %p > 6y p > 12. El ejemplo es el icosaedro:
12 vértices, 30 aristas, 20 caras triangulares, regular de grado 5, planar por ser un poliedro
convexo, y 5-conexo, como comprobamos a continuacién. Cumple 30 = 3 - 12 — 6: es planar
maximal. No existen grafos 6-conexos planares, por (a).

Para comprobar la 5-conexién, némbrense dos vértices opuestos N, S y los dos pentdgonos
intermedios ag,...,a4 y by, ..., bs. N se une a todos los a;, S a todos los b;, y entre anillos
estan las aristas a;b; y a,11b; (indices modulo 5). Por las simetrias del icosaedro, las parejas
no adyacentes se reducen a N,S y N, by. Para la primera, los cinco caminos N a;b; S son
independientes. Para la segunda sirven

Na()b(), Nalbo, Nﬂzblbo, Nﬂ3b2$b0, Na4b4b0.

Solo comparten sus extremos. Menger da x > 5y Whitney x < J = 5. n
Qué hemos aprendido. El apartado (a) tiene una segunda lectura de una linea: todo planar
tiene un vértice de grado a losumo 5, y ¥ < 6 < 5. En (b) el ejemplo no hay que buscarlo:
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estd en el cruce de las rectas de la tenaza, p = 12 y g = 30, con todos los grados iguales a
5y todas las caras tridngulos. Dénde se falla: la cuenta solo dice que un 5-conexo planar
necesita al menos 12 vértices. Que exista uno hay que verlo, y comprobar la 5-conexién del
icosaedro es la mitad del ejercicio.

Ejercicio 5.5. Regulares planares R5.11

Sea G conexo y regular de grado r > 2. Demostrar que si G es planar, entonces r < 5. ;Y si
G no contiene tridangulos? ¢ CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. La tenaza con el suelo convertido en igualdad: en un grafo regular, el
apretén de manos da A exactamente.

Sea V el orden y A el tamafio. Por el apretén de manos 2A = rV. Si G es planar con V > 3,
A <3V —6,luegorV =2A <6V —12 <6V yr < 6:r <5.5i ademds no tiene tridngulos,
rV =2A <4V -8 <4V yr < 4:r < 3. (El cubo, regular de grado 3, sin tridngulos y planar,
muestra que 3 se alcanza; el icosaedro muestra que 5 se alcanza.) n

Qué hace la hipétesis r > 2. Un grafo conexo y regular de grado » > 2 tiene al menos
r+1 > 3 vértices, que es lo que exige la cota de Euler. Con ¥ < 1 no hay nada que probar.

Ejercicio 5.6. Planar sin tridngulos y conectividad ExAMEN DE 2012

Sea G planar sin triangulos. Probar que x(G) < 3, y que para la igualdad hace falta |V (G)| >

8. ¢ CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Es el panel derecho de la tenaza: suelo 2V o 3V segtin la conectividad,
techo 2V — 4.

Sean V' y A el orden y el tamafio. Si k(G) > 4, por Whitney 6 > 4y 2A > 4V; pero sin
tridngulos A <2V — 4, luego 4V < 2A < 4V — 8: imposible. Asi x < 3. Si k = 3, entonces
0 >3y3V <2A <4V —8,dedonde V > 8. El cubo Q3 (8 vértices, planar, bipartito,
3-conexo) muestra que 8 se alcanza. n

Dénde se falla. La hipétesis es «sin tridngulos», no «bipartito». El dodecaedro tiene ciclos
de longitud 5, ningtin tridngulo, 20 vértices y k = 3, y el resultado se le aplica igual. Y el cubo
estd en el cruce de las rectas: 8 vértices, grado 3 y caras cuadradas.

Ejercicio 5.7. Sumar un vértice o una arista R5.12; CONTROL 3.2

Sea G simple y conexo, no trivial, de orden p y tamafo 4.

(a) Demostrar quesiv ¢ V(G) y G + v es planar, entonces g < 2p — 3.

(b) Demostrar que si G + Kj es planar, entonces G es un arbol. ;Es cierto el reciproco?
® CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucion. La idea. Se fabrica un grafo mas grande, se cuentan sus aristas exactamente y se
le aplica el techo de Euler; la cota para G sale al restar lo que se afiadi6.

(a) G = G+ vtiene V = p+ 1 vérticesy A = q + p aristas (las de G més una por cada
vértice de G), y es conexo con V > 3. Si es planar, A < 3V —6: g+ p < 3p — 3, es decir,
qg<2p-3.
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(b) G’ = G+ Ky, con V(Ky) = {u, w}, tiene V = p + 2 vérticesy A = q +2p + 1 aristas (las
de G, las 2p que unen u y w con todo G, y uw). Si es planar, g +2p +1 < 3(p+2) — 6 = 3p,
luego g < p — 1. Pero G es conexo, asi que contiene un drbol spanning con p — 1 aristas y
g > p —1.Por tantog = p — 1y G, conexo con p — 1 aristas, es un arbol.

El reciproco es falso en general. Si G es un drbol con un vértice x de grado > 3, con vecinos
w1, Wy, w3, entonces en G + Ky los tres vértices u, w, x son adyacentes a cada uno de wy, w, ws:
es una copia de K33, y G + Kz no es planar. Solo queda el caso en que todos los grados son
< 2, es decir, G es un camino Py; y P, + K3 si es planar: se dibuja el camino en una recta, u
por encima unido a todos, w por debajo unido a todos, y la arista uw por fuera rodeando un
extremo del camino. Asi, G + K; es planar si y solo si G es un camino. [ |

Qué hemos aprendido. G + v es planar exactamente cuando G se puede dibujar con todos
sus vértices en el borde de la cara exterior; a esos grafos se les llama planares exteriores.
En un sentido, se coloca v en la cara exterior y se une a todos. En el otro, se borra v de un
dibujo plano de G + v: todos los vértices de G quedan en el borde de la cara donde estaba
v,y esa cara se toma como exterior (por la esfera). Asi, (a) dice que un planar exterior tiene
g < 2p — 3. Dénde se falla: en (b), en olvidar la arista uw al contar, que deja g < p y no basta;
y en dar por bueno el reciproco, que falla en cuanto el drbol tiene un vértice de grado 3.

Ejercicio 5.8. Caras de grado fijo EXAMENES DE FEBRERO 2013, MAYO 2024, 2024-25 Y 2025-26

En (a)—(c), decidir con la férmula de Euler si puede existir el objeto descrito. En (d), decidir
si la afirmacion es cierta:
(a) un balén de fatbol hecho solo de hexdgonos, con tres hexdgonos en cada vértice;
(b) un grafo conexo, plano y regular de grado 3 con todas las caras hexagonales, o con todas
octogonales;
(c) un grafo conexo, plano y regular de grado 4 con todas las caras pentagonales;
(d) siun grafo es conexo y planar y tiene secuencia de grados (6,5,5,4,4,4,4,3,3,2,1,1,1,1),
entonces tiene 10 caras (enero de 2012, E.1).
® CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Cada hipétesis es una ecuacién. Regular de grado r da 2A = rV, por el
apreton de manos para vértices; caras de grado s da 2A = sC, por el de caras. Se despejan V
y C en funcién de A, se llevan a Euler, y el signo del coeficiente de A decide.

En todos los apartados el grafo es plano y conexo, luegoV — A + C = 2.

(a) y (b), caso hexagonal: regular de grado 3 da 2A = 3V, y caras hexagonales da 2A = 6C.
Entonces V =2A/3,C=A/3yV-A+C=2A/3—-A+ A/3 =0 # 2. No existe. Si se
usan solo pentdgonos y hexdgonos, con tres caras por vértice, hacen falta doce pentdgonos:
con P pentdgonos y H hexdgonos, 2A = 5P +6H,3V =2A,C =P+ H,y Eulerda P = 12
sea cual sea H.

(b), caso octogonal:2A =3Vy2A =8CdanV —-A+C =2A/3—-A+A/4=—-A/12 #2.
No existe.

(c) Regular de grado 4: 2A = 4V; caras pentagonales: 2A = 5C. Entonces V — A+ C =
A/2—-A+2A/5 = —A/10, que es negativo, nunca 2. No existe (falso tal como se enunciaba
en 2024-25; verdadero en 2025-26, donde se enuncia en negativo).

(d) Lasuma de los gradoses 6 +5+5+4+4+4+4+3+3+2+1+1+1+1 =44,
luego A = 22, con V = 14. Por Euler C = 2 — V + A = 10. Verdadero: cualquier dibujo plano
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tiene 10 caras, y ni siquiera hace falta saber cudl es el grafo. [

QUE DEJA. Regular de grado r con todas las caras de grado s: 2A = rV = sC y Euler dan A(2 — 1+

%) = 2, que exige % + % > % Sir,s > 3, las tnicas parejas enteras que lo cumplen son (3,3), (3,4),
(4,3), (3,5) y (5,3): los cinco sélidos platénicos.
Qué hemos aprendido: el signo decide la forma. Despejando, A =1/ (1 +1 - 1), yel

signo del denominador separa tres mundos:

5 IT1-] quehe
(3,3),(3/4),(43) L &, & tetraedro (A = 6), cubo y octaedro (A = 12)

(3,5), (5,3) = dodecaedro e icosaedro (A = 30)

(3,6),(4,4), (6,3) 0 ningun grafo finito: la colmena, la cuadricula y la red de tridngulos
4,5), (3,8), ... negativo  ningun grafo plano

Con el denominador positivo el dibujo se cierra sobre si mismo, como una esfera, y sale uno
de los cinco poliedros regulares. Con denominador cero las cuentas no admiten ninguna A
finita, pero si un dibujo infinito: el balén de hexagonos del apartado (a) es la colmena, que
embaldosa el plano sin cerrarse nunca. Dénde se falla: en escribir A = sC en vez de 2A = sC
(cada arista borda dos caras, o la misma dos veces); en aplicar V — A + C = 2 sin comprobar
la conexioén; y en creer que unas cuentas compatibles demuestran que el grafo existe: hay que
exhibirlo.

Ejercicio 5.9. Bipartito con conectividad lineal seis EXAMENES DE ENERO 2013 Y 2024-25

Probar que si G es bipartito y A(G) = 6, entonces G no es planar. e CAE: ENUNCIADO Y
DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Es la tltima fila de la tabla de la tenaza, con A = 6 en lugar de A > 4:
suelo 3V por Whitney, techo 2V — 4 porque un bipartito no tiene tridngulos.

Por Whitney, 6(G) > A(G) = 6,luego2A =Y 6(v) > 6Vy A >3V.Como A(G) =6 >0,
G es conexo y no trivial, y como es bipartito no tiene tridngulos. Si fuera planar, A < 2V — 4.
Juntando, 3V < A <2V —4, es decir, V < —4: imposible. Luego G no es planar. (De hecho
basta A\(G) > 4:2V < A <2V —4 ya es contradictorio; y sin la hipétesis de bipartito basta
A > 6 para contradecir A < 3V — 6, que es el apartado (a) del ejercicio de conectividad.) W

5.4 Caracterizacién de grafos planares

LA PREGUNTA

Para convencer a alguien de que una red s se puede dibujar sin cruces basta ensefiarle
el dibujo. Para convencerle de que 1o se puede hace falta algo mas que decir «lo he
intentado mucho». En 1930 Kuratowski encontré el certificado: un dibujo es imposible
exactamente cuando la red contiene, escondida y quizd estirada, una de solo dos
configuraciones, las tres casas o los cinco puntos. Es un caso raro y valioso: un problema
de imposibilidad con una prueba corta que cualquiera puede comprobar. ;Por qué
bastan dos obstaculos, y como se encuentran en un grafo concreto?

205



Planaridad

Definicién (subdivisién). Una subdivision elemental de una arista uv de G consiste en
sustituirla por un camino u w v con un vértice nuevo w de grado 2. Un grafo H es una
subdivisién de G si se obtiene de G por una sucesion finita de subdivisiones elementales, o
siH=G.

Los vértices originales conservan su grado; los nuevos tienen grado 2. Una subdivision es
el mismo dibujo con puntos marcados en medio de las aristas, y eso no cambia nada de lo
que importa aqui.

Observacién. G es planar si y solo si cualquier subdivision suya lo es: un dibujo plano de G
da uno de la subdivisién marcando puntos en las aristas, y al revés se borran los vértices de
grado 2. En consecuencia, un grafo que contiene un subgrafo isomorfo a una subdivisién
de K5 o de K33 no es planar: el subgrafo no lo es, y un subgrafo de un planar es planar.

A un subgrafo isomorfo a una subdivisién de K5 o de K33 se le llama en lo que sigue un
subgrafo de Kuratowski. En un subgrafo de Kuratowski de tipo K33 hay seis vértices de
grado 3 (los vértices principales, tres «casas» y tres «pozos») unidos por nueve caminos sin
vértices interiores comunes; en uno de tipo Ks, cinco vértices de grado 4 unidos por diez
caminos.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: DOS CULPABLES Y NADA MAS

Hasta aqui, para probar que un grafo no es planar habia una cota que a veces funciona-
ba y a veces no, y para probar que si lo es habia que dibujarlo. Kuratowski cierra el
asunto: hay exactamente dos culpables, K5 y K3 3, y todo grafo no planar esconde uno
de los dos dentro.

Lo asombroso no es que Ks y K33 estorben, que ya se sabe; es que no haya ningtn
otro motivo posible para no poder dibujarse. A priori cabria esperar una lista infinita
de obstrucciones, cada una peor que la anterior, y lo que hay es una lista de dos. Por
eso el teorema es una caracterizaciéon y no un criterio mas: convierte «ser planar», que
es una propiedad sobre todos los dibujos posibles, que son infinitos, en «no contener
esto ni aquello», que es una busqueda dentro del propio grafo.

La palabra «subgrafo de Kuratowski» hace el trabajo fino: no se pide que aparezcan
K5 0 K33 tal cual, sino subdivididos, con vértices de paso por el medio. Y tiene que
ser asi, porque poner un punto en mitad de una arista no cambia que un dibujo tenga
cruces o No.

De las dos implicaciones, una es la observacién anterior y se hace en dos lineas. La
otra es honda; estd mds abajo, en la version de Thomassen.

Teorema (Kuratowski, 1930). Un grafo es planar si y solo si no contiene ningtin subgrafo de
Kuratowski.

La implicacion «planar = sin subgrafo de Kuratowski» es la observacion anterior. La otra
es la profunda; se demuestra mas abajo, y también puede verse en los libros de Clark-Holton
y de Chartrand-Lesniak—Zhang.

Definicién (contraccién). La contraccién de una arista e = uv de G consiste en eliminar
e e identificar u con v en un solo vértice v,, adyacente a todo lo que era adyacente a u 0 a
v (las aristas repetidas se funden en una). G es contractible a H si H se obtiene de G por
contracciones sucesivas, o si H = G.
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Teorema (Wagner, 1937; sin demostraciéon). Un grafo es planar si y solo si no contiene ningtn
subgrafo contractible a K5 0 a K3 3.

Observaciéon. Subdividir y contraer son operaciones inversas en un sentido: contraer una
arista de un vértice de grado 2 deshace una subdivisién elemental. Por eso todo subgrafo de
Kuratowski es contractible a K5 o0 K33, de modo que un obstdculo de Kuratowski también lo
es de Wagner. El reciproco necesita un argumento: al deshacer las contracciones, un subgrafo
de Kuratowski puede cambiar de tipo, pero sigue existiendo. Lo prueba el segundo lema de
la demostracién siguiente. En la préctica se usa Kuratowski, y Wagner sirve cuando hay una
contraccién a mano: en Petersen basta contraer los cinco radios, y lo que queda es K5, como
se ve en el ejemplo siguiente.

Ejemplo (el grafo de Petersen no es planar). El grafo de Petersen tiene 10 vértices 0,...,9: un
pentdgono exterior 012 34, una estrella interior 579 6 8 (aristas 57,79, 96, 68, 85) y los cinco
radios i (i + 5). Es 3-regular con 15 aristas y contorno 5.

Por Wagner. Contrayendo los cinco radios, cada vértice exterior i se funde con el interior
i 4 5; los cinco vértices resultantes son adyacentes dos a dos (el pentdgonodai ~i+t1yla
estrella da i ~ i & 2): Ks. Luego no es planar.

contraer
—_—

los radios

los cinco radios, en naranja Ks

Cada v; retine los extremos del radio naranja i (i 4+ 5). Las aristas negras forman el pentdgono
y las azules sus diagonales: aparecen las diez aristas de Ks.

Por Kuratowski. Contiene una subdivisiéon de K33 con casas 0,2,8 y pozos 1, 3, 5: seis de
los nueve caminos son aristas (01, 05,21, 23,83, 85) y los otros tres tienen un vértice de paso:
861,275y 043. Los tres vértices de paso son distintos y no son principales, luego los nueve
caminos no comparten vértices interiores. Sobra la arista 49, y 79, 96.

en rojo, la subdivisién de K3 3: principales 0,2,8 y 1,3,5; de paso 4,6,7
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Las dos cotas iniciales de Euler no lo detectan: 15 < 3 - 10 — 6 y, sin tridngulos, 15 < 2-10 — 4.
La cota del contorno si lo detecta, como vimos en la subsecciéon 5.3.1.

Observacién (sin demostracién). Si G es 3-conexo, no planar y tiene al menos 6 vértices,
entonces contiene una subdivisién de K3 3 (no hace falta buscar Ks). Es la tltima muestra de
la relacién entre conectividad y planaridad: K5 es el tinico obstaculo que necesita solo cinco
vértices.

CONEXION: COMO SE DECIDE ST UN GRAFO DIBUJADO ES PLANAR

Sobre un grafo dibujado: (1) si el dibujo no tiene cruces, o se puede redibujar sin ellos moviendo
un par de aristas, es planar y basta ensefiar el dibujo; (2) si no, se cuenta: A > 3V —6, 0
A > 2V — 4 sin tridngulos, decide que no; (3) si la cuenta no decide, se buscan seis vértices de
grado > 3 repartidos en dos trios y nueve caminos entre trios sin vértices interiores comunes, y
se marcan con colores (o cinco de grado > 4 y diez caminos). Lo que se acaba exhibiendo es
una subdivisién de K33 0 de K5, y casi siempre es K3 3.

Ejemplo (casas y pozos a mano: un ciclo largo y tres cuerdas entrelazadas). El problema.
Cuando la cuenta de Euler no decide, hay que exhibir seis vértices principales y nueve
caminos, y buscarlos a ciegas entre todos los trios posibles no lleva a ninguna parte. El
hexdgono de las tres casas, al final de la secciéon 5.1, dice por donde empezar.

El patrén. Sea Z un ciclo de G. Una cuerda de Z es una arista de G queno estien Z y
tiene los dos extremos en Z. Si hay tres cuerdas dos a dos entrelazadas, sus seis extremos
aparecen alrededor de Z, nombréandolos bien, en el orden a1, az, a3, b1, ba, b3, con cuerdas a1 by,
axby y azbs. Entonces G contiene una subdivision de K3 3 con vértices principales {a1, a3, b }
y {a2,b1,b3}, que son los que ocupan los lugares impares y los pares de la lista. Los nueve
caminos son los seis tramos de Z entre extremos consecutivos, que unen siempre un lugar
impar con uno pat, y las tres cuerdas, que unen cada extremo con el opuesto. Es el hexagono
con sus tres diagonales, estirado: los demads vértices de Z hacen de vértices de paso, y las
demas cuerdas no se usan.

a
b3 ap
tres cuerdas dos a dos entrelazadas:
en negro, {ay,a3, by }; en blanco, {ay, by, b3};
en gris, vértices de paso sobre Z
by as
by

A mano, con los grafos del ejercicio 5.14. En el grafo A, ocho vértices en circunferencia
unidos a sus vecinos y a los que estdn a distancia 3, se toma Z = 01---7. Las cuerdas 03, 14 y
25 estdn dos a dos entrelazadas, y dan los principales {0,2,4} y {1,3,5}. En la escalera de
Mobius Mg del ejercicio 5.15, las cuatro diagonales 04, 15, 26, 37 se entrelazan dos a dos, y
tres cualesquiera bastan: 04, 15y 26 dan {0,2,5} y {1,4,6}.

Doénde se falla: el ciclo también se elige. En el grafo D, siete vértices en circunferen-
cia unidos a los que estdn a distancia 1 y 2, el ciclo exterior 01---6 tiene por cuerdas
02,13,24,35,46,50, 61. Solo se entrelazan las consecutivas, y no hay tres dos a dos entrelaza-
das. La conclusién no es que D sea planar, sino que ese ciclo no sirve. Con el ciclo 0246135,
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que avanza de dos en dos, las aristas 01, 23 y 45 son cuerdas dos a dos entrelazadas. Sus
extremos aparecen en el orden 0, 2,4, 1,3, 5 alrededor del ciclo, y dan los principales {0, 3,4}
y {1,2,5}, con el 6 como vértice de paso. La otra salida, cuando no se encuentra un buen
ciclo, es la paridad: si las incompatibilidades entre cuerdas de un ciclo hamiltoniano forman
un ciclo impar, como con K5 en la secciéon 5.1, no hay dibujo plano.

Qué se ha ganado. Un orden de bisqueda: primero un ciclo que pase por muchos vértices,
después sus cuerdas, después tres que se crucen dos a dos. Es el mismo razonamiento que
probé que K3 3 no es planar, leido al revés: alli se veia que tres cuerdas entrelazadas no caben;
aqui se usan para sefialar el K33 escondido.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: CARACTERIZAR CON UN ALGORITMO EN VEZ DE CON OBSTACULOS

La alternativa. En lugar de un teorema de obstaculos prohibidos, dar un procedimiento que
construya el dibujo plano o falle: es lo que hacen los algoritmos de planaridad (Hopcroft y
Tarjan, 1974, en tiempo lineal).

Su ventaja. Decide en un instante grafos con miles de vértices, que es lo que necesita el
disefiador de circuitos.

Qué le falta. Que un algoritmo que dice «no» no explica por qué, y el certificado de Kuratowski
si: seis vértices y nueve caminos que cualquiera comprueba a mano. Los dos enfoques se
complementan, y de hecho los algoritmos modernos devuelven, cuando fallan, el subgrafo de
Kuratowski como prueba. La idea de que una propiedad se caracterice por una lista finita de
obstdculos es una de las mas fértiles de la teoria de grafos: Robertson y Seymour probaron
(1983-2004) que vale para cualquier propiedad cerrada por contracciones y subgrafos, aunque
la lista casi nunca se conoce.

5.4.1 La demostracion del teorema de Kuratowski

Se sigue la demostracion de Thomassen (1981), que es breve y usa herramientas ya intro-
ducidas en este libro: conectividad, contracciones y la férmula de Euler. Se usan dos hechos
sobre grafos planos ya admitidos: que en un grafo plano 2-conexo toda cara tiene por borde
un ciclo, y que un dibujo plano se puede redibujar con cualquier cara como cara exterior
(por la esfera). Hay que probar: si G no contiene ningiin subgrafo de Kuratowski, entonces G es
planar. Se hace en tres pasos: se reduce al caso 3-conexo, se ve que las contracciones respetan
la hipétesis, y se hace induccién contrayendo una arista.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: ENCOGER HASTA K4 Y VOLVER A INFLAR

Lo que hay que probar es la mitad dificil: que no tener dentro ni K5 ni K3 3 basta para
poder dibujar el grafo sin cruces. Es incomodo porque la hipétesis es negativa, «no
aparece esto», y la conclusién pide construir un dibujo.

La salida de Thomassen es encoger el grafo hasta que dibujarlo sea trivial, y luego
volver atrds. Encoger es contraer una arista, fundiendo sus dos extremos en un vértice.
Para que la maniobra funcione hacen falta dos garantias, que son los dos lemas: que
en un grafo 3-conexo con al menos cinco vértices siempre existe una arista contraible
sin perder la 3-conexién, y que contraer no crea un subgrafo de Kuratowski donde no
lo habia (dicho al revés: si el encogido tiene uno, el original también). Con las dos, se
encoge y se encoge hasta llegar a un grafo 3-conexo de cuatro vértices, que solo puede
ser K4, y Ky se dibuja en una servilleta.
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El viaje de vuelta es donde esta el trabajo fino, y la imagen es esta: se tiene el dibujo
plano del grafo encogido, con el vértice fundido en algtn sitio, y hay que separarlo
otra vez en sus dos mitades repartiendo los vecinos sin que nada se cruce. Los vecinos
estdn todos alrededor, sobre el ciclo que bordea la cara donde vive, y la pregunta
es si los que irdn a un lado y los que irdn al otro se pueden separar en dos arcos
consecutivos de ese ciclo. Si se entrelazaran, el propio entrelazamiento dibujaria un
K33 o un Ks, que la hipétesis prohibe. Luego no se entrelazan, y el dibujo se completa.
El primer paso, el que reduce todo al caso 3-conexo, es de la misma familia: si hay un
separador de uno o dos vértices se corta por ahi, se dibujan los trozos por induccién y
se pegan por el corte.

Lema (Thomassen). Todo grafo 3-conexo G con al menos 5 vértices tiene una arista e tal que
G /e es 3-conexo.

El corazén en una frase: si ninguna arista se pudiera contraer, cada contraccién darfa un
separador de tres vértices en el grafo original, y eligiendo el que deja la componente mas
pequeia posible se puede fabricar otra atin mas pequefia. Es un descenso infinito, y por eso
la hipétesis es absurda.

A mano: la rueda W;. Sea Wy la rueda con centro h y aro 123 4: cinco vértices, 3-conexa. Si
se contrae un radio, por ejemplo &1, el vértice nuevo es adyacente a 2, 3 y 4, pero 2 y 4 no son
adyacentes entre si. Quedan con grado 2, y el grafo no es 3-conexo. Si se contrae una arista
del aro, por ejemplo 12, el vértice nuevo es adyacente a 1, 3 y 4, que también lo son entre si:
sale Ky, que es 3-conexo. El lema no dice que toda arista sirva, porque los radios no sirven;
dice que alguna sirve, y por eso se prueba por reduccién al absurdo. Y con cuatro vértices no
hay nada que hacer: contraer una arista de K4 deja K3, por eso el lema pide al menos cinco.

Paso 1: no poder contraer significa que toda arista viene con un tercer vértice que
separa. Por reduccion al absurdo: supéngase que para toda arista xy el grafo G/xy no
es 3-conexo. Como G/ xy tiene al menos 4 vértices, existe un conjunto S de a lo sumo 2
vértices que lo desconecta (no puede dejarlo trivial). S contiene al vértice contraido vy
sino, S desconectaria G con < 2 vértices. Y S no es solo {vy, }, porque entonces {x, y}
desconectaria G. Luego S = {vxy,z} y {x,y,2} desconecta G. Asi: para toda arista xy
existe z tal que G — {x,y,z} es disconexo.

Paso 2: se elige l1a componente mas pequeifia y se fabrica una menor (el nticleo de
la prueba). Todo el lema es este descenso. La 3-conexién se usa tres veces seguidas,
siempre para lo mismo: garantizar que un vértice tiene vecinos donde hace falta.
Entre todas las elecciones posibles de arista xy, vértice z y componente conexa C de
G —{x,y,z}, se toma una con C de menor niimero de vértices. Cada uno de x, y, z tiene
algun vecino en C: si z no lo tuviera, {x, y} separaria C del resto, contra la 3-conexién;
igual para x e y. Sea u un vecino de z en C. Aplicando la propiedad a la arista zu,
existe w tal que G — {z,u, w} es disconexo. Los vértices x e iy son adyacentes, luego si
ninguno es w estan en la misma componente de G — {z, u, w}; sea D una componente
de G — {z,u,w} que no contiene a x ni a y (existe: hay al menos dos componentes, y
x,y ocupan a lo sumo una). Por 3-conexién, u tiene un vecino en D; los vecinos de u
estdnen CU {x,y,z}, y ese vecino no es x, y ni z, luego estd en C: D N C # @. Como D
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es conexo y no toca a {x,y, z}, estd contenido en una sola componente de G — {x,y,z},
que tiene que ser C. Y u ¢ D. Por tanto D C C \ {u} tiene menos vértices que C, y la
terna (zu, w, D) contradice la eleccién de C como minima. [ |

Lema. Si G/e contiene un subgrafo de Kuratowski, entonces G también.

La idea, en una frase: al descontraer, el vértice fundido v se abre en dos, x e y, y hay que
repartirle sus aristas; en casi todos los repartos el subgrafo prohibido sobrevive tal cual o
ganando un vértice de paso, y el tinico reparto que lo destruiria —dos y dos en un vértice
de Ks— produce a cambio un Kj3.

Paso 1: si el vértice fundido no interviene, no hay nada que hacer. Sea ¢ = xy, v = v,
y K un subgrafo de Kuratowski de G/e. Siv ¢ K, todas las aristas de K son aristas de
Gy K C G.Siv € K, cada arista va de K proviene de una arista xa o ya de G (o de las
dos). Se distinguen casos segtin como se reparten las aristas de K en v entre x e y.

Si todas provienen de x (o todas de y), se sustituye v por x y K C G.

Si v es un vértice de paso de K (grado 2) con una arista de x y otra de y, se sustituye v
por el camino x y: sigue siendo una subdivisiéon del mismo grafo, con un vértice de
paso mas.

Si v es un vértice principal de K y todas sus aristas menos una provienen de x, se
toma x como vértice principal y se llega a la arista que provenia de y pasando por
y: el camino correspondiente gana el vértice de paso y, y se tiene un subgrafo de
Kuratowski del mismo tipo.

Paso 2: el tinico caso delicado, y el cambio de K5 por K33 (el nticleo de la prueba).
Queda el caso en que v es un vértice principal de grado 4 (tipo Ks) con dos aristas de
xy dos de y. Aqui el K5 no se puede reconstruir, y lo que salva el lema es que el tipo
de subgrafo prohibido puede cambiar: se pierde el K5 y se gana un K33. Sean 4,b, ¢, d
los otros cuatro vértices principales, con x unido en G por caminos aa,beyac,d,
ademads de la arista xy y de los seis caminos entre 4, b, ¢, d. Entonces G contiene una
subdivisién de K33 con casas x, ¢, d y pozos y, a, b: los caminos xy, xa, xb, cy, dy son
los de partida, y ca, cb, da, d b son cuatro de los seis caminos entre 4, b, ¢, d. Todos son
internamente disjuntos porque lo eran en K. n

en G/e: v principal de un K5 en G: K33 con{x,c,d} y{y,a,b};
sobran ab y cd (a trazos)

Las aristas del dibujo son caminos de K o de G; lo que cuenta es quién se une con quién. En
el K5 de la izquierda, v ve a los otros cuatro. Al abrirlo, x se queda cona,b ey conc,d, y
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ninguno de los dos ve a los cuatro. Pero x vea y,a,b; c veay,a,b; y d también: es un K33, y
los dos caminos ab y cd sobran.

Lema. Sea G un grafo 3-conexo sin subgrafos de Kuratowski. Entonces G es planar.

El corazén en una frase: se encoge hasta Ky, que se dibuja en una servilleta, y al volver a
inflar los vecinos de x y los de y no pueden entrelazarse alrededor del ciclo, porque un
entrelazamiento es un K33 o un Ks dibujado.

Paso 1: se encoge y se aplica la hipétesis de induccién. Por induccién sobre el niimero
de vértices. Con 4 vértices, G = Ky, planar. Sea G con n > 5 vértices. Por el lema de
Thomassen hay una arista e = xy con G/e 3-conexo; por el lema anterior G/e no tiene
subgrafos de Kuratowski; por hipétesis de induccién G/e es planar. Témese un dibujo
plano de G/e y sea v = v,. El grafo (G/e) —v = G — {x,y} es 2-conexo (quitar un
vértice a un 3-conexo), luego en su dibujo, que es el de G/e sin v, la cara en la que
estaba v tiene por borde un ciclo Z. Todos los vecinos de v estdn en Z, y los vecinos de
ven G/eson los vecinos de x y los de y en G, distintos de x, y.

Sean x1, ..., xx los vecinos de x en G distintos de y, en el orden ciclico en que aparecen
en Z (k > 2 porque 5(x) > 3). Dividen a Z en k tramos P;, de x; a x;.1, que solo
comparten extremos. Sea N, el conjunto de vecinos de y distintos de x; [N, | > 2.
Paso 2: si los vecinos de y caben en un solo tramo, el dibujo se completa. Si N, esta
contenido en un solo tramo P;, se dibuja G: se coloca x dentro de la cara de Z y se une
axi, ..., X por arcos que no se cruzan (posible porque los x; estdn en el borde de la
cara); esos arcos parten la cara en k regiones, una por tramo; se coloca y en la regién
del tramo P;, cuyo borde es P; mas los arcos x x; y x x;11, y se une a x y a todos sus
vecinos, que estdn en P;, sin cruces. Es un dibujo plano de G.

Paso 3: si no caben, el entrelazamiento dibuja el subgrafo prohibido (el nticleo de
la prueba). Si Ny no cabe en un solo tramo, G contiene un subgrafo de Kuratowski,
contra la hipétesis. En efecto, o bien (i) hay un vecino i’ de y en el interior de un tramo
P; y otro vecino y” fuera de P;, y entonces x;, 1/, x;+1,y" aparecen alternados en Z; o
bien (ii) todos los vecinos de y son extremos de tramos, es decir, vecinos comunes
de x e y: si hay al menos tres, uj, us, u3, entonces x, y, u1, up, u3 con la arista xy, las
aristas xuj, yu; y los tres arcos de Z entre u; consecutivos forman una subdivisién de
Ks; si son exactamente dos, y1, 12, y no son extremos de un mismo tramo, hay vecinos
Xa, Xp de x en el interior de cada uno de los dos arcos de Z entre y1 e y2, y Y1, Xa, Y2, Xp
aparecen alternados. En los casos alternados, con sy, t1, 52, t2 alternados en Z, sq, 57
vecinos de x y t1,t> vecinos de y, los vértices x,t1,t y y,51,52 con la arista xy, las
aristas xsi, xsp, yt1, yt2 y los cuatro arcos de Z entre vértices consecutivos de la lista
forman una subdivisién de K3 3. |
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X1 U
N ’qt’
us Uz
$2
los vecinos de y (blancos) s1, 11,52, tp alternados: tres vecinos comunes:
caben en el tramo K33 con {x,t,t} Ks con x,y, uy, up, us
de x1 a x, y {y,s1,52}

A la izquierda, el caso bueno del paso 2: y se coloca en la regién del tramo que contiene a
todos sus vecinos, y nada se cruza. En el centro y a la derecha, los dos malos del paso 3. Con
x,y dentro de la cara y todos los demads vértices en el borde Z, una arista, la de trazos, tiene
que cortar a otra. Los arcos de Z entre los puntos marcados completan los nueve caminos de
K33 0 los diez de K.

La idea, en una frase: se toma el contraejemplo con menos aristas y se demuestra que tiene
que ser 3-conexo —porque si tuviera un separador de uno o dos vértices se cortaria por ahi,
cada trozo seria planar por minimalidad y los dibujos se pegarian por el corte—; y de los
3-conexos ya se ha ocupado el lema anterior.

Demostracion del teorema de Kuratowski.

Paso 1: se elige un contraejemplo con el menor nimero de aristas. Falta ver que
un grafo sin subgrafos de Kuratowski es planar sin suponer 3-conexién. Si no fuera
asi, témese un contraejemplo G con el menor niimero de aristas y, entre ellos, con el
menor namero de vértices: no planar, sin subgrafos de Kuratowski, y con cualquier
grafo con menos aristas cumpliendo el teorema. Se prueba que G es 3-conexo, y el
lema anterior da la contradiccién.

G no tiene vértices aislados: suprimirlos no cambia la planaridad ni crea un subgrafo
de Kuratowski y reduciria el nimero de vértices. Con a lo sumo 4 vértices todo grafo
es planar, luego G tiene al menos 5.

Paso 2: el contraejemplo minimo no puede tener un punto de corte. Si G fuera unién
de dos subgrafos Gi, G, con a lo sumo un vértice en comun y cada uno con alguna
arista, cada G; tendria menos aristas y ningtn subgrafo de Kuratowski (son subgrafos
de G), luego seria planar por minimalidad; y dos dibujos planos se pegan por un
vértice (o se yuxtaponen) colocando el segundo, reducido, dentro de una cara del
primero que toque al vértice comun. G serfa planar: contradiccion.

Paso 3: tampoco un separador de dos vértices, y aqui hay que afiadir la arista uv
a cada mitad (el nicleo de la prueba). El truco que hace funcionar el corte es cerrar
cada mitad con la arista uv: sin ella, los dibujos de los dos trozos no se podrian pegar
respetando por donde entra y sale la comunicacion. Supéngase que {u, v} desconecta
G:G = G UGy con V(G1) NV(Gy) = {u,v} y cada G; con algun vértice fuera de
{u,v}. Sea G! = G; + uv (si uv ya es arista, G/ = G;). Cada G/ tiene menos aristas que
G: G3_; aporta al menos dos aristas que no estan en G/ (un vértice suyo fuera de {u,v}
tiene grado > 2), y G anade a lo sumo una. Y G/ no tiene subgrafos de Kuratowski:
si K C Glf lo fuera y usara la arista uv, se sustituye uv por un camino de u a v con
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interior en G3_;, que existe porque G es 2-conexo (el interior de G3_; estd unidoa u y
a v); el resultado es un subgrafo de Kuratowski de G. Por minimalidad, G{ y Gé son
planares. Se dibuja cada uno con la arista uv en el borde de la cara exterior (siempre se
puede, eligiendo como exterior una cara que contenga a uv), y se pegan los dos dibujos
identificando la arista uv, uno a cada lado de ella. Es un dibujo plano de G{ U Gé 2 G:

contradiccion.
Luego G es 3-conexo, sin subgrafos de Kuratowski y con al menos 5 vértices, y por el
lema anterior es planar. No hay contraejemplo. |

LA IDEA: QUE HACE CADA PIEZA

La induccién quiere afiadir un vértice a un dibujo plano, y el modo mds limpio de
afiadir es deshacer una contraccién: x e y nacen del mismo punto v y hay que separarlos
dentro de la cara en que vivia v. Eso sale bien si los vecinos de y «caben» entre dos
vecinos consecutivos de x, y si no caben es porque estdn entrelazados alrededor del
ciclo, que es exactamente la forma de K33 (cuatro puntos alternados en un ciclo, mds
dos centros) o de K5 (tres puntos en un ciclo més dos centros unidos entre si). El
lema de Thomassen garantiza que siempre hay una contraccién que no estropea la
3-conexidn, y la 3-conexién es lo que hace que las caras sean ciclos y el argumento
funcione.

Ejercicios: subdivisiones, cruces y grafos dibujados

Ejercicio 5.10. Subdivisiones y la diferencia |V| — |A| R5.4

Probar que si G’ se obtiene de G por subdivisiones, entonces |V(G)| — |A(G)| = |V(G')| —
|A(G")]. ¢Es cierto el reciproco?

Resolucién. Basta verlo para una subdivisién elemental, que afiade un vértice y una arista
(quita una y pone dos): la diferencia no cambia, y una subdivisién es una sucesion finita
de elementales. El reciproco es falso: Cs (5 vértices y 5 aristas) y el grafo formado por dos
tridangulos disjuntos (6 y 6) tienen ambos |V| — |A| = 0 y ninguno es subdivisién del otro
(uno es conexo y el otro no; y Cs es subdivisién solo de ciclos mds cortos). n

Ejercicio 5.11. Pocas aristas de mds R5.5

Sea G conexo. Probar que si |A(G)| — |V(G)| < 2, entonces G es planar.

Resolucién. La idea. Un subgrafo de Kuratowski tiene al menos tres aristas de mds sobre sus
vértices, y ese exceso no baja al completarlo hasta el grafo entero, si este es conexo.

Por Kuratowski, si G no fuera planar contendria un subgrafo de Kuratowski K. Por
el gjercicio anterior, |A(K)| — |V(K)| vale lo mismo que para K5 (10 —5 = 5) o para K33
(9 — 6 = 3): al menos 3. Y al pasar de K a G la diferencia no baja: como G es conexo, cada
uno de los |V(G)| — |V(K)| vértices que no estdn en K se puede unir a K por un camino,
y eligiendo para cada uno la primera arista de un camino més corto hasta K se obtienen

214



5.4. Caracterizacion de grafos planares

|V(G)| — |V(K)| aristas distintas fuera de A(K) (el argumento de la proposicién de los arboles
de la seccién 2.8). Luego |A(G)| > |A(K)| + |V(G)| — |V(K)|, es decir, |A(G)| — |[V(G)| >
|A(K)| — |V (K)| > 3 > 2. Contradiccién. [

Dénde se falla. Sin la conexién el enunciado es falso: K33 con un vértice aislado tiene
9 —7 =2 yno es planar. La conexién es lo que da una arista nueva por cada vértice que se
anade a K.

Ejercicio 5.12. El niimero de cruce R5.6 Y 5.7

El nimero de cruce v(G) es el minimo ntmero de cruces de aristas en un dibujo de G en el
plano. (a) Probar que G es planar si y solo si v(G) = 0. (b) ¢Es cierto que un grafo no planar
tiene v(G) = 1 siy solo si existe una arista a con G — a planar? (c) Probar que si G’ es una
subdivisién de G entonces v(G’) = v(G). ¢Es cierto el reciproco?

Resolucién. (a) Es la definiciéon: un dibujo sin cruces es un grafo plano.

(b) Si v(G) = 1, en un dibujo con un solo cruce se quita una de las dos aristas que se
cruzan, y queda un dibujo sin cruces de G — a: planar. El reciproco es falso. Sea I el grafo
del icosaedro (12 vértices, 30 aristas, planar) y sean x,y dos vértices opuestos, que no son
adyacentes y no tienen ningtin vecino comun. Sea G = I + xy. Entonces G — xy = I es planar,
y sin embargo v(G) > 2. En efecto, supéngase un dibujo de G con un solo cruce. Si el cruce
es entre xy y una arista e de I, entonces I estd dibujado sin cruces; como 30 = 3 - 12 — 6, todas
sus caras son tridngulos (planar maximal), y las dos caras que xy atraviesa, a uno y otro lado
de e = ab, son tridngulos x ab e ya b: a y b serfan vecinos comunes de x e y, que no existen. Si
el cruce es entre dos aristas e, f de I, entonces (I — e) + xy estd dibujado sin cruces, tiene 12
vértices y 30 aristas, luego es planar maximal y sus caras son tridngulos; las dos caras que
tienen a xy en el borde son tridngulos xyc y xyd, y ¢,d serian vecinos comunes de x e y.
Contradiccién en ambos casos. Asi que un grafo puede necesitar varios cruces y tener una
sola arista responsable de todos.

(c) Los vértices de grado 2 no influyen en los cruces: un dibujo de G con v(G) cruces da
uno de G’ marcando puntos en las aristas, y al revés borrandolos. El reciproco es falso: K5 y
K33 tienen ambos v = 1y ninguno es subdivisién del otro. u

Ejercicio 5.13. El grafo de Petersen R5.9

Encontrar el niimero de cruce del grafo de Petersen. ;Y su género?

Resolucién. v > 2: si hubiera un dibujo con un solo cruce, quitando una de las dos aristas
que se cruzan quedaria un dibujo plano de Petersen menos una arista. Pero Petersen menos
cualquier arista no es planar: la subdivisién de K3 3 del ejemplo no usa las aristas 49, 79 ni 96,
por tanto, al quitar 49 o 79 sigue habiendo un subgrafo de Kuratowski. Los giros llevan 49 a
cualquier radio y 79 a cualquier arista interior. Ademads, el automorfismo i — 5+ (2 méd 5),
5+ i+ 2i méd 5, intercambia las aristas exteriores e interiores. Esto cubre todas las aristas:
Petersen menos cualquiera de ellas sigue siendo no planar.

v < 2:se dibuja el 9-ciclo 0168327940 como un poligono, el vértice 5 dentro unido a 0, 7
y 8, la arista 69 dentro y las aristas 12 y 34 fuera. Los tinicos cruces son 12 con 34 fuera, y 69
con 50 dentro: dos. Luego v = 2.
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Petersen con dos cruces

El género es 1: no es planar, y admite una inmersion en el toro; el género se define en la
seccion 6.1, donde se da la inmersion. n

Ejercicio 5.14. Los cuatro grafos de la relacion R5.10

Estudiar si son o no planares los grafos A, B, Cy D de la figura.

¢
N

Resolucién. La idea. Con cada grafo, el orden de la caja de conexién: primero la cuenta; si no
decide, un ciclo largo y tres cuerdas dos a dos entrelazadas (el ejemplo de casas y pozos a
mano); y los nueve caminos marcados.

A. Ocho vértices 0, ..., 7 en circunferencia, unidos cada uno con sus dos vecinos y con
los dos que estdn a distancia 3: 4-regular, 16 aristas. Los vértices pares son adyacentes
exactamente a los impares (las distancias 1 y 3 son impares), luego A ~ Ky4, y contiene
K33 tal cual: casas 0,2,4 y pozos 1,3,5, con las nueve aristas 01, 03, 05,21, 23,25,41, 43,45
presentes. No planar. (La cota también lo decide: bipartito con 16 > 2 -8 — 4.)

B. Diez vértices y 14 aristas: el rectdingulo con su punto medio en cada lado, las dos diago-
nales, la mediana horizontal y la vertical, y una cola de dos vértices colgando de la esquina
inferior izquierda. Casas: esquina superior izquierda, esquina superior derecha y punto
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medio de abajo; pozos: punto medio de arriba, esquina inferior izquierda y esquina inferior
derecha. Siete de los nueve caminos son aristas (los dos lados de arriba, las dos diagonales,
los dos lados de abajo y la mediana vertical) y los otros dos pasan por los puntos medios de
los lados verticales (izquierda: esquina superior izquierda, medio izquierdo, esquina inferior
izquierda; derecha, igual). Subdivisién de K3 3: no planar. La cola no interviene.

C. Seis vértices y 11 aristas. Casas: el vértice interior alto y las dos esquinas de abajo; pozos:
el vértice superior y los dos interiores bajos. Las nueve aristas cruzadas existen todas (el
interior alto es adyacente al superior y a los dos interiores bajos; cada esquina es adyacente al
superior y a los dos interiores bajos): K3 3 como subgrafo, més las aristas sobrantes entre los
dos interiores bajos y entre las dos esquinas. No planar.

D. Siete vértices 0, . . ., 6 en circunferencia, cada uno unido a sus dos vecinos y a los dos
que estan a distancia 2: 4-regular, 14 aristas. La cota no decide (14 < 15). Casas 0, 3, 4 y pozos
1, 2, 5: ocho de los nueve caminos son aristas (01, 02, 05, 31, 32, 35, 42, 45; recuérdese que 5
estd a distancia 2 de 0, y 1 y 5 a distancia 2 de 3), y el que falta, de4 a1, es 461 por el vértice
6. Subdivisién de K3 3: no planar.

Otra via (el criterio del ciclo hamiltoniano). El ciclo exterior 012345 6 es hamiltoniano, y
las siete cuerdas son 02, 13, 24, 35, 46, 50, 61. En un dibujo plano cada cuerda va por dentro o
por fuera del ciclo, y dos cuerdas que se entrelazan (una tiene exactamente un extremo entre
los extremos de la otra) no pueden ir del mismo lado. Aqui se entrelazan 02 con 13, 13 con
24,24 con 35, 35 con 46, 46 con 50, 50 con 61 y 61 con 02: las prohibiciones forman un ciclo
de longitud 7, impar, y no hay manera de repartir las cuerdas en dos grupos. No hay dibujo
plano.

La pregunta final: ;hace falta buscar K5? Una subdivision de K5 necesita cinco vértices de
grado > 4. En B solo hay uno (la esquina inferior izquierda) y en C hay cuatro: en esos dos
se descarta K5 de antemano y solo cabe K33. En A y D todos los vértices tienen grado 4 y
hay que contar de otra manera. Si cinco vértices fuesen los principales de una subdivisién de
Ks, cada pareja no adyacente entre ellos gastaria un camino con vértices interiores, y esos
interiores han de ser distintos para caminos distintos. En A ~ K4 4, cinco vértices se reparten
4 +1 0 3 + 2 entre los dos lados, luego hay al menos cuatro parejas no adyacentes, y solo
sobran tres vértices. En D, dos vértices son no adyacentes justo cuando distan 3, y esas parejas
forman el ciclo 0362514; al quitarle dos vértices a un ciclo de longitud 7 sobreviven al
menos tres aristas, luego hay al menos tres parejas no adyacentes y solo sobran dos vértices.
Ni A ni D contienen subdivisién de Ks: en los cuatro grafos la culpable es K3 3. n

Dénde se falla. En dar un grafo por no planar porque el dibujo del enunciado tiene cruces:
es uno de infinitos dibujos. En los caminos: dos caminos no pueden compartir un vértice
de paso, y un vértice principal no puede ser de paso de otro camino. Y en buscar K5 entre
vértices de grado 3, cuando sus cinco principales necesitan grado al menos 4.

Ejercicio 5.15. Cuatro grafos mds CONTROL 3.1

Decidir si son planares: (a) el cubo Qsz; (b) el prisma triangular; (c) la escalera de Mobius
Mg (el ciclo01 - - -7 con las diagonales i (i + 4)); (d) el grafo de 12 vértices de noviembre de
2011.

Resolucién. (a) Si: el dibujo de la seccién 4.5 (un cuadrado dentro de otro) no tiene cruces.
Tiene 6 caras, y 8 — 12 + 6 = 2. (b) Si: un tridngulo dentro de otro con los tres vértices unidos;

217



Planaridad

5 caras. (d) Si: el dibujo de la seccién 2.7 no tiene cruces, y tiene 2 — 12 4+ 20 = 10 caras.

(c) No. La cota no decide: 12 < 3-8 — 6 y, como Mg no tiene tridngulos, también 12 <
2 -8 —4, con igualdad. Se busca K33 con el patrén de las tres cuerdas: las diagonales 04, 15
y 26 son cuerdas del ciclo 01 - - -7 dos a dos entrelazadas, y dan casas 0,2,5 y pozos 1,4, 6.
Siete de los nueve caminos son aristas: 01, 04, 21, 26, 54, 56 y 51 (la diagonal 15). Los dos que
faltan: 234 y 07 6, con vértices de paso 3 y 7, distintos. Es una subdivisién de K33 y Mg no es

planar. Con cualquier otro grafo de partida el método es el mismo: tres y tres, nueve caminos,
colores.

Mg: en rojo la subdivisién de K3 3 (principales 0,2,5y 1,4, 6; de paso 3,7)

|
Dénde se falla. En (c), en detenerse tras la cuenta: que 12 < 18 no dice que M; sea planar,

solo que la cuenta no lo impide. Y en creer que la cota 2V — 4 no se aplica porque hay ciclos

impares: lo que exige es que no haya tridngulos. En (a), (b) y (d) basta ensefiar el dibujo sin
cruces; no hace falta ninguna cuenta.
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REPASO INTERCALADO: CAPITULO 5

1. Planar (existe dibujo sin cruces) frente a plano (un dibujo concreto). Arboles, ciclos,
poliedros convexos: planares. Planar <> inmersién en la esfera.

2. Caras, borde y grado de una cara; 2A = Y grado(R). Euler: V — A + C = 2 (conexo),
k + 1 con k componentes. El niimero de caras no depende del dibujo.

3. Para grafos simples planares con V > 3: A < 3V — 6; sin tridngulos A < 2V —
4; maximal < igualdad en la primera cota, y maximal = 2-conexo con caras
triangulares. K5 y K33 no planares; K, planar sii n < 4; K, , sii min < 2.

4. Caras de grado fijo: 2A = rV = sC con Euler; sir,s > 3, solo las cinco parejas de
los sélidos platénicos. Planar = x < 5; 5-conexo planar = V > 12; regular planar
= r < 5. Para G simple, conexo y no trivial: G + v planar = g < 2p — 3; G + K
planar < G es un camino.

5. Kuratowski: planar < sin subdivision de Ks ni de K33. Wagner: sin subgrafo
contractible a ellos. Petersen: no planar, v = 2, género 1. Las cotas son necesarias,
no suficientes.
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CAPITULO 6

Coloracion

ANTES DE LEER

Tres preguntas antes de empezar.

1. Un mapa cualquiera se colorea de modo que dos paises vecinos no lleven el mismo
color. ;Cuéntos colores hacen falta como mucho? ;Y si el mapa esta dibujado sobre
un flotador?

2. Seis comités con miembros en comun tienen que reunirse. ;Cudntas franjas horarias
necesitan como minimo, y qué tiene eso que ver con colorear?

3. Ocho jugadores de ajedrez juegan una partida al dia. ;Pueden jugar todos contra
todos en una semana sin repetir pareja?

Las respuestas estan en las secciones 6.2 y 6.3. Este capitulo usa la férmula de Euler y

sus cotas (5.3), los bipartitos (2.9) y la suma de grafos.

El capitulo tiene tres bloques, que son sus tres secciones: unas consideraciones previas
sobre superficies, la coloracién de vértices y la coloracién de aristas.

6.1 Consideraciones previas sobre algunas superficies en R?

LA PREGUNTA

El ingeniero de la placa de circuito del capitulo anterior tiene un recurso cuando el
dibujo plano es imposible: afiadir un puente, un tramo de pista que salta por encima de
otra. Cada puente es, en términos geométricos, un asa pegada a la placa. La pregunta
natural es cuantas asas necesita una red dada, y si con asas suficientes cualquier red
cabe. La respuesta es que si, y el nimero minimo de asas es una medida de lo lejos
que estd la red de ser plana.

Un subconjunto S C R? es una superficie si alrededor de cada punto, y suficientemente
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cerca de él, se parece a un disco del plano, quizé curvado (como un parche pegado a un balén).
Interesan aqui las superficies compactas, conexas, sin borde y orientables: la esfera, el toro
(un flotador), el doble toro, el triple toro, y asi sucesivamente. Se obtienen todas afiadiendo a
la esfera un ntimero finito de asas: se abren dos agujeros y se pega un tubo por sus dos bocas.
El género de la superficie es el ntimero de asas: 0 la esfera, 1 el toro, 2 el doble toro.

Proposicién. Todo grafo finito admite una inmersién en alguna de estas superficies.

Se dibuja el grafo en la esfera de cualquier manera, con los cruces que hagan falta. En
cada cruce de dos aristas se abre un asa: una de las aristas se desvia por la superficie
del tubo y la otra permanece en la esfera, y el cruce desaparece. Con un asa por cruce,
el grafo queda dibujado sin cruces en la esfera con tantas asas como cruces. |

AN
AN

Un asa elimina un cruce: una arista pasa por el tubo y la otra sigue por la esfera.

Definicién (género de un grafo). El género de un grafo G es el género de la primera superficie
de la lista (esfera, toro, doble toro, ...) en la que admite una inmersioén. Un grafo es planar si
y solo si tiene género 0.

El nimero de cruce y el género miden cosas distintas: la construccién anterior da género
< v(G), pero un asa bien puesta puede resolver varios cruces a la vez. Ks y K33 tienen

numero de cruce 1y género 1; el grafo de Petersen tiene ntiimero de cruce 2 y género 1.

Ejemplo (siete hexdgonos en el toro: Ky, y con él K5 y Ks, tienen género 1). El toro se
representa como un rectdngulo con los lados opuestos identificados. Se cubre con siete
hexdgonos en fila, numerados 0, ..., 6, pegando el extremo derecho con el izquierdo y el
borde superior con el inferior desplazado: 1a fila de arriba es la misma fila corrida de modo
que sobre la juntura de los hexdgonos a y a + 1 cae el hexdgono a 4 3 (médulo 7), y bajo ella
el a 4 5. En la figura, los hexdgonos grises son los mismos siete vistos desde el otro lado de la
identificacion.

la fila blanca es el mapa; las grises, sus copias por las identificaciones del toro
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El hexdgono a tocaaa —1ya+ 1 por los lados verticales,aa +3ya+2 por arribayaa+4y
a + 5 por abajo: a los otros seis. Es un mapa de siete regiones en el toro en el que cada regién
es vecina de todas las demas, luego necesita siete colores (ejercicio 6.7). Y su grafo dual (un
vértice por hexdgono, una arista por cada pareja vecina) es Ky dibujado sin cruces en el toro.
Como K5 C K¢ C Ky, los tres tienen género 1: no son planares y caben en el toro.

Comprobacién con un hexdgono concreto. El hexdgono 0 tiene a sus lados el 6 y el 1; en la
fila gris de arriba, sobre sus dos junturas, el 2 (juntura 6-0, pues 6 + 3 = 2) y el 3 (juntura
0-1); en la de abajo, el 4 y el 5. Son los seis restantes, y por la simetria a — a 4 1 de la figura
lo mismo vale para cualquier otro.

Qué se ha ganado. En el plano, K7 no cabe ni de lejos: tiene 21 aristas y el techo de Euler
para siete vértices es 3 -7 — 6 = 15. Un asa bien puesta da sitio para esas seis aristas de mas,
y el mapa lo hace visible: los siete paises se tocan dos a dos, cosa que en el plano solo pueden
hacer cuatro. Por eso en el toro no bastan cuatro colores.

DE DONDE VIENE: HEAWOOD Y EL TORO

Heawood, el mismo que en 1890 encontr¢ el fallo en la demostracién de Kempe de los cuatro
colores, calcul6 ese afio cudntos colores hacen falta para los mapas sobre una superficie de
géneron > 1: | (7+ /481 + 1) /2|, que para el toro da 7. Prob6 que bastan, y el mapa de arriba
prueba que hacen falta. Que la cota se alcanza en todas las superficies orientables tardé hasta
1968 (Ringel y Youngs). La paradoja histérica es que el problema en el toro, que parece mas
dificil, se resolvié ochenta y seis afios antes que el del plano.

Ejemplo (Petersen en el toro: un asa basta para dos aristas). En el dibujo del ejercicio R5.9,
quitemos las aristas 12 y 69. Quedan el ciclo 0168327940, las tres aristas de 5a 0,7, 8 por
dentro, y 34 por fuera: un dibujo sin cruces. La cara de borde 016850 contiene a 1y 6; la de
borde 327943 contienea 2 y 9.

Se abre una bocaen A y otraen B, y
se unen con un tubo.

Por su superficie se completan 12
(rojo) y 69 (azul), sin cruzarlas.

Las dos bocas estan dentro de caras distintas y no cortan el grafo. Dentro de cada cara, los
dos extremos se acercan a su boca sin cruzarse, como indica la figura; sobre el tubo se unen
los extremos correspondientes por dos recorridos disjuntos. Asi se restituyen 12 y 69 usando
la misma asa. La esfera con esa asa es un toro: el género de Petersen es a lo sumo 1, y es
exactamente 1 porque ya sabemos que no es planar.
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6.2 Coloracion de vértices

LA PREGUNTA

En 1852 Francis Guthrie, coloreando un mapa de los condados de Inglaterra, observé
que con cuatro colores le bastaba y se pregunt6 si bastarian siempre. Su hermano se lo
cont6 a De Morgan, De Morgan a Hamilton, y la pregunta pasé de los cartégrafos, a
los que nunca les habia importado, a los matematicos, que tardaron ciento veinticuatro
afnos en responderla. Por el camino la pregunta cambié de forma: dejé de ser sobre
mapas y paso a ser sobre grafos, y en esa forma sirve para repartir horarios, frecuencias
de radio o registros de un procesador. ;Cudntos colores hacen falta para colorear un
grafo de modo que dos vértices adyacentes no lleven el mismo, y qué tiene el plano
que hace que la respuesta sea cuatro?

Un mapa es aqui una divisién del plano en un niimero finito de regiones conexas, con
fronteras formadas por arcos; colorearlo es dar colores distintos a regiones que comparten un
tramo de frontera (no solo puntos aislados). A cada mapa se le asocia un grafo: un vértice
por regién y una arista entre regiones que comparten frontera. Colorear el mapa es colorear
los vértices de ese grafo, que es planar (se dibuja poniendo cada vértice dentro de su regién y
cada arista cruzando la frontera comtn). Desde ahora los colores son ntimeros.

Ejemplo (un mapa que necesita cuatro colores). Una isla dividida en cuatro paises: A en
el centro y B, C, D formando un anillo alrededor (el mar no se colorea). Cada dos paises
comparten un tramo de frontera: A con los tres del anillo, y los del anillo entre si, porque el
anillo esta partido en tres. El grafo del mapa es Ky, y cuatro paises vecinos dos a dos necesitan
cuatro colores.

oS
)

N .

el mapa su grafo: Ky, dibujado sin cruces

Lo que este mapa demuestra es que la respuesta a la pregunta de Guthrie no puede ser tres:
cuatro es lo minimo que puede valer para fodos los mapas planos. Lo dificil, lo que cost6
maés de un siglo, es que cuatro basten siempre. Y la regla de la frontera comtin importa: en
una tarta cortada en cuatro porciones, las opuestas solo se tocan en el centro, no son vecinas,
y dos colores alternados bastan; cortada en tres, las tres porciones son vecinas dos a dos y
hacen falta tres.

Definicién (coloraciéon por vértices). Sea G un grafo simple con al menos un vértice. Una
n-coloracién por vértices de G es una aplicacion ¢ : V(G) — {1,...,n} tal que c(u) # c(v)
para toda arista uv. G es n-coloreable si admite una. El nimero cromdtico x(G) es el menor
n > 1 tal que G es n-coloreable, y una coloracién con x(G) colores se llama 6ptima.

Para el grafo sin vértices se adopta la extension x (&) = 0: no hay nada que colorear.
Una n-coloracién no tiene por qué usar los n colores; una 6ptima si los usa todos (si le
sobrara uno, habria una coloracién con menos). Y si G es n-coloreable, es m-coloreable para
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todo m > n. La clase cromética del color i es c‘l(i), el conjunto de vértices de ese color;
dentro de una clase no hay aristas.

Lema (permutar colores en una componente R6.1). Sea c una n-coloraciéon de G, H el subgrafo
inducido por los vértices de colores 1,...,k (k < n), H una componente conexa de Hy ¢
una permutacién de {1, ...,k}. La aplicacion ¢’ que vale ¢(c(v)) en V(H') y c(v) fuera sigue
siendo una n-coloracién.

La idea. Repintar es peligroso porque puede crear un conflicto en la frontera de la zona
repintada. Este lema dice que si la zona es una componente conexa del subgrafo de esos colores,
no hay frontera peligrosa que valga. El corazén en una frase: una componente conexa no
tiene vecinos de sus propios colores fuera de ella, porque si los tuviera, esos vecinos estarian
dentro —para eso es una componente—. Dentro se repinta con una permutacién, que no
funde colores porque es inyectiva; fuera no se toca nada; y en la frontera los colores son
distintos por construccién. Las tres comprobaciones que siguen son exactamente esos tres
sitios: dentro, fuera y el borde.

Sea uv una arista, y sepdrense los tres casos segtin dénde caiga.

Caso 1: los dos fuera de H'. ¢’ = ¢ en ambos y difieren.

Caso 2: los dos dentro de H'. ¢/(u) = {(c(u)) # &(c(v)) = ¢/(v) porque ¢ es inyectiva:
permutar no funde dos colores en uno.

Caso 3: uno dentro y otro fuera, que es el borde y el nicleo de la prueba.Siu € V(H')
yv ¢ V(H'): obien c(v) > k, y entonces ¢'(v) = c(v) > k > ¢(u); obienc(v) <k, y
entonces v € V(H) es adyacente a u € H', luego v € H' por ser H una componente,
contradiccion. Es aqui, y solo aqui, donde se usa que H' sea una componente entera y
no un trozo cualquiera de H: con un subconjunto arbitrario, el segundo caso no seria
contradictorio y el lema seria falso. n

El caso que se usa es k = 2: en una componente del subgrafo de dos colores i, j se pueden
intercambiar i y j sin estropear nada. Esas componentes se llaman cadenas de Kempe, y son
la herramienta de la demostracién de los cinco colores.

Ejemplo (una cadena de Kempe, a mano). Un vértice v sin colorear tiene cinco vecinos
ui,...,us, enciclo alrededor de él y con los colores 1, ..., 5; un vértice més, x, de color 1, es
vecino de u3 y de u4. Con cinco colores, v no tiene sitio. Se miran solo los vértices de colores 1
y 3 (sombreados en la figura): son u1, u3 y x, y la tinica arista entre ellos es u3x. El subgrafo
de esos dos colores tiene, por tanto, dos componentes, {11}y {u3, x}. Se voltea la segunda:
uz pasa al 1y x al 3. Todo sigue bien: u3 tiene fuera de la cadena vecinos de colores 2 y 4, y x
tiene a 14, de color 4. Ahora u; y uz llevan el 1, el 3 ha quedado libre, y v 1o toma.
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antes: v ve los cinco colores después de voltear {u3, x}: v recibe el 3

Dénde se falla. En voltear un vértice suelto en lugar de la componente entera. Si se cambia
solo u3 al 1, choca con x, que ya tenia el 1; el lema lo impide exigiendo que se voltee una
componente conexa completa. Y la maniobra funciona porque u; y u3 estin en componentes
distintas. Si una cadena 1, 3,1, ... los uniera, voltearla arrastraria también a u; y el 3 seguiria
ocupado. Qué pasa entonces es la pregunta que resuelve la planaridad en el teorema de los
cinco colores.

Ejemplo.(a) x(K,) = p: los p vértices son adyacentes dos a dos y necesitan colores distintos.

(b) Si G es bipartito con alguna arista, x(G) = 2: color 1 a un lado, 2 al otro; y hace falta el 2
por la arista. En particular x(T) = 2 para todo drbol no trivial y x(Ky,») = 2sim,n > 1.

(©) x(Cx) =2y x(Cory1) = 3: alternando dos colores alrededor del ciclo se cierra bien si la
longitud es par, y si es impar el tltimo vértice choca con el primero y hace falta un tercero,
que basta.

(d) Si H C G, x(H) < x(G): la restriccién de una coloraciéon de G es una coloracién de H. Es
la desigualdad que da cotas inferiores: un tridngulo dentro fuerza x > 3, un Ky fuerza
X > 4, un ciclo impar fuerza x > 3.

(e) Un grafo con alguna arista tiene x > 2; uno sin aristas, xy = 1. Y siempre x(G) < |V(G)].

Proposicién. Sea A(G) = méx{d(v) : v € V(G)}. Entonces x(G) < A(G) + 1.

La idea. El corazén en una frase: con A + 1 colores en la mano, ningtin vértice puede
quedarse sin color, porque tiene a lo sumo A vecinos y los vecinos no pueden bloquear
mas de A colores. Sobra siempre uno, sea cual sea el orden y sea cual sea lo que se haya hecho
antes: por eso basta ir coloreando de uno en uno, sin ninguna estrategia. Ese margen de un
color es toda la demostracion, y explica de paso por qué la cota es mala en grafos irregulares
—un solo vértice de grado alto la sube para todos— y por qué Brooks, que viene después,
puede rebajarla a A salvo en dos familias.

Primera via, por induccién sobre el ntiimero de vértices (el nticleo de la prueba esta
en el recuento de colores bloqueados). Sea p = |[V(G)|.Sip=1,x =1=A+1.
Sea p > 2 y supdngase la desigualdad para grafos con menos vértices. Sea v un
vértice y H = G — v, con una (A(H) + 1)-coloracién c. Si A(H) = A(G), los vecinos
de v son a lo sumo A(G) y usan a lo sumo A(G) colores de los A(G) + 1 disponibles:
queda uno libre para v. Si A(H) < A(G), se da a v un color nuevo, y se han usado
A(H)+2 < A(G) + 1 colores.

Segunda via, sin induccién: el algoritmo voraz. Se ordenan los vértices vy, ...,v, y se
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colorea cada uno con el menor color que no tenga ninguno de sus vecinos ya coloreados.
Como tiene a lo sumo A vecinos, siempre hay un color libre entre 1,...,A 4 1. Esta via
explicita el procedimiento que también permite la induccién: construir la coloracion
en una pasada y sin retroceder nunca. |

Ejemplo (el voraz en un camino: el orden importa). El camino Py con vértices a,b, ¢, d en fila
es bipartito, asi que x = 2, y tiene A = 2. Con el orden a,b,c,d el vorazda 1,2,1,2. Con el
orden a,d, b, c pasa esto: a y d reciben el 1, porque todavia no tienen vecinos coloreados; b ve
aaconellyrecibeel2;cveabconel2yadconell,y tiene que estrenar el 3.

orden a, b, c,d: dos colores orden a,d, b, c: tres colores
O—@—0——~0O® O—@—06—0
a b c d a b c d

Tres colores en un grafo que se colorea con dos: el voraz ha llegado justo a sucota A 41y se
ha quedado ahi. Lo que ha fallado es que a y d se colorearon antes de saber que entre ellos hay
un camino de longitud impar que les obliga a llevar colores distintos. En un bipartito conexo
el remedio es colorear por capas, desde un vértice y en orden de distancia (0,1, 2,...): cada
vértice solo ve coloreados vecinos de la capa anterior, que llevan todos el mismo color, y salen
los dos colores. Elegir bien el orden es también la idea de Brooks, que viene a continuacion.

Teorema (Brooks, 1941; sin demostracién). Si G es conexo y no es un grafo completo ni un
ciclo de longitud impar, entonces x(G) < A(G).

Los completos y los ciclos impares alcanzan A + 1 (ejemplos (a) y (c)), y Brooks dice que
son los tinicos entre los grafos conexos. La cota de uso corriente es A + 1, y Brooks es la que
afina esa unidad cuando hace falta.

La idea de Brooks, en version intuitiva. El voraz solo estrena el color A + 1 cuando le
llega un vértice con sus A vecinos ya coloreados y con A colores distintos. Brooks dice que,
eligiendo bien el orden, eso se puede evitar siempre, salvo en las dos familias del enunciado.
El caso fécil cabe en un pérrafo. Si G es conexo y no es regular, tiene un vértice r de grado
menor que A. Se colorea en orden de distancia a r decreciente: primero los mds lejanos, r el
altimo. Todo vértice distinto de r tiene un vecino mds cercano a r (el siguiente paso de un
camino mds corto hacia r), que se colorea después que él. Cuando le llega el turno, ese vértice
tiene como mucho A — 1 vecinos coloreados, y le queda libre uno de los colores 1,...,A. Y7,
el tltimo, tiene menos de A vecinos en total. Asi x < A. El caso dificil es el regular, porque
ningtn vértice llega con holgura y hay que fabricarla: se colorean primero, con el mismo
color, dos vecinos no adyacentes de un mismo vértice, que serd el altimo y solo verd A — 1
colores. Los detalles, que consisten en encontrar esos dos vecinos sin desconectar el resto, no
se dan aqui.

Por qué esas dos excepciones. En Kx 1 los A vecinos de cada vértice son adyacentes entre
si, asi que siempre llevan A colores distintos: no hay orden que fabrique la holgura. En un
ciclo impar (A = 2) la holgura tampoco existe: dos colores alternados no cierran (ejemplo (c)).
Y la conexién no es un adorno: K4 mds un vértice aislado tiene A = 3, no es completo ni un
ciclo, y necesita cuatro colores. Sin conexién, Brooks se aplica componente a componente.

Para qué sirve. El grafo de Petersen es conexo, tiene A = 3 y no es completo ni un ciclo:
Brooks da x < 3 sin buscar ninguna coloracién, y su pentdgono da x > 3. Luego x = 3 con
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dos teoremas y ninguna cuenta. Donde Brooks no ayuda es en los grafos muy irregulares: en
la rueda W, con A = 5, da x < 5, y el valor verdadero es 4.

LA IDEA: COLOREAR CON AVARICIA

El procedimiento «cada vértice, el menor color libre» es lo que uno hace a mano,
y da siempre < A + 1 colores. Lo que no da es el 6ptimo: el orden importa, y un
mal orden puede gastar muchos més colores de los necesarios incluso en un arbol.
Por eso el nimero cromético se calcula en dos pasos: buscar una coloracién explicita
(cota superior) y una cota inferior que coincida con ella. A veces basta encontrar un
completo o un ciclo impar dentro; otras veces hace falta otro argumento. Si las cotas
coinciden, se acabd.

Teorema (de los cuatro colores; Appel, Haken y Koch, 1976). Si G es planar, entonces x(G) <
4.

No es un «si y solo si»: K33 no es planar y x(K33) = 2. Su demostraciéon es extensa
y se omite aqui. Hay demostraciones publicadas con verificaciones por ordenador; la de
Robertson, Sanders, Seymour y Thomas (1997) redujo la comprobacién a 633 configuraciones.
Lo que si se demuestra a continuacién es la versién débil, con cinco colores.

Teorema (de los cinco colores; Heawood, 1890). Si G es planar, entonces x(G) < 5.

LA IDEA: DOS CADENAS QUE NO PUEDEN CRUZARSE

La intuicién falsa, primero, y es la que le cost6 once afios a la comunidad matemitica.
Parece que el argumento de las cadenas de Kempe deberia dar los cuatro colores igual
de bien que los cinco: se toma un vértice de grado < 5 (eso es lo que garantiza Euler),
se intercambian colores por bloques y se intenta liberar uno. El caso delicado es el de
cinco vecinos coloreados con cuatro colores. Kempe public6 esa demostraciéon en 1879
y se dio por buena hasta que Heawood encontré el fallo en 1890: con cuatro colores hay
que hacer dos intercambios seguidos, y el segundo puede deshacer lo que consigui6
el primero. Con cinco colores basta uno, y por eso el argumento sobrevive. Conviene
tenerlo presente, porque muestra por qué este argumento no demuestra por si solo el
teorema de los cuatro colores.

La imagen. Un vértice v rodeado por cinco vecinos, uno de cada color, como cinco
sectores de una tarta. Para meter a v hace falta liberar un color, y la herramienta es
esta: en el subgrafo formado solo por los vértices de dos colores, 1y 3, cada compo-
nente conexa se puede voltear —cambiar todos los 1 por 3 y viceversa— sin estropear
nada, porque fuera de ella no hay vecinos de esos colores. Si 11 y u3 estuvieran en
componentes distintas, se voltea una y los dos quedan del mismo color: el otro queda
libre y v entra.

Luego u; y u3 tienen que estar conectados por una cadena de colores 1,3,1,3,...; y
por lo mismo u; y u4 por una cadena 2,4,2,4,.... Y aqui entra la planaridad, de la
manera mds elemental posible: la primera cadena, cerrada por v, es una curva cerrada
en el plano, y u» y u4 quedan a lados distintos de ella. La segunda cadena tendria
que atravesarla, y no puede: cruzar por una arista es imposible en un dibujo plano, y
cruzar por un vértice exigiria que ese vértice tuviera a la vez un color de {1,3} y uno
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de {2,4}.
El corazén en una frase: dos cadenas de colores disjuntos no pueden cruzarse en el plano, y
toda la demostracion consiste en forzar a que existan las dos.

Paso 1: se toma el contraejemplo minimo. Por reduccién al absurdo: supéngase que
hay grafos planares con xy > 6 y sea G uno con el menor ntiimero de vértices, dibujado
en el plano sin cruces. Se supone G conexo (si no, alguna componente ya seria un
contraejemplo mds pequefio) y con al menos 6 vértices.

Paso 2: Euler entrega un vértice de grado < 5. Si todos tuvieran grado > 6, el apretén
de manos darfa 2A > 6V, contra A < 3V — 6: juntas dirfan 6V <2A <6V — 12, que
es imposible.

Paso 3: el caso facil se descarta, y queda la configuracion de la tarta. Sea v con
d(v) < 5.Por minimalidad, G — v es 5-coloreable; sea ¢ una 5-coloracién suya. Si algin
color no aparece entre los vecinos de v, se le da a v y G queda 5-coloreado: imposible.
Luego los vecinos de v usan los cinco colores y hay exactamente cinco. Se nombran
ui,...,us en el orden en que aparecen alrededor de v en sentido horario; después se
renumeran los colores para que u; tenga color i.

Paso 4: los pares de vecinos estin unidos por cadenas de dos colores. Para i < j sea
G;j el subgrafo de G — v inducido por los vértices de colores i y j. Los vértices u; y u;
estdn en la misma componente de G;;: si no, por el lema se intercambian i y j en la
componente de u;, y queda una 5-coloracion de G — v en la que u; y u; tienen el mismo
color i, con lo que el color j queda libre para v, imposible por lo anterior.

Paso 5: 1as dos cadenas tendrian que cruzarse, y en el plano no pueden (el nticleo de
la prueba). Aqui se vuelve a usar la planaridad: en el paso 2 dio la cota de Euler; ahora
impide el cruce de las cadenas. Hay entonces un arco « en Gy3 de u; a uz, con colores
alternando 1,3, 1, ...,3, y un arco  en Gy4 de u5 a uy, con colores 2,4,2,...,4. El ciclo
C = vujauz v esta dibujado sin cruces y parte el plano en dos regiones; como u, y
uy estdn a lados distintos de v entre 11 y u3 en el orden circular, quedan en regiones
distintas de C. El arco  va de u; a u4 sin cruzar ninguna arista (el dibujo es plano),
luego tiene que pasar por algtn vértice de C. Ese vértice no es v (que no estd en G — ),
asi que estd en a y tiene color 1 o 3; pero estd en p y tiene color 2 o 4. Contradiccion.
Luego no hay contraejemplo. n

a: colores 1,3

uy queda dentro de C y uy fue-
ra.

La linea discontinua representa
el cruce imposible de p (colores
2,4).

Lo que hay que llevarse. Tres movimientos reconstruyen la prueba. Primero, en un
contraejemplo minimo Euler da un vértice v de grado < 5, y la minimalidad obliga a que sus
vecinos, en G — v ya coloreado, lleven los cinco colores. Segundo, dos vecinos no consecutivos,
uy y uz, tienen que estar en la misma cadena de Kempe: si no, se voltea una y queda un color
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libre. Tercero, lo mismo vale para u; y u4, y esa segunda cadena tendria que cruzar la curva
cerrada que forman v y la primera, cosa que un dibujo plano no permite. La planaridad se
usa dos veces, y para cosas distintas: en el primer movimiento, a través de Euler; en el tercero,
a través del teorema de la curva de Jordan.

DE DONDE VIENE: LOS ONCE ANOS DE LA DEMOSTRACION DE KEMPE

Alfred Kempe public6 en 1879 lo que se tuvo por una demostracién del teorema de los cuatro
colores, con este mismo argumento de cadenas. Percy Heawood encontré el fallo en 1890 —los
dos intercambios que hacen falta con cuatro colores pueden estorbarse— y de los escombros
salvé el teorema de los cinco colores tal como esta aqui. La distancia entre los dos resultados
no se cerrd hasta 1976, y solo con ayuda de un ordenador. Las cadenas de Kempe, en cambio,
siguen siendo una herramienta viva: reaparecen en la demostracion de Konig al final del
capfitulo.

Proposicién (planar sin tridngulos). e car: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION Si G es planar y no
contiene tridngulos, entonces x(G) < 4.

El corazon en una frase: prohibir los tridngulos abarata el techo de aristas de 3V —6a2V —4,
y ese abaratamiento regala un vértice de grado < 3; con un vértice asi, colorear es meterlo al
final y darle el color que sus tres vecinos no han gastado. No hacen falta cadenas de Kempe:
la cota de Euler hace todo el trabajo.

Preparacién: induccién sobre el nimero de vértices, con G conexo. Con V < 4 cada
vértice puede llevar su propio color. Sea V > 5 y supéngase el resultado para los
grafos planares sin tridngulos con menos vértices. Se puede suponer G conexo: si no lo
es, cada componente tiene menos vértices y es 4-coloreable por hipétesis de induccién,
y las coloraciones de las componentes, juntas, colorean G, porque entre componentes
no hay aristas. Hace falta decirlo porque la cota A < 2V — 4 se ha demostrado para
grafos conexos, y al quitar un vértice el grafo puede desconectarse.

Paso 1: 1a cota de los planares sin tridngulos regala un vértice de grado < 3 (el nticleo
de la prueba). Se prueba primero que hay un vértice de grado < 3: si todos tuvieran
grado > 4,2A > 4V, contra la cota A < 2V — 4 de los planares sin tridngulos (valida
con V > 3; con V < 2 no hay nada que probar). Juntas dirian 4V < 2A <4V — 8, que
es imposible.

Paso 2: inducciéon quitando ese vértice y devolviéndolo al final. Sea v de grado < 3;
G — v es planar y sin tridngulos, luego 4-coloreable por hip6tesis de induccién; sus a
lo sumo tres vecinos usan a lo sumo tres colores, y el cuarto queda libre para v.

Hay un camino alternativo: probar primero que hay un vértice de grado < 4 y repetir
el argumento de las cadenas de Kempe con cuatro colores (14, ..., u4 alrededor de v y
las cadenas 1-3 y 2—4). Funciona igual. Pero la cota 2V — 4 da directamente grado < 3,
y con grado < 3 el color libre aparece solo: se ahorran las cadenas enteras. Es un buen
ejemplo de que una cota mejor sustituye a un argumento ingenioso. |

Otra via (con un vértice de grado < 4 y cadenas de Kempe, paso a paso). Es el camino de la
demostracion de los cinco colores con un color menos. Arranca de una afirmaciéon mas débil,
que hay un vértice de grado < 4, y compensa la debilidad con las cadenas de Kempe.

Paso 1: hay un vértice de grado < 4. Es mds débil que lo anterior: si todos tuvieran grado
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> 5,5V <2A < 4V — 8, imposible. La hipétesis «sin tridngulos» se usa aqui y en ningtin
otro sitio.

Paso 2: el caso facil. Sea G un contraejemplo con el menor ntimero de vértices (conexo,
como en la preparacién), v de grado < 4y ¢ una 4-coloracién de G — v. Si los vecinos de v no
usan los cuatro colores, v toma el que falta. Si los usan, v tiene exactamente cuatro vecinos
uq, U, uz, ug, en ese orden alrededor de v en el dibujo, y se renumeran los colores para que u;
lleve el color i.

Paso 3: las cadenas. Si 11 y u3 estdn en componentes distintas del subgrafo de colores 1
y 3, se voltea la de u3, como en el ejemplo de la cadena de Kempe: u; y uz llevanel1yel 3
queda libre para v. Luego hay una cadena de colores 1,3, 1, ... de u; a uz. Por lo mismo, hay
una cadena de colores 2,4,2, ... de 1y a uy.

Paso 4: el cruce imposible (el nticleo). La cadena 1-3, cerrada por v, es un ciclo dibujado
sin cruces que deja a u y a u4 en lados distintos. La cadena 2—4 tendria que atravesarlo por
un vértice, y ese vértice llevaria a la vez un color de {1,3} y uno de {2,4}. Contradiccién.

Aqui basta un intercambio por pareja por la misma razén que en los cinco colores: v tiene
tantos vecinos como colores hay. El apuro que hundi6 la demostracién de Kempe aparece
con cinco vecinos y solo cuatro colores, que es justo lo que la hipétesis «sin tridngulos» evita.

Lo que hay que llevarse. Sin tridngulos cada cara tiene al menos cuatro lados, el techo
de Euler baja a 2V — 4 y aparece un vértice de grado < 3. Se quita, se colorea el resto por
induccién y se devuelve con el color que sus tres vecinos dejan libre. La induccién necesita
dos comprobaciones de una linea: quitar un vértice no crea tridngulos ni cruces, y el grafo se
puede suponer conexo.

Doénde se falla. En usar el techo 3V — 6: da solo un vértice de grado < 5, y con cinco
vecinos cuatro colores no bastan sin mds, porque eso ya es el terreno del teorema de los cuatro
colores. En aplicar A < 2V — 4 sin comprobar V > 3 y la conexién. Y en esperar més del
recuento: el cubo Q3 es planar, sin tridngulos, tiene 12 = 2 - 8 — 4 aristas y todos sus vértices
de grado 3, asi que «grado < 3» no se puede mejorar a «grado < 2».

Hasta dénde llega. La cota no es la mejor posible. Grétzsch demostré en 1959 que los
planares sin tridngulos se colorean con tres colores, con una prueba mucho mas dificil. Lo
que aqui se obtiene con una cuenta de aristas es el cuatro.

Observacién (Heawood). Para grafos de géneron > 1, x(G) < |(7+ /48n+1)/2|. Enel
toro, 7, y el mapa de la seccion anterior muestra que 7 hace falta.

La férmula, con nimeros. Con nn = 1,1/49 = 7y sale (7 +7)/2 = 7. Con n = 2 (el doble
toro), v/97 =~ 9,85 y sale |8,42] = 8; con n = 3, V145 ~ 12,04 y sale 9. Cada asa afiade
sitio, pero cada vez menos: el nimero de colores crece como la raiz del género. Y conn = 0
la formula da (7 + 1)/2 = 4, los cuatro colores del plano. La demostracién de Heawood
necesita n > 1 en uno de sus pasos, y no vale para n = 0; por eso el plano, que es el caso que
la férmula acierta, fue el Gltimo en demostrarse.

EL CAMINO QUE NO SE TOMO: DEFINIR EL NUMERO CROMATICO POR PARTICIONES

La alternativa. Definir x(G) como el menor ntiimero de partes de una particién de V(G) en
conjuntos sin aristas dentro (conjuntos independientes), sin hablar de colores.

Su ventaja. Es lo mismo dicho sin decoracién, y hace visible que colorear es partir en indepen-
dientes: las clases cromadticas. Las demostraciones sobre clases cromaéticas son mds naturales
asi.
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Por qué se conservan los colores. Hacen comodo describir el intercambio de Kempe mediante
la aplicacion c; en la particién es la misma operacion, redistribuyendo entre dos clases los
vértices de una componente. Ademas, en las aplicaciones (horarios, frecuencias, registros) los
colores representan franjas, canales o registros. Las dos vistas describen el mismo problema.

Ejercicios: nimero cromatico

Ejercicio 6.1. Los niimeros cromdticos de siempre R6.2

Calcular el ntimero cromatico de: (i) Cy; (ii) Kp; (iii) Kp,4; (iv) un érbol; (v) el grafo de Petersen;
(vi) las ruedas W,;; (vii) Mg.

Resolucién. La idea. Cada ntimero cromadtico se encierra entre dos cotas. Por debajo, un
subgrafo que obliga: un completo, un ciclo impar, o un ciclo impar con un vértice unido a
todos los suyos. Por arriba, una coloracién escrita y comprobada arista por arista. Cuando las
dos coinciden, el niimero esté calculado.

(i)—(iv) estan en los ejemplos: 2 o 3 segtn la paridad, p, 2 si p,q > 1, y 2 para un arbol no
trivial. El 4rbol K; necesita solo un color; lo mismo ocurre en un bipartito completo sin aristas
y con algin vértice.

(v) Petersen contiene Cs, luego x > 3. Una 3-coloracién: pentdgono 0,1,2, 3,4 con colores
1,2,1,2,3 y estrella 5,6,7,8,9 con colores 2,3,3,1, 1. Se comprueba arista por arista: radios 05
(1,2),16 (2,3),27 (1,3),38 (2,1), 49 (3, 1); estrella 57 (2,3), 79 (3,1), 96 (1,3), 68 (3, 1), 85 (1, 2).
Luego x = 3.

(vi) Wy, = Kj 4 C,,_1: el centro necesita un color propio, y el ciclo 2 0 3. Asi x(W,) =3sin
es impar (ciclo par) y 4 si nn es par (ciclo impar): x(Ws) = 3, x(Ws) = 4, y en el segundo caso
Ky € Ws, asi que la cota inferior viene del ciclo impar mds el centro.

(vii) Mg contiene el ciclo impar 012340: x > 3. Tres colores bastan: 0,1,2,3
con 1,2,1,2 y 4,5,6,7 con 3,1,2,3. Se comprueba: ciclo 01,12,23,34,45,56,67,70 da
(1,2),(2,1),(1,2),(2,3),(3,1),(1,2),(2,3),(3,1), y diagonales 04 (1,3), 15 (2,1), 26 (1,2), 37
(2,3). Luego x(Ms) = 3. [

Dénde se falla. En creer que sin un Ky bastan tres colores. Wy no contiene ningtn Ky
(tres vértices de su pentdgono nunca son adyacentes dos a dos) y necesita cuatro: el centro
gasta un color que ningtn vértice del ciclo puede usar, y el ciclo impar necesita tres mas. Es
X(K1 4 Cs) =1+ 3, un caso del gjercicio de la suma que viene después. Por la misma razén
es falso que x(G) = n obligue a contener un K,: Cs tiene x = 3 y ningun tridngulo. Y en
Petersen, en quedarse con la cota A 41 = 4: Brooks la baja a 3.

Ejercicio 6.2. Los dos grafos dibujados de la relacién R6.3

Calcular el nimero cromatico de G y Go.
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Resolucion. La idea. Es el método de las dos cotas aplicado a un dibujo. Primero se busca el
mayor grupo de vértices adyacentes dos a dos o, si no lo hay grande, un ciclo impar: eso da
la cota inferior. Después se colorea empezando por ese grupo, que obliga, y se sigue por los
vértices con mds vecinos ya coloreados, porque son los que menos opciones dejan y los que
antes delatan un error.

Gj. Seis vértices, 10 aristas. Los vértices 1,2, 4,5 son adyacentes dos a dos (12, 14, 15, 24, 25,
45): un Ky, luego x(G1) > 4. Y cuatro colores bastan: 1 +— 1,2 +— 2,4 +— 3,5 +— 4, y para los
otros dos, 3 — 1 (sus vecinos son 4y 5, colores 3y 4) y 6 — 3 (sus vecinos son 1 y 2, colores 1
y 2). Luego x(G1) = 4.

Gy. Siete vértices, 8 aristas (15, 14, 47, 16, 23, 26, 36, 37). El tridngulo 236 da x(Gz) > 3.
Tres colores bastan: 1 +— 1,4+ 2,5+ 2,6 — 3,2+ 1,3 — 2,7 — 1; se comprueban las
ocho aristas: 15 (1,2), 14 (1,2),47 (2,1),16 (1,3), 23 (1,2), 26 (1, 3), 36 (2,3), 37 (2,1). Luego
X (Gz) = 3. [ |

Dénde se falla. En leer mal el dibujo. En G las lineas 16 y 34 se cruzan sin que el cruce
sea un vértice, y un K4 hay que comprobarlo con sus seis aristas, una por una. Y en dar el
namero sin la coloracién, o la coloraciéon sin comprobarla: en G, son ocho aristas y se miran
las ocho. Si en un dibujo no aparece ningtin completo grande, la cota inferior puede venir de
un ciclo impar con un vértice unido a todo él, como en Ws.

Ejercicio 6.3. Aristas entre clases R6.4; EXAMENES DE ENERO 2013 Y 2024-25

Sea G conexo de orden n y tamafio ¢, con x(G) = k > 2,y ¢ una k-coloracion.
(a) Probar que ninguna clase cromatica es vacia.
(b) Probar que entre dos clases cualesquiera hay al menos una arista, y deducir k(k — 1) < 24.
(c) Sea F el grafo con un vértice por clase y una arista entre dos clases cuando hay una arista
de G entre ellas. Probar que F ~ K.
(d) Probar que alguna clase tiene al menos n/k vértices.
e CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Las cuatro afirmaciones salen de una sola: c usa el nimero minimo
de colores, asi que cualquier maniobra que ahorre un color es imposible. Vaciar una clase
ahorrarfa un color: por eso no hay clases vacias. Fundir dos clases sin aristas entre ellas
ahorraria otro: por eso hay aristas entre cada dos. Y (d) es solo un reparto de n vértices en k
clases.

(a) Si 1a clase del color i fuera vacia, ¢ seria una coloracién con los k — 1 colores restantes
(renumerédndolos si i < k), contra la minimalidad de k.

(b) Sean i # j dos colores. Si no hubiera ninguna arista entre la clase i y la clase j, se podria
recolorear toda la clase j con el color i: dos vértices que reciban el mismo color i estdin ambos
en la antigua clase i 0 en la j 0 uno en cada una, y en ningtin caso son adyacentes. Seria una
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(k — 1)-coloracién, imposible. Luego cada uno de los (;) pares de clases tiene al menos una
arista, y esas aristas son distintas para pares distintos (una arista une exactamente dos clases):
(%) < g, es decir, k(k — 1) < 2.

(c) Por (a), F tiene exactamente k vértices; por (b), cada par de ellos es adyacente. Un grafo
con k vértices adyacentes dos a dos es K.

(d) Las k clases parten los n vértices; si todas tuvieran menos de n/k vértices, la suma serfa
menor que 7. Luego alguna tiene al menos n/k (y al menos [n/k], por ser entera). n

QUE DEJA. Todo sale de una idea: si una coloracién 6ptima permitiera ahorrar un color, no seria 6ptima.
De ahi salen las clases no vacias y las aristas entre cada par de clases, que hacen completo a F. Son
condiciones necesarias, no un criterio suficiente de optimalidad: el camino con colores consecutivos
1,2,3,1 las cumple y, sin embargo, se colorea con dos colores.

Dénde se falla. En olvidar que ¢ usa x(G) colores. Con una coloracién que no sea 6ptima,
(a) y (b) son falsas: P5 coloreado 1,2, 3 tiene las clases 1 y 3 sin aristas entre ellas, y fundirlas,
repintando el 3 de 1, da una 2-coloracién. Es exactamente la maniobra que la optimalidad
prohibe. En (b), en contar k(k — 1) aristas: cada par de clases aporta una, y los pares son (;) Y
en (d), en escribir «alguna clase tiene n/k vértices» cuando n/k no es entero; lo que se prueba
es «al menos [n/k|».

Ejercicio 6.4. Un vértice de grado pequerio R6.5

Sea u un vértice de G con é(u) < n. Probar que G es n-coloreable si y solo si G — u lo es.

Resolucién. Si G es n-coloreable, la restricciéon a G — u es una n-coloracién. Reciprocamente,
dada una n-coloracién de G — u, los vecinos de u son a lo sumo n — 1 y usan a lo sumo
n — 1 colores; queda uno libre para u. (Es el paso de la cota A 4- 1, y el que se ha usado en la
demostracién de los cinco colores para descartar los vértices de grado < 4.) n

Ejercicio 6.5. Exactamente un ciclo impar; subdividir R6.6; EXAMEN DE 2025-26

(a) Sea G un grafo con exactamente un ciclo de longitud impar. Probar que x(G) = 3. (b)
Sea H el grafo que resulta de subdividir una vez cada arista de un grafo G con alguna arista.
¢Es cierto que x(H) = 2? ¢ CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucidn. La idea. (a) Se quita una arista del ciclo impar: lo que queda es bipartito, y su
2-coloracion falla en un solo sitio, que se arregla con un tercer color. (b) Subdividir duplica la
longitud de cada ciclo, y un ciclo de longitud par no molesta a dos colores.

(a) Sea C el ciclo impar y 4 = uv una arista suya. x(G) > x(C) = 3. El grafo G — a no
tiene ciclos impares (el inico que habia usaba a), luego es bipartito y tiene una 2-coloracién c.
Como C — a es un camino de longitud par de u a v con colores alternados, c¢(u) = c(v). Se
define ¢’ igual que ¢ salvo ¢’(u) = 3: es una 3-coloracién de G, porque la tnica arista que
podia fallar, uv, tiene ahora colores 3 y c(v). Luego x(G) = 3.

(b) Verdadero. Cada ciclo de G de longitud ¢ se convierte en un ciclo de H de longitud 2/,
y todo ciclo de H proviene asi de uno de G (los vértices nuevos tienen grado 2). Luego H no
tiene ciclos impares, es bipartito, y como tiene aristas, x(H) = 2. n

Otra via (del segundo apartado, en una linea). Se da el color 1 a los vértices de Gy el 2 a
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los nuevos. Cada arista de G se ha partido en dos mitades, y cada mitad une un vértice viejo
con el punto medio nuevo: ninguna arista de H une dos vértices del mismo color. Es una
2-coloracién sin mirar ningtn ciclo, y el 2 hace falta porque H tiene aristas.

Dénde se falla. En (b), en olvidar la hipétesis de que haya alguna arista: si G no tiene
aristas, subdividir no cambia nada y x(H) = 1. En (a), en quitar una arista que no sea del
ciclo impar: el ciclo sigue ahi y G — a no es bipartito. Y en el recoloreo: los extremos u y v de
la arista quitada llevan el mismo color porque el camino C — a entre ellos tiene longitud par;
por eso hace falta el tercer color, y basta ponerlo en uno de los dos.

Ejercicio 6.6. Comités y franjas horarias R6.7

Seis comités se retinen un dia al mes: C; = {Fernando, Marta, Carmen}, C; = {Marta,
Manuel, Carlos}, C3 = {Fernando, Carlos, Carmen}, C; = {Manuel, Carlos, Carmen},
Cs = {Marta, Carlos, Carmen}, C¢ = {Fernando, Marta}. ;Cuéntas horas de reunion
distintas hacen falta como minimo para que nadie tenga dos reuniones a la vez?

Resolucién. Se toma el grafo con un vértice por comité y una arista entre dos comités
con algin miembro comun. Una coloracién es un horario: cada color, una franja; comités
adyacentes van en franjas distintas. Hay que calcular . Los pares con miembro comun: C;
con C; (Marta), C3 (Fernando, Carmen), C4 (Carmen), C5 (Marta, Carmen), Cg (Fernando,
Marta); C; con C; (Carlos), C4 (Manuel, Carlos), C5 (Marta, Carlos), C¢ (Marta); C3 con Cy4
(Carlos, Carmen), Cs (Carlos, Carmen), Cy (Fernando); C4 con Cs (Carlos, Carmen); Cs con Cg
(Marta). Solo Cy4 y Cg no son adyacentes. Asi G — C4 = K5 y x > 5; y cinco bastan dando a C4
y C¢ el mismo color y a los demds uno propio. Cinco franjas. n

Dénde se falla. En elegir mal los vértices: se colorean los comités, que son lo que se
reparte en franjas, no las personas. Y en contar seis franjas por tener seis comités: C4 y Cg no
comparten a nadie y caben a la misma hora. El grafo es K¢ menos una arista, y le basta un
color menos que a Kg.

Ejercicio 6.7. Siete colores en el toro R6.8

Comprobar que cuatro colores no bastan para colorear cualquier mapa sobre el toro. ;Cudn-
tos hacen falta?

Resolucién. El mapa de siete hexdgonos de la secciéon 6.1 tiene siete regiones vecinas dos
a dos: necesita siete colores, luego cuatro no bastan. Por la cota de Heawood siete siempre
bastan en el toro, asi que la respuesta es exactamente siete. n

Ejercicio 6.8. El niimero cromdtico de una suma R6.9; EXAMEN DE 2011-12

Sean Gy, Gy conexos con 1 = x(Gy), n2 = x(G2) y G = Gy + Gy. (a) Calcular x (K3 + P3). (b)
Probar x(G) > ny + ny. () Dar una (11 + ny)-coloraciéon de G y concluir x(G) = nj + np. »
CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Resolucién. La idea. Los dos sumandos no pueden compartir ningtin color, porque todo
vértice de uno es vecino de todo vértice del otro. Los colores se reparten entonces en dos
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bloques separados, y cada bloque colorea un sumando, asi que necesita al menos su niamero
cromaético: eso es (b). Y dos coloraciones 6éptimas con bloques de colores disjuntos, juntas,
funcionan: eso es (c).

(b) Sea ¢ una coloracién 6ptima de G con n = x(G) colores, todos usados. Como todo
vértice de G; es adyacente a todo vértice de Gy, los colores que aparecen en G; y los que
aparecen en G, son conjuntos disjuntos, y su unién son los n colores. Las restricciones c|g, y
¢|c, son coloraciones con 1} y 1} colores, n| + n = n,luego n; < nj, np < nhyny +np, <n.

(c) Con coloraciones 6ptimas c; de Gy (colores 1,...,n1) y ¢z de G, (colores 1, ..., ny), se
define c(v) = ¢1(v) en G; y ¢(v) = c2(v) + 11 en Gy. Las aristas interiores a cada sumando
estan bien por c1, ¢, y las cruzadas unen colores < 17 con colores > n7. Luego x(G) < ny +ny,
y con (b), igualdad.

(@) x(K3) = 3, x(P;) = 2 (bipartito con arista): x(Kz + P;) = 5. [

Qué hemos aprendido. La conexioén de G; y G, no se usa en ningtn paso: la férmula vale
para dos grafos cualesquiera con algtn vértice. Por ejemplo, dos vértices aislados mds uno
dan P3, con x = 2 = 1+ 1. En la unién por un vértice del ejercicio siguiente los colores si
se comparten, y por eso alli sale el maximo en vez de la suma. Dénde se falla: en (b), en
suponer que la restriccién de ¢ a G; usa exactamente 11 colores. Puede usar mas; lo que se
prueba es n; < n, y con eso basta.

Ejercicio 6.9. Union por uno o dos vértices R6.12

Sean Gq, G, con nameros cromaticos 71, 11,. (a) Si tienen exactamente un vértice comun u,
probar que x(G; U Gy) = max{ny,nz}. (b) ;Qué pasa si tienen dos vértices comunes u, v?

Resolucioén. (a) x(G; U Gy) > méx porque contiene a ambos. Para la otra desigualdad, sea
m = max{ny, ny} y tbmense m-coloraciones ci, c; de Gy, Gy; permutando los colores de ¢; se
consigue c(u) = c1(u), y entonces c; U ¢ es una m-coloracién de la unién (toda arista esta
en G o en Gy).

(b) Ya no es cierto en general, y conviene ver exactamente donde se rompe el argumento
de (a). Con un solo vértice comiin basta permutar los colores de ¢, para que coincida con ¢y
en u; con dos, hay que alinear las dos coloraciones a la vez en u y en v, y eso solo se puede
hacer si el par (c2(u), c2(v)) y el par (c1(u), c1(v)) son del mismo tipo, es decir, si en los dos
los colores coinciden o en los dos son distintos.

Cudndo si sale max. Si uv es arista de los dos grafos, en cualquier coloracién de cada uno los
colores de u y v son distintos, hay una permutacion que lleva (cp(u),c2(v)) a (c1(u),c1(v)), y
c1 U ¢ colorea la unién con m = méax{ny,n,} colores: x(Gy U Gy) = max{ny,na}.

Que sean adyacentes en uno solo no basta, y el contraejemplo es mintsculo: G; = K; con
vértices u, vy G = P3 con extremos u, v. Los dos son 2-coloreables, pero en toda 2-coloracién
de P; los extremos llevan el mismo color, mientras que en G; tienen que llevar colores distintos.
La union es el triangulo: x = 3 > 2 = maéx.

Y si no son adyacentes en ninguno, también puede subir. Gi = Gy = P3 con extremos u, v
(cada uno 2-coloreable, con 1, v del mismo color) pegados por u, v dan C4, con x = 2 = max;
pero G = P y Go = P4, ambos con extremos u,v, dan Cs, con x = 3 > 2 = méx: en Py los
extremos llevan colores distintos y en Ps iguales, y no hay permutacion que lo arregle.

Lo que si vale siempre: sube como mucho una unidad. x(G1 U G) < max{ny,n2} + 1. En efecto,
con m = max se toman m-coloraciones ¢y, ¢, se permutan los colores de ¢, para que coincidan
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en 1, y se le da a v un color nuevo, el m 4 1. Ninguna arista queda mal: las de G; llevan ¢y,
las de G; llevan ¢y, en u las dos dicen lo mismo, y v lleva un color que no tiene nadie mas. El
Cs de arriba ensefia que la cota se alcanza. n

Ejercicio 6.10. Tres afirmaciones R6.13

Sea G simple y conexo. ;Verdadero o falso? (a) Si G es 4-coloreable, es planar. (b) Si G no es
planar, x(G) > 4. (c) Si G es planar maximal, x(G) < 3.

Resolucién. (a) Falso: K33 es 2-coloreable (luego 4-coloreable, sobrando colores) y no es
planar. (b) Falso: el mismo K33, con x = 2. (c) Falso: Ky es planar maximal y x(Ky) = 4. (Un
planar maximal con > 3 vértices tiene todas las caras triangulares, luego x > 3; y por los
cuatro colores, y < 4.) [ |

6.3 Coloracion de aristas

LA PREGUNTA

Quien organiza una liga tiene que repartir los partidos en jornadas de modo que
ningdn equipo juegue dos veces el mismo dia, y quiere el menor nimero de jornadas.
Quien hace el horario de un instituto reparte las clases en franjas de modo que ningtin
profesor ni ningtin grupo tenga dos a la vez. Los dos problemas son el mismo: colorear
las aristas de un grafo (partidos, clases) de modo que dos aristas que se toquen (mismo
equipo, mismo profesor) lleven colores distintos. ;Cudntas jornadas hacen falta, y por
qué la respuesta es casi siempre «tantas como partidos tiene el equipo méas ocupado»?

Definicién (coloracion por aristas). Una n-coloracién por aristas de G es una aplicacion
¢ A(G) — {1,...,n} tal que dos aristas incidentes (con un extremo comun) reciben colores
distintos. El indice cromitico x'(G) es el menor n > 0 para el que G admite una. Si no hay
aristas, vale 0.

Cada clase de color es un conjunto de aristas que no se tocan dos a dos, un emparejamiento:
colorear aristas es partir A(G) en emparejamientos. Es la version por aristas de todo lo
anterior, pero aqui una cota universal independiente del grado es imposible: una estrella con
n aristas necesita 1 colores.

Lema. e CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION X' (G) > A(G).

Las A(G) aristas de un vértice de grado maximo son incidentes dos a dos y necesitan
colores distintos. [ ]

SiH C G, x(H) < X(G). Y X' (Cy) = x(Cp): 2 sin es par, 3 si es impar, alternando
colores alrededor del ciclo (las aristas de un ciclo se tocan como sus vértices: cada una con la
siguiente). Con los completos y los bipartitos completos hay que trabajar.

Ejemplo (x'(Kzy+1) =2n+ 1, n > 1). Se dibuja Ky,11 como un poligono regular de 2n + 1
lados con todas sus diagonales. En un poligono regular con un ndmero impar de lados, toda
diagonal es paralela a exactamente un lado. Se da un color a cada lado y a cada diagonal el
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color del lado paralelo. Dos aristas del mismo color son paralelas, luego no se tocan: es una
(2n + 1)-coloracion. Por tanto x'(Kp,41) < 2n+ 1.

No se puede con 2n: cada clase de color es un emparejamiento, y un emparejamiento
en 2n + 1 vértices tiene a lo sumo 7 aristas (cada una gasta dos vértices). Con 2n colores
se cubririan a lo sumo 21 - n = 2n? aristas, y Kopy1 tiene n(2n +1) = 2n? + n. Luego
X/(KZH—H) =2n+1.

K5 con cinco colores: cada diagonal, como el lado paralelo

En la figura, el lado 01 y la diagonal 24 son paralelos y llevan el mismo color, y asi los
otros cuatro pares. En cada vértice llegan las cuatro aristas de cuatro colores distintos, y falta
exactamente uno: el del lado opuesto. Ese detalle es el que resuelve el caso par.

Por qué toda diagonal es paralela a un solo lado. Se numeran los vértices 0, . . ., 2n alrede-
dor del poligono y se trabaja médulo N = 2n 4+ 1. La cuerda que une i y j es perpendicular
a la direccién que apunta al punto medio del arco entre ellos, y esa direcciéon solo depende
de i + j: dos cuerdas son paralelas exactamente cuando i +j = k+ 1 (mé6d N). Los lados
son las cuerdas {i,i + 1}, de suma 2i + 1, y como N es impar, 2i + 1 recorre todos los restos
moédulo N cuando i recorre 0, . . ., 2n: cada suma es la de un lado, y de uno solo. La coloracién
es entonces, con los colores numerados 0, .. ., 2n,

c(ij)=i+jmoéd 2n+1),

y se comprueba de un vistazo: dos aristas que salen de 7 hacia j y hacia k tienen sumas
i+j#i+k Enlafigura,01y24suman1y6 = 1. La férmula dice también qué color le falta
a cada vértice: el que pediria j = i, es decir, 2i m6éd N. AlOle faltael 0,al 1el2,al2 el 4, al 3
el1yal4el3,ycada uno es el color del lado opuesto.

Ejemplo (x'(Kz,) = 2n —1). Con n = 1, K; tiene una sola arista y un color basta: x'(Kz) =
1 = 2n — 1. Sea ahora n > 2. Sea ¢ la (2n — 1)-coloracién anterior de Ky,_1. Cada vértice
u tiene grado 2n — 2, asi que le falta exactamente un color, su color ausente. Y a vértices
distintos les faltan colores distintos: cada clase de color es un emparejamiento de Ky, 1, tiene
a lo sumo n — 1 aristas, y como las 2n — 1 clases suman (2n — 1)(n — 1) aristas, cada clase
tiene exactamente n — 1 aristas y deja sin cubrir exactamente un vértice. Luego cada color esta
ausente en un solo vértice, y como cada vértice tiene un solo color ausente, la correspondencia
vértice — color ausente es una biyeccién.

Ahora K5, = Ky,_1 + v: se colorea la arista nueva u;v con el color ausente en u;. En u; no
hay conflicto (ese color no estaba), y en v tampoco porque los 2n — 1 colores ausentes son
distintos. Es una (2n — 1)-coloracién, y A(Ky,) = 2n — 1 da la otra desigualdad.

Con la férmula de la suma, y con n = 2. Con c(ij) = i + j méd (2n — 1) el color ausente
en u; es 2i méd (2n — 1), y la biyeccion se ve sin contar: como 2n — 1 es impar, i — 2i no
repite restos. Con n = 2 se parte de K3 con ¢(01) = 1, ¢(02) = 2 y ¢(12) = 0. A los vértices
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0,1,2 les faltan 0,2, 1, y las aristas nuevas 0v, 1v,2v llevan esos colores. K4 queda con tres
colores, cada uno formado por dos aristas opuestas: {12,0v}, {01,20v} y {02, 1v}.

Ejemplo (\'(Ku,n) = max{m,n}, m,n > 1). Primero Ky y con lados X = {xo,...,xny_1} €
Y = {vo,...,yn-1}.Paraj=0,...,N —1sea A; = {x;y;4; : 0 < i < N — 1}, con indices
modulo N. Cada A tiene N aristas que no se tocan (un x; y un y;; cada una, todos distintos),
los A; son disjuntos y entre todos suman N2 = |A(Ky )| aristas: son una particiéon en
N emparejamientos, es decir, una N-coloracién. Con A = N, x'(Kyn) = N. Para m,n
cualesquiera, Ky, € Ky,n con N = max{m,n}, luego x'(Kun) < N,y A(Ky,n) = N dala
igualdad.

Con N = 3, en una tabla. La arista x;y; estd en A; cuando k = i + j, asi que su color es
j =k —imoéd 3. Puestos en una tabla, con una fila por cada x; y una columna por cada y:

Yo V1 W2
X0 0 1 2
X1 2 0 1
X2 1 2 0

Cada fila y cada columna tienen los tres colores una vez, que es decir que ningtn vértice ve
un color repetido: es un cuadrado latino. Para K; 3 basta borrar una fila.

Teorema (Konig, 1916). Si G es bipartito, entonces x'(G) = A(G).
Teorema (Vizing, 1964; sin demostracién). Para todo grafo simple G, x'(G) < A(G) + 1.

Con el lema, x'(G) solo puede valer A(G) o A(G) + 1: el indice cromatico estd mucho
mas controlado que el nimero cromadtico. Los grafos con ' = A se llaman de clase 1 (los
bipartitos, Ky, los ciclos pares) y los de x’ = A + 1 de clase 2 (Ky;,+1, los ciclos impares,
el grafo de Petersen). Decidir la clase es en general dificil; en cada caso concreto se hace
exhibiendo una coloracién con A colores, o probando que no la hay mediante una obstruccion,
de recuento o de otro tipo.

La demostracion general de Konig es corta y va a continuacion; el caso particular de los
arboles sale con una induccién maés sencilla, y esta al final como otra via.

6.3.1 La demostracién del teorema de Konig

La demostracién cabe en una pagina y usa la misma idea que las cadenas de Kempe de los
cinco colores: intercambiar dos colores a lo largo de un camino. Contiene ademads, como caso
particular, el resultado para arboles.

LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: LA BIPARTICION IMPIDE QUE LA CADENA VUELVA

Konig dice que en un grafo bipartito las aristas se colorean con exactamente A colores,
ni uno més. Que hacen falta al menos A es un recuento en un solo vértice: las A aristas
de un vértice de grado maximo se tocan dos a dos y necesitan por tanto A colores
distintos. Lo notable es que no haga falta ninguno mds, porque en general si hace falta:
un tridngulo tiene A = 2 y necesita tres colores.

El mecanismo es el de las cadenas de Kempe del teorema de los cinco colores, tras-
ladado a las aristas. Se colorea todo menos una arista uv y se mira qué falta en cada
punta. A u, con grado a lo sumo A — 1 en lo ya coloreado, le falta algtin color «; a
v le falta alguno, B. Si son el mismo, se pinta uv con él y se acabé. Si no, se toma la
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cadena que sale de v alternando & y B: como en cada vértice hay a lo sumo una arista
de cada color, la cadena no se bifurca, estd determinada y no puede morderse la cola.
Se intercambian los dos colores a lo largo de ella y, después del intercambio, a v le falta
«, que es lo que se queria.

Todo el peso pasa entonces a una tinica pregunta: ;y si la cadena llega hasta u? Porque el
intercambio habria puesto el color & en una arista de u y habria estropeado justo lo
que se buscaba. Aqui entra, y solo aqui, la hipétesis de biparticién: u y v estdn en lados
distintos, luego un camino de v a u tiene longitud impar, luego llegaria a u por una
arista de indice impar, que en la cadena es de color «; pero a u le faltaba a. La cadena
no puede llegar. Ese es el teorema entero: la biparticién no sirve para colorear, sirve
para impedir que la cadena vuelva.

Ejemplo (el intercambio de Konig, a mano). El grafo de los dos primeros paneles es bipartito,
con {u,a,r} aunladoy {v,b,p,q} al otro, y tiene A = 3. Todas sus aristas menos uv estdn
coloreadas con tres colores: a (r0jo), § (azul) y y (verde). A u le llegan By 1, asi que le falta «.
A vlellegan a y v, asi que le falta B. Ningtn color falta a los dos, y uv no se puede pintar
todavia.

La cadena que sale de v alternando a y B es va b: la arista va es a, la ab es B, y en b no hay
ninguna arista «, asi que termina ahi. Se voltea: va pasa a f y ab a a. No se estropea nada,
porque a sigue teniendo una arista de cada color y b solo cambia el color de su tinica arista.
Ahora a v le falta «, igual que a u. La otra cadena a—f, la u pr, es otra componente y no se
toca; por eso a u le sigue faltando «. Se pinta uv de a y el grafo entero queda coloreado con
A = 3 colores.

@ () @) a
® ®
antes:aulefaltaanyav, B después de voltear vab: uv llevaa SN biparticion: la cadena

vwu vuelve au

El tercer panel muestra por qué la biparticion es imprescindible. En el tridngulo, con A =2y
dos colores, a u le falta @ y a v le falta 8. La cadena que sale de v es vw u y llega a u: tiene
longitud 2, par, y entra en u por una arista 3, cosa que en un bipartito la paridad impediria.
Voltearla solo cambia de sitio el problema: después a u le falta B y a v le falta «. El tridngulo
necesita un tercer color.

Paso 1: induccién sobre las aristas; se descuelga una y se colorea el resto. Sea G
bipartito con A = A(G). Se prueba por induccién sobre el nimero de aristas que G
admite una A-coloracién por aristas. Sin aristas no hay nada que colorear. Sea uv una
arista; por hipoétesis de induccién G — uv tiene una A-coloracion ¢’ (su grado maximo
es < A). En G — uv, el vértice u tiene grado < A — 1, luego le falta algtin color a; a v le
falta algtin color B.

Paso 2: si a los dos extremos les falta el mismo color, se termina. Si a v también le
falta &, se colorea uv con él. En el caso restante, v tiene una arista de color « y ninguna
de color B.
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Paso 3: si no, se construye la cadena alternante que sale de v. Sea P el camino mds
largo que sale de v alternando aristas de colores «, B, &, B, ... (empezando por una
de color « si la hay; en cada vértice hay a lo sumo una arista de cada color, luego el
camino estd determinado y no se bifurca. No puede cerrar un ciclo: v tiene grado 1
en el subgrafo de esos dos colores, y una componente de grado méaximo 2 que tiene
un extremo es un camino. Termina, por tanto, en un vértice al que le falta el color que
tocaria).

Paso 4: 1a biparticién impide que la cadena llegue a u (el nticleo de la prueba). Aqui,
y solo aqui, se usa que el grafo es bipartito; si la cadena alcanzara a u, el intercambio
del paso siguiente pondria el color « en una arista de u y destruirfa justo lo que se
busca. Se afirma que u ¢ P. En efecto, G es bipartito y u, v estan en lados distintos; un
camino de v a u tiene longitud impar, luego llegaria a u por su arista de indice impar,
que en P es de color «; pero a u le falta el color «.

Paso 5: se voltea la cadena y el color queda libre. Se intercambian « y 8 en las aristas
de P. Sigue siendo una coloracién: en los vértices interiores de P solo cambian dos
aristas que intercambian sus colores; en el tltimo vértice de P faltaba justo el color que
ahora recibe; y en v, que tenia a y no tenia 3, ahora tiene B y no tiene a. Como u ¢ P, a
u le sigue faltando a. Se colorea uv con a. |

Lo que hay que llevarse. Se colorea todo menos una arista uv, por induccién. Siau ya v
les falta el mismo color, se usa. Sino, a u le falta @ y a v le falta B, y se voltea la cadena a—f
que sale de v para que a v también le falte a. El inico peligro es que la cadena llegue a u, y la
biparticion lo impide por paridad: llegaria por una arista «, que u no tiene.

Otra via (los arboles por induccién). Sea T un drbol con A > 1y u una hoja con vecino v.
Por induccién T — u tiene una A-coloracién por aristas (su grado maximo es < A); en v hay
alo sumo A — 1 aristas coloreadas, queda un color libre, y se da a uv. No hace falta ningtin
camino alternante porque en un arbol la arista que se afiade cuelga.

Proposicién (una cota por emparejamientos). ¢ CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION Sea G un
grafo simple con p vértices, g aristas y grado maximo A. Si g > A|p/2], entonces x'(G) =
A 4 1. En particular, esto ocurre si G es regular de grado positivo y p es impar.

LA IDEA: UNA COTA POR RECUENTO DE EMPAREJAMIENTOS

Para probar que ¥’ = A se exhibe la coloracioén. Para probar que ' = A+ 1 el
recuento puede bastar, como en K3, 1: cada clase de color es un emparejamiento, un
emparejamiento tiene a lo sumo |V /2] aristas, y si A- [V /2] < A no hay manera
de cubrir todas las aristas con A colores. Un grafo regular de grado positivo con un
ntmero impar de vértices es de clase 2 por esa cuenta. Si la desigualdad no se cumple,
el recuento no decide: Petersen, por ejemplo, necesita otro argumento.

El nicleo: cada color ocupa vértices por parejas. Si bastaran A colores, cada clase
tendria a lo sumo | p/2] aristas, luego ¢ < A|p/2], contradiccién. Vizing deja como
unica posibilidad x’ = A + 1. En el caso regular de grado r > 0 y orden impar,
q=rp/2>r(p—1)/2= A|p/2], que es precisamente la hipdtesis anterior. [
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La cota, con nameros. En K5, p = 5y A = 4: cada color cubre como mucho |5/2] =2
aristas, cuatro colores cubren como mucho 8, y hay 10. Clase 2. En K5 menos una arista el
grafo ya no es regular y la cota sigue decidiendo: 9 > 8, y necesita cinco colores. En Cs,
5 > 2-2. En el grafo de Petersen, 15 = 3 - 5: la desigualdad no es estricta y la cota no dice
nada, aunque Petersen es de clase 2 (lo prueba el apartado (vii) del ejercicio de los indices
crométicos, por otro camino).

Lo que hay que llevarse. Un color es un emparejamiento, y un emparejamiento no pasa
de | p/2] aristas. Si A emparejamientos no alcanzan para las g aristas, hace falta uno més, y
Vizing dice que con uno mds basta. Dénde se falla: en usar p/2 en lugar de |p/2], porque
con p impar es justo esa media arista la que decide; y en leer la implicacién al revés: que
g < A|p/2] no dice que el grafo sea de clase 1.

Proposicién (el grafo de linea R6.11). ¢ CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION Toda n-coloraciéon
por aristas de G es una n-coloracién por vértices de su grafo de linea L(G), y reciprocamente.
En consecuencia x'(G) = x(L(G)).

Los vértices de L(G) son las aristas de G, y dos son adyacentes en L(G) exactamente
cuando las aristas se tocan en G. Asi que «aristas incidentes con colores distintos»
en G es literalmente «vértices adyacentes con colores distintos» en L(G): la misma
aplicacion ¢’ sirve de coloracién en los dos sitios, y los minimos coinciden. n

Ejemplo (el grafo de linea, a mano). La pata es un tridngulo abc con una arista més, cd,
colgada de c. Su grafo de linea tiene cuatro vértices, uno por arista: ab, bc, ca y cd. Las tres
aristas del tridngulo se tocan dos a dos, y cd toca a bc y a ca (en c) pero no a ab. Sale el diamante:

K4 menos la arista entre ab y cd.
(bec)
@"@
(ca)

su grafo de linea: el diamante

la pata, con 3 colores en las aristas

Las tres aristas que llegan a ¢ necesitan tres colores, asi que x’(pata) = 3 = A, con bc rojo,
ca azul y cd naranja; ab puede ir de naranja porque no toca a cd. En el diamante es la misma
cuenta leida en vértices: bc, ca y cd forman un tridngulo y necesitan tres colores, y ab, que no
es vecino de cd, repite el suyo. Dos colores iguales en aristas que no se tocan son dos vértices
iguales que no son adyacentes. También explica lo visto con los ciclos: L(C,) = C,, y por eso

/ _
X' (Cn) = x(Cy).
EL CAMINO QUE NO SE TOMO: BUSCAR UN TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES PARA ARISTAS

La alternativa. Esperar, como para vértices, una cota universal pequefia para x’.

Por qué no puede haberla. Porque x’ > A, y A puede ser cualquier namero: una estrella K ,,
necesita 7 colores. Lo que sf hay es un teorema mucho mads fuerte que el de los cuatro colores
en otro sentido: Vizing dice que nunca hace falta més de un color por encima de lo obvio. Y
hay una relacién escondida con los cuatro colores: Tait prob6 en 1880 que el teorema de los
cuatro colores equivale a que todo grafo ctibico planar sin puentes admita una coloracién de
aristas con tres colores. Petersen muestra que no se puede suprimir sin mas la planaridad: es
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ctibico y no tiene puentes, pero necesita cuatro colores en sus aristas.
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Ejercicios: indice cromatico y horarios

Ejercicio 6.11. Los indices cromdticos de siempre R6.10

Calcular el indice cromatico de (i) Cy; (ii) Ky; (iii) Kp 4; (iv) un arbol; (v) Ws; (vi) Ms; (vii) el
grafo de Petersen.

Resolucién. (i) 2 si n es par, 3 si es impar. (ii) p si p > 3 es impar, p — 1 si p es par; parap =1,
0. (iii) max{p,q} si p,q > 1, y 0 sialguno es 0. (iv) A, por Kénig (un drbol es bipartito) o por
la induccién de las hojas.

(v) Ws: centro c de grado 4 y ciclo 1234; A = 4. Radios c1, ¢2, 3, c4 con colores 1,2, 3, 4;
lados: 12 +— 3,23 +— 4, 34 — 1, 41 — 2. En cada vértice i del ciclo concurren el radio i y dos
lados, y los tres colores son distintos: en 1, {1,3,2};en 2, {2,3,4};en 3, {3,4,1};en 4, {4,1,2}.
Luego x'(Ws) = 4.

(vi) Mg es 3-regular. Las cuatro diagonales 7 (i +4) no se tocan: color 3. El ciclo01---70
es par: colores 1,2 alternados. Cada vértice recibe {1,2,3}. Luego x'(Msg) = 3 = A.

(vii) Petersen es 3-regular con 10 vértices; una 3-coloracion seria una particiéon de sus 15
aristas en tres emparejamientos de 5 aristas, cada uno cubriendo los 10 vértices. Quitando
uno de ellos quedaria un grafo 2-regular con 10 vértices, es decir, una unién de ciclos que
tendria que colorearse con los otros dos colores, luego formada por ciclos pares. Pero con
contorno 5 las tinicas opciones son un 10-ciclo o dos 5-ciclos, y el 10-ciclo no existe porque
Petersen no es hamiltoniano (hecho conocido que este libro no demuestra; la otra via de mas
abajo lo evita), y dos 5-ciclos son impares. Luego x’(Petersen) = 4: es de clase 2 y el ejemplo
mas pequefio de grafo ctibico sin puentes con esa propiedad. n

Otra via (para Petersen, sin usar que no es hamiltoniano). Se usan los nombres del ejercicio
del nimero cromético: pentdgono exterior 0, . .., 4, estrella interior 5, ..., 9 con las aristas 57,
79,96, 68, 85, y radios i (i + 5). Supéngase una coloracion de las aristas con tres colores, a, b y c.
Como el grafo es 3-regular, cada vértice ve los tres colores, y cada color es un emparejamiento
que cubre los diez vértices.

Paso 1: los radios se reparten 3 + 1 4 1. Un color empareja los cinco vértices exteriores:
unos entre si, por parejas, y los demds con el interior, por radios. Como cinco es impar, cada
color ocupa un niimero impar de radios. Tres nimeros impares que suman 5son 1, 1y 3. Sea
c el color de tres radios, y a y b los de uno.

Paso 2: fuera, el color c aparece una sola vez. Los tres vértices exteriores con radio c tienen
sus dos aristas exteriores de colores a y b. El extremo del radio a tiene fuera una arista b y
una ¢, y el del radio b, una a y una c. Las aristas c del pentdgono solo pueden unir estos dos
vértices, que tienen una cada uno: hay una sola, y los une. Los extremos exteriores de los
radios a y b son, por tanto, consecutivos en el pentagono: i e i + 1.

Paso 3: lo mismo dentro, y la contradiccién (el ntcleo). La estrella también es un ciclo
de cinco vértices con los mismos radios, y el mismo razonamiento obliga a que los extremos
interiores de esos dos radios, i + 5 e i + 6, sean vecinos en la estrella. Pero en la estrella
cada vértice j + 5 es vecino de los de indice j + 2 y j 4+ 3 (mddulo 5), nunca del de j + 1.
Contradiccion: tres colores no bastan. La idea es que el pentdgono y la estrella son dos ciclos
de cinco unidos por los radios, y la paridad obliga a los dos a colocar sus aristas c entre los
mismos dos radios; en el pentdgono esos radios salen de vértices vecinos, y en la estrella, de
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vértices que no lo son.

Ejercicio 6.12. Una semana de ajedrez R6.14

En un club de ajedrez, ocho jugadores juegan cada dia una sola partida con un compafiero.
Probar que se pueden distribuir de modo que no repitan pareja en toda una semana.

Resolucién. Un vértice por jugador y una arista por cada pareja posible: Kg, con 28 aristas.
Un dia es un conjunto de partidas sin jugador repetido, es decir, un emparejamiento; repartir
todas las partidas en dias es colorear las aristas de Kg, y x'(Ks) = 7. Siete dias, exactamente
una semana, con cuatro partidas cada uno. La construccién del caso par da el cuadrante: se
colorean las aristas de K7 (jugadores 0, .. ., 6 en heptdgono) por lados paralelos, y el octavo
jugador juega cada dia con el que ese dia tiene el color ausente.

Con la regla de la suma el cuadrante se escribe solo. Los jugadores 0, ..., 6 juegan el dia s
(s=0,...,6)las parejas {i,j} coni+j=s (méd 7), y el jugador 7 juega con el tiinico que se
queda sin pareja, el i con 2i = s, es decir, i = 4s (méd 7):

dia partidas
0 |1-6 25 34 0-7
1 |01 26 3-5 4-7
2 102 36 45 1-7
3 |03 12 46 57
4 |04 1-3 56 27
5 |05 14 23 67
6 |06 15 24 3-7
Cada fila tiene a los ocho jugadores una vez, y las 28 parejas salen una vez cada una. [

Ejercicio 6.13. Conferenciantes y grupos EXAMEN DE 2012

Cuatro conferenciantes (Ana, Carmen, Juan y Pablo) dan charlas de una hora a tres grupos:
Juan y Carmen, cada uno, una charla a cada grupo; Pablo y Ana, cada uno, una charla a
cada grupo. ;Cuél es el menor nimero de franjas horarias necesarias?

Resolucidn. Vértices: los cuatro conferenciantes y los tres grupos; una arista por cada charla
(conferenciante, grupo). Cada conferenciante da una charla a cada grupo, luego el grafo es
Ky 3, con 12 aristas. Una franja horaria es un conjunto de charlas sin conferenciante ni grupo
repetido: un emparejamiento. El minimo de franjas es x’(Ky3) = méx{4,3} = 4: cada grupo
recibe cuatro charlas y necesita cuatro franjas, y cuatro bastan (cada grupo y; recibe en la
franja k al conferenciante x;,, indices médulo 4). Cuatro franjas. n

QUE DEJA. Horarios y turnos: conferenciantes y grupos son los dos lados de un bipartito, las clases
son aristas, las franjas son colores, y Kénig dice que bastan tantas franjas como clases tiene el mas
ocupado. Ligas y torneos: K;;, y n — 1 o n jornadas segtin la paridad.
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Ejercicio 6.14. El indice cromdtico de un grafo dibujado (exdmenes de 2011-12, enero de 2013 y
2025-26)

Sobre un grafo dibujado, «calcula su indice cromético dando la coloracién». Explicar el
procedimiento y aplicarlo al prisma triangular.

Resolucién. (1) Se lee A del dibujo: x’ > A. (2) Se intenta una coloracioén con A colores,
empezando por el vértice de grado méximo y coloreando ciclos pares alternando; si se
consigue, ' = Ay se entrega la coloracion. (3) Si no se consigue, atin no se ha probado que
sea imposible: se busca una obstruccion, por ejemplo A|V /2] < A. Solo cuando se prueba
la imposibilidad se concluye x’ = A + 1 por Vizing, y se entrega una coloracién con A + 1
colores.

Elprisma (tridngulos ajaza3 y b1bybs, aristas a;b;): A = 3. Es 3-regular con 6 vértices, 9 aristas,
y una 3-coloracion seria una particion en tres emparejamientos perfectos: {a1by1, axby, asbs} de
color 3, y los dos tridngulos con los colores 1, 2: imposible, porque un tridngulo necesita tres co-
lores. ;Otra particion? Los emparejamientos perfectos del prisma son el de las tres aristas verti-
cales y los tres que toman una vertical y las dos aristas «cruzadas»: {a1by, aza3, bybs} y sus dos
rotaciones. Tres de ellos disjuntos que cubran las 9 aristas: {a1b1, axa3, bobs }, {axby, a1a3, b1bs},
{asbs, a1a2,b1b, }. Son disjuntos y cubren todo: x’(prisma) = 3. (La primera particion fallaba
y la segunda funciona: conviene buscar la coloracién con un poco de sistema en vez de
rendirse al primer intento.) [

Qué hemos aprendido. Antes de buscar a mano conviene mirar si algtin teorema decide
solo. Si el grafo es bipartito, Konig da A sin maés. Si es regular de grado positivo con un
namero impar de vértices, la cota por emparejamientos da A + 1. Solo en el resto hay que
construir la coloracién o encontrar la obstruccién, y el prisma, que tiene tridngulos y seis
vértices, es de esos.
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REPASO INTERCALADO: CAPITULO 6

1.

Género de una superficie (asas) y de un grafo; planar < género 0; Ks, K3 3, Petersen
y K7 tienen género 1 (siete hexdgonos en el toro).

X: cota inferior por un subgrafo (K, ciclo impar), cota superior por una coloracion;
X < A+ 1 (para grafos conexos, < A salvo completos y ciclos impares: Brooks).
Bipartito con arista: 2; Cory1: 3; Kp: p.

Planar = x < 4 (sin demostracion) y < 5 (cadenas de Kempe); planar sin tridngulos
= x < 4 (vértice de grado < 3). Toro: 7 colores, y hacen falta.

Clases crométicas de una coloracién 6éptima: no vacias, con aristas entre cada dos,
k(k—1) < 2q, F ~ Ky, alguna con > n/k vértices. x(G1 + G2) = x(G1) + x(G2);
unién por un vértice: maximo.

XA < x' <A+ 1 (Vizing); bipartitos = A (Konig); Koy+1 =2n+1, Koy =2n—1
(n > 1), Kyn = max (m,n > 1); x'(G) = x(L(G)). Horarios y ligas son coloraciones
por aristas.



APENDICE A

Ideas intuitivas de las demostraciones

Una linea por resultado: lo que hay que recordar para reconstruir la demostracion. La idea

desarrollada estd en el capitulo, junto al enunciado.

Principio del producto (1.3). Numerar por filas las casillas de una tabla de b filas y a
columnas es la biyeccién con IN,;; deshacerla es dividir entre a, y la inyectividad y la
sobreyectividad son la unicidad y la existencia del cociente y el resto.
Inclusién—exclusion (1.3.4). Cada elemento que esta en exactamente k > 1 conjuntos se
cuenta (§) — (5) + - - = 1 vez, por el binomio de (1 — 1)*.

Apretén de manos (2.2). Cada arista tiene dos extremos: sumar grados es contar aristas
dos veces.

Dos vértices que no son puntos de corte (ejercicio 2.14). Los extremos de un didmetro, o
de un arco que ya no se puede alargar, no separan nada: lo que quedara detrds de uno de
ellos estaria mas lejos que el maximo elegido.

Caracterizacion de los bloques (2.7.1). Dos caminos entre u y v distintos que solo compar-
ten los extremos forman un ciclo; para fabricarlos se hace induccién sobre la distancia y se
«cose» el nuevo vértice al ciclo anterior usando que no hay puntos de corte.

Arboles (2.8). Un arbol tiene exactamente las aristas justas para ser conexo, n — 1; quitar
una lo parte, afiadir una cierra un ciclo. Todo se demuestra quitando hojas o quitando
aristas de ciclos.

Hojas de un arbol (ejercicios 2.22 y 2.24). Quitar un vértice de grado k deja k ramas, y cada
rama acaba en una hoja. La férmula |L| = 2 + Y (d(v) — 2) dice lo mismo en general: un
camino tiene dos hojas y cada vértice de grado d abre d — 2 ramas mds; se prueba sumando
los grados de dos maneras con |A(T)| = |V(T)| — 1.

Bipartitos y ciclos impares (2.9). Colorear por paridad de la distancia a un vértice funciona
salvo que dos vértices a la misma distancia sean adyacentes, y eso permite construir un
ciclo impar.

Grafos eulerianos (3.1). Grado par significa «por cada entrada una salida»; se quitan ciclos
hasta que no queda nada, y luego se encadenan los ciclos por un vértice comdn.

Fleury (3.1.2). Si se cruza un puente de lo que queda, la otra orilla se pierde; si no se cruza
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nunca sin necesidad, la paridad garantiza que se vuelve al principio con todo recorrido.
= Particién en 7 recorridos abiertos (ejercicio 3.2). Se emparejan los 2n vértices impares

y cada pareja se une a un vértice nuevo; el grafo ampliado es euleriano, y al borrar los

vértices nuevos su circuito se corta en n recorridos: un collar al que se quitan n cuentas.

= Ore (3.2). En un grafo no hamiltoniano maximal hay un camino hamiltoniano entre dos no
adyacentes; cada vecino de un extremo prohibe un vecino al otro, y eso acota la suma de
grados por n — 1.

= Whitney (4.2). Un corte de aristas se transforma en uno de vértices no mayor eligiendo los
extremos de modo que el grafo restante se desconecte o sea trivial; esa eleccion requiere
distinguir casos y es el paso delicado de x < A. Aislar un vértice de grado minimo da
A <.

= Menger (4.6.1). Induccién sobre las aristas contrayendo una: si al contraer baja el corte
minimo, los dos extremos de la arista estdn en un corte minimo X, y por induccién hay
caminos de A a X y de X a B que se pegan en X.

= Dirac (n-conexo = n vértices en un ciclo, 4.6.2). Un abanico de n caminos desde el vértice
nuevo hasta un ciclo que ya tiene n — 1 de los vértices; dos de los n extremos caen en el
mismo tramo y por ahi se desvia el ciclo.

= Férmula de Euler (5.2). En un grafo plano conexo, quitar una arista de un ciclo funde dos
caras; quitar una hoja no cambia las caras. Las dos operaciones conservan V — A + C hasta
llegar a un punto.

= Cota del contorno (5.3.1). Cada cara necesita al menos g aristas y cada arista borda a lo
sumo dos caras, luego hay a lo sumo 2q/g caras. Metido en la férmula de Euler, las caras
desaparecen y queda q < &(p —2);cong =3yg=4salen3p—6y2p—4.

= Kuratowski (5.4.1). Un contraejemplo minimo seria 3-conexo y distinto de Ky; se contrae
una arista sin perder la 3-conexién, se dibuja lo que queda, y al separar los dos vértices
contraidos, o caben en una cara o sus vecinos estan entrelazados en el ciclo que la bordea,
que es la forma de K33 o de Ks.

= Brooks (6.2; solo la idea, sin demostracién completa). El voraz solo estrena el color A + 1 si
a un vértice le llegan sus A vecinos ya coloreados con colores distintos. En un grafo conexo
no regular se evita coloreando por distancia decreciente a un vértice de grado menor que A:
cada vértice tiene un vecino que se colorea después que él. En el regular hay que fabricar
esa holgura, y en los completos y los ciclos impares no se puede.

= Cinco colores (6.2). Un vértice de grado < 5 existe por Euler; sus vecinos pueden usar los
cinco colores, pero entonces se intenta liberar uno intercambiando colores. Si todos esos
intercambios fallaran, dos cadenas de Kempe, una 1-3 y otra 24, tendrian que cruzarse, y
en el plano no pueden.

» Planar sin tridngulos = x < 4 (6.2). Sin tridngulos el techo de aristas baja a2V — 4, y si
todos los grados fueran > 4 se tendria 4V < 2A < 4V — 8: hay un vértice de grado < 3. Se
quita, se colorea el resto por induccién, y sus tres vecinos dejan libre el cuarto color.

» Konig (6.3.1). Al afiadir una arista 1o, si falta el mismo color en los dos extremos se usa; si
no, se intercambian dos colores a lo largo del camino alternante que sale de v, que en un
bipartito nunca llega a u.

= Cota por emparejamientos (6.3). Cada color de aristas es un emparejamiento, que tiene
alo sumo | p/2] aristas; si A|p/2| < gq, con A colores no se cubren todas. Un regular de
grado r > 0y orden impar tiene g = rp/2 > r|p/2].
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APENDICE B

Afiadidos y omisiones

Este apéndice retine los desarrollos afiadidos al material de origen y sefiala lo que se
omite, se reubica o se deja sin demostrar. Las marcas grises —del tipo R4.7 0 CONTROL 2.2—
identifican la procedencia de los ejercicios; el capitulo C retine la informacién sobre exdmenes.

Qué de este libro no estd en el material de origen

» La subseccién 1.3.4, inclusién-exclusién para n conjuntos (el material de origen se detiene
en tres).

= Cinco ejemplos resueltos del capitulo 1: cifras en su sitio (desarreglos), juntos y separados
(técnicas del bloque y de los huecos), tridngulos con vértices en puntos dados, etiquetas
y bloques (libros de varias materias, distinguidos o no, agrupados o no) y la partida
interrumpida. No estdn en el material de origen; los cuatro primeros ensefian técnicas que
piden las convocatorias recientes (capitulo C), y el quinto contesta la pregunta que abre la
seccién del binomio.

= Cuatro ejemplos resueltos del capitulo 2 —un diccionario a mano, las capas de distancia,
puntos de corte y puentes a mano, y la cuenta de aristas, arista a arista—, y los bloques de
un grafo concreto con su esquema de bloques y puntos de corte. No estdn en el material
de origen; ensefian los métodos del grafo dibujado y de los verdaderos o falsos de aristas
frente a vértices (capitulo C).

= Cuatro ejemplos resueltos del capitulo 3 —cuatro casos a mano (Konigsberg y tres grafos
pequefios antes del teorema), descoser y coser a mano, euleriano y hamiltoniano son cosas
independientes, y el test de las componentes a mano—. No estdn en el material de origen;
preparan el apartado «;jes euleriano?, ;es hamiltoniano?» del grafo dibujado (capitulo C).

= Cinco ejemplos resueltos del capitulo 4 —un extremo por arista a mano (el ciclo C4 antes
de la prueba de Whitney), la cota de Harary con ntimeros, el mismo W5 con otra explosién
(K3,3), Menger a mano (el cuello de botella) y cuando las cotas no se juntan (dos Ky con una
arista comtn)—, el cdlculo de la pajarita con la definicién, y las figuras del abanico y del
palomar de Dirac. No estdn en el material de origen; preparan el calculo de x y A del grafo
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dibujado y el uso de Tutte (capitulo C).

= Tres ejemplos resueltos del capitulo 5 —las tres casas a mano (un hexdgono y tres dia-
gonales, y K5 con el pentagrama), la tenaza de las dos cotas de aristas y casas y pozos
a mano (un ciclo largo y tres cuerdas entrelazadas)—, la tabla de K, arista a arista para
la formula de Euler, la forma ¢ < 29/(q — p + 2) de la cota del contorno y la tabla del
signo de 1 + 1 — 1 en las caras de grado fijo. No estdn en el material de origen; preparan la
planaridad del grafo dibujado y los verdaderos o falsos con la férmula de Euler (capitulo
O).

» Cuatro ejemplos resueltos del capitulo 6 —el voraz en un camino (el orden importa), una
cadena de Kempe a mano, el intercambio de Konig a mano (con el tridngulo en el que
la cadena vuelve) y el grafo de linea a mano (la pata y el diamante)—; la idea de Brooks
con su caso no regular; la regla c(ij) = i + j méd (2n + 1) para colorear Ky,1, con el color
ausente 2i, la tabla de K33 y el cuadrante de la semana de ajedrez; la escritura paso a paso
de la via de grado < 4 con cadenas de Kempe para los planares sin tridngulos, que el
material de origen solo indica; la mencién del teorema de Grotzsch; la lectura numérica
de la cota de Heawood; y una demostracién de que el grafo de Petersen no admite tres
colores en sus aristas que no usa que no es hamiltoniano. No estdn en el material de origen;
preparan el niimero y el indice cromaético del grafo dibujado y las demostraciones cortas de
coloracién (capitulo C). El mapa de cuatro paises del principio de la seccién 6.2, en cambio,
redibuja un ejemplo del material de origen.

= La demostracion del teorema de caracterizacion de los bloques, 2.7.1.

= La demostracion de que el algoritmo de Fleury funciona, 3.1.2.

= La demostracion del teorema de Menger y el lema del abanico, 4.6.1, y la del teorema de
Dirac de 1960, 4.6.2.

» La demostracion del teorema de Kuratowski, 5.4.1.

= La demostracion del teorema de Konig, 6.3.1.

= La construccién de Petersen en el toro y el esquema de las cadenas de Kempe de 6.1y 6.2,
que completan las explicaciones del libro.

= Los apéndices A y E, y este.

= Las cajas (la pregunta, el camino que no se tomo, la idea, de dénde viene, conexién, antes de
leer, repaso), las pistas, las otras vias y los «qué deja». También los parrafos que acomparfian
a la teoria y a los ejercicios: los casos hechos a mano antes de un teorema, «qué se ha
ganado» y «lo que hay que llevarse» detrds de una demostracion, y «la idea», «qué hemos
aprendido» y «dénde se falla» en los ejercicios. Los enunciados de los ejercicios vienen de
las relaciones de problemas o de los exdmenes del curso, y la marca gris de cada titulo dice
de cudl; los que no llevan marca son variaciones nuestras.

= Las comprobaciones que el material de origen deja como ejercicio y aqui se escriben
enteras: el paso «sobreyectiva = inyectiva» de la equivalencia entre inyectiva, sobreyectiva
y biyectiva en conjuntos finitos; la biyeccion IN — INy; la unicidad de la fraccién irreducible
que hace inyectiva la correspondencia de la numerabilidad de Q; la inyeccién x — {x} de
X en P(X); la demostracion de inclusion—exclusion para tres conjuntos a partir del caso
de dos; y la comprobacién de que la numeracién por filas del principio del producto es
biyectiva.

= Un hueco de lainduccién del teorema de los grafos eulerianos, corregido aqui: al descoser
el grafo en ciclos, el subgrafo generado por Cy, ..., Ci_1 no tiene por qué ser conexo (dos
triangulos disjuntos unidos por un ciclo largo lo desmienten), asi que la demostracién de
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3.1 inserta los circuitos de todas sus componentes, no solo de una.

Un hueco de la demostracién de «planar sin tridngulos = x < 4», corregido aqui: la cota
A < 2V — 4 se ha demostrado para grafos conexos, y la induccién, al quitar un vértice,
puede pasar por grafos que no lo son. La demostracion de 6.2 se reduce primero al caso
conexo, coloreando cada componente por separado.

Notas menores sefialadas en el texto: la condicién (c) de la caracterizacién de puentes falla
vacfamente en grafos no conexos; la versién con todos los detalles de «una arista estd en
un solo bloque»; el argumento de las aristas inyectivas en la proposicién |V| = |A| + 1; la
segunda demostracién de «al menos dos hojas» por arco maximal; el argumento del tltimo
vértice comun en la caracterizacién de los bipartitos; y que el teorema de caracterizacién
de los drboles no necesita la hipdtesis «con mds de una arista» con la que suele enunciarse.

Qué se omite, se reubica o se deja sin demostrar

Los ejercicios 1 del Control 2 y 1 del Control 3 se refieren a un grafo «de la figura» que
no esta en la copia del examen (tampoco en el PDF original): el libro resuelve un grafo
andlogo con el mismo método. Todas las demads figuras de relaciones y exdmenes (3.12, 4.9,
4.10, 5.10, 6.3, y los grafos de los exdmenes de 2024-25, 2025-26 y junio de 2024) se han
recuperado de los PDF originales y estdn resueltas. El grafo de julio de 2024 también se ha
recuperado ampliando la imagen original: sus ocho vértices y veintidds aristas se dibujan
y el ejercicio se resuelve en el apéndice de exdmenes.

Los ejercicios 3.5 y 3.7(a) de la relaciéon 3, que son los teoremas de Ore y de Dirac y estdn
demostrados en la teoria.

El teorema de Brooks, el de Vizing, el de Wagner, el de Chartrand-Harary, el de Tutte sobre
grafos 3-conexos, la version por aristas del teorema de Menger, el de los cuatro colores y la
cota de Heawood: van enunciados sin demostracion, igual que en el material de origen.
De Brooks se da la idea, con el caso no regular argumentado en un pérrafo; el caso regular,
que es el dificil, no se demuestra.

La figura del asa que elimina un cruce (seccion 6.1) es la del material de origen (tema 6,
pagina 1), reproducida tal cual.

No se reproduce entero el banco histérico de exdmenes: se seleccionan problemas y mode-
los, cuya procedencia se indica en las marcas grises y en el apéndice C.

En el grafo de doce vértices del 16 de noviembre de 2011 se conserva el dibujo original,
con 20 aristas. La solucién de origen escribe 18 al contarlas y r(G) = 12 al calcular la
circunferencia; aqui se corrigen esas erratas. El radio es 2 y la circunferencia, 12.
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APENDICE C

Qué cae en el examen

Este apéndice retine el formato y los antecedentes de examen conservados de Matema-
tica Discreta en la Universidad de Sevilla. Quien estudie en otro contexto puede usar los
problemas como préctica; las condiciones de evaluacién aqui descritas son locales.

C.1 El formato

El sistema de 2026-27. Segtin los proyectos docentes de 2026-27, en todos los grupos hay un
examen final de convocatoria sobre 10 puntos que se aprueba con 5. Antes, cada grupo ofrece
una via previa voluntaria distinta:

Grupo Via previa (voluntaria)

1y3 Una prueba en la tltima semana de clase, con el mismo esquema que el
examen final.

2y5 Una prueba de caracteristicas similares al examen final, en fecha avisada
con antelacién.

4 Evaluacién continua: al menos una prueba escrita en clase sobre lo dado

hasta el dia anterior; hay que sacar 5 en cada una y la nota es la media.

Los tres controles conservados son del curso 2025-26 y de un solo grupo: sirven como practica
de bloques concretos, no como modelo del sistema de 2026-27.

El material conservado incluye tres controles y eximenes de convocatoria. Sus puntuacio-
nes describen esas pruebas, no el peso de la evaluacién continua en la nota final: por ejemplo,
el ejercicio 1 del Control 1 vale 3 puntos y el 3 vale 4; el ejercicio 2 del Control 2 vale 3, y el
2 del Control 3, 2. Para el sistema vigente hay que consultar el proyecto docente del curso
correspondiente. En las convocatorias recientes aparecen con frecuencia estos cuatro bloques:
1. Combinatoria, en apartados de 0,5 0 0,75 puntos: contar con inclusién—exclusién, posicio-

nes consecutivas y no consecutivas, puntos del plano y tridngulos, bolas en cajas.

2. Verdadero o falso con demostraciéon o contraejemplo, a 1 punto el apartado, cuatro

o cinco apartados. Se repiten: aristas frente a vértices y existencia de ciclo, conexién y
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namero de aristas, sumas de grafos y 2-conexion, caras de grado fijo con la férmula de
Euler, y subdivisiones y ntimero cromatico.

3. Un grafo dibujado con preguntas, a 0,5 o 0,75 puntos el apartado, sobre: euleriano y
hamiltoniano; conectividad puntual y lineal; planaridad; arboles maximales; ntimero
cromatico o indice cromatico.

4. Una demostracion corta de coloracién, como las variantes del ejercicio 6.4 de la relacién 6.
El ejercicio del grafo dibujado aparece repetidamente con preguntas parecidas. Los mode-

los resueltos estan en el apéndice D.

C.2 Qué demostraciones caen

No se ha localizado una lista oficial de demostraciones exigibles en el material conserva-
do. La seleccién siguiente procede de examenes y controles: la marca sefiala resultados o
apartados cuya justificaciéon se ha pedido expresamente. Incluye preguntas de verdadero o
falso, que pueden requerir un contraejemplo. Cuando el examen pide solo una consecuencia,
la marca no se extiende al teorema completo que permite demostrarla. Que un resultado se
use no significa que se haya pedido su demostracion. La lista puede estar incompleta y no
garantiza el contenido de convocatorias futuras.

Cada una de esas demostraciones lleva, junto a su enunciado en el cuerpo del libro, una
marca granate en versalitas que dice ¢ cAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION. Esta es la lista de las
marcas del libro, con la pagina de cada una:

Todo grafo conexo no trivial tiene al menos dos vértices que no son puntos de corte . . . pag. 89
Un arbol con un vértice de valencia k tiene almenoskhojas . . . . ... .......... pag. 108
La formula de las hojas |L| =2+ Y (6(v) —2) ylask-arafias . . . ... .......... pag. 109
2n vértices de grado impar: particion de las aristas en n recorridos abiertos . . . . . . . . pag. 127
Un grafo conexo es euleriano si y solo si lo son todos susbloques . . . ... ....... pag. 128
Verdadero o falso: G y H eulerianossiysolosiG+ Hloes . . ... ............ pag. 130
Todo grafo con un punto de corte no es hamiltoniano; hamiltoniano = G — v conexo . .  pag. 144
La cota del contorno: g < ggfz (p —2) para un planar de contornog . . . . ... ... .. pag. 196
Planar = x < 5; 5-conexo y planar = al menos 12 vértices . . . ... ... .. ... ... pag. 202
Conexo, regular de grado r y planar = r < 5(y v < 3sin tridngulos) . . ... ... ... pag. 203
Planar sin tridngulos = x < 3, con igualdad solo si hay al menos 8 vértices. . . . . . .. pag. 203
G+ovplanar = g <2p —3; G+ Ky planar = Gesundrbol . . . . .. ... ... ... .. pag. 203
Caras de grado fijo con la férmula de Euler: no hay grafo conexo, plano y regular de grado

4 con todas las caras pentagonales . . . ... ... ... .. L L L L pag. 204
Bipartitocon A(G) =6 = Gnoesplanar . ... ... .................... pag. 205
Planar, conexo y sin tridngulos = x(G) <4 . . . ... ... . ... . ... pag. 229
Clases cromaticas: ninguna vacia, F ~ Ky, k(k — 1) < 2q y alguna clase con n/k vértices pag. 232
Subdividir una vez cada arista de G, si hay alguna, dejax(H) =2 . . . . . ... ..... pag. 233
X(G1 + Gz) = X(Gl) + X(Gz) .................................. pag. 234
X(G)>A(G) oo pag. 236
Cota por emparejamientos; regulares de grado positivo y orden impar sonde clase2 . .  pag. 240
X (G)=X(L(G)) o oo pég. 241
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La prueba de cada marca

Para que la lista se pueda auditar —y corregir, si aparece un examen nuevo—, esta es la

procedencia de cada marca:

Dos vértices que no son puntos de corte: pedido tres veces —prefinal del grupo D de 2024,
ejercicio 3 (1,5 puntos); junio de 2011, apartado (b); primera prueba del grupo E de 2016,
apartado (b)—. Son tres antecedentes concretos; no un ranking de todas las demostraciones
del temario.

Hojas de un drbol: Control 1, ejercicio 1 (3 puntos, con el guién de dos pasos) y ejercicio 3 (4
puntos, la férmula y las k-arafas).

Bloques eulerianos y particion en n recorridos abiertos: Control 2, ejercicios 4 y 3 (2,5 puntos
cada uno).

G y H eulerianos frente a G + H, y punto de corte = no hamiltoniano: primera convocatoria de
2024-25, ejercicio 2, apartados (b) y (c) (1 punto cada apartado).

Consecuencias de Euler sobre grados y conectividad: enero de 2011, ejercicio 1 (3 puntos), y
segunda prueba del grupo E de 2016, parte II, ejercicio 1, piden un vértice de grado a lo
sumo 5 y que un planar 5-conexo tenga al menos 12 vértices. Son aplicaciones de las cotas
de Euler, no peticiones de demostrar esas cotas por separado.

La cota del contorno q < g%?. (p — 2): segunda prueba del grupo A de 2015-16, modelo I del
14 de enero, ejercicio 3 (3 puntos). La copia resuelta es el mismo examen y no cuenta como
otra aparicién. La segunda prueba A de 2014-15, ejercicio 3 (1,5 puntos), pide la forma
equivalente ¢ < 2g9/(q —p +2).

Planar = x < 5y 5-conexo planar = p > 12: enero de 2011 y la parte II de la segunda
prueba E de 2016; enero de 2013 pide la primera de estas dos afirmaciones.

Regular planar = r < 5: segunda prueba del grupo D de 2015-16, ejercicio 3 (1,5 puntos),
también en el caso sin tridngulos.

Planar sin tridngulos = x < 3: segunda prueba de 2012.

G 4 vy G + K; planares: Control 3, ejercicio 2 (2 puntos); prueba (2) de 2016, ejercicio 3(b).
Caras de grado fijo: primera convocatoria de 2025-26, ejercicio 2(c), y de 2024-25, ejercicio
2(e); prefinales B y D de 2024; febrero de 2013.

Bipartito con A = 6 no planar: enero de 2013, apartado (g), repetido en la primera convocato-
ria de 2024-25, ejercicio 2(d).

Planar sin tridngulos = x < 4: Control 3, ejercicio 3 (4 puntos), con el guién del vértice de
grado pequefio.

Clases cromiticas: primera convocatoria de 2024-25, ejercicio 4 (0,75 por apartado), y enero
de 2013, ejercicio 3 (3 puntos), con cinco apartados (a)—(e). Sus variantes ilustran cémo usar
la minimalidad de una coloracién 6ptima.

X' (G) > A(G): segunda prueba del grupo A de 2010-11, ejercicio 3(a).

Subdividir cada arista de un grafo con alguna arista deja x = 2: primera convocatoria de
2025-26, ejercicio 2(d). La condicién de tener alguna arista evita el caso sin aristas.

Cota por emparejamientos y grafos requlares de orden impar: segunda prueba A de 2015-16,
modelo II, ejercicio 3, y segunda prueba D del mismo curso, ejercicio 4.

X' (G) = x(L(G)): segunda prueba A de 2010-11, ejercicio 3(c).
X(G1+ G2) = x(G1) + x(Gz): segunda prueba de 2011-12, ejercicio 5, apartados (b) y (c).
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Lo que no lleva marca, y por qué

La ausencia de marca significa que no se ha identificado una peticiéon explicita de la
demostracion completa en las pruebas revisadas. Es el caso de los teoremas de Whitney,
Menger, Dirac, Ore, Bondy—Chvatal, Kuratowski, Kénig, Tutte, Vizing y Brooks. Tampoco se
ha identificado para la correccién de Fleury, el teorema de los cinco colores, las caracteriza-
ciones de los grafos eulerianos y de los bipartitos por ciclos impares, la férmula de Euler, la
numerabilidad de N x IN y de Q, el teorema del binomio o la inclusién-exclusién general.

Varios de ellos —Whitney, Menger, Tutte, Kuratowski, la férmula de Euler— son herra-
mientas para resolver los ejercicios, y hay que saber usarlos con soltura; pero eso es otra cosa
que saber reproducir su demostracion, y esta seleccién empirica no sustituye una indicacién
oficial del curso.

La cota del contorno estd demostrada en la subseccién del mismo nombre del capitulo de
planaridad. Sus hipétesis incluyen que exista un ciclo: para un drbol, el contorno vale co y no
se puede sustituir sin més en la férmula.

Un antecedente requiere cautela: la primera prueba D de 2015-16, ejercicio 4, pide que
G sea un arbol si y solo si afiadir cualquier arista entre vértices no adyacentes produce un
tnico ciclo. No es literalmente la caracterizacion de cuatro equivalencias del capitulo 2, y
tal como esta escrito falla para K3z: no hay pares no adyacentes, por lo que la condicién se
cumple vaciamente. No se usa ese enunciado para marcar el teorema entero como exigible.

C.3 Por capitulos

Las entradas identifican ejercicios del libro y describen su relacién con las pruebas conser-
vadas.

Combinatoria y métodos de enumeracién (capitulo 1)

= Dos personas con el mismo niimero de amigos. Es el ejercicio 2.4 de la relacién 2 con otro
vocabulario, y reaparece en el capitulo siguiente como «dos vértices con el mismo grado».

= Trece puntos en un rectdngulo de 3 x 4. Primera convocatoria de enero de 2015, ejercicio 2,
literal.

s Ocho sumas en una matriz de 0, 1 y —1. Segunda convocatoria de septiembre de 2014, ejercicio
1, literal.

= Seis niimeros del 1 al 9. Segunda convocatoria de septiembre de 2013, ejercicio 2, literal.

s Restos al dividir entre n — 1. Segunda convocatoria de septiembre de 2015, ejercicio 1, literal.
La variante «101 nimeros, dos cuya diferencia es multiplo de 100» cay¢6 en la primera
convocatoria de 2023 y en la primera prueba B de 2013.

» Quince miiltiplos de cuatro con cifras distintas. Primera convocatoria de junio de 2024, ejercicio
1, literal.

» Pares, impares y enteros. La prueba del 22 de noviembre de 2010 pidié lo mismo para el
conjunto de los multiplos de 3 aumentados en dos unidades.

» Cifras en su sitio, ejemplo de la seccién 1.3. Es el modelo de los apartados (a) y (b) del
ejercicio 1 de la primera convocatoria de 2024-25: una cifra fijada en su sitio y, por inclusién—
exclusion, alguna de las impares en su sitio.

» Una familia en el cine y el ejemplo juntos y separados de la misma seccién (1.4). El ejemplo,
con la técnica del bloque, el complementario y la de los huecos, es el modelo de los
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apartados «posiciones consecutivas / no consecutivas» de la primera convocatoria de
2024-25, ejercicio 1(c) y (d), y de la mesa de 40 alumnos de noviembre de 2013. El bloque
reaparece en la estanteria de julio de 2024, ejercicio 1(b), y en las franjas del prefinal del
grupo C de 2024-25, ejercicio 1(a). El ejercicio del cine es la variante con posiciones fijadas
de antemano.

Etiquetas y bloques, ejemplo de la seccién 1.5, tras las permutaciones con repeticion. Es el
modelo completo de la estanteria de julio de 2024, ejercicio 1 (sin distinguir los libros,
agrupados y distinguidos, agrupados en orden alfabético), y de los apartados (a), (b) y (c)
de las franjas del prefinal del grupo C de 2024-25, ejercicio 1.

Niimeros de cuatro cifras distintas con los digitos del 1 al 7. Primera convocatoria de junio
de 2023, ejercicio 1, con 7 cifras de 9 digitos y «contienen el 1, el 2 y el 3». Se resuelve a
continuacién como otra via.

Niimeros de la sequridad social. Segunda convocatoria de septiembre de 2013, ejercicio 1,
literal.

Tridngulos con vértices en puntos dados, ejemplo de la seccion 1.5. Es el modelo del ejercicio 1
de la primera convocatoria de 2025-26: puntos sin tres alineados, y puntos repartidos en
dos rectas paralelas o secantes.

Diez sillas iguales en cuatro habitaciones. Es el modelo de los ejercicios de «bolas en cajas» de
enero de 2014 y enero de 2015, y de la primera prueba del grupo E de 2016.

Monomios de grado diez en tres variables. Los monomios de grado dado son la variante de
examen de las bolas en cajas: se pidieron en febrero de 2013, ejercicio 1. Enero de 2015 pide
el modelo equivalente de bolas en recipientes, no monomios literalmente.

Introduccion a la teoria de grafos (capitulo 2)

Dos vértices con el mismo grado. Es el ejercicio de las personas con el mismo ntmero de amigos
del capitulo 1, ahora con su nombre de verdad. Aparece como apartado de verdadero/falso
en las primeras pruebas del banco histérico.

Un tridngulo en G o en G. Es el caso mds pequefio del teorema de Ramsey, y aparece como
apartado de demostracion corta en el banco histérico.

¢ Son isomorfos?. El prefinal del grupo C de 2024-25 pide disefiar dos grafos no isomorfos
con las mismas condiciones, y varias primeras pruebas del banco histérico traen una pareja
como la (b).

Un arco y un ciclo largos (Relacién 2, 2.9). Es el modelo de los apartados de demostraciéon
corta del ejercicio de verdadero o falso, y el argumento del «arco de longitud maxima»
reaparece en el Control 1y en los ejercicios de arboles.

Radio y didmetro (Relacién 2, 2.16). Aparece como apartado de verdadero o falso; la cota
diam < 2r es la que hay que saber justificar en dos lineas.

Dos vértices que no son puntos de corte (examen, junio 2011 y prefinal 2024). Se ha pedido tal
cual en junio de 2011, en la primera prueba de 2016 y en los prefinales de 2024 (grupo B
con «al menos uno», grupo D con «al menos dos»). En el prefinal D vale 1,5 puntos; el
argumento del drbol maximal da una demostracién breve. El capitulo da tres pruebas: por
el didmetro y por el arco maximal en la seccioén 2.6, y por un drbol spanning en la seccién
2.8.

Puntos de corte y suma de grafos (examen, noviembre 2013). El apartado (a) es un verdadero o
falso de examen. El (b) es la razén general: la suma «suelda» los grafos.

Estudio de un grafo dibujado (examen, noviembre 2011). Es un formato habitual del ejercicio
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de 3 0 4 puntos: un grafo dibujado y una lista de preguntas. Las excentricidades se sacan
con el ejemplo de las capas de distancia (seccién 2.5), y los puntos de corte, los puentes y
los bloques, con los casos a mano de las secciones 2.6 y 2.7. El apartado (d) del original,
«¢es euleriano?», se hace en el capitulo 3 con este mismo grafo. Un «spanning» de G es un
subgrafo con todos los vértices de G (seccién 2.8).

» La cuenta de aristas, arista a arista, ejemplo de la seccién 2.8. Es el modelo de los verdaderos
o falsos de aristas frente a vértices de la primera convocatoria de 2025-26, ejercicio 2(a) y
(b) («si hay mas aristas que vértices, hay un ciclo»; «con |V| > |A| + 2 no es conexo»), y
del minimo de conexiones de la prueba del grupo C de 2025, ejercicio 2(b).

» El centro de un drbol (Relacion 2, 2.14). E1 Control 1 pide el centro de un grafo concreto; este
resultado dice qué forma tiene la respuesta cuando el grafo es un arbol.

» Hojas y grado mdximo (Relacion 2, 2.20; Control 1, ejercicio 1). Es el ejercicio 1 del Control 1,
con 3 puntos y el guién tal cual. En la relacién se pide con v de valencia méxima, pero la
hipétesis no hace falta.

= La formula de las hojas y las arafias (Control 1, ejercicio 3). Vale 4 puntos, los que més, y solo
usa dos cosas: el apretén de manosy |A(T)| = |V(T)| — 1.

s Elcubo Qy (examen, junio 2011). Los apartados (c) y (d) originales, «;para qué n es euleriano?»
y «;es Q3 hamiltoniano? ;y planar?», se hacen en los capitulos 3 y 5.

Grafos eulerianos y hamiltonianos (capitulo 3)

= Recorridos eulerianos abiertos (Relacion 3, 3.1). Es la primera demostracion corta del tema y el
modelo de las siguientes: afiadir un vértice para reducir al teorema.

» ;Eseuleriano? ;Es hamiltoniano?, en un grafo dibujado (prefinales de los grupos B y D de 2024,
ejercicio 2(a); primera convocatoria de 2025-26, ejercicio 3(a)). Es el primer apartado del ejercicio
del grafo dibujado, y son dos preguntas con herramientas distintas. La de Euler se contesta
contando grados, como en el ejemplo de los cuatro casos a mano (seccién 3.1); si la respuesta
es si y piden el circuito, se fabrica descosiendo el grafo en ciclos y cosiéndolos, como en el
ejemplo «descoser y coser». La de Hamilton se contesta mostrando un ciclo si es que si y,
si es que no, con una de las cuatro pruebas de la secciéon 3.2. Dos ejemplos de esa seccion
preparan el apartado: el de los cuatro grafos de la tabla, que muestra que una respuesta no
dice nada de la otra, y el del test de las componentes, que ensefia a elegir el conjunto S que
se quita.

» Sumas y grafos ciibicos (Relacion 3, 3.4; examen, junio 2024). Los grados en una suma se
calculan de una vez: cada vértice de G gana tantas aristas como vértices tiene H. Y el orden
de un grafo ctbico es par.

» La galeria de arte (Relacion 3, 3.12(a)). Es Konigsberg con salas en vez de islas. La tnica
dificultad es traducir bien el plano: cada sala, y el exterior, es un vértice; cada puerta, una
arista.

» Un grafo que no es hamiltoniano (Relacién 3, 3.12(b)). Cuando ni Ore ni el test de las compo-
nentes deciden, se razona con los vértices de grado 2: sus dos aristas estan obligadas, y
eso propaga obligaciones y prohibiciones hasta una contradiccién. Es el argumento que el
profesor da en su solucién.
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Conectividad (capitulo 4)

Grafos ciibicos (Relacién 4, 4.7). No estd resuelto en las soluciones del profesor. El grado
3 limita las formas de los cortes pequefios y permite demostrar que x = A. Hay que
distinguir los casos: elegir sin mds un extremo de cada arista no garantiza un corte de
vértices del mismo tamano. El verdadero o falso de la segunda convocatoria de julio de
2024, ejercicio 4(a) y (b) («un regular de grado r tiene k = r», «<y A = r»), se contesta
con los contraejemplos de dos «dénde se falla» del capitulo: el de este ejercicio (grado 4,
k =1 < A =2)yeldelos grafos de Harary (3-regular con x = A = 2).

Grafos de Harary (Relacion 4, 4.15; Control 2, ejercicio 2). Vale 3 puntos en el Control 2 con la
sugerencia «empieza por una cota inferior del ntimero de aristas con Whitney y el apretén
de manos, y construye un grafo que la alcance».

Conectividad puntual y lineal de tres grafos dibujados. Es el apartado «estudia la conectividad
puntual y lineal de G» repetido en varias convocatorias desde 2011. El guion: (i) ¢ del
dibujo y Whitney; (ii) cota inferior de x con Menger (arcos independientes por parejas no
adyacentes, reduciendo por simetria), con Tutte, o con Chartrand para A; (iii) conclusién.
El ejemplo «Menger a mano: el cuello de botella» (seccion 4.6) ensefia a leer el paso (ii): los
arcos y el separador se certifican el uno al otro.

Cuando las cotas no se juntan, ejemplo que cierra la secciéon 4.6. Es el modelo de la primera
convocatoria de junio de 2024 (grupos 2 y 4), ejercicio 4(a), dondesalex =3 < A =0 = 4:
A sale de Chartrand o de contar las aristas que salen de un bando, Menger se atasca, y el
atasco sefiala el corte (alli, los vecinos de fuera de dos vértices adyacentes).

Tutte sobre un grafo dibujado. E1 Control 2 pide «utiliza el teorema de Tutte para probar que G
es 3-conexo»: hay que partir de una rueda y describir qué aristas se afiaden y qué vértices
se explotan hasta obtener G. Esa rueda inicial no tiene por qué ser un subgrafo de G. Con
eso k > 3; Whitney da x < 6, y si § = 3 se acabd. El ejemplo «el mismo Ws, otra explosion:
K33» (seccion 4.5.1) muestra una historia de explosiones que no deja ninguna rueda dentro
del dibujo, y qué explosién es ilegal.

Los dos grafos dibujados de la relacion (Relacion 4, 4.9 y 4.10). Son los dos grafos dibujados
de la relacién, y el 4.10 es el modelo exacto del apartado «estudia la conectividad» de las
convocatorias: Whitney por arriba, Chartrand para A, Tutte o Menger para x, y reducir las
parejas por simetria. La resolucién del material de origen muestra solo la pareja (x, t) del
4.10; el libro comprueba las cuatro parejas que quedan salvo simetria, y cémo se comprueba
que la simetria lo es.

Planaridad (capitulo 5)

Planar maximal implica 2-conexo (Relacién 5, 5.2). Es el ejercicio del que depende el apartado
(a) del corolario, y el argumento «pegar una arista nueva junto a dos que se tocan» es el
que se usa en todas las demostraciones de maximalidad.

Sumar un vértice o una arista (Relacion 5, 5.12; Control 3, ejercicio 2). El apartado (b) es el
ejercicio 2 del Control 3, con 2 puntos.

Caras de grado fijo (exdmenes: febrero 2013, prefinales 2024, convocatorias 2024-25 y 2025-26).
Aparece en varias convocatorias. La receta: apretén de manos para vértices, apretéon de
manos para caras, Euler, y buscar una contradiccién. Si las cuentas son compatibles, todavia
hace falta construir un grafo o justificar su existencia.

Los cuatro grafos de la relacion (Relacion 5, 5.10). Es el ejercicio de la relacion tal cual, con sus
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figuras. Ninguno de los cuatro es planar, y en los cuatro la respuesta es una subdivision de
K33 sefialada en el dibujo.

Planaridad de un grafo dibujado (todas las convocatorias revisadas). Cuando la cuenta de Euler
no decide, el ejemplo «casas y pozos a mano: un ciclo largo y tres cuerdas entrelazadas»
(seccion 5.4) da el orden de busqueda de la subdivisién de K33, y el caso del grafo D
ensefia a cambiar de ciclo cuando el primero no sirve. En la escalera de Mobius del ejercicio
«Cuatro grafos mds» ninguna de las dos cotas decide (12 < 18 y, sin tridngulos, 12 < 12).
Las demostraciones cortas con la formula de Euler (Relacién 5, 5.8, 5.11 y 5.12; sequnda prueba
de 2012; enero de 2013 y primera convocatoria de 2024-25, «bipartito con A = 6»). Todas son la
tenaza del ejemplo que abre los ejercicios de la seccién 5.3: suelo por Whitney y el apretén
de manos, techo por Euler. La tabla de ese ejemplo resume seis de ellas.

Planar exterior (primera convocatoria de junio de 2024, grupos 2 y 4, ejercicio 5). Es la cota
q < 2p — 3 del apartado (a) de «Sumar un vértice o una arista»: G + v es planar exactamente
cuando G es planar exterior, como se ve al cerrar ese ejercicio.

La cota del contorno despejando g (segunda prueba A de 2014-15, ejercicio 3). La forma g <
29/(g — p + 2) estd escrita tras la demostracion de la cota del contorno, como su otra cara.

Coloracién (capitulo 6)

Aristas entre clases (Relacién 6, 6.4; examen, enero 2013 y convocatoria 2024-25). Es el ejercicio
de demostracion de coloracién de las convocatorias: 3 puntos en enero de 2013 (a)—(e) y
cuatro apartados de 0,75 en 202425 (a y d). Se hace con la definicién y nada més. La idea y
el «dénde se falla» del ejercicio recogen los tres fallos tipicos: razonar con una coloracién
que no es optima, contar k(k — 1) aristas en vez de (£), y olvidar el redondeo [1/k].

El nmiimero cromdtico de un grafo dibujado (junio y julio de 2024, grupos 2 y 4, ejercicios 4(c) y
3(c); prefinales de mayo de 2024, ejercicio 2(d); prueba del grupo C de 2025, ejercicio 3(d); primera
convocatoria de 2024-25, ejercicio 3(c)). Siempre la misma pareja de cotas: un Ky o un ciclo
impar por debajo y una coloracién comprobada arista a arista por arriba. El método esta
en la idea del ejercicio «Los dos grafos dibujados de la relacién» (seccién 6.2); el caso sin
completo grande (Ws), en el «dénde se falla» de «Los ntimeros crométicos de siempre»; y
el atajo de Brooks, tras su enunciado.

El indice cromdtico de un grafo dibujado (primera convocatoria de 2025-26, ejercicio 3(d)). Se pide
A y una coloracién explicita con A colores. El «qué hemos aprendido» del ejercicio «El
indice cromatico de un grafo dibujado» dice cudndo decide un teorema sin buscar (Kénig
si es bipartito, la cota por emparejamientos si es regular de orden impar), y el intercambio
de Konig a mano (subseccién 6.3.1) ensefia a reparar la arista que no cabe.

Subdividir cada arista (primera convocatoria de 2025-26, ejercicio 2(d)). La otra via de una linea
del ejercicio «Exactamente un ciclo impar; subdividir»: los vértices viejos con un color y
los nuevos con otro. La hipétesis «con alguna arista» es la que excluye x(H) = 1.
Verdadero o falso con coloracién (primera convocatoria de 2023, ejercicio 5(b); julio de 2024, ejercicio
4(c)y (d)). «x(G) = n obliga a contener K,,» es falso (Cs, 0 W sin K4), como en el «d6nde se
falla» de «Los ntimeros cromaticos de siempre». «n-conexo = x > n» es falso y «n-conexo
lineal = x’ > n» es verdadero, por la cadenan < A < § < A < x’; los dos estén resueltos
en el apéndice de examenes.

Planar sin tridngulos = x < 4, «probando antes que hay un vértice de grado < 4» (Control 3,
ejercicio 3, 4 puntos). Es la otra via «con un vértice de grado < 4 y cadenas de Kempe, paso
a paso», escrita tras la demostracién de la proposicién; la de grado < 3 es mads corta, y las
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Qué cae en el examen

dos valen.

= Horarios y torneos (Relacion 6, 6.7 y 6.14; sequndas pruebas de 2012 y 2016). El cuadrante de la
semana de ajedrez sale de la regla c(ij) = i + j mo6d (2n + 1) del ejemplo de x'(Kzu41), ¥
la tabla estd en el ejercicio.
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APENDICE D

Exdmenes resueltos

Este apéndice retine los tres controles y varias convocatorias y prefinales. Los ejercicios
ya desarrollados en los capitulos remiten a su solucién; los restantes se resuelven aqui. Los
controles 2 y 3 tienen una figura ausente en el original disponible: en esos dos ejercicios se
explica el método. Para practicar el examen, puedes intentar los demaés a libro cerrado y con
tiempo limitado.

D.1 Control 1: arboles

1. (3p.) Sea T un arbol y v un vértice de grado k > 1. Demuestra, ayuddndote del guién, que
T tiene al menos k hojas: (1) T — v tiene k componentes; (2) cada componente contiene una
hoja de T. Resuelto en la seccién 2.8 (ejercicio «Hojas y grado maximo»).

2. (2p.) (Es cierto el reciproco? Contraejemplos con 4 hojas y sin vértice de grado 4, y con 5
hojas y todos los grados > 1 iguales a 3, con sus particiones bipartitas. Resuelto en 2.8
(«El reciproco, y dos drboles bipartitos»).

3. (4 p.) Para un érbol no trivial, [L| = 2+ ¥ 5)>2(6(v) — 2), y las k-arafias con k hojas.
Resuelto en 2.8 («La férmula de las hojas»).

4. (1 p.) Un grafo conexo con 6 vértices con dos arboles spanning no isomorfos, y su centro.
Resuelto en 2.8 («Dos arboles spanning no isomorfos»).

Qué buscaba: que se sepa usar «quitar un vértice de grado k a un arbol deja k arboles», el

apretén de manos con |[A| = |V| — 1, y que el grado méximo es un invariante.
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Exdmenes resueltos

D.2 Control 2: conectividad y eulerianos

1. (2 p.) Utiliza el teorema de Tutte para probar que el grafo G de la figura es 3-conexo. (La
figura no esta en la copia.) Método en 4.5.1: partir de una rueda y describir las aristas
afiadidas y los vértices explotados hasta obtener G; ejemplo con el prisma.

2. (3 p.) Grafos de Harary: un H(2,4), dos H(3, 8) no isomorfos, y si H(k,7) con 12 aristas
puede tener k = 4. Resuelto en 4.5 («Grafos de Harary»).

3. (2,6 p.) G conexo con exactamente 2n vértices de grado impar, n > 1: sus aristas se parten
en n recorridos abiertos sin aristas comunes. Resuelto en 3.1 («Particién en recorridos
abiertos»).

4. (2,5p.) Si G es conexo, todo bloque de G es euleriano si y solo si G es euleriano. Resuelto
en 3.1 («Bloques eulerianos»).

Qué buscaba: las dos técnicas de eulerianos (afiadir vértices que cierren; particiéon en ciclos) y

la cota g > kn/2 con su construccion.

D.3 Control 3: planaridad y coloracién

1. (2 p.) Demuestra que el grafo G de la figura no es planar. (Sin figura.) Método en 5.4:
cuenta de Euler y, si no decide, K3 3 subdividido con tres y tres principales; ejemplo con
Ms.

2. (2 p.) G simple y conexo no trivial: si G + K3 es planar, G es un arbol. Resuelto en 5.3
(«Sumar un vértice o una arista»).

3. (4 p.) Planar, conexo y sin tridngulos = x(G) < 4, probando antes que hay un vértice de
grado < 4. Resuelto en 6.2 (proposicién «planar sin tridngulos»), con la variante de grado
<3.

4. (2 p.) Ks no admite inmersién en el plano ni en la esfera; ;y en el toro? ;y Ks? Resuelto en
6.1: si los dos, porque K7 cabe en el toro (siete hexdgonos).

D.4 Primera convocatoria de 2024-25 (4 de junio de 2025)

Ejercicio 1 (0,5 p. cada apartado)

Numeros formados con las seis cifras de {1,...,6}, todas distintas: son las 6! = 720
permutaciones.

(a) Lacifra 1 en su posicion natural: se fija el 1 y se permutan las otras cinco, 5! = 120.

(b) Al menos una de las impares 1, 3,5 en su posicion: inclusion—exclusion (1.3.4) con A; «la
cifra i en su sitio»: 3 - 5! — (g) 41431 =360 — 72+ 6 = 294.

(c) 5y 6 en posiciones consecutivas: se pegan en un bloque, que puede ir en dos 6rdenes, y se
permutan cinco objetos: 2 - 5! = 240.

(d) 2y 4 en posiciones no consecutivas: el complementario de (c) con 2,4: 720 — 240 = 480.
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D.4. Primera convocatoria de 2024-25 (4 de junio de 2025)

Ejercicio 2 (1 p. cada apartado)

Decidir si es verdadero o falso, justificando la respuesta.

(a) Todo grafo conexo de orden n > 3 tiene un vértice de grado al menos 2. Verdadero. Si todos los
grados fueran < 1, cada componente seria K; o K, y un grafo conexo con n > 3 vértices
no puede serlo.

(b) Gy H son eulerianos si y solo si G + H es euleriano. Falso en las dos direcciones: 3.1, ejercicio
«EBulerianos y suma».

(c) Todo grafo hamiltoniano es 2-conexo. Verdadero: 3.2, ejercicio «Puntos de corte y hamiltonia-
nos», y corolario de 4.5.

(d) Un grafo bipartito con A = 6 no es planar. Verdadero: 5.3, ejercicio «Bipartito con conectividad
lineal seis».

(e) Existe un grafo conexo, plano y 4-regular con todas sus caras pentagonales. Falso: 5.3, ejercicio
«Caras de grado fijo», apartado (c).

Ejercicio 3 (0,5 p. cada apartado)

Sobre el grafo G de la figura, con vértices vy, ..., vs.

U1

Ug V2

U7 V3

Vg Vy

Us

Las aristas son las ocho del octdgono exterior, las cuatro del cuadrado v,v4v6vg sin diagonales,
y U104, U106, U502, Us0g: 16 en total. Grados: v3 y vy tienen 2; vy y vs, 4; y 02,04, 06,0, 5. La
sumaes 32 =2-16.

(a) Dos drboles maximales no isomorfos. Un arbol spanning tiene 7 aristas. T7: el camino
U3 U2 U1 Ug U7 Ug Us U4, Cuyas siete aristas existen; es Pg, con grado méximo 2. Ty: las aristas
VU1, V203, U204, VU8, V4U5, UsUp Y UsU7. SOn siete aristas y conectan los ocho vértices, luego
forman un arbol. Su grado méximo es 4, alcanzado en v,. No son isomorfos porque el
grado maximo es un invariante (2 frente a 4).

(b) ¢Es G 4 v planar? No: al afiadir un vértice adyacente a los ocho de G, quedan 9 vértices
y 16 + 8 = 24 aristas. Como 24 > 3 -9 — 6 = 21, se supera la cota de Euler para un grafo
simple planar.

(c) x(G +v). El tridangulo v1v,vg exige al menos tres colores en G. Tres bastan, como muestran
estas clases de color, sin aristas dentro de cada una:

{728, 04}, {Uz, Ua}, {01,03, Us, ’07}~

Luego x(G) = 3. El nuevo vértice v es adyacente a todos los anteriores y necesita un
cuarto color: x(G + v) = 4.
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Exdmenes resueltos

Ejercicio 4 (0,75 p. cada apartado)

G de orden n con x(G) = k > 2 y una k-coloracioén: (a) hay un vértice de cada color; (b)
alguna clase tiene al menos n/k vértices. Resuelto en 6.2, ejercicio «Aristas entre clases»,
apartados (a) y (d).

Qué buscaba: cuatro bloques, en este orden: combinatoria con inclusién—exclusién y bloques;
verdadero o falso con G + H, 2-conexo, Euler; el grafo dibujado con drboles, G + vy x; y una
demostracién corta de coloracion. La convocatoria de 2025-26 comparte los tres primeros
bloques, pero no trae ese cuarto ejercicio separado.

D.5 Primera convocatoria de 2025-26 (3 de junio de 2026)

Ejercicio 1 (0,75 p. cada apartado)

(a) Dados n > 4 puntos del plano sin tres alineados, cada tres determinan un triangulo: (3)
triangulos. Cada cuatro determinan un K} (los seis segmentos entre ellos): (}).

(b) n puntos enlarectary mens, conn,m > 1.a) Paralelas: un tridngulo necesita puntos no
alineados, luego dos en una recta y uno en la otra: (3) m + n(%). b) Cuadrilateros (con los
cuatro vértices marcados y sin tres alineados): dos puntos en cada recta, (5)(%).c)Sirys
se cortan en P no marcado, los puntos alineados siguen siendo exactamente los de una
misma recta, y la cuenta es la misma que en a): (5) m 4 n(%).

Ejercicio 2 (1 p. cada apartado)

(a) Si|A| > |V]|, G contiene un ciclo: un grafo sin ciclos es un 4rbol o un bosque, y tiene a lo
sumo | V| — 1 aristas (seccion 2.8).

(b) Si |V| > |A| +2, entonces |[A| < |[V| —2 < |V| —1, y un grafo conexo tiene al menos
|V| — 1 aristas (corolario de la seccién 2.8): no es conexo.

(c) No hay grafo conexo, regular de grado 4 y plano con todas las caras pentagonales: 5.3,
ejercicio «Caras de grado fijo», (c).

(d) Subdividir una vez cada arista da x(H) = 2 si hay alguna arista: 6.2, ejercicio «Exactamente
un ciclo impar; subdividir», (b). Tal como esta escrito el enunciado original, falta esa
hipétesis: un grafo con dos vértices aislados es no trivial, no cambia al subdividir y tiene

x=1

Ejercicio 3 (0,75 p. cada apartado)

El grafo G de la figura: tridngulo exterior a b ¢; dentro, p (arriba), o (centro), q y r (abajo,
izquierda y derecha). Sus 12 aristas son ab, ac, bc, aq, ar, bp, br, cp, cq, op, 0g, or. Grados: a, b, c
tienen 4; p, 0,4, r tienen 3.

como en el examen redibujado sin cruces
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D.6. Primera convocatoria de junio de 2024 (grupos 2 y 4, 6 de junio)

(a) ¢Euleriano? No: p,0,q,r tienen grado impar (cuatro impares; ni siquiera hay recorrido
euleriano abierto). ;Hamiltoniano? Si: aro pbcqga pasa por los siete vértices y usa las
aristas ar, ro, op, pb, bc, cq, qa, todas de G.

(b) Conectividades. Whitney: x < A < é = 3. Para x > 3, Menger. El grafo tiene la simetria del
tridngulo (a — b — c con p — q — ry o fijo), asi que los pares no adyacentes se reducen
a tres tipos: exterior con el interior opuesto (a, p), exterior con el centro (a, 0) e interiores
entre si (p, q). Tres arcos independientes en cada caso:

a,p: abp, acp;, arop
a,0. aqo; aro, acpo
p.q: pogq; pcqg; pbrag

Luego x =3y A = § = 3 (también por Chartrand: § = 3 > [7/2]).

(c) ¢Planar? 51, aunque el dibujo del examen tenga cruces: se coloca p cerca del lado bc, g cerca
de ac, r cerca de ab y o en el centro, como en la figura de la derecha, y ninguna arista corta
a otra. Tiene 2 — 7 + 12 = 7 caras. La cota no lo habria decidido (12 < 15); hay que dar el
dibujo.

(d) Indice cromdtico. A = 4, luego x’ > 4; y cuatro colores bastan: ab — 1, ac — 2, bc — 3,
ag v~ 3,ar — 4,0p — 2, pb— 4, pc — 1,09 — 1, or — 3, qc — 4, rb — 2. Se comprueba
vértice a vértice: en a, {1,2,3,4}; en b, {1,3,4,2}; en ¢, {2,3,1,4}; en p, {2,4,1}; en o,
{2,1,3};enq, {3,1,4};enr, {4,3,2}. Luego x'(G) = 4.

Qué buscaba: exactamente el guion fijo del grafo dibujado, con una trampa en (c): el dibujo
del enunciado tiene cruces y la cota de Euler no decide, y solo el redibujo demuestra que es
planar.

D.6 Primera convocatoria de junio de 2024 (grupos 2y 4, 6 de junio)

Ejercicio 1 (1,5 p.)

Probar que entre 15 nimeros naturales multiplos de 4 y con todas sus cifras distintas hay
al menos dos cuyas dos tltimas cifras suman lo mismo. (Ayuda del enunciado: si un natural
es multiplo de 4, también lo es el niimero formado por sus dos tltimas cifras.)

Resolucién. Palomar, y la tnica gracia estd en las cajas. A cada niimero se le asocia la suma
de sus dos tltimas cifras. Por la ayuda, esas dos cifras forman un multiplo de 4 entre 00 y 96,
y son distintas entre si porque todas las cifras del nimero lo son. Los multiplos de 4 de dos
cifras con cifras distintas son

04, 08, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 92, 96
(quedan fuera 00, 44 y 88), y sus sumas de cifras son, en el mismo orden,
4,8,3,7,2,6,10,5,9,4,12,7,11, 6, 10, 14, 9, 13, §, 12, 11, 15.

Los valores distintos que aparecen son 2,3,4, ..., 15: catorce cajas. Con 15 niimeros y 14 cajas,
el principio del palomar da dos en la misma. n

QUE DEJA. La cota 14 hay que justificarla, no vale decir «las sumas van de 0 a 18». Las cajas son los
valores alcanzables, y aqui alcanzables significa: suma de las cifras de un multiplo de 4 con las dos
cifras distintas.
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Exdmenes resueltos

Ejercicio 2 (2 p.)

Sea G simple, conexo y no trivial.
(a) Probar que G + G es siempre hamiltoniano y exhibir un ciclo.
(b) Probar que si G es regular, G + G es euleriano si y solo si G es euleriano de orden par.

Resolucién. Sean uy, ..., u, los vértices de la primera copia 'y wy, ..., w, los de la segunda,
con n > 2. En la suma, todo u; es adyacente a todo w;.
(a) El ciclo
Up WU W2 -+ - Uy Wy U7

pasa por los 21 vértices y solo usa aristas del tipo u;w;, que estdn todas. Obsérvese que no se
ha usado ni una sola arista de G: el ciclo existe sea cual sea G, y por eso el enunciado dice
«siempre».

(b) Si G es regular de grado r y orden 1, en G + G cada vértice conserva sus r aristas y
gana las n de la otra copia: todos los grados valen r +n.Y G + G es conexo. Luego

G + G euleriano <= r + n par.

Por otro lado, G euleriano de orden par significa r par y n par, que ciertamente da r 4 n par.
Para el reciproco, si r + n es par hay dos casos: los dos pares, que es lo que se queria, o los
dos impares. Pero los dos impares es imposible: por el apretén de manos, nr = 2| A(G)| es
par, y sir fuese impar, n tendria que ser par. Luego solo queda el primer caso. n

Otra via ((b) contando el apretén de manos desde el principio). |A(G + G)| = 2|A(G)| +
n? = nr +n% = n(r + n), y los grados son constantes iguales a r + 1.

Ejercicio 3 (2 p.)

Sea P, el conjunto de los n primeros primos, n > 4. Los vértices de G, son todos los
productos de dos elementos de P, (posiblemente iguales), y dos vértices son adyacentes si
tienen algiin factor comun.

(a) Orden y tamafio. ;Es regular?
(b) ¢Es conexo? ;Es bipartito?

Resolucién. Un vértice es un producto p;p; coni < j, es decir, una combinacion con repeticion
de dos primos entre n. Como los primos son distintos, dos productos distintos dan vértices
distintos (factorizacién tnica), luego el orden es

V(G| = (2) by 2D

(a) Grados. Conviene pensar en el soporte de un vértice, el conjunto de primos que lo
dividen: {p;} si el vértice es p?, y {p;, pj} si es p;pj coni # j. Dos vértices son adyacentes
exactamente cuando sus soportes se cortan.

» Un cuadrado p? es adyacente a los vértices que contienen p;, que son p;py parak = 1,...,n:

en total 1, uno de los cuales es él mismo. Grado n — 1.

» Un producto p;p; con i # j es adyacente a los que contienen p; o p;. Los que contienen p;
son 11; los que contienen pj, otros 7; y se han contado dos veces los que contienen ambos,

que es solo p;p;. En total 2n — 1, uno de los cuales es él mismo. Grado 2n — 2.
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D.6. Primera convocatoria de junio de 2024 (grupos 2 y 4, 6 de junio)

Comon —1 # 2n —2 paran > 2, G, no es regular. El tamafo sale del apretéon de manos:

n

|A(Gy)| = % [n(n -1)+ <2> (271—2)] = % [n(n—1) +n(n—17] =

n?(n—1)
—

Para n = 4: orden 10 y tamafio 24.

(b) Conexo, y ademads de diametro 2. Si dos vértices comparten un primo, son adyacentes.
Sino, digamos papp y pcpa con {a, b} N{c,d} = &, el vértice p,p. es adyacente a los dos. Esto
también vale sia = b o c = d, es decir, para cuadrados de primos. Asf, la distancia es a lo
sumo 2; y p7 y p5 no son adyacentes, luego el didmetro es 2.

No bipartito. Los tres vértices p3, p1p2 y p1p3 contienen todos a py, luego son adyacentes
dos a dos: hay un tridangulo, y un grafo con un ciclo impar no es bipartito. (Se usa n > 3,

garantizado l\;por la hipotesis n > 4. ) ) )
EN EXAMEN: Este modelo, «los vérticés son objetos y la adyacencia es compartir algo», es el formato del

ejercicio 3 de las dos convocatorias de 2024. La receta es siempre la misma: describir el soporte, contar grados por
casos, apretén de manos para el tamafio, y para la conexién exhibir un camino de longitud 2.

Ejercicio 4 (3 p.)

Sobre el grafo G de la figura: (a) calcular x(G) y A(G); (b) ¢es planar? Si no, encontrar una
subdivision de K3 3 o de Ks; (c) calcular x(G) dando una coloraciéon minima.

(@ ®) (©

@\ ~
@ ©, ®

Las cuatro aristas dibujadas con arco son ¢b, br, le y er: pasan por fuera, por encima de a y ¢
y por debajo de d y f, sin tocarlos.

Resolucién. El grafo tiene 10 vértices y 25 aristas, y una simetria especular que conviene
detectar antes de calcular nada: el intercambio

b, a<>c, d<f, m<>n, b, e fijos

transforma el grafo en si mismo. Los grados son

que suman 50 = 2 - 25. Asi que §(G) = 4.
(a) Conectividades. Whitney dax < A < 4.
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Exdmenes resueltos

A = 4. Aislar a da A < 4. Para probar que no basta quitar tres aristas, sea S el lado menor
de una particion de los diez vértices y s = |S| < 5. Las aristas que salen de S son

Y grad(v) — 2| A(G[S])|.
veS
Sis < 4, hay al menos 4s —s(s — 1) = s(5 —s) > 4. Para s = 5 quedan estos casos:
= Si S no contiene a m ni a n, salen hacia ellos al menos 8 aristas: todos los demés vértices
son vecinos de ambos salvo ¢ y r, vecinos de uno.
= Si contiene a ambos, la suma de grados es al menos 7 + 7 4 3 - 4 = 26; como dentro hay a

lo sumo (3) = 10 aristas, salen al menos 6.
= Si contiene exactamente uno y alguno de ¢, b, ¢, 7, la suma de grados es al menos 7 +5 + 3 -

4 = 24, luego salen al menos 4.
= Solo falta un centro junto con 4, c, d, f: la suma de grados es 23 y dentro hay exactamente 6

aristas (las cuatro del centro, ad y cf), luego salen 11.

Todo corte tiene al menos cuatro aristas. Por tanto, A = 4.

k = 3. Aqui la cadena se rompe, y esa es la gracia del ejercicio. El conjunto S = {¢,m,n} es
un corte de vértices: al quitarlo, los vértices a y d quedan aislados del resto. En efecto, los
vecinos de a son ¢,m,n,d y los de d son ¢, a, m, n; quitados ¢,m,n, a a solo le queda d y a d
solo le queda a. Asi que k < 3. Por simetria, {7, m, n} hace lo mismo concy f.

Y x > 3: al quitar a lo sumo dos vértices, el grafo sigue conexo. Si sobreviven m y n,
conservan al menos cuatro vecinos comunes de {4,b,c,d,e, f}, y todos los demas vértices
restantes son vecinos de alguno de ellos. Si solo sobrevive 7, este es vecino de todos salvo ¢;
pero ¢, si sigue presente, conserva algun vecino entre a,d, b, e, pues solo se ha quitado otro
vértice ademads de m. El caso en que solo sobrevive m es simétrico. Si se quitan precisamente
m,n, quedan los tridngulos fad y rcf, unidos por ¢br y ler. Siempre hay conexién. Luego

x(G) =3 < A(G) = 4(G) = 4

(b) No es planar, y se ve contando. p =10y g =25,y
3p—6=24<25=4.

La cota de la férmula de Euler se viola, luego G no es planar. El enunciado pide ademas el
culpable, y hay una subdivisién de K5 con vértices principales

{£,a,d, m n}.

De las diez conexiones que exige Ks, ocho son aristas de G: ¢a, {d, {m, ad, am, an, dm, dn. Las
dos que faltan se hacen con un vértice de paso cada una, y son distintos:

len 'y mfn.

Los interiores e y f no son principales ni se repiten, luego es una subdivisién de Ks.
(0) x(G) = 4. Cota inferior: ¢, a, d y m son adyacentes dos a dos (¢a, ¢d, {m, ad, am, dm son
aristas), un Ky, luego x > 4. Y cuatro colores bastan:

m—1 n—1 d—2 e—2 f—2 (=3 r—3 a—4 b—4 c—4

Se comprueba clase a clase, que es mds rapido que arista a arista: {m, n} no son adyacen-
tes; {d, e, f} tampoco lo son entre si; {¢,r} no lo son; y {a,b,c} tampoco. Cuatro clases
independientes que cubren los diez vértices. Luego x(G) = 4. u
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Ejercicio 5 (1,5 p.)

Un grafo planar G (simple, conexo, no trivial) es planar exterior si admite una representa-
cion en el plano en la que todos sus vértices estdn en el borde de la cara exterior. Probar que
entonces g < 2p — 3. ;Es planar maximal?

Resolucién. El truco es afiadir un vértice y usar la cota que ya se tiene. Sea un dibujo plano
de G con los p vértices en el borde de la cara exterior. Coléquese un vértice nuevo v en esa
cara exterior y iinase con los p vértices de G: como todos estan en el borde de la misma cara,
esas p aristas se pueden trazar sin cruces. El resultado H = G + v es un grafo plano, simple y
conexo con

V()| =p+1,  |A(H) =g+p.

Aplicando a H la cota de la férmula de Euler,
g+p<3(p+1)—6=3p-3 = g<2p-3.

¢Maximal? Solo puede serlo si es K, o K3. Un grafo planar maximal con p > 3 vértices
tiene exactamente 3p — 6 aristas, y

2p—-3<3p—6 < p>3.

Luego para p > 4 un grafo planar exterior tiene estrictamente menos aristas de las que tendria
uno maximal, y por tanto no lo es: siempre se le puede afiadir alguna arista conservando la
planaridad (lo que se pierde, claro, es la exterioridad). Para p = 3 las dos cotas coinciden en 3
y K3 es a la vez planar exterior y planar maximal. Para p = 2, el tnico grafo conexo simple es
K5, también maximal. [ |

QUE DEJA. «Un vértice nuevo en la cara exterior unido a todos» es la traduccién exacta de «todos los
vértices estan en la cara exterior», y convierte una hipétesis geométrica en una cuenta. El mismo truco
sirve para probar que un grafo planar exterior no contiene ni K4 ni K3 3.

Qué buscaba: 1os mismos cuatro bloques de siempre, aqui en cinco ejercicios: palomar con
cajas que hay que justificar; una demostracion sobre la suma de grafos; un grafo definido por
una regla aritmética, para contar grados por casos; el grafo dibujado con las tres preguntas
fijas; y una demostracién corta de planaridad. La tinica trampa real es el apartado (a) del
cuarto, donde k < A y hay que encontrar el corte a mano.

D.7 Segunda convocatoria de julio de 2024 (grupos 2y 4, 11 de julio)

Ejercicio 1 (2 p.)

Se tienen 2 libros de Anélisis, 3 de Algebra, 3 de Geometria y 4 de Topologia, y se quieren
colocar en una estanteria. ; De cudntas maneras, (a) atendiendo solo a las materias, sin distin-
guir libros de una misma materia; (b) si deben aparecer agrupados por materias e importa
el orden dentro de cada una; (c) si deben aparecer agrupados por materias y ordenados
alfabéticamente por autor dentro de cada una?

Resolucién. Son doce libros. Hay dos decisiones distintas: si los de una materia han de ir
juntos y si se distingue su orden interno. Separarlas evita dividir o multiplicar por un factorial
que no corresponda.

269



Exdmenes resueltos

(a) No se distinguen los libros de una misma materia: lo que se ordena es la palabra
AALLLGGGTTTT, una permutacién con repeticion de doce letras con multiplicidades

2,3,3,4:
121 479001600

2131314 2.6-6-24
(b) Ahora los libros si se distinguen, pero han de ir agrupados. Se decide primero el orden

= 277 200.

de los cuatro bloques (4! maneras) y después, dentro de cada bloque, el orden de sus libros:
4!.21.30.3!-41=24-2-6-6-24 = 41472.

(c) Igual que (b), pero dentro de cada materia el orden ya no se elige: el alfabeto lo fija.
Queda solo el orden de los bloques:
4! =24,

QUE DEJA. De (c) a (b) se multiplican los érdenes internos, porque se liberan manteniendo los bloques.
En (a) cambian dos cosas: ya no se distinguen los libros de una materia, pero tampoco se exige que
estén juntos. Por eso sus configuraciones no son simplemente mas o menos restringidas que las de (b);

hay que hacer su cuenta propia.

Ejercicio 2 (3 p.)

Sea P, el conjunto de los n primeros primos, n > 4. Los vértices de G, son los productos de
tres elementos distintos de Py, y dos vértices son adyacentes si tienen exactamente dos factores
comunes.

(a) Orden y tamafio. ;Es regular? ;Es bipartito?
(b) ¢Es conexo? ;Es siempre euleriano?
(c) ¢Es G4 hamiltoniano? ;Y Gs?

Resolucién. Por la factorizacién tinica, un vértice es un subconjunto de tres primos, y dos
vértices son adyacentes si sus conjuntos se cortan en exactamente dos elementos. Merece la
pena decirlo asi, porque entonces el grafo se ve de golpe: los vértices son los subconjuntos de
tamafio 3 de un conjunto de 1 elementos, y moverse por una arista es cambiar un elemento
por otro.

(a) El orden es (3). Para el grado, se cuenta cudntos vecinos tiene un subconjunto A: hay
que elegir cudl de sus tres elementos se sustituye (3 maneras) y por cudl de los n — 3 de fuera
(n — 3 maneras), y elecciones distintas dan vecinos distintos. Luego G, es regular de grado

5=3(n-23),

I U]

Para n = 4: orden 4, grado 3, tamafio 6; es decir, G4 = Kj.

No es bipartito: hay tridngulos. Con n > 4, los conjuntos {p1,p2, p3}, {p1, P2, pa} y
{p1, p3, pa} se cortan dos a dos en exactamente dos elementos.

(b) Conexo. Dados dos subconjuntos A y B, se pasa de uno a otro cambiando de uno en
uno los elementos de A \ B por los de B \ A; cada cambio es una arista, y hacen falta a lo
sumo tres. Luego G, es conexo, y de didmetro a lo sumo 3.

y por el apretén de manos
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Euleriano solo a veces. Es conexo, asi que la condicién es que todos los grados sean pares:
3(n—3) par <= n —3par <= nimpar.

Asi que no es siempre euleriano: lo es exactamente cuando n es impar. En particular G4, que
es Ky con todos los grados iguales a 3, no lo es, y Gs si.
(c) G4 = K4 es hamiltoniano. Para Gs: tiene (g) = 10 vértices y es regular de grado 3-2 = 6,

g 10
p
e > = —
6=62 22
luego por el teorema de Dirac (el de los grados, seccién 3.2) Gs es hamiltoniano. n

QUE DEJA. En cuanto un enunciado defina los vértices como «productos de k primos distintos» y la
adyacencia como «comparten exactamente k — 1», conviene traducirlo inmediatamente a subconjuntos:
el grado se cuenta como «qué quito y qué pongo», la conexién es «se llega cambiando de uno en uno»,
y la distancia entre Ay B es k — |A N B|. Por tanto, para k < n el didmetro es min(k, n — k); solo vale k
cuando hay espacio para dos subconjuntos disjuntos.

Ejercicio 3 (3 p.)

Sobre un grafo G dibujado: (a) calcular x(G) y A(G); (b) ;es planar?, y si no, encontrar una
subdivisién de K3 3 o de Ks; (c) calcular x(G) dando una coloracién minima.

-
S

%

Se han afiadido etiquetas a la figura original; los cruces sin vértice marcado no son uniones.
El ciclo exterior es x1x2x3x4; los cuatro y; forman un Ky4. Entre ambas capas estan todas las
aristas salvo x1y3, X2V4, X3y1 y XaY2. Asi se puede comprobar el dibujo: hay 4 + 6 + 12 = 22
aristas, los x; tienen grado 5 y los y;, grado 6.

Resolucién. (a) xk = A = 5. Whitney da k < A < ¢ = 5. Para la cota inferior es mas sencillo
mirar las aristas que faltan: el complementario es la unién de los dos caminos

Y3 X1X3Y1 y Y4 X2 X4 Y.

Todo subgrafo inducido de G con cuatro vértices es conexo. En efecto, si fuera disconexo, un
vértice aislado necesitarfa tres no vecinos, pero cada vértice tiene a lo sumo dos. La tinica
otra posibilidad son dos componentes de dos vértices: faltarian sus cuatro aristas cruzadas,
formando un ciclo de longitud 4 en el complementario, que solo tiene caminos. También todo
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inducido de més de cuatro vértices es conexo: para unir dos de sus vértices, basta incluirlos
en un subconjunto de cuatro. Por tanto, quitar a lo sumo cuatro vértices no desconecta G, y
K > 5.

(b) No es planar. Ya lo decide 22 > 3 - 8 — 6 = 18. Ademas, hay una subdivisién de K5 con
principales y1, Y2, 3, ya, x1: las seis aristas entre los y; y las tres x1y1, X112, X1y4 estdn en G; la
conexioén que falta se hace por x;x2y3. Solo este camino tiene un vértice interior, x2, que no es
principal.

(o) x(G) = 4. El Ky interior obliga a usar cuatro colores. Bastan las clases

{x1/y3}/ {x2/y4}/ {x?u]/l}/ {x41y2}/

que son independientes porque sus cuatro parejas son precisamente las aristas ausentes entre
capas. n

Ejercicio 4 (2 p.)

Verdadero o falso, razonadamente.
(a) SiG essimple, conexo y regular con 6(G) = r, entonces k(G) = .
(b) Lo mismo con A(G) =r.
(c) Si G es n-conexo, entonces x(G) > n.
(d) Si G es n-conexo lineal, entonces x'(G) > n.

Resolucién. (a) Falso, y (b) también, con el mismo contraejemplo. La regularidad no impide
que haya un cuello estrecho; solo impide que el cuello se note en los grados. Se toman dos
copias de K4 menos una arista: en cada copia, los dos extremos de la arista quitada tienen
grado 2 y los otros dos, grado 3. Llamense 11, v1 y up, 02 a esos extremos, y afiddanse las dos
aristas uquy y 010s.

(1) (12)
N N

N\ %

El resultado es simple, conexo y 3-regular, luego r = 3. Pero quitando los dos vértices u; y v;
el grafo se parte, luego x < 2 < 3; y quitando las dos aristas rojas también, luego A <2 < 3.
De hecho x = A = 2. Las dos afirmaciones son falsas.

Lo tinico cierto en esta direccion es la cadena de Whitney, k < A < § = r, y para grafos
ctbicos, la igualdad ¥ = A del ejercicio 4.6, que aqui se cumple: 2 = 2.

(c) Falso. La conexion y la coloracién no se hablan. El grafo K33 es 3-conexo (es 3-regular y
se comprueba que hacen falta tres vértices para separarlo), y sin embargo es bipartito, luego
X(Kz3) =2 < 3. En general, K, , tiene k = n'y x = 2: la diferencia puede hacerse tan grande
como se quiera.

(d) Verdadero, y sale de encadenar cotas que ya se conocen:

n < AMG) <4(G) < A(G) < X'(G).

La primera es la hipétesis, la segunda es Whitney, la tercera es que el minimo no supera al
maximo, y la cuarta es la cota inmediata del indice cromatico: las A aristas que concurren en
un vértice de grado maximo se tocan dos a dos y necesitan colores distintos. n

272



D.8. Primera convocatoria de 2023 (grupos 1y 4, 6 de junio)

QUE DEJA. El contraste entre (c) y (d) es la moraleja del ejercicio, y conviene retenerla: la conectividad
lineal esta encadenada con los grados, y los grados estdn encadenados con el indice cromético, asi
que (d) sale sola. La conectividad puntual también estd encadenada con los grados, pero el nimero
cromatico no lo estd: un grafo bipartito puede ser todo lo conexo que se quiera y seguir necesitando
dos colores.

Qué buscaba: el mismo formato de junio con los bloques permutados. La novedad es el
ejercicio 4, que en lugar de pedir demostraciones sueltas pide distinguir qué cotas estan
encadenadas entre si y cudles no.

D.8 Primera convocatoria de 2023 (grupos 1y 4, 6 de junio)

Ejercicio 1 (1,5 p.)

Con los digitos del 1 al 9 se forman ntiimeros de 7 cifras distintas. (a) ;Cuantos hay? (b)
¢(Cuantos contienen el 1, el 2 y el 3, no necesariamente consecutivos ni en ese orden? (c)
¢Cudntos contienen alguno de los digitos 1, 2, 3?

Resolucién. (a) Se eligen 7 de los 9 digitos y se ordenan; es decir, variaciones sin repeticion:
Vo7 =9-8-7-6-5-4-3 =181440.
(b) E11, el 2 y el 3 estan fijos como participantes; falta elegir los otros cuatro digitos de
entre los seis restantes y ordenar los siete:

<Z> 7! =15-5040 = 75600.

(c) Todos. Este apartado es la trampa del ejercicio, y se resuelve por el complementario: un
ntmero que no contenga ninguno de los tres tendria sus siete cifras entre {4,5,6,7,8,9}, que
son solo seis digitos, y las cifras han de ser distintas. Imposible. Luego no hay ninguno que
falle, y la respuesta es 181 440, la misma que en (a). n

QUE DEJA. Cuando un apartado pide «alguno de. .. », el complementario es casi siempre mds corto; y
antes de calcular el complementario conviene mirar si es vacio, que es justo lo que pasa aqui.

Ejercicio 2 (1 p.)
Elegidos 101 enteros no negativos al azar, probar que siempre hay dos cuya diferencia es

mdltiplo de 100.

Resolucién. Las cajas son los 100 restos posibles al dividir entre 100: 0,1, ...,99. Los objetos
son los 101 ntiimeros. Por el principio del palomar, dos de ellos, a y b, caen en la misma caja,
es decir, tienen el mismo resto. Entonces a — b es multiplo de 100. [ |

Ejercicio 3 (2 p.)

Sea T un drbol con k aristas y G un grafo simple con §(G) > k.

(a) Comprobar que G contiene a T como subgrafo.

(b) Si 6(G) = r, deducir que G contiene como subgrafo a todo drbol con a lo sumo r + 1
vértices.
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LA IDEA, EN VERSION INTUITIVA: EL ARBOL SE PLANTA HOJA A HOJA

La idea es que un arbol se puede construir afiadiendo hojas de una en una, y que
plantar una hoja nueva no necesita gran cosa: basta que el vértice donde se cuelga
tenga algun vecino libre. La hipétesis 6(G) > k estd justamente calibrada para eso:
cuando se han colocado ya k de los k + 1 vértices de T, el vértice al que hay que colgar
el tltimo tiene k vecinos en G y solo k — 1 de ellos pueden estar ocupados. Siempre
sobra uno.

Resolucién. (a) Induccién sobre k. Si k = 0, T es un vértice suelto y cualquier vértice de G
sirve.

Sea k > 1y supdngase el resultado para drboles con k — 1 aristas. Como T es un arbol no
trivial, tiene una hoja u (seccién 2.8); sea v su tinico vecino. El grafo T — u es un arbol con
k — 1 aristas y k vértices. Como §(G) > k > k — 1, la hipotesis de inducciéon da una copia de
T — u dentro de G; llamese v’ al vértice de esa copia que corresponde a v.

Ahora se planta la hoja. El vértice v’ tiene en G al menos 5(G) > k vecinos. La copia de
T — u ocupa k vértices de G, uno de los cuales es el propio v’: como mucho k — 1 vecinos
de v’ estdn ocupados. Luego v’ tiene algun vecino u' libre, y afiadiendo u' y la arista v'u’ se
obtiene una copia de T.

(b) Un &rbol con a lo sumo r + 1 vértices tiene a lo sumo r aristas, porque un arbol con m
vértices tiene m — 1 aristas. Aplicando (a) con k < r = §(G), se concluye. n

QUE DEJA. Este es el modelo de demostracién por induccién sobre drboles: se quita una hoja, se aplica
la hipétesis y se vuelve a colgar la hoja contando cuéntos sitios quedan libres. La cota § > k no se
puede rebajar: en Ky, que tiene § = k — 1, no cabe el drbol estrella con k aristas.

Ejercicio 4 (4 p.)

Paran > 3, sea G, el grafo cuyos vértices son las n-tuplas (a1, .. .,a,) cona; = £1,y donde
dos vértices distintos son adyacentes si comparten al menos dos coordenadas. Calcular orden
y tamafio; ver que es conexo; decidir para qué n es euleriano; si G3 y G, son hamiltonianos;
calcular x(G3) y A(G3); y decidir la planaridad de Gz y de G,,.

Resolucién. Conviene traducir la adyacencia a distancias antes de nada. Dos n-tuplas distin-
tas comparten al menos dos coordenadas si y solo si difieren en a lo sumo n — 2. Es decir, con
la distancia de Hamming,

u~v <= 1<d(u,v)<n-2.

Cada vértice tiene exactamente 1 vértices a distancia n — 1 y uno a distancia n (su opuesto), y
esos 11 + 1 son sus inicos no vecinos.
Orden y tamafio. Hay 2" vértices. El grado es el mismo para todos,

0=2"-1-(n+1)=2"-n-2,
luego G, es regular y, por el apretén de manos,
|A(Gy)| =2""1(2" —n—2).
Para n = 3: orden 8, grado 3, tamafio 12.
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Quién es G3. Con n = 3 la condicién es 1 < d(u,v) < 1, o sea, distancia exactamente 1:
dos tuplas son adyacentes cuando difieren en una tinica coordenada. G3 es el cubo Q3, y eso
resuelve de golpe la mitad de los apartados con lo que ya hay en el libro.

Conexo. Para n = 3 es Q3, que lo es. Para n > 4, dados u y v no adyacentes se tiene
d(u,v) € {n—1,n}; se toma w cambiando en u dos coordenadas de las que difieren de v.
Entonces d(u,w) =2 <n—-2yd(v,w) =d(u,v) —2 < n—2,luego uwv es un camino. Asi
que para n > 4 el didmetro es 2.

Euleriano. Es conexo, luego basta la paridad de los grados:

2" —n —2par < npar,

porque 2" y 2 son pares. Es euleriano exactamente para n par. En particular Gz = Qz no lo es,
y Gy si.
Hamiltoniano. Gz = Q3 lo es (seccién 3.2). Para n > 4 se aplica Dirac: hace falta é > p/2,
es decir,
2"—n—2>2""1 = 2" >n+2,

cierto para todon > 4 (8 > 6,16 > 7, y a partir de ahi el lado izquierdo se dobla). Luego G,
es hamiltoniano para todo n > 3.

Conectividades de Gs. Es Q3, regular de grado 3 y 3-conexo: €(Q3) = A(Q3) = 3. La cota
superior es Whitney, xk < A < § = 3. Para la inferior hay dos vias, y las dos estan en el libro:
exhibir tres arcos independientes entre cada par de vértices no adyacentes, aprovechando
que las simetrias del cubo reducen los casos a dos (vértices a distancia 2 y vértices opuestos);
o usar que en un grafo ctibico ¥ = A (ejercicio 4.6) y comprobar que ningtn par de aristas
desconecta Qs.

Planaridad. G3 = Q3 es planar: el dibujo del cuadrado dentro de otro cuadrado, sin cruces,
con 6 carasy 8 — 12 + 6 = 2. Para n > 4 deja de serlo, y se ve contando:

g=2""12"-n—-2) frentea 3p—6=3-2"—6.

Para n = 4, el grado es 10. Ademés, al aumentar n en uno el grado aumenta en 2" —1 > 0.
Luego para todo n > 4 se tiene g = pd/2 > 5p > 3p — 6, y G, no es planar. [ |

QUE DEJA. Todo el ejercicio se desbloquea con la traduccién inicial «compartir al menos k coordenadas
= distar a lo sumo n — k en distancia de Hamming». En cuanto estd hecha, los grados se cuentan con
nudmeros combinatorios, el caso pequefo se reconoce (G3 = Q3) y los apartados generales salen de
Dirac y de la cota de Euler. Es el mismo patrén que el ejercicio 3.15 de la relacion, con {—1,0,1} en
vez de {+1}.

Ejercicio 5 (1,5 p.)
Verdadero o falso.
(a) SiG esbipartito y regular, con V(G) = X 'Y, entonces |X| = |Y]|.
(b) Si x(G) = n, entonces G contiene un subgrafo isomorfo a K.
Resolucion. (a) Falso tal como esta escrito. Tres vértices aislados, repartidos en partes de
tamafios 1y 2, forman un grafo bipartito y regular de grado 0. La afirmacién si vale si el

grado comun r es positivo: Toda arista tiene exactamente un extremo en X y otro en Y, asi
que contar las aristas mirando desde X y mirando desde Y tiene que dar lo mismo:

r|X] = [A(G)| = r]Y].
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Sir > 1 se puede dividir y |X| = |Y|. La salvedad: si r = 0 el grafo no tiene aristas, la
igualdad anterior es 0 = 0 y no dice nada; y en efecto, un grafo sin aristas es bipartito y
regular de grado 0 con las dos partes del tamafio que se quiera. Ser bipartito no exige tener
aristas.

(b) Falso, y el contraejemplo mds pequenio es el ciclo de longitud cinco. x(Cs) = 3 porque
es un ciclo impar, y sin embargo Cs no contiene ningtin tridngulo: sus tinicos ciclos son él
mismo, de longitud 5. Luego x = 3 sin K3 dentro.

Merece la pena entender por qué la implicacién es tan tentadora y aun asf falsa: contener
K, obliga a usar n colores, luego siempre se tiene x(G) > w(G), el tamafio del mayor
subgrafo completo. Lo que el contraejemplo muestra es que esa desigualdad puede ser
estricta, y de hecho puede serlo por mucho: hay grafos sin tridngulos y con ntimero cromaético
arbitrariamente grande. Los produce la construccién de Mycielski, que a partir de un grafo
sin tridngulos con x = k fabrica otro sin tridngulos con x = k 4 1; arrancando en K; y en Cs se
obtiene la sucesion entera. No se desarrolla en este libro; el Cs ya basta como contraejemplo.
[

Qué buscaba: un examen sin ningtn grafo dibujado, cosa poco frecuente. El peso estad en
el ejercicio 4, que vale casi la mitad y recorre el temario entero sobre una sola familia de
grafos; los demds son un conteo con trampa, un palomar, una induccién sobre drboles y dos
verdadero o falso.

D.9 Examen prefinal del grupo 2 (23 de mayo de 2024)

Ejercicio 1 (3 p.)

En musica, la duracién de un compds 4 /4 equivale a cuatro negras, y una corchea dura
media negra. (a) ;Cudntos ritmos distintos consistentes en un compas 4/4 se pueden tocar
con la caja de una bateria (es decir, sin atender a las notas) usando solo negras y corcheas? (b)
.Y si el compds ha de incluir un silencio de corchea? (c) ;Y si ha de incluir dos silencios de
corchea?

Resolucién. Tomese la corchea como unidad de tiempo. Entonces la negra dura 2 y el compds
entero dura 8. Un ritmo no es un conjunto de figuras sino una sucesion: el tiempo va hacia
delante y negra-corchea suena distinto de corchea-negra. Asi que lo que hay que contar son
las sucesiones ordenadas de figuras cuyas duraciones suman 8.

(a) Llamese a,, al nimero de ritmos de duracién n con negras y corcheas. Mirando la iiltima
figura el problema se parte en dos y no queda nada mas que hacer: si termina en corchea, lo
anterior es un ritmo de duracién n — 1; si termina en negra, un ritmo de duraciéon n — 2. Y las
dos posibilidades son excluyentes y agotan todos los casos. Luego

Ay = Ay—1+ a2, ap=1 a1 =1,

donde ayp = 1 cuenta el ritmo vacio, que es el que hace funcionar la recursién en el borde.
Desarrollando,

n|o 1 2
112

3456 7 8
ay | 358

y la respuesta es .
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LA IDEA: POR QUE SALE FIBONACCI

No es una analogia ni una casualidad numérica: es que el enunciado es el problema
de Fibonacci. Contar ritmos de negras y corcheas es contar formas de recorrer ocho
unidades de tiempo dando pasos de longitud 1 o 2, que es literalmente el problema
de subir una escalera de ocho escalones de uno en uno o de dos en dos. Cualquier
problema con esa forma — una linea que hay que cubrir con piezas de dos tamafios, 1
y 2 — da Fibonacci, y siempre por la misma razén: la tltima pieza es corta o larga, y al
quitarla queda el mismo problema més pequefio.

(b) Ahora hay tres simbolos: negra (2), corchea (1) y silencio de corchea (1), y el compas
debe contener exactamente un silencio. La tentacién es meter el silencio en la recursién y
arrastrar un contador; es mucho mejor darse cuenta de que el silencio no es una figura mis,
es una marca que parte el compds en dos trozos independientes. Fijado el instante en el
que suena el silencio, a su izquierda hay un ritmo sin silencios de cierta duracién j y a su
derecha otro sin silencios de duraciéon 8 —1 — j = 7 — j, y esos dos trozos no se condicionan
en absoluto. Por tanto

7
Y aja; ;=121+113+28+3:5+53+82+13-1+21-1 =130},
j=0

Obsérvese que la suma es simétrica, como debe ser: leer el compds del revés intercambia los
dos trozos.

(c) Lo mismo con dos marcas. Los dos silencios parten el compds en tres trozos de duracio-
nes j, k'y m con

j+H1+k+14+m=38, esdecir j+k+m=6,

y el ntimero buscado es } ;. x1 ,—¢ @jaxam. Se calcula en dos pasos, agrupando primero dos de
los tres factores. Con b, = Z?:o aja,—j (el nimero de maneras de repartir 7 unidades en dos

trozos) se obtiene
3 4 5 6

10 20 38 71

n|o 1 2
bi|1 25
y entonces

6
ajbg_j =71+38+2:20+3-10+55+82+13-1 =233
j=0

QUE DEJA. Cuando una configuracién estd obligada a contener un objeto distinguido, casi siempre
conviene cortar por €l: el objeto deja de ser una restriccién y pasa a ser una frontera, y lo que queda a
cada lado es el mismo problema sin restriccién. El precio es una convolucién en vez de un niimero,
y suele ser un precio bajo. Con dos objetos distinguidos, dos fronteras y tres trozos; con s, una

convolucién de s + 1 factores.

El 233 del apartado (c) es también ajy, el término de Fibonacci que responde al apartado
(a) del examen del grupo 4. Es una coincidencia numérica: la sucesion Y j k-, 4ia;ay vale
1,3,9,22,51,... paran = 0,1,2,3,4, que no es Fibonacci, y para el examen del grupo 4 los dos
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nimeros andlogos son 3522 y 233, bien distintos. Coincidencias como esta son frecuentes en
combinatoria con nlimeros pequerios, y son una mala brajula: dos cuentas que dan lo mismo
una vez no tienen por qué ser la misma cuenta.

Ejercicio 2 (4 p.)

Sobre el grafo G de la figura: (a) ;es euleriano? ;y hamiltoniano? En caso afirmativo,
mostrar uno de tales ciclos. (b) Calcular x(G) y A(G). (c) ¢Es G planar? En caso negativo,
encontrar una subdivisién de K33 o de Ks. (d) Calcular x(G) dando una coloracién minima.

Las dos circunferencias son los ciclos x1x2X3X4 y y1Y2Y3Y4; los cuatro segmentos radiales son
las aristas x;y;; y los cuatro arcos cruzados son x1y2, X21, X3Y4 ¥ X4Y3.

Resolucién. Antes de contestar nada conviene mirar qué grafo es este, porque las cuatro
preguntas se contestan solas en cuanto se ve. Hay 8 vérticesy 4 +4 44 + 4 = 16 aristas, y
cada vértice tiene grado 4: dos de su circunferencia, una del radio y una del arco cruzado.
Ahora obsérvese qué pasa con los cuatro vértices x1, x2, 1, Y2:

x1xy (exterior), 1y (interior), x1y1, Xoy2 (radios), x1y2, X211 (arcos).

Las seis parejas posibles son aristas: es un K4. Y por la misma cuenta x3, x4, y3, ¥4 forman otro
K4. Quedan exactamente cuatro aristas més, las que unen los dos grupos:

X2X3, XaX1, Y2ys, Yay1,
que no comparten ningtn extremo. Asi que
G son dos K4 unidos por un emparejamiento perfecto,

lo que en la notacién de productos es G = K4 [IK5. El dibujo del enunciado esconde esa
descripcion repartiendo cada Ky entre la circunferencia de dentro y la de fuera; una vez vista,
todo lo demas es corto.

(a) Euleriano y hamiltoniano, los dos. Es conexo y todos los grados valen 4, que es par:
euleriano. Un circuito, escrito con la descripcién de arriba,

X1 X2 Y1 Y4 X4 X1Y2X2X3Y4Y3X4X3Y3Y2Y1X1,
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que recorre las 16 aristas sin repetir ninguna. Y es hamiltoniano de la manera mds transparente
posible: se da la vuelta al ciclo exterior, se pasa al interior por un radio y se recorre ese segundo
ciclo antes de volver al inicio,

X1 X4 X3X2 Y2Y3Y4Y1 X1.

(b) x = A = 4. Como §(G) = 4, Whitney da x < A < 4, y basta ver que ningtn conjunto de
tres vértices desconecta. Sea S con |S| < 3 y llamense A y B a los dos Ky. Dos observaciones
bastan:

» A\ Sy B\ Sno son vacios y son conexos. No son vacios porque S tiene menos de cuatro
elementos y cada Ky tiene cuatro; y son conexos porque un completo al que se le quitan
vértices sigue siendo completo.

= Alguna arista del emparejamiento sobrevive. Las cuatro aristas que unen A con B no
comparten extremos, luego cada vértice de S estropea como mucho una, y con |S| < 3
queda al menos una intacta.

Entonces G — S tiene dos trozos conexos unidos por una arista, es decir, es conexo. Luego

Kk>4y

LA IDEA: POR QUE AQUI NO SE ROMPE LA CADENA DE WHITNEY

La desigualdad ¥ < A < § suele ser estricta cuando el grafo tiene una cintura estrecha:
un pufiado de vértices por los que pasa todo. Aqui pasa lo contrario. El grafo tiene dos
mitades masivas (cada una tan conectada como es posible, un completo) y el puente
entre ellas no es un cuello sino cuatro aristas disjuntas: para cortarlo hay que gastar un
vértice por arista. Cuatro aristas disjuntas cuestan cuatro vértices, y cuatro es justo el
grado. Por eso las tres cantidades coinciden.

(c) No es planar. Aquila cuenta de Euler nosirvedenada: p = 8,4 = 16 y3p — 6 = 18 > 16,
asi que la cota se cumple sin apuros y no dice nada. Hay que exhibir la subdivisién, y la
estructura la regala. Ya hay un K4 hecho, el de A = {x1,x2,1,2}; para tener un Ks falta
un quinto vértice unido a los cuatro por caminos que no se estorben, y el segundo Ky es
exactamente el material para fabricarlo. Témese x3 como quinto vértice principal:

X3 X2; X3 X4 X1; X3Ya Y1, X3Y3Y2.

El primero es la arista del emparejamiento x,x3. Los otros tres salen de x3 por sus tres aristas
dentro de B (hacia x4, y4 e y3) y saltan a A por la arista del emparejamiento de cada uno.
Los interiores x4, y4 e y3 son distintos y ninguno es principal, luego los diez caminos son
internamente disjuntos y

{x1, x2, y1, 2, x3}

son los vértices principales de una subdivisiéon de Ks. Por Kuratowski, G no es planar.

LA IDEA: QUE ESTA HACIENDO EL SEGUNDO Ky

Si se contrae todo el segundo Ky a un solo punto, cada una de sus cuatro aristas del
emparejamiento se convierte en una arista de ese punto a un vértice distinto del primer
Ky: lo que queda es exactamente Ks. Esa es la razén de fondo, y la subdivisién de
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arriba no es més que esa contraccion escrita con caminos en vez de con contracciones.
Conviene tener presente ese movimiento: un bloque muy conectado con cuatro salidas
disjuntas funciona como un solo vértice de grado cuatro.

(d) x(G) = 4. Como G contiene un K4, hacen falta al menos cuatro colores. Y cuatro
bastan: dentro de cada Ky los cuatro colores estan obligados a aparecer una vez cada uno,
de modo que lo tinico que hay que decidir es cémo se emparejan las dos asignaciones, y el
emparejamiento solo prohibe repetir color a lo largo de sus cuatro aristas. Basta desplazarlos:

X1, X3 1/ X2, X4 > 21 Y1,Y3 — 3/ Y2,Y4 — 4.

Cada clase tiene dos vértices, uno de cada K4, y son no adyacentes: x; y x3 son diagonalmente

opuestos en el ciclo exterior, e igual las otras tres parejas. Luego | x(G) = 4|

Ejercicio 3 (1,5 p.)

Demostrar que todo grafo simple y conexo no trivial ha de contener al menos un vértice
que no es punto de corte.

Resolucién. La demostracion cabe en dos frases si se elige bien el objeto con el que mirar el
grafo, y el objeto es un arbol generador.

Sea T un &rbol generador de G, que existe porque G es conexo. Como G no es trivial, T
tiene al menos dos vértices, y todo arbol con al menos dos vértices tiene al menos dos hojas.
Sea v una de ellas. Al quitar una hoja de un &rbol lo que queda, T — v, sigue siendo un arbol;
y T — v es generador de G — v, porque contiene todos los vértices de G salvo v y todas sus
aristas estan en G. Un grafo que admite un drbol generador es conexo, luego G — v es conexo
y v no es punto de corte. n

LA IDEA: POR QUE LA HOJA ES LA ELECCION CORRECTA

Un punto de corte es un vértice por el que pasa el paso entre dos partes del grafo. Una
hoja de un arbol generador es lo contrario de eso: es un extremo del esqueleto, un
sitio al que se entra pero desde el que no se va a ninguna parte. Y la clave técnica es
que la hoja lo es del drbol, no de G: en G puede tener grado altisimo. No importa. Para
conectar el resto de G basta con el esqueleto, y el esqueleto no la necesita.

El mismo argumento da gratis el enunciado del grupo 4, que pide dos vértices que no
son puntos de corte: el arbol generador tiene al menos dos hojas, no una.

Otra via (el vértice mas lejano). Fijado u € V(G), sea v un vértice a distancia méxima de u.
Entonces v no es punto de corte. En efecto, si lo fuera, G — v tendria una componente C que
no contiene a u; tomando x € C, todo camino de # a x en G pasa por v, luego d(u, x) > d(u,v),
contra la eleccion de v. La imagen es la misma que antes: el punto mas lejano no puede ser la
puerta de nadie, porque todo lo que estuviera detrds de esa puerta estaria todavia mas lejos.
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Ejercicio 4 (1,5 p.)

Demostrar que no hay ningtn grafo G conexo, plano y regular con §(G) = 3 que tenga
todas sus caras hexagonales.

Resolucién. Supéngase que existe, con p vértices, g aristas y ¢ caras. Las dos hipoétesis se
traducen en dos contajes dobles, cada uno mirando las aristas desde un lado.
Desde los vértices: G es regular de grado 3, luego el apretén de manos da 3p = 24, es decir,
2
P =34
Desde las caras: cada cara esta bordeada por 6 aristas y cada arista aporta dos lados a los
bordes de las caras (aunque ambos pertenezcan a una misma cara), luego 6¢ = 24, es decir,
1
Cc = gq
Ahora la férmula de Euler:

— — 2 —
2=p—qtc=39—q9+39=0,
que es falso. Luego tal grafo no existe. [
LA IDEA: EL HEXAGONO ES PLANO, Y UNA ESFERA NO LO ES

La cuenta anterior no solo prueba que no existe: dice por qué no existe, y merece la pena
verlo porque explica de paso el mundo entero de los poliedros. Reescribase la férmula
de Euler repartiendo cada arista y cada cara entre sus vértices. Si a cada vértice v se le
asigna

donde /(f) es el niumero de lados de la cara f y la suma cuenta cada incidencia del
borde con v, con multiplicidad si el recorrido vuelve a v. Entonces, al sumar sobre
todos los vértices cada arista se cuenta dos veces y cada cara f recibe ¢(f) sumandos

de 1/4(f), de modo que
Y k(v)=p—g+c=2
v

Ese x(v) es la curvatura del grafo en el vértice v, y la identidad anterior es la version
discreta, normalizada por 27, del teorema de Gauss—Bonnet: la curvatura total de una
esfera es una constante que no depende de cémo se la dibuje.
Ahora bien, con grado 3 y todas las caras hexagonales,
3 1

K(U)—1—§+3'8—0
en todos los vértices. Curvatura cero en todas partes: el panal de abejas, que efectiva-
mente tesela el plano euclideo, pero infinito y sin cerrarse nunca. La suma de ceros no
puede valer 2, y esa es exactamente la contradiccion de la demostracion. Es también la
razon por la que un balén de fatbol no puede ser todo hexdgonos: para cerrarse sobre
una esfera hace falta curvatura positiva en alguna parte, y esa es la funcién de los doce
pentagonos.
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CONEXION CON Geometria de superficies

La identidad }°, x(v) = p — g + c es el analogo combinatorio de [ KdA = 27 x(S) para una
superficie compacta sin borde. Con la normalizacién usada aqui, 271}, k(v) corresponde a
la integral de curvatura. El paso al continuo cambia la suma por una integral y la curvatura
discreta por la curvatura de Gauss, pero el enunciado es el mismo: la curvatura total estd
determinada por la topologia y no por la forma. Lo que en el plano se ve como una cuenta de
aristas y caras, en una superficie se ve como un teorema de geometria diferencial.

Qué buscaba: un conteo con recursion, el grafo dibujado con las cuatro preguntas de siempre,
y dos demostraciones cortas, una de conectividad y otra de planaridad. Las cuatro preguntas
sobre el grafo se responden casi sin calcular en cuanto se identifica la estructura, que es el
trabajo real del ejercicio.

D.10 Examen prefinal del grupo 4 (24 de mayo de 2024)

Este examen es el gemelo del anterior, tomado un dia después: mismos cuatro ejercicios
con las constantes cambiadas. Conviene resolverlo después del otro y fijarse en qué sobrevive
al cambio.

Ejercicio1 (3 p.)

Un compds 3/4 dura tres negras. (a) ;Cudntos ritmos distintos de dos compases 3/4 se
pueden tocar con un cajon flamenco usando solo negras y corcheas? (b) ;Y si hay que incluir
exactamente un silencio de corchea? (c) ;Y si hay que incluir en total dos silencios de corchea?

Resolucion. Dos compases de 3/4 duran seis negras, es decir, 12 corcheas. Hay que precisar
si una figura puede atravesar la separacion entre compases. Si cada compds se completa por
separado, las respuestas son 169, 988 y 2770, justificadas en el recuadro de abajo. Primero
calculamos el otro modelo, un tramo tinico de 12 unidades sin imponer esa separaciéon. Con
la misma sucesién a, del examen anterior, prolongada,

n|012345 6 7 8 9 10 11 12
112

an‘ 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

(a) app = .

(b) El silencio parte el tramo en dos de duraciones j y 11 — j:

11
ajay_j =2(144 +89 +2-55 +3-34 +5-21 +8-13) = 2- 654 = | 1308 |
=0

]
(c) Los dos silencios lo parten en tres de duraciones j + k +m = 10. Con b, =} ; aja,—j,

cuyos primeros valores son

n[001 23 4 5 6 7 8 9 10
by |1 2 5 10 20 38 71 130 235 420 744

se tiene 0
Yoy b = [3522]
i=0

]
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Si las figuras deben quedar dentro de su compas, se cuentan dos compases independientes de
6 corcheas cada uno. Con esa lectura los tres niimeros cambian: cada compds admite a5 = 13
ritmos, luego (a) seria 132 = 169; (b) seria 2 - bs - ag = 2 - 38 - 13 = 988, segiin en cual de los
dos compases caiga el silencio; y (c) seria 2 - 51 - 13 + 38? = 2770, separando el caso de los
dos silencios en el mismo compaés del caso de uno en cada uno. El «en total» indica que hay
dos silencios entre ambos compases, pero no resuelve por si solo si se permite atravesar la
barra. Por eso conviene indicar el modelo usado; las dos cuentas aplican el mismo método a
restricciones distintas.

Ejercicio 2 (4 p.)

Sobre el grafo G de la figura, las mismas cuatro preguntas del examen del grupo 2.

Los nueve vértices estdn dispuestos en un cuadrado 3 x 3; ademas de las aristas entre vecinos,
cada fila se cierra con un arco por arriba y cada columna con un arco por la derecha.

Resolucién. De nuevo lo primero es leer la figura. Cada fila tiene tres vértices unidos dos a
dos (los dos vecinos y el arco que cierra los extremos): cada fila es un tridngulo. Lo mismo
cada columna. Y no hay ninguna arista mds. Es decir:

Dos vértices distintos v;j y vy son adyacentes si y solosii =koj =1,

que es el grafo de las torres del tablero 3 x 3, 0 en notacién de productos G = K3 L1 K3. Cada
vértice tiene 2 vecinos en su fila y 2 en su columna: grado 4,y g = 3 -9 -4 = 18 aristas.

(a) Conexo y 4-regular, luego euleriano. Un circuito euleriano se obtiene uniendo los seis
triangulos de filas y columnas:

011 012 013 U11 U21 U22 V12 U32 U22 U23

V13 U33 U23 U21 U31 U32 U33 U31 U11-

Se lee seguido, incluyendo el salto entre las dos lineas: recorre las 18 aristas una vez. Y
hamiltoniano, recorriendo el tablero en bustréfedon y cerrando por la columna:

011 012 U22 U271 U23 U13 U33 U32 U31 V11,

donde el dltimo salto v31v1; es legitimo porque comparten columna.
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(b) x = A = 4. Whitney da x < A < § = 4. Para la otra desigualdad, sea S con |S| < 3; hay
que ver que G — S sigue siendo conexo. Todo el argumento descansa en una observacion: si
alguna fila entera se salva, el grafo entero cuelga de ella. En efecto, supéngase que una fila
F cumple FN'S = @. Entonces F es un tridngulo dentro de G — S, luego un trozo conexo; y si
v & S es cualquier otro vértice, su columna corta a F en exactamente un vértice, que no esta
en S porque estd en F, y v es adyacente a él por compartir columna. Asi que todo vértice de
G — S es un vértice de F o un vecino de F: conexo.

Lo mismo vale con «columna» en lugar de «fila». Asi que solo queda por tratar el caso en
que S corta a las tres filas y también a las tres columnas. Con |S| < 3 eso obligaa |S| =3y
a que S tenga exactamente un vértice en cada fila y uno en cada columna, es decir, a que S
sea una transversal: hay 3! = 6 posibilidades. Pero entonces G — S tiene seis vértices, dos en
cada fila y dos en cada columna, de modo que cada fila y cada columna aportan una arista;
con S = {v11, v, vs3}, por ejemplo, las seis aristas encadenan

012 013 U23 U21 U31 U32 V12,

que es un ciclo de longitud seis, y en particular conexo. Cualquier otra transversal se lleva a
esta permutando las columnas, que es una simetria del grafo. En todos los casos G — S es

conexo, luego .

(c) No es planar. La cuenta de Euler otra vez no decide: 3p — 6 = 21 > 18 = g. Pero
hay una subdivision de K33 que se lee directamente en el tablero. Témense como vértices
principales las dos «diagonales latinas»

C = {v11, v22, v33}, P = {v12, v23, v31},

que son conjuntos independientes, porque dos vértices de una diagonal no comparten ni fila
ni columna. De las nueve conexiones que exige K3 3, seis ya son aristas:

011012 (fila 1), 011031 (COI. 1), 022012 (COI. 2),
022023 (f11a 2), 033023 (CO]. 3), 033031 (flla 3)

Las tres que faltan — v11023, v22031 y v33712 — se hacen con un vértice de paso cada una, y
los tres de paso son justamente los tres vértices sobrantes:

011 013 023, 022 U21 031, 033 U3 U12.

Cada uno de esos caminos usa una arista de fila y otra de columna, los interiores v13, V21, U32
son distintos y ninguno es principal. Luego G contiene una subdivisién de K33 y, por Kura-
towski, no es planar.

LA IDEA: LAS TRES DIAGONALES

Las tres diagonales latinas del tablero 3 x 3

{011, 022, 033}, {012/ 023,031 }, {013, 021, 032}

forman una particion en tres conjuntos independientes. Cada vértice tiene dos vecinos
en cada una de las otras dos clases. De ahi salen las dos respuestas que quedan: dos
diagonales cualesquiera dan los seis vértices principales del K33, y las tres a la vez
dan la coloracién 6ptima. Este es el patron del cuadrado latino, y merece la pena
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reconocerlo: cuando un grafo se define por «coincidir en alguna coordenada», en este
tablero un conjunto independiente escoge a lo sumo un vértice por fila y por columna.
Si tiene tres vértices es una transversal; las tres de arriba son una particiéon conveniente,
no las tnicas transversales posibles.

(d) x(G) = 3. Cada fila es un triangulo, luego x > 3.Y las tres diagonales dan la coloracién:

{v11, 022,033} — 1, {v12,v23, 031} — 2, {v13, 021,032} — 3.

Cada clase es independiente y las tres cubren los nueve vértices, luego | x(G) = 3 | Escrita

como tabla, la coloracién es literalmente un cuadrado latino de orden 3:

1
3
2

W =N
— N W

y la condicién «ningtn color se repite en una fila ni en una columna» es exactamente la
condicién de coloracién propia de este grafo.

Ejercicio 3 (1,5 p.)

Demostrar que todo grafo simple, finito y conexo no trivial ha de contener al menos dos
vértices que no son puntos de corte.

Resolucién. Es la demostracién del ejercicio 3 del grupo 2 sin ningtin cambio, aprovechando
que el drbol generador da dos hojas y no una. Sea T un arbol generador de G. Como G es
conexo, finito y no trivial, T tiene al menos dos vértices y por tanto al menos dos hojas u # v.
Para cada una de ellas, T — u es un &rbol generador de G — u, luego G — u es conexo y u no
es punto de corte; e igual con v. [

QUE DEJA. Que un érbol con p > 2 vértices tiene al menos dos hojas es lo que hace que este enunciado
sea el correcto y «al menos uno» sea solo la mitad de la verdad. La razén es la misma cuenta de
siempre: un drbol tiene p — 1 aristas, luego la suma de grados es 2p — 2; si hubiera como mucho una
hoja, la suma seria al menos 1 +2(p —1) =2p—1>2p — 2.

Ejercicio 4 (1,5 p.)

Demostrar que no hay ningtn grafo G conexo, plano y regular con §(G) = 3 que tenga
todas sus caras octogonales.

Resolucién. Mismo esquema, y ahora la contradiccién es aiin mds violenta. Si existiera con
p vértices, g aristas y c caras, el apretén de manos da 3p = 24 y el recuento de incidencias
cara-arista da 8c = 24, luego

p=3%q5 c=1q

y la férmula de Euler queda
2=p—qtc=3q—q+ig=—1p9 = q=-24

imposible, porque g > 0. u
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LA IDEA: EL SIGNO DICE DE QUE MUNDO ES LA FIGURA
Con la curvatura del ejercicio 4 del grupo 2,

3 1 1
1-= ==
2+38 8<0

en todos los vértices. La curvatura total, que deberia valer 2, es aqui estrictamente
negativa: por eso el g que sale es negativo, y el signo no es un accidente del 4dlgebra
sino el contenido del resultado. Un grado 3 con caras octogonales define una teselacién
de curvatura negativa constante, que existe perfectamente pero en el plano hiperbélico,
no en la esfera ni en el plano euclideo. Las tres respuestas estan en un mismo cuadro,

segtn el signo de 1 — 829 4 &rad.
caras ‘ x(v) ‘ dénde vive
pentagonos | +1/10 | la esfera: el dodecaedro
hexagonos 0 el plano euclideo: el panal, infinito
octdgonos | —1/8 | el plano hiperbdlico

Solo la primera fila puede cerrarse en un poliedro convexo finito, y el dodecaedro es
la comprobacién: sus 20 vértices aportan 20 - % = 2 de curvatura total, y en efecto
p=20,4=30,c=12y20-30+12 = 2.

Qué buscaba: exactamente lo mismo que el examen del grupo 2, y por eso los dos se leen
mejor seguidos. Lo tinico que cambia de verdad es el grafo dibujado, que aqui admite la
particion en tres transversales, mientras el anterior contiene un Ky, y el signo del ejercicio 4.

D.11 Prueba de evaluacién del grupo C (21 de mayo de 2025)

Ejercicio 1 (0,75 p. cada apartado)

Un terreno agricola esta dividido en 10 franjas paralelas. Se quieren cultivar 3 franjas
de frutos rojos, 4 de hortalizas y 3 de legumbres. ;De cudntas maneras, en cada caso? (a)
Cultivando los del mismo tipo en franjas consecutivas. (b) Distinguiendo los cultivos dentro
de cada tipo (fresas, moras y ardndanos como frutos rojos, por ejemplo). (c) Sin distinguirlos.
(d) Distinguiendo los cultivos dentro de cada tipo y dejando ademés una de las diez franjas
en barbecho.

Resolucién. Las franjas son paralelas, es decir, estdn en fila y se distinguen unas de otras: el
terreno es una sucesién de diez posiciones, no un montén de diez cosas. Todo el ejercicio
consiste en decidir, en cada apartado, qué se estd permutando.

(c) primero, porque es el ntcleo. Si los cultivos de un mismo tipo son indistinguibles, una
plantacion es una palabra de diez letras con tres R, cuatro H y tres L. Son permutaciones con
repeticion:

(b) Si dentro de cada tipo los cultivos se distinguen, hay diez cultivos distintos que colocar
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en diez posiciones distintas, y no queda ninguna simetria que dividir:

10! = 3628800}

La relacién entre los dos apartados es exactamente el factor que se habia dividido en (c):
al distinguir los tres frutos rojos entre si, las cuatro hortalizas entre si y las tres legumbres
entre si, cada plantaciéon de (c) se abre en 3!4!3! = 864 plantaciones de (b), y en efecto
4200 - 864 = 3628 800.

(a) Ahora los tres tipos han de ocupar tramos consecutivos, de modo que la plantacién
queda determinada por el orden en que aparecen los tres bloques: RHL, RLH, HRL, HLR,
LRH, LHR. Sin distinguir los cultivos dentro de cada tipo,

31 =16,

y si se distinguen, cada uno de esos seis 6érdenes admite 3!4!3! maneras de ordenar los
cultivos dentro de sus bloques, lo que da 6 - 864 = 5184.

(d) Aqui hay que leer con cuidado. Hay diez cultivos distintos y diez franjas; si una de
ellas se deja sin plantar, uno de los cultivos se queda fuera, y con él uno de los tres tipos
plantara una franja menos. La decisién se toma en dos pasos independientes: qué franja va
en barbecho (10 maneras) y cémo se colocan nueve de los diez cultivos en las nueve franjas
restantes, que son variaciones de diez elementos tomados de nueve en nueve:

10!
10 - = 10 - 3628800 = | 36288 000 |

Equivalentemente: se elige el cultivo que se queda fuera (10), la franja que queda vacia (10) y
se permutan los nueve restantes (9!), lo que da el mismo 10 -10 - 9!.

QUE DEJA. Los apartados (b) y (c) son el mismo problema visto con y sin etiquetas, y la razén de la
divisién por 3!4!3! es que cada configuracién sin etiquetas corresponde a exactamente ese niimero
de configuraciones con etiquetas. Ese «exactamente» es lo que hay que comprobar siempre antes de

dividir: si las clases no tuvieran todas el mismo tamano, la divisién no valdria.

Ejercicio 2 (1 p. cada apartado)

Cien ciudades, todas con aeropuerto. Se quiere poder viajar de cualquiera a cualquier otra
mediante conexiones aéreas, tal vez con escalas. (a) Disefiar dos grafos no isomorfos que
resuelvan el problema. (b) ;Cuél es el minimo ntimero de conexiones necesarias? (c) Disefiar
una red con los 100 aeropuertos, exactamente 114 conexiones, y en la que sea posible un viaje
que pase por todas las ciudades sin repetir ninguna y vuelva al origen.

Resolucién. La traduccién es inmediata y conviene hacerla explicita: las ciudades son vértices,
las conexiones aéreas aristas, «poder viajar de cualquiera a cualquier otra con escalas» es la
conexion del grafo, y el viaje del apartado (c) es un ciclo hamiltoniano.

(a) Dos ejemplos tan distintos como se pueda: el camino Pjg (las ciudades en fila, cada
una unida a la siguiente) y la estrella Kj g9 (una ciudad central y las otras noventa y nueve
colgando de ella, que es el modelo real de un aeropuerto hub). Los dos son conexos, y no son
isomorfos porque la estrella tiene un vértice de grado 99 y en el camino ningtn grado pasa
de 2; el grado maximo es un invariante por isomorfismo.

(b) Noventa y nueve. Un grafo conexo con p vértices tiene al menos p — 1 aristas, luego
hacen falta al menos 99 conexiones; y el camino del apartado anterior tiene exactamente 99 y
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resuelve el problema, luego el minimo se alcanza. La cota inferior se prueba por inducciéon
sobre p: para p = 1 es trivial; y si G es conexo con p > 2 vértices, o bien tiene un vértice v
de grado 1, y entonces G — v es conexo con p — 1 vértices y g4 — 1 aristas y la hipétesis de
induccién da g — 1 > p — 2; o bien todos los grados son > 2 y el apretén de manos da ya
g>p>p—1

LA IDEA: POR QUE EL MINIMO SON EXACTAMENTE LOS ARBOLES

Cada arista que se afiade a un grafo puede, como mucho, fundir dos componentes
en una. Se empieza con 100 ciudades aisladas, es decir, 100 componentes, y se quiere
llegar a una: hay que reducir el nimero de componentes en 99, y cada arista reduce a lo
sumo en 1. Esa es toda la demostracién, y ademds dice cudndo se alcanza la igualdad:
cuando ninguna arista se desperdicia, o sea, cuando ninguna une dos ciudades ya
comunicadas. Un grafo conexo sin aristas desperdiciadas es un grafo conexo sin ciclos,
es decir, un arbol.

(c) La condicién pedida es tener un ciclo hamiltoniano, y la manera mas econémica de
garantizarlo es ponerlo. Témese el ciclo Cyqg, que usa las cien ciudades y cien conexiones y ya
admite el viaje cic; - - - c1goc1; y afiddanse catorce conexiones cualesquiera entre ciudades no
consecutivas, por ejemplo

c1C3, C1C4, ..., C1C16,

que son catorce. El resultado tiene 100 vértices, 100 + 14 = 114 aristas y sigue conteniendo el
ciclo original, luego sigue siendo hamiltoniano: afiadir aristas nunca destruye un ciclo que ya
estaba.

Ejercicio 3 (1 p. cada apartado)

Sobre el grafo G de la figura: (a) si v es un vértice nuevo, ;es G + v euleriano? ;Por qué?
(b) Estudiar x(G) y A(G). (c) ¢Es G planar? (d) Calcular x(G) dando una coloracién minima.

Resolucién. El grafo tiene 14 vértices y 7 +7 + 7 = 21 aristas, y es 3-regular: cada v; del
heptagono exterior tiene dos vecinos en €l y un radio, y cada v; interior tiene dos vecinos
en la estrella interior y un radio. Es el grafo de Petersen generalizado GP(7,2): heptdgono
exterior, heptdgono interior recorrido de dos en dos, y los siete radios.
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(a) Si, G + v es euleriano. La suma G + v une el vértice nuevo a los catorce vértices de G.
Entonces
grad;_  (v) = 14, grad., (v;) =3+ 1 =4 paratodo i,

y todos los grados son pares. Ademads G + v es conexo, porque v es adyacente a todo. Un
grafo conexo con todos los grados pares es euleriano, luego G + v lo es. Obsérvese que G no
lo era: todos sus grados valian 3. El vértice nuevo arregla los catorce a la vez, y esa es la gracia
del apartado: sumar un vértice cambia la paridad de todos los grados de golpe, de modo
que un grafo regular de grado impar y orden par siempre se vuelve euleriano al sumarle un
vértice.

(b) x(G) = A(G) = 3. Como § = 3, Whitney da x < A < 3, y basta ver que ningun par de
vértices desconecta. La clave es que G estd hecho de dos ciclos de siete — el exterior vy - - - v7 y
el interior vgv9V10V11012013714, que también es un C; aunque el dibujo lo trace saltando de dos
en dos — y siefe radios que emparejan un vértice de cada uno. Sea S con |S| = 2 y distinganse
tres casos segtin dénde caiga S.

Los dos en el ciclo exterior. El ciclo interior queda intacto, luego es un trozo conexo que
contiene sus siete vértices. Y cada uno de los cinco vértices exteriores que sobreviven conserva
su radio, que lo une a ese trozo. Conexo.

Los dos en el ciclo interior. Simétrico del anterior, intercambiando los papeles.

Uno en cada ciclo. Un C7 al que se le quita un vértice es un camino, luego lo que queda del
ciclo exterior es conexo y lo que queda del interior también. Solo falta un radio que los una, y
de los siete radios se pierde a lo sumo uno por cada vértice quitado: sobreviven al menos
cinco. Conexo.

En los tres casos G — S es conexo, luego k > 3y |x(G) = A(G) = 6(G) = 3|

(c) No es planar. La cuenta de Euler no decide (3p — 6 = 36 > 21), pero hay una subdivisién
de K33 con vértices principales

casas {v1, v3, V10}, pozos {v2, v4, v12}.
Cinco de las nueve conexiones son ya aristas de G:
U102, 01012, U3U2, U3U4, U10U4

— tres del heptdgono exterior (v1vp, V3V, y v3v4) y dos radios (v1v12 ¥ v4010). Las cuatro
restantes son caminos:

U107 U6 U5 Uy, U3 013 012, 010 U9 U2, 010 011 012-

Los interiores empleados son vy, vs, U5, U13, V9 Y v11: seis vértices distintos, ninguno principal.
Los nueve caminos son internamente disjuntos, luego G contiene una subdivision de K33 y
no es planar.

LA IDEA: DONDE ESTABA ESCONDIDO EL K33

Las tres casas vy, v3, 019 Y los tres pozos vy, v4, v12 no se han buscado a ciegas. La idea
es que en un grafo 3-regular cada vértice principal de un K33 debe gastar sus tres
aristas, de modo que los seis principales no pueden ser vecinos entre si mds que por
aristas que se usen. Eligiendo dos vértices del ciclo exterior a distancia dos (v1 y v3) y
su «pozo» comun vy, se buscan las conexiones que atn faltan, y el heptdgono interior,
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que salta de dos en dos, es lo que permite volver a cerrar los caminos restantes sin
repetir interiores. El grafo GP(7,2) es no planar precisamente porque el salto de dos en
dos entrelaza los radios: en GP(7,1), que es el prisma heptagonal, no hay entrelazado
y el grafo es planar.

(d) x(G) = 3. El grafo tiene ciclos impares (el heptdgono exterior, sin ir mas lejos), luego
no es bipartito y x > 3. Y tres colores bastan:

color1: vy, v3, Us, Ug, V1o
color2: vy, vy, Vs, V12, V14
color3: vy, vg, V11, V13

Se comprueba clase a clase. En el ciclo exterior, los colores van 1,2,1,2,1,2,3: no hay dos
iguales seguidos. En el ciclo interior vgvgv19v11012013714 Van 1,3, 1, 3,2, 3, 2: tampoco. Y los
siete radios unen v1v12 (1-2), V209 (2-3), V3713 (1-3), V4019 (2-1), V514 (1-2), VeT11 (2-3) ¥ VU8

(3-1): ninguno repite. Luego | x(G) = 3| |

Qué buscaba: un conteo de permutaciones con y sin etiquetas, en el que la tnica dificultad
real es el apartado del barbecho; la traduccién de un enunciado hablado a lenguaje de grafos,
con la cota g > p — 1 y un ciclo hamiltoniano fabricado a mano; y el grafo dibujado con las

mismas cuatro preguntas de los otros dos exdmenes. Los tres prefinales comparten esqueleto:
un conteo, un grafo dibujado y una o dos demostraciones cortas del temario de conectividad
y planaridad.
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APENDICE E

Lo que este libro da por sabido

Es una lista, no un curso: lo que se usa sin explicar, para saber qué repasar si algo suena

raro.

Conjuntos y aplicaciones: unién, interseccién, complementario, producto cartesiano,
particion; aplicacion inyectiva, sobreyectiva, biyectiva, inversa; relacion de equivalencia y
clases. Es el arranque del capitulo 1, que lo recuerda.

Induccién sobre 1, en las dos formas: «para n — 1 implica para n» y «para todo k < n
implica para n». La mitad de las demostraciones del libro son inducciones sobre vértices o
aristas.

Reduccién al absurdo y contrarreciproco, y la diferencia entre «si» y «solo si».
Aritmética elemental: paridad, divisibilidad, indices médulo 7 (usados en ciclos, en Ky n
y en las cenas de Walecki), parte entera | x| y [x].

Matrices: producto, traspuesta, matriz simétrica, para las matrices de adyacencia e inci-
dencia del capitulo 2.

Geometria del plano a nivel de dibujo: curvas cerradas, regiones, y el hecho de Jordan
de que una curva cerrada simple parte el plano en dos, que el capitulo 5 admite sin
demostracion.

La induccién sobre conjuntos finitos usada en el capitulo 1. Una inyecciéon N,, — IN,

obliga a m < n. Se prueba por induccién sobre m, admitiendo Ny = @. Para m = 0 no

hay nada que contar. Si m > 0, el codominio no puede ser vacio; quitamos del dominio el

elemento m y del codominio su imagen. La inyectividad garantiza que ninguna otra imagen

era esa, de modo que queda una inyeccién entre conjuntos que se pueden renumerar como
IN,,—1 y IN,—1. La hipétesis inductivadam — 1 < n — 1, y por tanto m < n.

En particular, un subconjunto propio S de un conjunto de n elementos se puede incluir

en los n — 1 que quedan al quitar un elemento que no estd en S, luego tiene a lo sumo n — 1

elementos. Una sobreyeccion entre conjuntos finitos da la desigualdad contraria: elegimos

una preimagen para cada elemento del codominio, y esas preimdgenes son distintas.
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APENDICE F

Como usar este libro

Este apéndice explica las convenciones del libro y ofrece sugerencias para estudiar con sus
ejemplos y ejercicios.

Este libro desarrolla los apuntes del profesor y explica con més detalle los pasos que
pueden costar. Combina preguntas, ejemplos e imdgenes con los enunciados formales y
sus demostraciones. La intuicién ayuda a anticipar el argumento; la demostracion permite
comprobarlo y saber bajo qué hipétesis vale.

El cédigo visual.

El c6digo visual distingue siete tipos de bloque:

Filete ciruela, «La pregunta». Abre cada seccién. Propone una pregunta que motiva el
tema, planteada de manera que se pueda pensar sin saber todavia la respuesta. No se
contesta en la caja: la seccién entera es la respuesta.

Filete azul. Una demostracién. Va entera y comentada: si un paso no es evidente, se dice
por qué se da.

Filete ocre, «La idea». La imagen mental de lo que viene o de lo que acaba de pasar. Ayuda
a seguir el argumento de la demostracion.

Filete verde, «Antes de leer» y «Repaso intercalado». El andamiaje de estudio. Intentar
responder antes de consultar el texto permite comprobar qué se recuerda.

Filete gris fino, «De dénde viene», «Conexién» y «El camino que no se tomé». Historia
del concepto, enlaces con otras asignaturas y las definiciones que se descartaron. Se pueden
saltar sin perder el hilo, y pueden ayudar a relacionar lo nuevo con lo que ya sabes.
Filete azul pizarra, «Didlogo». Preguntas que pueden surgir al leer y sus respuestas.
Filetes negros arriba y abajo, «Ejercicio». Un ejercicio, numerado dentro de su capitulo: el
4.2 es el segundo del capitulo 4. Debajo van, si hacen falta, las pistas de menor a mayor, y
despusés la resolucion.

Hay ademads dos marcas pequenas, pensadas para leerse solo si se buscan. La gris, del
tipo R4.7 0 ConTrOL 2.2, va al final del titulo de un ejercicio y dice de qué relacién o de qué

prueba sale. La granate, junto a un enunciado (¢ CAE: ENUNCIADO Y DEMOSTRACION), sefiala una
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demostraciéon que se ha pedido en las pruebas conservadas; la lista completa, con enlaces,
estd en el apéndice C.

Los ejemplos resueltos van dentro de la teoria, sin caja, con el rétulo Ejemplo en negrita.
Casi siempre son casos pequefios hechos a mano antes de un teorema o de un método, y
conviene seguirlos con lapiz: son el escalén entre la idea y el enunciado general.

Intercalados en el texto hay ademds avisos breves en cursiva verde que empiezan por
EXPLICATE. Invitan a explicar un paso con tus propias palabras antes de seguir leyendo.

Qué es del profesor y qué hemos afiadido.

Los seis capitulos son los seis temas del programa, con sus nombres y en su orden, y
las secciones de cada capitulo son los apartados de los apuntes del profesor, también con
sus nombres. Los titulos dicen de qué trata cada seccién y nada mds: lo que no estd en sus
apuntes se registra en el apéndice B, Afiadidos y omisiones, donde se consulta de una vez y
donde se dice también qué de sus apuntes no estd aqui. Los afiadidos mds grandes son las
demostraciones de los teoremas de Menger y de Kuratowski, que el profesor enuncia sin
demostrar; los mas numerosos, los ejemplos hechos a mano que preparan cada método antes
de que aparezca en un ejercicio.

Los ejercicios.

Los ejercicios de las relaciones van dentro del tema, en el punto donde ya se tiene lo
necesario para intentarlos; los exdmenes se retinen en su apéndice. Tras el enunciado aparece
la resolucion, y en algunos ejercicios también hay pistas y otras vias. Muchas resoluciones
empiezan por la idea, que dice qué se va a hacer y por qué por ese camino, y muchas terminan
con dénde se falla, los errores que se cometen al hacerlo. Si te atascas, lee primero la idea y
vuelve a intentarlo antes de leer la resolucién entera. Puedes tapar la solucion para intentar
resolverlo antes de consultarla. Cuando un ejercicio procede de una convocatoria concreta, se
indica cual junto al enunciado.

Las conexiones entre temas.

Las conexiones se orientan en tres direcciones:

= Hacia atras, con lo ya estudiado. Las biyecciones y el principio del producto intervienen
en la construccién de las distribuciones binomial e hipergeométrica en Probabilidad; las
matrices de adyacencia son Algebra lineal; la férmula de Euler y el teorema de la curva de
Jordan son Topologia.

» Hacia dentro, con los capitulos anteriores. El lema del apretén de manos del capitulo 2,
combinado con la férmula de Euler, permite obtener cotas de grados ttiles en planaridad y
coloracién.

» Hacia delante, con Geometria y topologia de superficies. La cantidad V — A + C de la férmula
de Euler es la caracteristica de Euler-Poincaré, y el género de una superficie compacta,
conexa, orientable y sin borde es el nimero de asas de la clasificacion de superficies.

El ritmo.

No hay reparto de horas ni calendario de sesiones: el ritmo lo pone el lector. Antes de
cerrar una seccién, conviene comprobar con algtin ejercicio a libro cerrado que puedes usar lo
aprendido. Si ya dominas un procedimiento, pasa a sus variantes; si te atascas, consulta una
pista o el ejemplo resuelto y vuelve a intentarlo después. El apéndice B, Afiadidos y omisiones,
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distingue las ampliaciones del material original.

Por qué los repasos mezclan temas.

Mezclar tipos de problema obliga a decidir qué herramienta toca, ademads de aplicarla. En
un ensayo aleatorizado con 787 estudiantes de séptimo curso escolar, el grupo que practicéd
con problemas intercalados obtuvo un 61 % frente a un 38 % en una prueba un mes después
(Rohrer y colaboradores, 2020). Es evidencia a favor de ese tipo de practica en ese contexto,
no una promesa de la misma mejora en matematica universitaria. Los repasos de este libro
permiten volver a conceptos anteriores y ensayar esa elecciéon de herramientas.

Una advertencia sobre la notacién.

La notacién es la del profesor, y hay dos puntos en los que sus apuntes no son uniformes.

El libro los resuelve asi y lo avisa aqui:

1. El grado de un vértice se escribe grad;(v) en el tema 2 y en los controles, y §(v) 0 é¢(v)
en los temas 4 a 6 y en las relaciones. Son la misma cosa. El libro usa grad(v) en el texto y
recuerda la otra escritura cada vez que un enunciado la trae.

2. La palabra valencia significa en el tema 2 el grado maximo A(G) y en el tema 4 el grado
minimo J(G). El libro escribe siempre §(G) para el minimo y A(G) para el méaximo, y dice
«valencia minima» o «valencia maxima» con todas las letras.

La numeracién de los apuntes del profesor (Definicién 2.4, Teorema 58) desaparece. Cuando
hace falta citar un resultado anterior, se le llama por lo que dice.
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