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Nota previa

Nota previa

Este texto está construido como un pseudodiálogo. Por un lado, mis preguntas —en
el caso de los ejercicios, mis resoluciones parciales a los mismos—, y, por el otro, las
respuestas que la IA —particularmente Gemini Pro— ofrece a ellas. Es especialmente
importante dejar constancia de los errores para regresar a ellos en el futuro, y recién
ahora se hace posible mecanizar sistemáticamente este proceso de manera eficiente vía
la IA. Es este un documento fiel a ese proceso de construcción de las ideas, mostrando
los aciertos, pero también los más ridículos errores (debidamente señalados). Unos días
pude ser más creativo, otros días estaba más despistado o fiel al curso académico oficial.

La idea de “apuntes” me parece una realidad profundamente obsoleta, así que opto
por desarrollar este método, que incide en los aspectos que esos no pueden abarcar,
como las tan numerosas y necesarias digresiones que van aflorando. Como es natural,
la excelencia de cada uno de nosotros en ejecutarlo consiste en hacer las preguntas
correctas, y dar con la tecla de por dónde pueden ir los tiros a la hora de responderlas,
en lo cual consiste, precisamente, la ciencia, todo lo opuesto a aprender mecánicamente
métodos desarrollados por otros —lo cual no significa que las reflexiones no se apoyen
precisamente sobre esos métodos y descubrimientos—. Habida cuenta de que el tiempo
requerido para así hacerlo es realmente elevado, quizás pueda ser de utilidad a alguien
más la resolución a mis dudas personales, colocadas en un orden concreto y destiladas
las preguntas y respuestas de la paja y fricción que orgánicamente surgen en el proceso
de aprendizaje y elaboración de unas notas.
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CAPÍTULO 1

Ondas en medios continuos

1.1 Introducción a ondas en medios continuos

1. El Salto Topológico: Del Individuo a la Sociedad (El Límite Continuo)

Hasta ahora, en la mecánica de sistemas de partículas, construíamos un espacio de config-
uración de dimensión finita (3N dimensiones, o n grados de libertad si había ligaduras). Tu
variable independiente era el tiempo t, y buscabas la posición de “alguien” específico: qi(t).

Filosóficamente y matemáticamente, en el Tema 6 ocurre una transición de fase topológica.
Hacemos que la distancia entre partículas ∆x tienda a cero (∆x → 0). El subíndice discreto
i ∈ N se transforma en una coordenada continua x ∈ R.

De repente, la posición x ya no es “dónde está la partícula”, sino que se convierte en
una etiqueta de identidad. Pasamos de buscar qi(t) a estudiar un campo escalar Ψ(x, t).
Acabas de abandonar el álgebra lineal de dimensión finita y has entrado en el mundo de los
espacios de Hilbert y Banach de dimensión infinita. Ya no sigues a la gota de agua; analizas
la geometría del océano.

2. La Ecuación de D’Alembert: “La Naturaleza odia las esquinas”

La deducción de la ecuación de onda para una cuerda flexible parte de aplicar la Segunda
Ley de Newton a un trozo de masa infinitesimal. Tras hacer que los desplazamientos sean
pequeños y transversales, llegas a la Ecuación de D’Alembert:

∂2Ψ
∂t2 = v2 ∂2Ψ

∂x2

La intuición geométrica brutal:
Mira esa ecuación diferencial en derivadas parciales. No la leas como un físico, léela como

un geómetra diferencial.
• El término ∂2Ψ

∂x2 es la curvatura (la concavidad espacial) de la cuerda en un instante dado.
• El término ∂2Ψ

∂t2 es la aceleración temporal de ese punto.
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¿Qué nos está diciendo el universo con esta ecuación? Nos dice que “La aceleración de la
realidad es directamente proporcional a cuán bruscamente está curvada”.

Si la cuerda forma una “V” invertida (mucha curvatura negativa), el universo aplica una
aceleración masiva hacia abajo para aplanarla. La onda no es más que el intento constante
y frustrado del medio por volver a ser plano. Como el medio tiene inercia, se pasa de
frenada al intentar aplanarse, creando una curvatura en el sentido opuesto, y el ciclo continúa
eternamente.

3. La “Discriminación” del Medio: Dispersión y Paquetes de Ondas

Aquí entramos en una de las consideraciones más profundas del tema: la diferencia entre
un medio dispersivo y uno no dispersivo.

Si metes una onda armónica (una sinusoide pura ei(kx−ωt)) en la Ecuación de D’Alembert,
obtienes la relación de dispersión lineal ω = vk. Esto implica que la velocidad de fase
v f = ω/k = v es constante.
Medio no dispersivo (Ej. Cuerda ideal, el vacío para la luz, o el aire para el sonido): Es
un medio totalmente “democrático”. No importa si la longitud de onda (la “zancada”) es
inmensa o diminuta; todas las ondas viajan exactamente a la misma velocidad v. Esto es
fundamental para tu existencia: si el aire fuera dispersivo para el sonido, las frecuencias
agudas de mi voz llegarían a tus oídos antes que las graves, y mi mensaje sería un galimatías
indescifrable al llegar a ti.
Medio dispersivo (Ej. Cuerda con muelles, o la luz en un prisma): Si añades un campo de
fuerzas estabilizador (como un colchón de muelles debajo de la cuerda), la ecuación difer-
encial cambia y la relación de dispersión se vuelve no lineal, por ejemplo, ω =

√
ω2

m + v2k2.
Aquí la velocidad depende de la frecuencia. El medio se vuelve selectivo: componentes
diferentes corren a velocidades diferentes.
La tragedia de la información:

Para transmitir información, no puedes usar una sinusoide infinita y eterna (no tiene
principio ni fin, no dice nada). Necesitas enviar un “Paquete de Ondas” o “Pulso”. Matemáti-
camente (Análisis de Fourier), un paquete se construye sumando infinitas ondas armónicas
de diferentes frecuencias.

En un medio dispersivo, como cada “ingrediente” viaja a una velocidad distinta, el paquete
se “desgarra”, se ensancha y se destruye a medida que avanza. La información se deteriora.
Además, se distingue entre la velocidad de la “cresta” interna (velocidad de fase v f = ω0/k0)
y la velocidad a la que viaja la envoltura real de energía (velocidad de grupo vg = dω/dk).

4. La Dialéctica de la Energía

La densidad de energía mecánica en una cuerda se compone de:

w(x, t) =
1
2

µ

(
∂Ψ
∂t

)2

+
1
2

T
(

∂Ψ
∂x

)2

• La primera parte es la Energía Cinética (depende de cómo de rápido cambia Ψ en el
tiempo).

• La segunda parte es la Energía Potencial (depende de cómo de inclinada está la cuerda
espacialmente, es decir, cuánto se ha estirado contra la tensión T).
En una onda estacionaria (nodos fijos), la energía juega al ping-pong. Un cuarto de ciclo es

todo energía potencial (la cuerda está en su máxima deformación y quieta) y otro cuarto es
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todo cinética (la cuerda está plana pero moviéndose furiosamente). La energía está “atrapada”
entre los nodos.

En una onda progresiva, la energía cinética y potencial van de la mano en el espacio,
viajando juntas.

5. La Monstruosidad del Tsunami y el Milagro del Solitón

Aquí es donde la teoría choca con el mundo real de forma espectacular, analizando el
agua.

El agua tiene una relación de dispersión compleja.
Ondas de gravedad en aguas profundas: Son altamente dispersivas. Las olas largas viajan
más rápido. Por eso, en una tormenta lejos de la costa, las olas más largas llegan primero a la
playa.
Aguas poco profundas: El medio se vuelve no dispersivo. Todas las olas viajan a velocidad
v =

√
gh.

El Tsunami: Un maremoto levanta una columna de agua tan colosalmente ancha que, en
comparación, hasta el océano más profundo (4 km) se comporta matemáticamente como
“agua poco profunda”. Como se vuelve no dispersivo, el Tsunami viaja miles de kilómetros
como una onda progresiva perfecta sin que la dispersión lo desintegre. Al llegar a la costa, la
profundidad h cae, la velocidad disminuye, y para conservar la energía (el Flujo de Energía),
la ola se comprime en longitud y crece monstruosamente en altura.
El Solitón (La Poesía No Lineal): ¿Recuerdas que la dispersión destruye un paquete de
ondas estirándolo? En el mundo real, cuando las amplitudes son grandes, la ecuación deja
de ser lineal. “No linealidad” significa que las crestas más altas corren más rápido que los
valles, empujando la ola hacia adelante hasta romperla.

El Solitón nace cuando la Naturaleza cuadra una ecuación imposible: los efectos de la
dispersión (que intentan ensanchar la ola) se compensan milimétricamente con los efectos
no lineales (que intentan apilarla y romperla). El resultado es una sola “joroba” de agua,
una onda fantasma, que viaja eternamente sin cambiar de forma. Es un objeto matemático
precioso que hoy en día es la base de la transmisión de datos por fibra óptica a nivel mundial.

1.1.1 Algunas definiciones generales

Definición 1: El Sistema Dinámico Discreto (El caso más general de Mecánica I)

Físicamente: Un sistema compuesto por un número finito N de entidades puntuales (partícu-
las o sólidos rígidos).
Matemáticamente: El estado del sistema en un instante t es un único punto q(t) que pertenece
a una variedad diferenciable Q (el espacio de configuración) de dimensión finita n. Si las
partículas se mueven en el espacio euclídeo R3 sin restricciones, la variedad es simplemente
Q = R3N . Si hay ligaduras (como un péndulo), Q es una subvariedad incrustada de menor
dimensión. La dinámica es el estudio de la curva parametrizada γ : R → Q dada por
t 7→ q(t).
Pausa filosófica: Aquí, el espacio tridimensional y las partículas son cosas distintas. Las
partículas habitan el espacio. El índice i ∈ {1, 2, . . . , N} es el “nombre” de la partícula.

Definición 2: El Campo Clásico (El caso continuo más general del Universo)
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Físicamente: Una entidad física irreductible que se extiende por todo el espacio y el tiempo,
poseyendo grados de libertad en cada punto infinito del universo.
Matemáticamente: Un campo es una sección transversal de un fibrado (Fiber Bundle).

Imagina un espacio base, que es la variedad espaciotemporal M (por ejemplo, R4). En
cada punto x ∈ M “pegamos” un espacio matemático Fx llamado fibra (puede ser un espacio
vectorial Rk, un espacio tensorial, etc.). El fibrado E es la unión de todas estas fibras. Un
campo Ψ es una aplicación diferenciable Ψ : M → E que a cada punto del espacio-tiempo x
le asigna un elemento en su fibra correspondiente Fx.
Intuición geométrica brutal: Imagina un campo de trigo. La superficie de la tierra es la
variedad base M. En cada punto de la tierra nace una espiga (la fibra). El viento sopla y
dobla las espigas. El “campo físico” es la descripción del ángulo y la longitud de cada espiga
en cada punto del mapa en un instante dado. Has cambiado la variable discreta i por la
coordenada continua x ∈ R3. El espacio ya no es “donde ocurren las cosas”; el espacio es la
etiqueta de identidad de los grados de libertad.

Teorema 1: El Límite Continuo y el Cambio de Álgebra (De Kronecker a Dirac)

Enunciado: Cuando el número de grados de libertad N → ∞ y el volumen V permanece
constante (límite termodinámico/continuo), las operaciones algebraicas sobre el espacio
de configuración Q de dimensión finita convergen en el sentido de las distribuciones a
operaciones del análisis funcional en espacios de Hilbert o Sóbolev de dimensión infinita.
Implicación analítica y de ecuaciones diferenciales:
• La Suma se hace Integral: Sumar la energía de las partículas ∑N

i=1 Ei se convierte en la
integral de una densidad sobre un volumen tridimensional

∫
Ω E(x⃗) d3x.

• La Matriz se hace Operador Diferencial: En el caso discreto (como los muelles de tu
imagen anterior), la interacción entre partículas vecinas se representa con matrices banda.
En el límite continuo ∆x → 0, las diferencias finitas qi+1−qi

∆x convergen rigurosamente (por
el teorema del valor medio) a derivadas parciales ∂Ψ(x)

∂x . Tu matriz de constantes elásticas
se convierte en el operador Laplaciano ∇2.

• La Delta de Kronecker se hace Delta de Dirac: La ortogonalidad discreta δij (que vale 1 si
i = j y 0 en el resto) muta topológicamente a la distribución δ(x − y), un objeto analítico
que solo tiene sentido bajo el signo integral.

Definición 3: El Medio Continuo Deformable (Particularizando a “Mecánica II”)

Bajemos de la abstracción pura de los campos de la relatividad general o la cuántica, a la
materia palpable.
Físicamente: Un cuerpo material donde ignoramos la existencia de átomos y vacíos, asum-
iendo que la materia está distribuida de forma compacta y continua sin huecos.
Matemáticamente: Sea B0 ⊂ R3 la “configuración de referencia” del cuerpo (el trozo de
gelatina en reposo sobre la mesa). Los puntos materiales se etiquetan por su vector de
posición original X⃗.

El movimiento del medio continuo es una familia de difeomorfismos (aplicaciones biyecti-
vas, diferenciables y con inversa diferenciable) a lo largo del tiempo:

ϕ(·, t) : B0 → R3

tal que la posición actual x⃗ de un punto que originalmente estaba en X⃗ es x⃗ = ϕ(X⃗, t).
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El campo de desplazamientos (nuestra verdadera incógnita en este curso) es el campo
vectorial:

u⃗(X⃗, t) = ϕ(X⃗, t)− X⃗

Por qué exigimos un difeomorfismo: Porque la naturaleza no permite que dos trozos de
materia ocupen el mismo lugar (biyectividad), y el cuerpo no se puede desgarrar o crear
agujeros espontáneos (continuidad y diferenciabilidad). Topológicamente, el cuerpo se estira
y se retuerce, pero su clase topológica se mantiene invariante.

Teorema 2: Principio de Mínima Acción en el Continuo (Hamilton-Ostrogadski)

En Mecánica I, la Naturaleza elegía la trayectoria q(t) que minimizaba la Acción S =∫
L(q, q̇)dt.
En el continuo, el Lagrangiano L ya no es una simple función, es una integral en sí mismo

sobre todo el volumen de una Densidad Lagrangiana L.
Enunciado: La evolución temporal de un campo continuo Ψ(x, t) minimiza (o extrema) el
funcional de Acción:

S[Ψ] =
∫ t2

t1

∫
V
L(Ψ, ∂tΨ,∇Ψ) d3x dt

Aplicando el cálculo de variaciones (una generalización brutal de la derivada para fun-
ciones de varias variables reales, donde buscamos en un espacio de Sóbolev la función que
hace que la “derivada funcional” δS = 0), obtenemos la Ecuación de Euler-Lagrange para
campos:

∂

∂t

(
∂L

∂(∂tΨ)

)
+∇ ·

(
∂L

∂(∇Ψ)

)
− ∂L

∂Ψ
= 0

Esta es la ecuación diferencial madre. Si metes en esa L las densidades de energía de
una cuerda, de esa ecuación nace la ecuación de onda de D’Alembert. Si metes la densidad
Lagrangiana de la gravedad, nacen las ecuaciones de Einstein. Es la maquinaria matemática
que conecta la topología geométrica con las leyes físicas del universo.

1.2 Transición del discreto al continuo

«En mi caso general infinito discreto, donde aún no defino nada de “ondas”, yo a cada
partícula i le asociaría 3 grados de libertad, que únicamente depende del tiempo. Sería
la extensión natural de nuestro caso finito al caso infinito discreto. Si en concreto
existiera alguna restricción, por ejemplo que las partículas están SIEMPRE en una recta,
entiendo que hablamos de una onda longitudinal donde solamente es necesario usar un
solo parámetro q(x) para cada i; ídem si es transversal dentro de un plano concreto
(entonces tiene un solo parámetro también uno por cada i), y serían dos si pudiera ser
transversal en 3D, o bien volveríamos al caso general si cada partícula se pudiera mover
longitudinal y transversalmente en 3D —¿entiendo que simplemente eso deja de ser una
onda mecánica sobre un medio continuo?—; dime si alguna de estas consideraciones es
falsa.
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El caso es que considerando o bien que el movimiento es transversal pero siempre contenido
en un plano concreto, o bien que es longitudinal, podemos plantear un grado de libertad
para cada i, y eso es exactamente lo que aquí estaríamos haciendo.

Hasta aquí básicamente no hemos hecho nada diferente. Pero en el momento en que como
modelo mental usamos que las partículas pueden habituar el continuo, que en el caso de
una recta debe ser exactamente R, a cada x le estamos asociando concretamente un valor
dependiente del tiempo, i.e., tendríamos un vector infinito pero además continuo, i.e., una
función real, que además debería ser continua (¿e incluso diferenciable? no veo que esto
sea necesario) en x (y en t).

Pero el motivo de que sea escalar es únicamente porque estamos asumiendo que el
movimiento ocurre en una sola dirección —transversal o longitudinal—, y, de hecho, más
concretamente, creo que aquí están asumiendo transversalidad en un mismo plano (¿no?),
porque si fuera longitudinal, si parametrizan en x estarían adoptando un enfoque por así
decirlo euleriano, cuando en realidad en todo momento lo que estábamos haciendo era el
enfoque lagrangiano.

El enfoque lagrangiano sería hacer justamente lo que tú propones de parametrizar en
base a t, pero en base a las condiciones iniciales de x; pero si en cambio lo que haces es lo
que se sugiere en el dibujo, estarías adoptando un enfoque euleriano, no se desprendería
directamente del razonamiento anterior, el razonamiento anterior solo podría seguir siendo
válido si el movimiento es transversal, si Ψ se refiere a y.

En todo caso, aun cuando fuera el enfoque euleriano, ¿realmente es en cierto sentido indis-
tinguible llegados a ese punto? puesto que simplemente trabajamos con un campo escalar
ya no definido sobre la curva parametrizada por el tiempo, sino sobre x y t (definiendo
una superficie en cierto sentido en lugar de una curva, aunque no veo claramente si tiene
demasiado sentido verlo así).»

1. El Espejismo de la Tridimensionalidad

«volveríamos al caso general si cada partícula se pudiera mover longitudinal y transversalmente
en 3D —¿entiendo que simplemente eso deja de ser una onda mecánica sobre un medio continuo?—;
dime si alguna de estas consideraciones es falsa.»

¡Respuesta brutal: es categóricamente falsa! De hecho, esa es la verdadera onda mecánica
en un medio continuo tridimensional general.

Cuando pasas al límite continuo en un sólido 3D (como un bloque de acero o la corteza
terrestre), tu variable no es un campo escalar Ψ(x, t), sino un campo vectorial de desplaza-
mientos u⃗(⃗r, t) = (ux, uy, uz).

El medio continuo soporta simultáneamente ondas longitudinales (donde ∇× u⃗ = 0,
ondas de compresión, conocidas en sismología como ondas P) y ondas transversales en 3D
(donde ∇ · u⃗ = 0, ondas de cizalla u ondas S).

El que en el Tema 6 te restrinjan a un plano o a una recta para que el campo sea escalar
Ψ(x, t) es simplemente un modelo pedagógico (una “onda polarizada linealmente”). La
naturaleza general es un campo vectorial en R3, regido por la ecuación de Navier-Cauchy (la
versión bestia y tensorial de la ecuación de D’Alembert).

2. La Topología de la Dificultad: Continuidad y Diferenciabilidad
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«una función real, que además debería ser continua (¿e incluso diferenciable? no veo que esto sea
necesario) en x (y en t)»
La intuición matemática: Para que la ecuación de D’Alembert

∂2Ψ
∂t2 = v2 ∂2Ψ

∂x2

tenga sentido en el análisis clásico, Ψ(x, t) debe ser de clase C2 (dos veces diferenciable de
forma continua en espacio y tiempo).

Sin embargo, tu intuición topológica no falla: físicamente una cuerda puede tener un pico
agudo (un “kink” o discontinuidad en la derivada) provocado por un golpe seco. ¿Cómo se
resuelve esto si no es diferenciable?

Aquí la matemática da un salto mortal hacia la Teoría de Distribuciones de Schwartz y los
Espacios de Sóbolev. Si Ψ no es diferenciable, abandonamos las derivadas fuertes y definimos
la “derivada débil” mediante integración por partes sobre funciones de prueba. La ecuación
diferencial se convierte en una formulación integral. Así que tenías razón: estrictamente, la
diferenciabilidad clásica no es un requisito inquebrantable de la naturaleza, es un requisito
de nuestras matemáticas del siglo XVIII.

3. El Golpe Maestro: El Duelo Euler vs. Lagrange

Aquí está la joya de tu reflexión. Dices que parametrizar por x en una onda longitudinal
adopta un enfoque euleriano, mientras que el transversal es lagrangiano.

Debo corregirte con una sutileza fundamental: En mecánica de sólidos (y en las cuerdas y
muelles), CASI SIEMPRE trabajamos en el enfoque Lagrangiano (o Material).

Déjame dibujarlo en tu mente:
Enfoque Lagrangiano: Escoges una partícula concreta. Su nombre o “etiqueta” es su posición
de equilibrio original X. Sigues a esa partícula en el tiempo. Su posición actual es x(X, t) =
X + Ψ(X, t), donde Ψ es el desplazamiento.
Enfoque Euleriano: Escoges una ventana fija en el espacio con coordenadas x. Ves qué
partículas pasan por ahí. Mides la velocidad del fluido v(x, t) en ese punto geométrico.

¿Qué pasa en tu cadena de masas (onda longitudinal)?
La variable x que usamos en Ψ(x, t) NO es la coordenada espacial euleriana. La x es la

“etiqueta” de la partícula (su posición cuando la cadena estaba en reposo absoluto).
Cuando dices que la perturbación es Ψ(x, t), estás diciendo: «La partícula cuya casa estaba

en la posición x, en el instante t se ha movido longitudinalmente una cantidad Ψ.» Por lo tanto, su
posición real en el universo es xreal = x + Ψ(x, t).

Dado que x etiqueta a un trozo de materia y no a un lugar del espacio, es un enfoque
puramente Lagrangiano, sea transversal o longitudinal. ¡Esta es una de las confusiones más
brillantes y comunes!

4. La Indistinguibilidad Lineal (El milagro del cálculo de variaciones)

Terminas preguntando si, en caso de ser euleriano, sería «en cierto sentido indistinguible
llegados a ese punto».

Aquí la física se rinde a tu intuición: Sí, en la teoría de pequeñas deformaciones (que es la
que da lugar a la ecuación de onda lineal del Tema 6), los enfoques de Euler y Lagrange se
vuelven matemáticamente indistinguibles.
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Geométricamente, esto se debe a que si la perturbación es infinitesimal (Ψ ≪ 1 y su
gradiente espacial es minúsculo), la posición real de la partícula xreal = X + Ψ está tan
absurdamente cerca de su posición de equilibrio X, que evaluar las propiedades del medio en
xreal (Euler) o evaluarlas en X (Lagrange) da el mismo resultado si truncamos un desarrollo
de Taylor a primer orden. El error es un infinitésimo de orden superior O(Ψ2).

Por eso en física introductoria se permite cierta laxitud al explicarlo, porque en el régimen
lineal (pequeñas oscilaciones), el Jacobiano de la transformación entre la descripción material
y espacial es esencialmente la matriz identidad.

5. La Geometría Final: Superficies sobre Espacio-Tiempo

Tu último párrafo es poesía topológica: «definiendo una superficie en cierto sentido en lugar de
una curva, aunque no veo claramente si tiene demasiado sentido verlo así».

¡Tiene todo el sentido del mundo!
En el caso de 1 partícula, su historia es una curva unidimensional q(t) encastrada en un

plano (t, q).
En el caso continuo 1D, tienes infinitas partículas indexadas por x. La función Ψ(x, t)

define exactamente una variedad bidimensional (una superficie) encastrada en un espacio
R3 cuyas coordenadas son (x, t, Ψ).

Estudiar cómo viaja la onda no es más que estudiar la geometría diferencial de esta
superficie espacio-temporal. Analizar derivadas cruzadas ∂2Ψ

∂x∂t es estudiar la torsión y la
curvatura de esa “sábana” de realidad. Acabas de visualizar perfectamente el paso de la
mecánica de partículas a la teoría clásica de campos.

1.2.1 Teorema de Helmholtz

«Eso del rotacional y de la divergencia nulos me ha inquietado, explica si podría incluso
llegar a tener algo que ver con “fuentes escalares” (divergencia) y “fuentes vectoriales”
(rotacional) a la manera electromagnética.»

1. El Teorema de Helmholtz: La Disección del Espacio

En cálculo multivariable avanzado, el Teorema de Helmholtz establece que cualquier
campo vectorial suficientemente suave u⃗(⃗r) (que decaiga en el infinito) puede descomponerse
en dos piezas ortogonales, absolutas e independientes:

u⃗ = ∇Φ +∇× A⃗

Fíjate en las identidades del cálculo vectorial (que en topología diferencial provienen del
lema de Poincaré, donde la frontera de una frontera es el conjunto vacío, o d2 = 0 para formas
diferenciales):
• El rotacional de un gradiente siempre es nulo: ∇× (∇Φ) = 0. Esta es la parte irrotacional.
• La divergencia de un rotacional siempre es nula: ∇ · (∇ × A⃗) = 0. Esta es la parte

solenoidal.
Geométricamente, el campo de desplazamientos de tu medio continuo u⃗ se rompe en dos

“fantasmas” que habitan el mismo cuerpo pero no se hablan entre sí: un potencial escalar Φ y
un potencial vectorial A⃗.

2. La Ecuación de Navier-Cauchy y el Espejo Electromagnético
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En electromagnetismo, tienes fuentes escalares (las cargas eléctricas ρ, que generan di-
vergencia mediante la Ley de Gauss) y fuentes vectoriales (las corrientes eléctricas J⃗, que
generan rotacional mediante la Ley de Ampère).

En Mecánica de Medios Continuos ocurre EXACTAMENTE lo mismo.
Si analizamos la EDO en derivadas parciales tridimensional para un sólido elástico

isótropo, llegamos a la monstruosa Ecuación de Navier-Cauchy:

ρ
∂2u⃗
∂t2 = (λ + 2µ)∇(∇ · u⃗)− µ∇× (∇× u⃗) + f⃗

Donde ρ es la densidad, λ y µ son los coeficientes de Lamé (que miden la rigidez), y f⃗ son
las fuerzas externas por unidad de volumen.

Mira la estructura de esa ecuación diferencial. ¡Es una declaración de guerra geométrica!
• El término ∇(∇ · u⃗) representa la resistencia del medio a cambiar de volumen (dilat-

ación/compresión).
• El término ∇× (∇× u⃗) representa la resistencia del medio a cambiar de forma (distor-

sión/cizalladura).
Si metes la descomposición de Helmholtz (u⃗ = ∇Φ +∇× A⃗) en esta ecuación, la magia

matemática ocurre. La ecuación gigante se fractura en dos ecuaciones de onda esféricas
completamente separadas:

A) La Onda P (Longitudinal / Divergencia nula NO, Rotacional nulo SÍ):

∂2Φ
∂t2 = c2

p∇2Φ

Aquí ∇ · u⃗ ̸= 0. Es un cambio de volumen puro. ¿Cuál es su “fuente escalar” análoga a
una carga eléctrica? Una explosión. Si detonas dinamita bajo tierra, estás inyectando una
dilatación volumétrica pura (una divergencia temporal) en el origen. Esto irradia ondas
longitudinales esféricas a una velocidad cp.

B) La Onda S (Transversal / Divergencia nula SÍ, Rotacional nulo NO):

∂2A⃗
∂t2 = c2

s∇2A⃗

Aquí ∇× u⃗ ̸= 0. Es una distorsión de forma pura sin cambio de volumen (como torcer un
cubo de gelatina). ¿Cuál es su “fuente vectorial” análoga a una corriente eléctrica? Una falla
tectónica deslizando. Dos placas rozando lateralmente inyectan cizalla pura (un rotacional)
en la corteza terrestre. Esto irradia ondas transversales a una velocidad cs (donde siempre
cs < cp).

3. La Filosofía e Historia del Éter

Tu conexión no es solo una curiosidad analítica; es historia de la física. En el siglo XIX,
James Clerk Maxwell no se sacó sus ecuaciones electromagnéticas del sombrero abstracto.
Las dedujo mecánicamente.
• Maxwell imaginó que el vacío no estaba vacío, sino lleno de un medio elástico continuo e

invisible: el éter lumínico.
• Él asoció el campo eléctrico E⃗ con la tensión elástica (la divergencia) de este éter.
• Asoció el campo magnético B⃗ con los vórtices o remolinos (el rotacional) del éter.
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Cuando Maxwell descubrió que este éter mecánico podía soportar ondas transversales
(ondas de rotacional), calculó la velocidad de esas ondas usando el equivalente elástico a las
constantes µ0 y ϵ0. El resultado fue la velocidad de la luz.

Por tanto, las ecuaciones de Maxwell de la electrodinámica y las ecuaciones de Navier-
Cauchy de la elastodinámica son, matemática y geométricamente, hermanas de sangre.
Nacieron del mismo intento de la mente humana por entender cómo un continuo distribuye
sus tensiones internas, ya sea agrupándolas en sumideros (divergencia, cargas, explosiones)
o haciéndolas girar sobre sí mismas (rotacional, corrientes, cizalla).

Es fascinante cómo la topología del espacio (R3) dicta la física. Al final, en tres dimensiones,
la naturaleza solo te permite empujar/tirar (divergencia) o torcer/girar (rotacional). No hay
más opciones geométricas.

1.2.2 Lema de Poincaré, Stokes generalizado y k-formas

«Explícame el Lema de Poincaré aplicado a nuestro caso. Yo conozco que si tienes un
conjunto abierto y CONVEXO en Rn y un cierto campo vectorial en ese conjunto, y
resulta que este campo vectorial verifica que, por parejas, la derivada parcial de fi respecto
de xj es igual a la derivada parcial de f j respecto a xi, entonces f deriva de un potencial;
i.e., que si f es una forma cerrada, entonces es conservativo. . . eso es todo lo que sé, pero
creo que tú lo estás usando a otro nivel más profundo, diciendo “donde la frontera de una
frontera es el conjunto vacío, o d2 = 0”.»

Lo que tú conoces es absolutamente correcto, pero es tan solo la punta del iceberg de una
estructura matemática gigantesca. Estás viendo la sombra unidimensional de un monstruo
multidimensional. Tu definición es la versión en cálculo vectorial clásico de primer año (el
lema aplicado a 1-formas en R3). Vamos a descender a las catacumbas del cálculo diferencial,
a la Topología Algebraica y a la Geometría Diferencial, para entender con una profundidad
abismal qué significa realmente d2 = 0 y por qué el universo clásico se sostiene sobre esta
identidad.

Prepárate, porque vamos a conectar las ecuaciones diferenciales con la topología de una
forma brutal.

1. El Operador d: La Navaja Suiza del Universo

En el cálculo multivariable tradicional, tienes tres operadores diferenciales principales: el
Gradiente (∇), el Rotacional (∇×) y la Divergencia (∇·). Parecen cosas distintas que operan
sobre objetos distintos (escalares y vectores).

En Geometría Diferencial, todos estos operadores son, en realidad, la misma bestia con
distinto disfraz. Esa bestia se llama Derivada Exterior, se denota por d, y actúa sobre unos
objetos matemáticos llamados formas diferenciales (o k-formas, donde k es la dimensión).
• 0-formas (funciones escalares, como un potencial Φ): Al aplicar d, obtienes el Gradiente.

dΦ = ∇Φ (una 1-forma).
• 1-formas (campos vectoriales “que se integran sobre líneas”, como una fuerza o el potencial

vector A⃗): Al aplicar d, obtienes el Rotacional. dA⃗ = ∇× A⃗ (una 2-forma).
• 2-formas (campos vectoriales “que se integran sobre superficies”, como flujos): Al aplicar

d, obtienes la Divergencia. dB⃗ = ∇ · B⃗ (una 3-forma).

2. La Magia de d2 = 0: El Choque de Dos Mundos

10



¿Qué pasa si aplicas el operador d dos veces seguidas sobre cualquier cosa? El resultado
es SIEMPRE cero. d(dω) = 0, que escribimos de forma abreviada como d2 = 0.

Traducido a tu cálculo vectorial, esto da lugar a las dos identidades sagradas que usamos
antes en el Teorema de Helmholtz:
• Si aplicas d a una 0-forma (Gradiente) y luego d de nuevo (Rotacional): ∇× (∇Φ) = 0. El

rotacional de un gradiente es cero.
• Si aplicas d a una 1-forma (Rotacional) y luego d de nuevo (Divergencia): ∇ · (∇× A⃗) = 0.

La divergencia de un rotacional es cero.

¿Por qué, matemáticamente, es cero? (La intuición formal):

Aquí hay una batalla campal entre el Análisis y el Álgebra:
• Por un lado, el Teorema de Clairaut (o Schwarz) de las derivadas parciales te dice que el

orden de derivación no importa: ∂2 f
∂x∂y = ∂2 f

∂y∂x . Hay simetría.
• Por otro lado, la geometría de los espacios vectoriales (el producto exterior ∧ de Grass-

mann) es anticonmutativa para áreas: dx ∧ dy = −dy ∧ dx. Hay antisimetría.
Cuando evalúas d2, estás sumando términos simétricos multiplicados por términos anti-

simétricos. Todo se cancela matemáticamente. Es la aniquilación perfecta.

3. La Dualidad Topológica: ∂2 = 0 (La Frontera de una Frontera)

Aquí es donde entra la parte filosófica e intuitivamente más hermosa de las matemáticas.
El operador derivada d tiene un “espejo” en el mundo de los espacios físicos: el operador
frontera ∂.

Toma un volumen 3D (una esfera sólida V). Aplícale el operador frontera ∂V. ¿Qué te
queda? La superficie 2D (la cáscara de la esfera S).

Ahora, aplícale el operador frontera a esa cáscara ∂S = ∂(∂V). ¿Cuál es el “borde” de la
superficie de una esfera? No tiene. Una esfera es cerrada sobre sí misma; no tiene bordes ni
esquinas donde termine. Por tanto, ∂2V = ∅ (el conjunto vacío, o cero).

Lo mismo con un círculo relleno (un disco D). ∂D es la circunferencia (una curva 1D).
¿Cuál es el borde de una circunferencia? Ninguno. ∂2D = 0.

El Teorema de Stokes Generalizado une estos dos mundos (el del cálculo d y el de la
geometría ∂) en la ecuación más elegante de toda la matemática:∫

Ω
dω =

∫
∂Ω

ω

La integral de la derivada de una forma en un interior es igual a la forma evaluada en su
frontera.

Si metes el concepto de la frontera de la frontera aquí, obtienes:∫
Ω

d(dω) =
∫

∂Ω
dω =

∫
∂(∂Ω)

ω =
∫

∅
ω = 0

d2 = 0 es la consecuencia analítica de que, en nuestro universo espacial, la frontera de una
frontera no existe.

4. El Lema de Poincaré: Cerrado vs. Exacto

Ahora conectamos todo con tu pregunta original.
Una forma ω se llama Exacta si deriva de un potencial: ω = dα.
Una forma ω se llama Cerrada si su derivada es cero: dω = 0.
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Como d2 = 0, es trivial que toda forma exacta es cerrada (si ω = dα, entonces dω =

d(dα) = 0).
Pero, ¿es toda forma cerrada exacta? (Es decir, si veo que el rotacional es cero, ¿puedo

asegurar que existe un potencial escalar? o si veo que la divergencia es nula, ¿puedo asegurar
que existe un potencial vector?).

El Lema de Poincaré responde: Sí, pero SOLO si el espacio no tiene agujeros topológicos.
Tú lo llamaste “espacio abierto y convexo”. En topología, lo generalizamos a espacios

contráctiles (o simplemente conexos). Si el espacio puede encogerse hasta un punto sin
desgarrarse (no hay “donuts”, agujeros negros, o defectos topológicos insalvables), entonces
dω = 0 =⇒ ω = dα.

5. ¿Por qué es crucial para la Mecánica de Medios Continuos?

En nuestro Tema 6, estamos estudiando las ecuaciones diferenciales de cómo un sólido se
deforma (la ecuación de Navier-Cauchy).

Al asumir que nuestro sólido es un medio continuo en R3 sin huecos ni fisuras macroscópi-
cas (es un dominio simplemente conexo), el Lema de Poincaré nos da permiso legal absoluto
para usar el Teorema de Helmholtz.

Dado cualquier campo de desplazamientos u⃗, debido a que el espacio permite la identidad
d2 = 0, las ecuaciones diferenciales acopladas de un medio elástico se descomponen.
• Si ∇ · u⃗rot = 0, el Lema de Poincaré me dice que debe existir un A⃗ tal que u⃗rot = ∇× A⃗.
• Si ∇× u⃗div = 0, el Lema me asegura que existe un Φ tal que u⃗div = ∇Φ.

1.3 Sólidos versus fluidos

«Has estado hablando previamente de sólidos, pero yo querría que me hubieras explicado
lo que ocurre en un caso general; un fluido se acoge a navier-stokes, formulas que por
supuesto no conozco, pero que entiendo que son parecidas a las que me diste antes, pero
no creo que se use el termino “cizalladura”, no? la mecanica de medios continuos de estas
caracteristicas no se estudia igual para solidos que para fluidos?»

1. El Ancestro Común: La Ecuación de Movimiento de Cauchy

Antes de saber si el universo es de acero o de agua, la Mecánica de Medios Continuos se
asienta sobre una única ecuación diferencial tensorial, que es simplemente la Segunda Ley de
Newton (F = ma) escrita para un continuo geométrico genérico:

ρ
Dv⃗
Dt

= ∇ · σ + f⃗

Pausémosnos aquí, porque cada símbolo es un abismo:
• ρ es la densidad de masa.
• Dv⃗

Dt es la Derivada Material (la aceleración real de la partícula).
• f⃗ son las fuerzas de volumen externas (gravedad).
• σ es el Tensor de Tensiones de Cauchy. Es una matriz de 3 × 3 que describe el estado de

estrés interno en cada punto.
• ∇ · σ es la divergencia de ese tensor. Geométricamente, representa cómo las tensiones

internas se desequilibran en un punto para generar una fuerza neta.
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Esta ecuación es sagrada y universal. Funciona para el plasma de una estrella, para un
bloque de titanio, para la sangre de tus venas o para el aire que respiras.

2. La Bifurcación Filosófica: Ecuaciones Constitutivas (El problema de la Memoria)

El problema de la ecuación de Cauchy es que tiene más incógnitas (las componentes de
σ y v⃗) que ecuaciones. Para cerrar el sistema matemáticamente, el universo nos obliga a
preguntarle al material: “¿Tú quién eres y cómo reaccionas al dolor (la deformación)?”

Aquí es donde introducimos la Ecuación Constitutiva. Y aquí es donde sólidos y fluidos
se separan para siempre.

A) El Sólido (La Memoria de la Forma):

Un sólido tiene memoria topológica. Recuerda su “configuración de referencia” (cómo era
antes de que lo empujaras). Su ecuación constitutiva (Ley de Hooke generalizada) dice que
la tensión es proporcional a la DEFORMACIÓN actual (al desplazamiento u⃗).

Si lo doblas y lo mantienes doblado, el sólido sufre eternamente. Esa tensión almacenada
(energía potencial) es la que hace que, si lo sueltas, vibre y vuelva a su estado original
(ecuación de Navier-Cauchy y las ondas de tu Tema 6).

B) El Fluido (La Amnesia Dinámica):

Un fluido es un ente con amnesia severa. No tiene forma propia y no recuerda dónde
estaba hace un segundo. Su ecuación constitutiva (Ley de Newton de la viscosidad) dice que
la tensión es proporcional a la VELOCIDAD DE DEFORMACIÓN (⃗v, o la derivada temporal
del desplazamiento ˙⃗u).

Si empujas el agua a una nueva forma y la dejas ahí quieta, el agua no sufre. La tensión
desaparece al instante. Solo sufre mientras la estás deformando.

3. La “Cizalladura” en los Fluidos: El Mayor Malentendido

«no creo que se use el término ‘cizalladura’, no?»
¡Por supuesto que se usa, y es el concepto central que diferencia al agua de la miel!
En un sólido, la tensión de cizalladura (shear stress, denotada por τ) genera un ángulo de

deformación estático γ.
En un fluido, la cizalladura es la VISCOSIDAD. Cuando remueves tu café con una cuchara,

estás inyectando cizalladura pura. El fluido resiste que una capa de líquido se deslice a
diferente velocidad que la capa adyacente.

La ley de Newton para el fluido unidimensional es:

τ = µ
∂vx

∂y

Donde µ es la viscosidad dinámica, y ∂vx
∂y es la tasa de cizalladura (cómo cambia la ve-

locidad transversalmente). Si los fluidos no sufrieran cizalladura, serían “superfluidos”
(viscosidad cero), no existiría la turbulencia, los aviones no podrían volar (no habría capa
límite) y nadar sería imposible.

4. El Nacimiento del Monstruo: Las Ecuaciones de Navier-Stokes

Si insertamos esa ecuación constitutiva de los fluidos (amnésicos y viscosos) dentro de
nuestra ecuación universal de Cauchy, nace el monstruo analítico más famoso de la física
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matemática, la Ecuación de Navier-Stokes para fluidos incompresibles:

ρ

(
∂v⃗
∂t

+ v⃗ · ∇v⃗
)
= −∇p + µ∇2v⃗ + f⃗

Mírala bien. Analicemos su topología y sus derivadas parciales:
• −∇p: Gradiente de presión. Es la fuerza impulsora. Si hay más presión aquí que allí, el

fluido es empujado (es la parte esférica/volumétrica del tensor de Cauchy).
• µ∇2v⃗: Laplaciano de la velocidad. Esto representa la cizalladura que te inquietaba. Si un

punto del fluido va más rápido que el líquido que lo rodea, la viscosidad (fricción interna)
“tira” de él para frenarlo, homogeneizando el campo de velocidades. Es un término de
difusión de momento.

• v⃗ · ∇v⃗: El Término Convectivo (La Pesadilla No Lineal).

5. ¿Por qué no se estudian igual? (El Choque Euler vs. Lagrange)

Aquí reside la respuesta final a tu pregunta. ¿Por qué en tu Tema 6 de Mecánica estudias
ecuaciones de ondas lineales en sólidos, y las matemáticas fluyen, pero Navier-Stokes tiene
un Premio del Milenio de 1 millón de dólares por resolver si sus soluciones siempre son
suaves?
• En los sólidos (Lagrange): Las partículas se mueven poquísimo de su sitio (⃗u es diminuto).

La aceleración es simplemente ∂2u⃗
∂t2 . La ecuación es Lineal. Las ondas se superponen

pacíficamente.
• En los fluidos (Euler): Las deformaciones son infinitas (un remolino gira eternamente).

Para rastrear la aceleración de un fluido que fluye por un punto fijo del espacio, debemos
usar la derivada material mencionada arriba. Esa derivada escupe el término convectivo
v⃗ · ∇v⃗.
Geométricamente, ¿qué es v⃗ · ∇v⃗?
Es el campo de velocidades “mordiéndose la cola”. Es la variable incógnita (⃗v) multiplicada

por su propia derivada espacial (∇v⃗).
Esta no linealidad extrema significa que el fluido transporta sus propias perturbaciones.

Es lo que genera los vórtices que se rompen en vórtices más pequeños, cascadas de energía y,
en última instancia, el Caos Determinista y la Turbulencia. No puedes usar el Principio de
Superposición. La suma de dos soluciones de Navier-Stokes NO es una solución.

Por eso la mecánica de sólidos a pequeña deformación es un paraíso de ecuaciones
diferenciales lineales (álgebra lineal encubierta, autovalores, series de Fourier), mientras que
la mecánica de fluidos es un infierno no lineal de geometría topológica compleja.

1.3.1 ¿Los fluidos no poseen ondas transversales?

«Aquí se dice que un fluido es incapaz de poseer ondas transversales. Teniendo en cuenta
que no sé absolutamente nada de cizalladuras porque hasta ahora en sólidos he trabajado
con una cuerda infinitamente flexible, y sin embargo esa cuerda sí puede poseer ondas
transversales, ¿cuál es la diferencia exactamente?»

Tienes toda la razón: una cuerda ideal, al ser infinitamente flexible, carece por completo
de resistencia a la cizalladura (es decir, no tiene rigidez estructural, no es como una viga de
acero). Si la cuerda no tiene cizalladura y aun así transmite ondas transversales, ¿por qué el
fluido, que tampoco la tiene, no puede hacerlo?
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La diferencia no radica en las fuerzas intermoleculares de cizalladura. La diferencia
matemática, geométrica y física se reduce a una sola propiedad fundamental que rompe la
simetría del espacio: la tensión macroscópica (T) preexistente junto con la conectividad
topológica.

Voy a desgranar esto con un nivel de detalle absoluto, conectando la geometría diferencial
con las ecuaciones de Euler para fluidos.

1. La topología y el tensor de esfuerzos

Imagina geométricamente ambos sistemas en su estado de equilibrio.
Un fluido en reposo es un sistema isotrópico (idéntico en todas las direcciones). Su única

forma de transmitir una fuerza es mediante colisiones que empujan en la dirección normal
(perpendicular) a cualquier superficie abstracta que dibujes en su interior. Matemáticamente,
el estado de esfuerzos de un fluido ideal se define por un tensor diagonal, donde todos los
elementos son la presión termodinámica escalar: σij = −pδij.

Una cuerda, en cambio, es una variedad topológica unidimensional (una curva) sumergida
en un espacio tridimensional. Y aquí está la clave: para que pueda propagar ondas, se le
debe imponer una tensión longitudinal (T) desde sus fronteras. Hay una fuerza inmensa
apuntando estrictamente a lo largo del eje tangente de la cuerda. Esta tensión rompe la
isotropía del espacio. Si le quitas la tensión a tu cuerda infinitamente flexible (T = 0), se
comportará geométricamente como el fluido: se volverá incapaz de propagar un pulso
transversal y simplemente se desplomará.

2. Demostración matemática irrefutable (el rotor de la ecuación de Euler)

Me pides precisión absoluta y sin pseudoexplicaciones. Vamos a demostrar mediante
ecuaciones diferenciales por qué el fluido ideal no puede generar el movimiento necesario
para una onda transversal.

La dinámica acústica de un fluido ideal sin fuerzas externas se rige por la Ecuación de
Euler, que establece que la aceleración de una masa de fluido es dictada exclusivamente por
el campo escalar de presión (p):

ρ
∂v
∂t

= −∇p

Donde ρ es la densidad de masa, v es el campo vectorial de velocidades y ∇p es el gradiente
de presión.

Aquí entra la magia del cálculo vectorial. Para saber si el fluido puede “ondular de lado”
(transversalmente), necesitamos analizar su rotacional (la vorticidad del campo, denotada
como ∇× v). Aplicamos el operador rotacional a ambos lados de la ecuación diferencial:

∇×
(

ρ
∂v
∂t

)
= ∇× (−∇p)

Por un teorema fundamental de la geometría diferencial y el cálculo multivariable, el rota-
cional de cualquier gradiente escalar es idénticamente nulo en todo el espacio: ∇×∇p = 0.
Por lo tanto, asumiendo que las variaciones de densidad son pequeñas, el lado derecho se
aniquila por completo:

∂

∂t
(∇× v) = 0
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¿Qué significa esto con absoluta concreción física? Significa que la componente rotacional o
de “cizalle transversal” del movimiento no puede evolucionar en el tiempo. Si el fluido no
tenía vórtices inicialmente, es matemáticamente imposible que la presión los genere.

Una onda transversal es, por definición geométrica, un campo donde el vector velocidad v
oscila perpendicularmente al vector de propagación k. Tal configuración vectorial requiere
estrictamente que su rotacional sea distinto de cero (∇× v ̸= 0). Como la única fuerza recu-
peradora del fluido (la presión) apunta en la misma dirección que el gradiente de densidad,
es una fuerza irrotacional que jamás podrá “tirar” transversalmente de una partícula de
fluido.

3. La geometría diferencial de la cuerda

Ahora contrastemos lo anterior con tu cuerda. La ecuación de onda para la cuerda
infinitamente flexible es:

µ
∂2y
∂t2 = T

∂2y
∂x2

El lado derecho es fascinante. El término ∂2y
∂x2 representa en geometría diferencial la curvatura

de la función.
Aunque la cuerda no tiene rigidez estructural, sus partículas están “atadas” secuencial-

mente y sometidas a la tensión (T). Cuando perturbas una partícula transversalmente
(digamos, en el eje y), curvas la cuerda localmente. Esa curvatura obliga al vector de tensión,
que originalmente era horizontal, a inclinarse. Esa inclinación trigonométrica proyecta una
pequeña componente perpendicular a la cuerda, de magnitud T sin(θ) ≈ T ∂y

∂x .
La fuerza neta transversal que siente un diferencial de masa de la cuerda es la diferencia

entre la componente inclinada que tira por la derecha y la que tira por la izquierda. ¡El mecan-
ismo recuperador nace de la geometría de la tensión y la curvatura, no de la cizalladura
estructural interna del material!

Resumen intuitivo a través de analogías

El fluido: Imagina una multitud aglomerada en un recinto cerrado donde todos tienen los
brazos pegados al cuerpo. Solo pueden interactuar chocando hombros de frente (presión de
contacto). Si tú das un salto vertical (movimiento transversal), no tienes forma de arrastrar
hacia arriba al individuo que tienes al lado. El salto se queda en ti. Solo puedes propagar una
“onda” si empujas hacia adelante y chocas (onda longitudinal).
La cuerda infinitamente flexible: Imagina una línea de paracaidistas cayendo en caída libre.
No tienen fuerza en las articulaciones (cero cizalladura). Sin embargo, se tienen fuertemente
agarrados de las manos y están tirando activamente para separarse los unos de los otros
(Tensión Macroscópica). Si empujas a un paracaidista hacia arriba, la tensión en los brazos de
sus compañeros, que ahora quedan inclinados, tira inexorablemente del resto hacia arriba.

En definitiva, no es la “cizalladura” lo que hace vibrar transversalmente a tu cuerda, sino
el acoplamiento geométrico que sufre una tensión unidimensional al curvarse en el espacio.
El fluido carece tanto de esa tensión base como de esa topología unidimensional.

1.4 Sobre la tensión

«¿Hay alguna situación física concreta donde esta aproximación tenga sentido? Refirién-
dome a una onda progresiva, porque claro, en una estacionaria me lo puedo imaginar en el
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caso de una guitarra, creo.

Pero en un caso, por así decirlo, de ‘propagación infinita’, ¿a qué exactamente nos referimos
con eso de tensión, si no hay puntos donde la tensión esté aplicada?

Por otro lado, si yo tengo simplemente una cuerda en una mesa 100% flexible y le hago una
perturbación por un cierto punto, entiendo que, debido a la no tensión, no va a intentar
corregir la curvatura (a pesar de que entre todos los puntos, mientras estás haciendo la
perturbación, hay una tensión que los une, ¿no? Esto siempre me ha liado, esa tensión
que aparece T realmente siempre que tienes una cuerda y la perturbas está, ¿no?). Pero
solamente si añade una tensión en los ‘extremos’ (pero claro, entonces deja de ser una
onda armónica que se propaga porque lo que se va a formar es una estacionaria, ¿no?).»

1. El mito de la cuerda en la mesa: tensión estática vs. tensión dinámica

Empecemos por tu ejemplo de la cuerda 100% flexible sobre la mesa. Dices: «a pesar de que
entre todos los puntos mientras estás haciendo la perturbación hay una tensión que los une, ¿no?».

Tienes toda la razón, pero aquí está el truco que te está volviendo loco:
La ecuación que me muestras en las imágenes asume como dogma absoluto que la tensión

T es una constante macroscópica preexistente, inmensamente mayor que cualquier pequeña
variación generada por tu perturbación.

Llamemos T0 a la tensión base (la cuerda tensada antes de tocarla) y ∆T(x, t) a la tensión
extra que tú induces al deformarla. La tensión real en cualquier punto de la cuerda es:

Ttotal = T0 + ∆T(x, t)

En la cuerda de la guitarra (o el modelo del libro): T0 es masiva (digamos 100 Newtons). Al
hacer una vibración minúscula, induces un ∆T de 0.001 Newtons. Físicamente, el sistema
dice: Ttotal ≈ T0. Por eso el texto saca alegremente la T fuera de la derivada en la ecuación
µ

∂2ψ
∂t2 = T ∂2ψ

∂x2 . El espacio está pre-curvado por una métrica constante.
En tu cuerda sobre la mesa: La tensión base es estrictamente cero (T0 = 0). Cuando la
perturbas tirando de ella, ¡tú eres la única fuente de tensión! Por lo tanto, Ttotal = ∆T(x, t).
La tensión ahora depende drásticamente del espacio y del tiempo, ligada a cuánto se estira el
material localmente.

Si intentas aplicar las leyes de Newton a tu cuerda floja en la mesa, la ecuación diferencial
colapsa en un monstruo no lineal:

µ
∂2ψ

∂t2 =
∂

∂x

(
∆T(x, t)

∂ψ

∂x

)
No puedes sacar la tensión de la derivada. No hay una velocidad de propagación constante
v =

√
T/µ. La onda no es armónica, se distorsiona de formas caóticas (como el restallido de

un látigo, gobernado por la dinámica no lineal de fluidos continuos). Por eso tu intuición
fallaba: estabas intentando aplicar un modelo lineal (el de la imagen) a un régimen altamente
no lineal (la cuerda relajada).

2. La ilusión de la “propagación infinita” y la localidad

Preguntas: «en un caso de ‘propagación infinita’, ¿a qué exactamente nos referimos con eso de
tensión, si no hay puntos donde la tensión esté aplicada?»
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Para entender esto, debes adoptar una visión topológica y abandonar tu visión “humana”
de la cuerda. Visualiza la cuerda como una variedad diferenciable unidimensional.
Principio de localidad: Un diferencial de masa (dm = µdx) en la coordenada x = 5 no tiene
ni idea de si la cuerda mide 10 metros o si es infinita. No sabe dónde están los extremos.
Lo único que sabe, mediante interacciones electromagnéticas entre sus moléculas, es que el
punto a su izquierda (x − dx) tira de él hacia la izquierda con una fuerza T, y el punto a su
derecha (x + dx) tira hacia la derecha con la misma fuerza T.

Cuando hablamos de una “cuerda infinita con tensión T”, nos referimos a un modelo
matemático, un espacio geométrico con un tensor de esfuerzos pre-establecido. Es análogo
a imaginar un Universo infinito que tiene un campo gravitatorio de fondo uniforme. No
necesitas saber “quién” está en el infinito aplicando la gravedad; es una propiedad intrínseca
del medio por el que viajas.
Una situación física concreta que aproxima esto: Un cable de fibra óptica submarino tendido
a lo largo de 1.000 kilómetros. Está sometido a una inmensa tensión mecánica constante
por las máquinas que lo instalaron. Si un submarino golpea el cable en el kilómetro 500, se
genera una perturbación. Para ese pulso de onda progresiva, el cable es “infinito” a efectos
prácticos. Viajará durante kilómetros comportándose exactamente como las ecuaciones de tu
libro, ajeno a los extremos geográficos que crearon la tensión.

3. La geometría diferencial oculta en tus imágenes

Observa la imagen donde aproxima T sin α ≈ T tan α = T ∂ψ
∂x . Esto no es solo trigonometría

barata; es geometría diferencial profunda.
En realidad, la fuerza recuperadora transversal depende de la curvatura exacta del espacio

unidimensional (κ). La fórmula pura de la curvatura de una función en el plano es:

κ =

∂2ψ
∂x2[

1 +
(

∂ψ
∂x

)2
]3/2

La “hipótesis de pequeños desplazamientos” del texto es un bisturí matemático que amputa
la no-linealidad. Al decir que la deformación es pequeña, decreta que la pendiente ( ∂ψ

∂x )

tiende a cero, haciendo que el denominador se vuelva 13/2 = 1. De esta forma, el espacio se
“aplana” linealmente y la fuerza restauradora queda dependiendo únicamente de la derivada
segunda pura (la concavidad simple).

4. El nacimiento de la onda: progresiva vs. estacionaria

Finalmente, dices: «pero solamente si añade una tensión en los ‘extremos’. . . entonces deja de ser
una onda armónica que se propaga porque lo que se va a formar es una estacionaria, ¿no?»

No. Absoluta y categóricamente no. Aquí está tu confusión monumental final.
La existencia de extremos y la existencia de tensión no obligan al sistema a estar en

un estado estacionario. Históricamente, Jean le Rond d’Alembert resolvió esta ecuación
diferencial en 1747, demostrando que la solución general para cualquier cuerda tensa es:

ψ(x, t) = f (x − vt) + g(x + vt)

Esto significa que toda perturbación en una cuerda tensa nace y se desplaza como una onda
progresiva (viajando a la derecha como f , o a la izquierda como g).
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¿Cómo nace entonces la onda estacionaria? Es un fenómeno puramente de interferencia
geométrica. Cuando tu onda progresiva ( f ) viaja y finalmente choca contra el extremo fijo
que mantiene la tensión, las ecuaciones de contorno de Dirichlet (ψ(Extremo) = 0) obligan
matemáticamente a que la onda se refleje invirtiendo su fase (nace g).

La onda estacionaria no es un ente fundamental, es simplemente el holograma dinámico
que se crea cuando una onda progresiva que va hacia adelante se cruza en el mismo espacio
con su propia imagen reflejada viajando hacia atrás. Si logras que el extremo de la cuerda ab-
sorba perfectamente la energía en lugar de rebotarla (usando un adaptador de impedancias),
la onda progresiva jamás se volverá estacionaria, a pesar de que el extremo está ahí fijando la
tensión.

«¿Pero esto es como una guitarra gigante, no? ¿Cuál es la diferencia? Realmente en una
guitarra, si la tengo tensa y de repente la perturbo, ¿estoy en nuestro caso, no? Solamente
cuando la perturbación llegue al extremo y se refleje formará una onda estacionaria, pero
al principio, ¿es una onda viajera? ¿Es este un análisis acertado o desacertado?»

1. La geometría de la causalidad (el cono de luz acústico)

Tu afirmación de que «al principio es una onda viajera» es el corazón de la física de medios
continuos. La ecuación de onda de la cuerda:

∂2ψ

∂t2 = v2 ∂2ψ

∂x2

Es una ecuación diferencial de tipo hiperbólico. La característica fundamental y definitoria
de la geometría hiperbólica en la física es que la información viaja a una velocidad finita y
estrictamente limitada, en este caso v =

√
T/µ.

Imagina la cuerda de tu guitarra. Topológicamente es un segmento cerrado [0, L]. Cuando
la pulsas con el dedo en el centro (en x = L/2) en el instante t = 0, ocurre algo brutal desde
una perspectiva relativista: el centro de la cuerda no sabe que los extremos existen.

En la física, la información no es mágica; debe propagarse mecánicamente. Hasta que la
onda generada por tu dedo viaje a velocidad v y físicamente choque contra el hueso o el
puente de la guitarra, el centro de la cuerda se comporta, matemática y topológicamente, de
forma idéntica a un espacio infinito (R).

A esta región geométrica del espacio-tiempo donde la perturbación viaja sin ser consciente
de los límites se le llama Cono de Causalidad o Dominio de Dependencia. Durante esos
primeros microsegundos, la perturbación en tu guitarra es pura y exclusivamente una onda
progresiva viajera.

2. ¿Cuál es la diferencia real entre la “Guitarra Gigante” y la normal?

Si la física es exactamente la misma, ¿por qué nuestro cerebro percibe un cable de fibra
óptica como un conducto de ondas viajeras y una guitarra como un generador de ondas
estacionarias? La diferencia se reduce a la competencia entre dos factores: la escala de tiempo
de reflexión y la disipación termodinámica.
En la guitarra estándar: La longitud es corta (digamos 0.65 metros) y la velocidad de
propagación es altísima (unos 400 metros por segundo). La onda viajera choca contra los
extremos y rebota en aproximadamente 1.6 milisegundos. Tu ojo y tu oído son demasiado
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lentos para percibir esa fase transitoria viajera. Lo que tú percibes es la onda estacionaria,
que es el equilibrio geométrico final tras miles de rebotes superpuestos por segundo.
En la “guitarra gigante” (cable de 1000 km): La onda viajera puede tardar horas en llegar al
extremo de amarre en la costa. Durante todas esas horas, es una onda pura progresiva. ¿Pero
qué pasa cuando finalmente llega al extremo y se refleja? ¿Forma una onda estacionaria de
1000 km? No, debido a la disipación. El cable real tiene fricción interna y viscosidad. Su
ecuación real incluye un término disipativo de primer orden:

∂2ψ

∂t2 + γ
∂ψ

∂t
= v2 ∂2ψ

∂x2

En el viaje de 500 kilómetros hacia la costa, el término viscoso (γ) habrá drenado toda la
energía mecánica en forma de calor. La onda “muere” antes de poder reflejarse, por lo que
jamás se llega a formar el patrón de interferencia necesario para una onda estacionaria. La
“infinitud” del cable submarino es termodinámica, no puramente geométrica.

3. La metáfora de la habitación de espejos (el método de las imágenes)

Para visualizar matemáticamente lo que sucede cuando tu onda viajera en la guitarra
choca con el extremo fijo, los físicos matemáticos usan una técnica hermosísima llamada el
Método de las Imágenes.

En lugar de pensar que la onda rebota, imagina topológicamente que tu guitarra no
termina en el puente (x = L). Imagina que se extiende hacia el infinito, traspasando la
pared. Para obligar a que el punto del puente nunca se mueva (condición de frontera estricta
ψ(L, t) = 0), el universo proyecta una “onda fantasma” o “antionda” invertida que viaja
desde el infinito exterior hacia adentro.

En el exacto milisegundo en que tu onda original intenta levantar el puente hacia arriba, la
onda fantasma invisible llega desde el otro lado e intenta empujarlo hacia abajo con la misma
fuerza exacta. El resultado es que el punto se queda quieto (el puente de la guitarra). Una
vez que se cruzan, la onda fantasma entra en tu guitarra real viajando en dirección opuesta,
mientras que tu onda original sale hacia la guitarra imaginaria desapareciendo.

¡Esa “onda fantasma” que ahora viaja hacia atrás por tu cuerda es lo que llamamos la
reflexión! Y la suma constante de tu perturbación original y de estas “imágenes fantasma”
rebotando es lo que esculpe la onda estacionaria.

1.4.1 La cuerda sin tensión base y la métrica

1. El abismo no-lineal: la cuerda sin tensión base (T0 = 0)

Para entender por qué la cuerda de la guitarra funciona tan bien, primero debemos ver el
monstruo matemático que se esconde en la cuerda floja sobre tu mesa.

Imagina esa cuerda 100% flexible y relajada (T0 = 0) a lo largo del eje x. Decides hacerle una
perturbación transversal (la levantas en el eje y, al que llamaremos ψ). Aquí radica el problema
fundamental: es geométricamente imposible desplazar un punto transversalmente sin
estirar la cuerda longitudinalmente.

Si tomas un diferencial de cuerda de longitud original dx, y lo deformas para que tenga
una altura dψ, por el Teorema de Pitágoras, la nueva longitud estirada del segmento (ds) es:

ds =
√

dx2 + dψ2 = dx

√
1 +

(
∂ψ

∂x

)2
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La deformación unitaria (el “strain” en ingeniería, ϵ), que mide cuánto se ha estirado por-
centualmente, se aproxima mediante expansión de Taylor para la raíz cuadrada como:

ϵ =
ds − dx

dx
≈ 1

2

(
∂ψ

∂x

)2

Ahora, por la Ley de Hooke, la tensión dinámica que tú acabas de crear al estirarla (∆T) es
proporcional a esta deformación (donde E es el módulo de Young y A el área de la sección
transversal):

∆T = EAϵ ≈ EA
2

(
∂ψ

∂x

)2

Fíjate bien en lo que acaba de pasar. En tu cuerda floja, la tensión no es una constante. La
tensión es cuadrática respecto a la pendiente de tu deformación.

Si metemos esta ∆T en la ecuación general de movimiento de Newton µ
∂2ψ
∂t2 = ∂

∂x

(
Ttotal

∂ψ
∂x

)
,

sabiendo que T0 = 0, obtenemos la verdadera ecuación de la cuerda en la mesa:

µ
∂2ψ

∂t2 =
EA
2

∂

∂x

((
∂ψ

∂x

)3
)

Esta es una Ecuación Diferencial Parcial Altamente No Lineal. El término al cubo,
(

∂ψ
∂x

)3
,

destruye cualquier esperanza de tener ondas armónicas bonitas (senos y cosenos).
¿Por qué? Porque en un sistema no lineal, el Principio de Superposición no existe. Dos

ondas que se cruzan no se suman pacíficamente; interactúan, se distorsionan, roban energía
la una de la otra y generan caos dispersivo.

Físicamente, esto es el “latigazo”. Cuando perturbas la cuerda floja, la onda no viaja con
una forma estable; la energía se agolpa en frentes de choque abruptos porque las partes más
deformadas viajan a diferente velocidad que las partes menos deformadas.

2. El rescate matemático: la tensión como métrica del espacio

Ahora, volvamos a la cuerda de tu guitarra. Aquí entra la frase que te fascinó: «el espacio
está pre-curvado por una métrica constante». (Permíteme matizar la palabra “pre-curvado” por
“pre-estructurado o dotado de una métrica rígida” para ser estrictamente precisos con la
Relatividad General, como verás ahora).

En la guitarra, la cuerda ya está sometida a una tensión masiva T0. Al aplicar nuestra
matemática anterior, Ttotal = T0 + ∆T. Pero como T0 ≫ ∆T, simplemente decimos que
Ttotal ≈ T0. Como es constante, sale de la derivada, y llegamos al paraíso lineal:

∂2ψ

∂x2 − µ

T0

∂2ψ

∂t2 = 0

¿Qué es esto realmente desde el punto de vista de la geometría diferencial?
En matemáticas, el comportamiento de cualquier perturbación en un espacio depende

de su Tensor Métrico (gαβ). La métrica es la “regla de medir” del universo; es la matriz que
define cómo se relacionan las distancias espaciales con los intervalos de tiempo.

Si definimos una velocidad c =
√

T0/µ, podemos reescribir la ecuación usando el operador
de D’Alembert (□):

□ψ =

(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
ψ = 0
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Esta es exactamente la misma ecuación que gobierna la propagación de la luz en el espacio
vacío dentro de la Relatividad Especial de Einstein.
• Para la onda que viaja por la cuerda, la cuerda no es un objeto de metal; la cuerda es su

Universo entero. Es un universo unidimensional (1D espacio + 1D tiempo).
• La “velocidad de la luz” en este universo es c =

√
T0/µ. Nada en ese universo de la

cuerda puede viajar más rápido que eso.
• El Tensor Métrico de este universo de la cuerda es gαβ = diag(−c2, 1).
Aquí viene la revelación filosófica y geométrica brutal: al tensar la guitarra con una fuerza
T0 colosal, estás imponiendo un vacío rígido y constante. Estás “planchando” las arrugas
del tejido del espacio-tiempo de la cuerda. Como la métrica es constante, el espacio es
geométricamente plano (en el sentido de Minkowski) para la onda. Por eso la onda puede
viajar eternamente sin distorsionar su forma, porque el espacio subyacente que la soporta no
cambia bajo sus pies.
¿Y qué pasa si la tensión no es constante? Si T varía de un punto a otro (o en el tiempo,
como en tu cuerda floja de la mesa), entonces la velocidad c(x, t) varía. Tu métrica gαβ se
vuelve una función de las coordenadas.

En Geometría Diferencial, una métrica que varía de punto a punto es la definición estricta
de un Espacio Curvo.

Por lo tanto, una cuerda con tensión variable es topológicamente equivalente a un
universo con gravedad extrema. La onda en la cuerda de la mesa se distorsiona de forma
caótica exactamente por la misma razón matemática por la que la luz se curva y se distorsiona
al pasar cerca de un agujero negro: porque el tejido mismo por el que viaja se está retorciendo
a su paso.

Resumen de la intuición

Cuerda de guitarra (tensa): Universo plano (Minkowski). Métrica constante. La información
viaja de forma predecible, lineal y armónica.
Cuerda en la mesa (floja): Universo curvo y dinámico (Relatividad General turbulenta). La
onda crea su propia métrica al avanzar, estirando el espacio a su paso, resultando en latigazos
no lineales.

1.5 Nuestras simplificaciones

1. La Reducción Topológica: ¿Con qué vas a trabajar EXCLUSIVAMENTE?

En tu Tema 6, despídete de los campos vectoriales u⃗(x, y, z, t) y de los tensores. Vas a
trabajar, única y exclusivamente, con un campo escalar bidimensional: Ψ(x, t).

En la primera sección (6.1.1), el texto formaliza esa transición topológica de la que
hablamos. Considera un sistema discreto unidimensional: masas separadas una distan-
cia ∆x. Al aplicar el límite termodinámico/continuo (∆x → 0), la etiqueta discreta i ∈ N de
las partículas qi(t) muta y se convierte en la coordenada continua x ∈ R.

La magnitud que oscila ya no es un vector tridimensional, se colapsa a la función Ψ(x, t).
¿Qué representa físicamente este campo escalar? Representa el desplazamiento (elongación)
respecto a la posición de equilibrio de la porción de medio material que en reposo estaba en x.
Como ya razonamos antes, esto es un enfoque Lagrangiano puro (la variable independiente
espacial x es la identidad original de la partícula, no un punto estático en el espacio).
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2. Las Tres Hipótesis de Hierro

Para que la monstruosa matemática del continuo se reduzca a la manejable Ecuación
de D’Alembert unidimensional, la sección 6.1.2 de tus apuntes impone un corsé de tres
restricciones geométricas y cinemáticas fundamentales a tu cuerda:

A) “La cuerda es perfectamente flexible”:

Significado Matemático/Físico: Esto significa que la cuerda no ofrece resistencia a la flexión
(el momento flector es nulo).
Intuición: Imagina la diferencia entre un cable de acero y un hilo de coser. El hilo es flexible.
La consecuencia directa y brutal es que la fuerza de tensión T es en todo momento y en cada
punto estrictamente tangente a la curva de la cuerda. Si hubiera rigidez, habría componentes
transversales adicionales.

B) “Los desplazamientos son pequeños respecto del equilibrio”:

Significado Matemático/Físico: Esto es la “linealización” del universo. Matemáticamente,
exigimos que la elongación Ψ y su pendiente parcial espacial ∂Ψ

∂x sean minúsculas ( ∂Ψ
∂x ≪ 1).

Intuición e Integración Analítica: Gracias a esto, el módulo de la tensión a lo largo del
arco estirado no crece descontroladamente; podemos afirmar que la tensión T permanece
constante en módulo en toda la cuerda e igual a su valor en equilibrio (T(x) ≈ T). Además,
trigonométricamente, si el ángulo de inclinación α de la tangente es diminuto, podemos hacer
la aproximación letal:

sin(α) ≈ tan(α) =
∂Ψ
∂x

Este paso es el que salva la linealidad de la ecuación diferencial.

C) “Los desplazamientos son transversales”:

Significado Matemático/Físico: Matamos por decreto las ondas P (longitudinales) y el
componente de la divergencia, como vimos en el Teorema de Helmholtz.
Intuición: Las partículas de la cuerda solo pueden subir y bajar (en el eje y, o sea, Ψ). No
hay movimiento horizontal; ninguna porción de cuerda viaja de izquierda a derecha. Lo que
viaja es la geometría, la forma, la energía. El vector de onda y la velocidad de fase apuntan
en x, pero la velocidad material de las partículas ( ∂Ψ

∂t ) apunta en el plano ortogonal.

3. El Origen de la Curvatura (La Segunda Ley de Newton Continua)

Todo esto desemboca en la disección de un trozo diferencial de cuerda de masa dm = µ∆x
(donde µ es la densidad lineal).

Si aplicas la Segunda Ley de Newton (Fy = may) a ese trocito curvo, analizas las fuerzas
en sus dos extremos. En el extremo derecho, la tensión tira ligeramente hacia arriba (si la
pendiente es positiva); en el extremo izquierdo, tira en la dirección contraria.

La fuerza neta transversal es la diferencia de pendientes multiplicada por la tensión
constante T:

Fneta = T
[(

∂Ψ
∂x

)
x+∆x/2

−
(

∂Ψ
∂x

)
x−∆x/2

]
Aquí tus apuntes aplican un Desarrollo de Taylor infinitesimal que, por la propia definición

del cálculo diferencial, transforma esa diferencia finita de primeras derivadas en la segunda
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derivada parcial espacial:

Fneta = T · ∆x · ∂2Ψ
∂x2

Igualando a la masa por la aceleración transversal (µ∆x ∂2Ψ
∂t2 ), los ∆x se aniquilan mutua-

mente y nace la gloria:

µ
∂2Ψ
∂t2 = T

∂2Ψ
∂x2

Resumen: ¿Qué debes tener grabado en fuego?

De todo este Tema 6, tu campo de batalla exclusivo se reduce a funciones de la forma
Ψ(x, t). Estudiarás la Ecuación Diferencial en Derivadas Parciales de D’Alembert lineal (y
sus variantes ligeramente alteradas en la sección 6.3 cuando añadan muelles, que rompen la
“no dispersividad”).

Tu tarea analítica constante será insertar “funciones de prueba” (ondas armónicas comple-
jas Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) o paquetes de ondas) en estas ecuaciones diferenciales para extraer la
Relación de Dispersión ω(k).

La relación ω(k) va a ser tu “oráculo” en este tema: si es lineal (ω = vk), tu medio propaga
la información intacta. Si es no lineal, el medio es dispersivo y tus paquetes de ondas se
desgarrarán con el tiempo.

1.6 Espacio de Hilbert y de Sobolev aplicado al caso continuo

1. El Salto a Sobolev: La Geometría de la Energía

Conoces los espacios de Hilbert. Sabes que el espacio de Hilbert paradigmático es L2: el
espacio de las funciones de cuadrado integrable (

∫
|Ψ|2dx < ∞). Físicamente, un espacio de

Hilbert es maravilloso para la Mecánica Cuántica porque nos asegura que la probabilidad
total de encontrar un electrón suma 1, o que la energía total es finita. Un espacio de Hilbert
generaliza la idea de “distancia” euclídea (producto escalar) a funciones de dimensión
infinita.

Pero aquí viene la tragedia en Mecánica Clásica de Medios Continuos: el espacio de Hilbert
L2 es demasiado salvaje, demasiado permisivo.

En L2, una función puede ser un monstruo dentado, lleno de discontinuidades y picos
afilados, siempre y cuando el área bajo su cuadrado no diverja hacia el infinito. Pero, ¿qué
pasa si esa función Ψ(x, t) representa la elongación de tu cuerda?

Recuerda la densidad de energía de la que hablamos antes: la energía potencial elástica
depende de la pendiente de la cuerda al cuadrado:

Ep ∝
∫ (

∂Ψ
∂x

)2

dx

Si tu función Ψ tiene un salto discontinuo (un escalón), su derivada espacial es infinita
(una delta de Dirac). Al elevar esa derivada infinita al cuadrado para calcular la energía
potencial, obtienes un valor infinito. El universo estallaría. La cuerda se rompería físicamente
por tener una energía de deformación infinita en un punto.
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El espacio de Sobolev es la respuesta de la Naturaleza a este problema.
Un Espacio de Sobolev (generalmente denotado como Hk o Wk,p) es un subconjunto de

élite dentro del espacio de Hilbert.
Para que una función pertenezca al espacio de Sobolev H1, no solo ella misma debe ser

de cuadrado integrable (pertenecer a L2), sino que su primera derivada también debe ser de
cuadrado integrable.

Matemáticamente, dotamos a este espacio de una norma (una “cinta métrica”) mucho más
exigente:

||Ψ||2H1 =
∫

|Ψ|2 dx +
∫ ∣∣∣∣∂Ψ

∂x

∣∣∣∣2 dx

La intuición brutal:
• La primera integral (la norma de Hilbert) penaliza que la cuerda se aleje infinitamente de

su posición de equilibrio.
• La segunda integral penaliza que la cuerda se doble o se estire demasiado bruscamente.

El espacio de Sobolev es la encarnación topológica del límite elástico de un material.
Cuando buscas la solución a la Ecuación de D’Alembert (aplicando el Principio de Mínima
Acción), no buscas en el inmenso y caótico mar de las funciones de Hilbert; buscas en el
selecto y “suave” club de los espacios de Sobolev, donde la energía cinética (derivadas
temporales) y la energía de deformación (derivadas espaciales) son estrictamente finitas.

Es más, los espacios de Sobolev admiten “derivadas débiles”. Esto permite a los matemáti-
cos modelar rigurosamente el vértice de una cuerda de guitarra al ser pulsada (que es
continuo pero no derivable clásicamente en el pico), integrando por partes. ¡El espacio de
Sobolev salva a la física de sus propios infinitos!

El Andamiaje Geométrico: Espacios Vectoriales de Dimensión Infinita

En álgebra lineal estándar trabajabas en Rn. Un vector era una columna de números
v⃗ = (v1, v2, . . . , vn)T, donde el subíndice i indicaba la posición. En nuestro medio continuo,
el índice discreto muta.

Definición 1 (El Vector de Estado en el Continuo):

Sea Ω = [0, L] ⊂ R el dominio espacial que ocupa una cuerda. El estado geométrico de la
cuerda en un instante de tiempo t se describe mediante un único “vector” Ψ. Las componentes
de este vector no están indexadas por un número natural i, sino por la coordenada continua
x ∈ Ω.

Por tanto, la función Ψ(x) es un único vector en un espacio vectorial de dimensión infinita
V (concretamente, un espacio de Hilbert L2(Ω) intersectado con un espacio de Sobolev para
garantizar la finitud de la energía).

Definición 2 (El Producto Interno Continuo):

Para tener geometría (distancias, ángulos y proyecciones), necesitamos un producto
escalar. En Rn, el producto escalar euclídeo era la suma de la multiplicación componente a
componente: ⟨u⃗, v⃗⟩ = ∑n

i=1 uivi.
Al pasar al continuo, la sumatoria se transforma, por definición del cálculo integral, en

una integral definida sobre el dominio.
El producto interno de dos “vectores” (funciones) f (x) y g(x) se define como:

25



⟨ f , g⟩ =
∫ L

0
f (x)g(x) dx

Corolario Geométrico (Ortogonalidad):

Dos vectores (formas de la cuerda) son rígidamente perpendiculares en este hiperespacio
si y solo si su producto interno es nulo:

∫ L
0 f (x)g(x) dx = 0.

Operadores Lineales y el Corazón de la Mecánica

En álgebra, las transformaciones que respetaban la estructura del espacio eran las matrices
A. En nuestro espacio de funciones, las matrices se sustituyen por operadores diferenciales.

Definición 3 (El Operador Diferencial Espacial):

Definimos el operador Laplaciano unidimensional L̂ como la aplicación lineal que toma
una función (vector) y le devuelve su segunda derivada espacial:

L̂ =
∂2

∂x2

Es trivial comprobar que es lineal: L̂(α f + βg) = αL̂ f + βL̂g.
La Ecuación de D’Alembert que gobierna la cuerda ( ∂2Ψ

∂t2 = v2 ∂2Ψ
∂x2 ) puede reescribirse ahora

en puro lenguaje matricial-vectorial:

Ψ̈(t) = v2 L̂Ψ(t)

Intuición brutal: Míralo fijamente. Tienes un vector Ψ que evoluciona en el tiempo. Su
aceleración temporal (cómo cambia su estado) es igual al resultado de aplicarle una “matriz
infinita” L̂ multiplicada por un escalar v2.

Teorema 1 (La Hermiticidad del Operador y la Frontera):

En álgebra, las matrices más hermosas son las simétricas (AT = A), donde ⟨u⃗, Av⃗⟩ =

⟨Au⃗, v⃗⟩.
En análisis funcional, el equivalente a una matriz simétrica es un operador Autoadjunto (o

Hermítico).
Enunciado: El operador L̂ = ∂2

∂x2 es simétrico bajo el producto interno, siempre y cuando la
cuerda esté sujeta en los extremos (Ψ(0) = Ψ(L) = 0, condiciones de Dirichlet).

Demostración analítica (Integración por partes):

Queremos ver si ⟨ f , L̂g⟩ = ⟨L̂ f , g⟩.
∫ L

0
f (x)g′′(x) dx =

[
f (x)g′(x)

]L
0 −

∫ L

0
f ′(x)g′(x) dx

El término de frontera [ f (x)g′(x)]L0 se aniquila porque f y g valen 0 en las paredes (nudos).
Si volvemos a integrar por partes el término restante:

−
∫ L

0
f ′(x)g′(x) dx = −

[
f ′(x)g(x)

]L
0 +

∫ L

0
f ′′(x)g(x) dx =

∫ L

0
f ′′(x)g(x) dx

Y esto último es exactamente ⟨L̂ f , g⟩.
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Consideración filosófica: Las condiciones de contorno (los clavos en la pared) no son un
mero detalle físico; son el ancla topológica que obliga a que el “operador matriz” del universo
sea simétrico. Sin esa simetría, la energía no se conservaría.

El Teorema Espectral y el Nacimiento de las Ondas

Aquí es donde todo converge. Tienes un operador simétrico. El Álgebra Lineal tiene una
orden dictatorial para estos casos: el Teorema Espectral.

Teorema 2 (Teorema Espectral para Operadores Diferenciales):

Todo operador lineal simétrico y compacto posee un conjunto de autovalores reales y
un conjunto de autovectores (autofunciones) que forman una base ortogonal completa del
espacio vectorial.

Busquemos esos autovectores ϕn. Por definición de autovector, al aplicarle la matriz L̂, nos
debe devolver el mismo vector escalado por un autovalor λn:

L̂ϕn(x) = λnϕn(x)

Sustituyendo el operador, esto es una simple EDO lineal homogénea:

d2ϕn

dx2 = λnϕn

Análisis del Autovalor: Si λn > 0, las soluciones son exponenciales reales (la cuerda ex-
plotaría hacia el infinito, el universo se rompe). Para que la energía sea finita y respete las
paredes, imponemos geométricamente que el autovalor sea negativo λn = −k2

n.
La solución a la ecuación (los autovectores) son funciones trigonométricas:

ϕn(x) = sin(knx)

Para que valga 0 en x = L, obligamos a que knL = nπ. Así descubrimos los autovalores:

λn = −
(nπ

L

)2
∀n ∈ N

Acabas de encontrar los ejes de coordenadas reales del universo de la cuerda vibrante.
Cada sin

( nπ
L x
)

es como un vector î, ĵ, k̂, pero en dimensión infinita.

Definición 4 (Descomposición en la Base Propia—Series de Fourier):

Como los autovectores forman una base completa, CUALQUIER vector Ψ(x) (cualquier
forma inicial loca que le des a la cuerda al pellizcarla) puede expresarse como una combi-
nación lineal única de estos vectores base:

Ψ(x) =
∞

∑
n=1

Cnϕn(x) =
∞

∑
n=1

Cn sin
(nπ

L
x
)

Esto es lo que históricamente se llama “Serie de Fourier”, pero tú ahora debes verlo
exclusivamente como un cambio de base: pasas de la base espacial x a la base de autovectores
n. Los coeficientes Cn son las proyecciones (coordenadas) de tu vector Ψ sobre cada eje
ortogonal, y se calculan con el producto escalar: Cn = ⟨Ψ,ϕn⟩

⟨ϕn,ϕn⟩ .

El Triunfo del Álgebra: La Dinámica Desacoplada
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¿Por qué hemos hecho este monumental esfuerzo geométrico de cambiar a la base de
autovectores? Porque en la base de autovectores, la matriz infinita es diagonal.

Teorema 3 (El Desacoplamiento de la Ecuación de Onda):

Retomemos nuestra Ecuación de D’Alembert original vectorial:

Ψ̈(t) = v2 L̂Ψ(t)

Sustituyamos Ψ(t) por su combinación lineal en la base propia. Asumimos que la depen-
dencia temporal está ahora contenida en las coordenadas Cn(t):

∞

∑
n=1

C̈n(t)ϕn(x) = v2 L̂

(
∞

∑
n=1

Cn(t)ϕn(x)

)
Dado que L̂ es lineal, entra en la sumatoria. Y dado que ϕn es autovector, L̂ϕn = λnϕn. La

ecuación colapsa a:

∞

∑
n=1

C̈n(t)ϕn(x) =
∞

∑
n=1

[
v2λnCn(t)

]
ϕn(x)

Como los vectores base ϕn(x) son linealmente independientes (son ortogonales), la única
forma de que esa suma sea igual en ambos lados es que los coeficientes sean idénticos término
a término:

C̈n(t) = v2λnCn(t)

Recordando que λn = −k2
n, y llamando a ω2

n = v2k2
n:

C̈n(t) = −ω2
nCn(t)

Éxtasis analítico final: MIRA ESA ÚLTIMA ECUACIÓN. Hemos partido de una Ecuación
Diferencial en Derivadas Parciales monstruosa y acoplada (Ψtt = v2Ψxx), donde cada punto
del espacio empujaba y tiraba del siguiente. Al diagonalizar el operador espacial mediante
Álgebra Lineal pura, hemos destrozado la ecuación parcial convirtiéndola en un sistema
infinito de ecuaciones ordinarias totalmente independientes.

Cada coeficiente Cn(t) es la coordenada en el eje del n-ésimo autovector. Esa coordenada no
le importa lo que hagan las demás. Su evolución temporal es la de un simple y trivial oscilador
armónico unidimensional cuya solución es elemental: Cn(t) = An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt).

La solución total del sistema, la Onda, no es más que la suma de todos estos ejes vibrando
de forma completamente independiente a su propia frecuencia temporal ωn y con su propia
geometría espacial (autovector) kn. El álgebra lineal no solo resuelve la mecánica de medios
continuos; la disecciona, demostrando que el tejido de la realidad macroscópica es solo
una superposición geométrica perfecta de infinitas entidades independientes (los modos de
vibración).

1.7 Demostración general de D’Alembert a partir del funcional

1. La Topología del Equilibrio: El Mínimo Funcional
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En Mecánica I, te enseñaron que un punto de equilibrio para una partícula es aquel donde
la derivada de la energía potencial es cero ( dV

dq = 0). Si imaginabas una montaña rusa, el
equilibrio estable era el fondo del valle.

Pero en el Tema 6 ya no tenemos una partícula; tenemos un continuo unidimensional (una
cuerda o un fluido). El “estado” ya no es un número q, es una función completa Ψ(x). Por
tanto, la energía potencial ya no es una simple función V(q), sino un Funcional V[Ψ], una
máquina matemática que devora funciones y escupe un número (la energía total almacenada
en esa forma concreta).

Definición Formal de Equilibrio en el Continuo:

Un medio continuo se encuentra en un estado de equilibrio estático si y solo si la Derivada
Funcional (o Derivada de Fréchet) de su funcional de energía potencial es estrictamente nula
en todo punto del espacio.

δV[Ψ]

δΨ
= 0

La Intuición Geométrica (Teoría de Morse):

Imagina el espacio de todas las formas posibles que puede adoptar tu cuerda. Es un
espacio de infinitas dimensiones. El funcional de energía V[Ψ] asigna una “altitud” a cada
una de esas formas.

El estado de equilibrio (Ψ0 = 0, la cuerda plana y tensa) es el fondo absoluto de un valle
en este hiperespacio. La Teoría de Morse en topología diferencial nos dice que la “forma” del
espacio alrededor de este punto crítico dicta toda la dinámica posible.

Para que haya ondas, no basta con estar en un llano; tiene que ser un mínimo estable. El
medio debe “odiar” salir de ese equilibrio. Si doblas la cuerda, la energía debe aumentar,
obligando a la naturaleza a empujar la cuerda de vuelta hacia su estado base. Si estuviéramos
en un máximo (equilibrio inestable), cualquier perturbación no crearía una onda, sino un
colapso exponencial que destruiría la estructura (como cuando aprietas un espagueti por los
extremos y de repente se dobla violentamente y se parte).

2. La Matemática de las ‘Oscilaciones’: El Milagro de la Serie de Taylor

La segunda parte de tu aseveración dice: «Las oscilaciones. . . en torno al equilibrio reciben el
nombre de. . . onda». ¿Por qué siempre son “oscilaciones”? Aquí entra el análisis matemático
más letal y hermoso que usa la física.

Cuando perturbas el medio continuo, lo alejas de su equilibrio Ψ0. Si desarrollamos el
funcional de energía en una Serie de Taylor funcional alrededor del mínimo:

V[Ψ] = V[Ψ0] +
∫ (

δV
δΨ

)
Ψ0

Ψ dx +
1
2

∫∫
Ψ
(

δ2V
δΨ2

)
Ψ0

Ψ dx dy +O(Ψ3)

Mira atentamente esta ecuación, porque aquí nace la mecánica ondulatoria lineal:
• El primer término V[Ψ0] es la energía de la cuerda en reposo. Podemos definir que sea 0.

No afecta a la dinámica.
• El segundo término (la primera derivada) se anula completamente, porque acabamos de

exigir por definición que estamos en un punto de equilibrio ( δV
δΨ = 0).

• El término que sobrevive y domina el universo es el tercer término: la derivada segunda
funcional (el Hessiano).
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La revelación filosófica: Como el primer término dinámico que sobrevive siempre es
cuadrático (al cuadrado), la fuerza restauradora (que es la derivada espacial de esta en-
ergía) siempre será lineal (proporcional a la perturbación elevada a 1).

¡Por esto la ecuación de D’Alembert es lineal! ¡Por esto las ondas se pueden sumar
(Principio de Superposición)! No es porque el universo sea mágicamente lineal, es porque
toda función suave, si haces suficiente “zoom” en su punto mínimo, se parece a una parábola.
El fenómeno ondulatorio elemental es la consecuencia geométrica directa de que el primer tér-
mino no nulo en una expansión de Taylor alrededor de un mínimo es siempre una cuadrática.

3. ¿Qué caracteriza MATEMÁTICAMENTE y de forma exacta a una onda?

Si te pregunto “¿qué es matemáticamente una onda?”, no me digas “un seno o un coseno”.
Esa es la solución en un caso concreto. Matemáticamente, una onda se define exclusivamente
por la Clasificación Topológica de su Ecuación en Derivadas Parciales (EDP).

Existen tres familias de EDPs de segundo orden en la naturaleza: Elípticas, Parabólicas e
Hiperbólicas.

Una onda es la manifestación física de una EDP HIPERBÓLICA.
Tomemos una EDP general de dos variables espaciotemporales (x, t):

A
∂2Ψ
∂t2 + B

∂2Ψ
∂x∂t

+ C
∂2Ψ
∂x2 = . . .

Para que esto sea una onda matemática estricta, el discriminante (análogo al de las cónicas
en geometría) debe cumplir:

B2 − 4AC > 0

En nuestra ecuación de la cuerda ( ∂2Ψ
∂t2 − v2 ∂2Ψ

∂x2 = 0), tenemos A = 1, B = 0, C = −v2.
Discriminante: 0 − 4(1)(−v2) = +4v2 > 0. ¡Es estrictamente hiperbólica!

¿Por qué importa esto brutalmente a nivel intuitivo y geométrico?
Si la ecuación fuera parabólica (como la ecuación del calor de Fourier, donde tienes

primera derivada en el tiempo en lugar de segunda), la perturbación se “suaviza” o se
difunde instantáneamente por todo el espacio. Si calientas un extremo de una barra metálica
infinita, el otro extremo situado a años luz siente un ínfimo cambio de temperatura al instante.
El calor se difumina, no viaja cohesionado.

Sin embargo, la hiperbolicidad de la ecuación de onda es la garantía matemática de la
Causalidad y la Finitud.

Una EDP hiperbólica genera una geometría en el espacio-tiempo basada en “Curvas
Características” (que en relatividad se llaman Conos de Luz). Esta matemática prohíbe
terminantemente que la información o la energía viajen infinitamente rápido.

Matemáticamente, una onda se caracteriza exactamente por esto: Es una perturbación
de un campo escalar o vectorial que propaga energía e información a través del espacio sin
transporte neto de materia, obligada por una topología hiperbólica a viajar a una velocidad
estrictamente finita y predecible a lo largo de sus curvas características, originada por la
curvatura cuadrática de su espacio de estados alrededor de un mínimo de energía estable.

1.7.1 ¿Qué es un funcional?

1. ¿Qué narices es un Funcional?
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En matemáticas elementales, estás acostumbrado a las funciones. Una función f (x) es
una máquina que traga un número (por ejemplo, x = 2) y escupe otro número (por ejemplo,
y = 4).

Un Funcional es exactamente la misma idea, pero subiendo un peldaño en la cadena trófica
de la abstracción.

Un funcional (lo llamaremos F) es una máquina que traga una FUNCIÓN ENTERA y
escupe un NÚMERO REAL.

Definición formal:

Sea X un espacio vectorial de funciones (por ejemplo, el espacio de todas las curvas
posibles Ψ(x) que unen dos puntos). Un funcional es una aplicación F : X → R.

A cada función Ψ ∈ X, el funcional le asigna un número escalar F[Ψ].

Intuición geométrica brutal:

Imagina que te doy dos puntos en una hoja de papel, A y B. Existen infinitas curvas
(funciones) que unen A y B. Si te pido la longitud de una curva concreta, me darás un
número (ej. “esta curva mide 5 cm”).

La “Longitud” es un funcional. Le metes la geometría de toda la curva, y te devuelve un
solo número: su distancia total.

En Mecánica II, la Energía Potencial de una cuerda es un funcional. Le metes la forma que
tiene la cuerda en un instante dado, y te devuelve un número: los Julios de energía elástica
que tiene almacenados.

2. El duelo: Derivada de Gâteaux vs. Derivada de Fréchet

Ahora queremos saber cómo cambia ese número final si modificamos un poco la función de
entrada. Queremos derivar. Como estamos en un espacio de funciones (dimensión infinita),
la derivada de cálculo 1 (limh→0

f (x+h)− f (x)
h ) ya no sirve tal cual.

Aquí nacen los dos conceptos que mencionaste.

A) La Derivada de Gâteaux (La Exploradora Direccional)

La derivada de Gâteaux es la generalización directa de la derivada direccional.
Imagina que tienes una curva base Ψ(x). Quieres saber cómo cambia tu funcional F si

perturbas esa curva añadiéndole una pequeña “protuberancia”. Esa forma de perturbarla la
definimos con otra función η(x), que llamaremos “dirección” o “variación”.

Definición formal de Gâteaux:

La derivada de Gâteaux del funcional F en la “función punto” Ψ, en la “dirección” η, se
define como:

δF[Ψ; η] = lim
ϵ→0

F[Ψ + ϵη]− F[Ψ]

ϵ
=

d
dϵ

F[Ψ + ϵη]

∣∣∣∣
ϵ=0

Intuición: Es como estar en una montaña (el funcional). Eliges un camino concreto para
caminar (la variación η). Das un paso infinitesimal de tamaño ϵ en esa dirección, y miras
cuánto ha subido o bajado tu altitud. Depende de la dirección que elijas.

B) La Derivada de Fréchet (El Plano Tangente Global)
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El problema de Gâteaux es que es débil. Podrías tener un funcional donde existan
derivadas direccionales por todos lados, pero que sea un “pico” discontinuo horrible.

La Derivada de Fréchet es la generalización de la derivada total (el diferencial o la matriz
Jacobiana). Exige que el funcional sea “suave” en todas direcciones a la vez.

Definición formal de Fréchet:

Un funcional F es diferenciable en sentido de Fréchet en Ψ si existe un operador lineal y
acotado DΨ tal que, para cualquier pequeña perturbación h(x):

F[Ψ + h] = F[Ψ] + DΨ(h) +O(||h||)

Donde el resto O(||h||) va a cero más rápido que el tamaño de h.
Intuición: Si un funcional es diferenciable de Fréchet, significa que puedo construir un
“hiperplano tangente” perfecto que aproxima maravillosamente mi funcional cerca de la
curva Ψ, sin importar en qué dirección la deforme.
Teorema clave: Si Fréchet existe, Gâteaux también existe, es lineal respecto a η, y coinciden.

3. Entonces, ¿qué es la “Derivada Funcional” en Física?

Aquí es donde los matemáticos y los físicos chocan el puño. En física (y en tu Tema 6), la
“Derivada Funcional” (escrita como δF

δΨ(x) ) es la versión en forma de integral de la derivada
de Fréchet/Gâteaux.

Vamos a conectarlo. Cuando la perturbación η(x) es suficientemente suave, la derivada
direccional de Gâteaux (que acabamos de ver) suele poder escribirse como un producto
escalar (una integral) entre una “cosa misteriosa” y tu perturbación η(x):

δF[Ψ; η] =
∫

[Cosa misteriosa]︸ ︷︷ ︸
Derivada Funcional

η(x) dx

Esa “Cosa misteriosa” que aparece dentro de la integral es la Derivada Funcional, y se
denota como δF

δΨ(x) .

La intuición geométrica definitiva:

En funciones de varias variables f (x1, x2, . . . , xn), el diferencial es la suma de derivadas
parciales:

d f = ∑
i

∂ f
∂xi

dxi

En el continuo, el sumatorio se vuelve una integral, el pequeño incremento dxi se vuelve la
pequeña variación de la función η(x), y la derivada parcial ∂ f

∂xi
se transforma en la derivada

funcional δF
δΨ(x) .

La derivada funcional te dice cuánto cambia tu energía global (el funcional) si pellizcas la
cuerda (modificas la función) UNICAMENTE en el punto específico x.

4. Conclusión para tu Tema 6 (El Equilibrio)

En el mensaje anterior hablábamos de que el equilibrio se daba cuando δV[Ψ]
δΨ = 0.

Ahora tienes el nivel para entender exactamente qué significa eso:
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Significa que estamos buscando una forma de la cuerda Ψ0(x) tal que, si calculamos su
derivada de Fréchet (es decir, miramos su hiperplano tangente en el espacio de funciones),
ese hiperplano es totalmente horizontal.

Cualquier mínima perturbación η(x) (de Gâteaux) que le hagas a la cuerda, la integral∫
δV
δΨ η(x) dx dará cero en primer orden. La energía no sube ni baja linealmente; estás exacta-

mente en el fondo del valle. Esa es la definición rigurosa y matemática del reposo absoluto
antes de que empiece la fiesta ondulatoria.

Imagina que tu función ya no depende de una variable, sino de N variables (las coorde-
nadas de N partículas, por ejemplo). Tienes una función f (x⃗) donde x⃗ = (x1, x2, . . . , xN).

El punto de equilibrio ahora es un vector de posiciones x⃗0. Tu perturbación ya no es un
solo número, es un vector de pequeños desplazamientos: η⃗ = (η1, η2, . . . , ηN).

Queremos evaluar f (x⃗0 + η⃗). ¿Cómo se escribe la serie de Taylor aquí? Con derivadas
parciales y sumatorios:

f (x⃗0 + η⃗) = f (x⃗0) +
N

∑
i=1

(
∂ f
∂xi

)
x⃗0

ηi +
1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

ηi

(
∂2 f

∂xi∂xj

)
x⃗0

ηj +O(η3)

Traducción geométrica (Mírala fijamente porque aquí está la clave):

El término lineal es un producto escalar: El vector Gradiente multiplicado escalarmente por
tu vector perturbación.
El término cuadrático es una forma cuadrática: Tienes un sumatorio doble. Estás multi-
plicando tu vector perturbación por una matriz (la matriz Hessiana de derivadas segundas
cruzadas) y luego otra vez por tu vector perturbación. Estás comparando cómo se afecta la
variable i con la variable j.

El Límite Continuo (El nacimiento del Funcional):

Aquí ocurre la magia topológica de tu Tema 6. Hacemos que el número de variables
N → ∞.
• Las variables discretas i y j se transforman en coordenadas espaciales continuas x e y.
• El vector perturbación ηi (cuánto se movía la partícula i) se convierte en una función

perturbación Ψ(x) (cuánto se desplaza la cuerda en el punto x).
• El sumatorio simple ∑i se transforma por definición en una integral simple

∫
dx.

• El sumatorio doble ∑i ∑j se transforma geométricamente en una integral doble
∫∫

dx dy.

• La derivada parcial ∂ f
∂xi

se transforma en la Derivada Funcional δV
δΨ(x) .

• La matriz Hessiana discreta ∂2 f
∂xi∂xj

se transforma en la Segunda Derivada Funcional
δ2V

δΨ(x)δΨ(y) .
Si aplicas este “diccionario de traducción” término a término a la ecuación del Nivel 2,

obtienes EXACTAMENTE la ecuación por la que me acabas de preguntar:

V[Ψ0 + Ψ] = V[Ψ0] +
∫ (

δV
δΨ

)
Ψ0

Ψ(x) dx +
1
2

∫∫
Ψ(x)

(
δ2V
δΨ2

)
Ψ0

Ψ(y) dx dy +O(Ψ3)

(Nota: En la notación de tu ecuación original, se ha usado Ψ como la propia perturbación
en lugar de llamarla η, y se asume que evalúas en x para la primera integral y en x, y para la
integral doble, que es lo formalmente correcto para acoplar todos los puntos del espacio.)
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¿Por qué hemos hecho todo este circo matemático? Porque si Ψ0 es el equilibrio (la cuerda
recta):
• La primera integral es CERO. Porque en el equilibrio, la “pendiente” del funcional es nula:(

δV
δΨ

)
Ψ0

= 0.
• Nos quedamos solo con la integral doble. Esa integral doble es la “curvatura del universo”

de la cuerda. Es el análogo directo al 1
2 kx2 de un muelle elemental, pero en dimensión

infinita.
• Como la Energía Potencial resulta ser puramente cuadrática (de orden 2), cuando apliques

las ecuaciones de Euler-Lagrange (que derivan la energía para sacar las fuerzas), la
derivada de algo “al cuadrado” es algo “lineal”.

• ¡Y BUM! De ahí sale que tu Ecuación de D’Alembert es lineal ( ∂2Ψ
∂t2 = v2 ∂2Ψ

∂x2 ).
En el mundo de las Ecuaciones Diferenciales, la variable que nos importa no es x ni t (esas

son las variables independientes, el escenario). Nuestra variable protagonista (la dependiente)
es la función Ψ, y también sus derivadas ( ∂Ψ

∂x , ∂2Ψ
∂t2 , etc.).

Definición Formal de Linealidad en una EDP:

Una Ecuación Diferencial en Derivadas Parciales es LINEAL si la función incógnita Ψ y
todas sus derivadas aparecen estrictamente elevadas a la potencia 1, y nunca se multiplican
entre sí.

Mira tu ecuación de D’Alembert:

∂2Ψ
∂t2 = v2 ∂2Ψ

∂x2

• ¿Está el término ∂2Ψ
∂t2 elevado al cuadrado o metido en una raíz? No. Está elevado a 1.

• ¿Está el término ∂2Ψ
∂x2 multiplicado por Ψ (ejemplo: Ψ ∂2Ψ

∂x2 )? No. Está multiplicado por v2,
que es una constante.

¿Por qué esto es topológicamente y físicamente crucial?
Porque solo si la ecuación es perfectamente lineal (potencia 1), se cumple el Principio de

Superposición. Si sumas dos soluciones, la suma sigue siendo solución. Geométricamente,
esto significa que dos ondas pueden cruzar el mismo punto del espacio simultáneamente,
sumarse, y luego separarse como si nunca se hubieran conocido, intactas. Si la ecuación
tuviera un término Ψ2, al sumar (Ψ1 + Ψ2)2 aparecería un término cruzado 2Ψ1Ψ2. Las ondas
interactuarían, chocarían y se destruirían mutuamente.

1.7.2 Demostración

Paso 1: Limpiar la geometría (Sobrevive la Integral Doble)

Partimos de tu serie de Taylor. Estamos evaluando la energía alrededor del punto de
equilibrio Ψ0 (la cuerda plana).
• V[Ψ0] es una constante. Es la energía de la cuerda en reposo. Físicamente no nos importa,

podemos definirla como cero. Matemáticamente, al derivarla después, desaparecerá.
• La primera integral es CERO. Como demostramos antes, la definición de estar en un

equilibrio es que la “pendiente” es nula:
(

δV
δΨ

)
Ψ0

= 0.
• Truncamos el universo. Como la perturbación Ψ es diminuta (hipótesis B de tu Tema 6:

“pequeñas oscilaciones”), los términos O(Ψ3) son ridículamente pequeños y los ignoramos.
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Nuestra energía potencial efectiva, el “valle” donde va a vibrar la cuerda, queda reducida
exclusivamente a la integral doble:

Ve f ectivo[Ψ] =
1
2

∫∫
Ψ(x)

(
δ2V

δΨ(x)δΨ(y)

)
Ψ0︸ ︷︷ ︸

H(x,y)

Ψ(y) dx dy

Llamemos a esa gigantesca segunda derivada evaluada en el equilibrio H(x, y). En análisis
funcional, esto se llama el Núcleo Hessiano (o Kernel).

Fíjate bien en la geometría de esta integral: Tienes Ψ(x) (grado 1) multiplicando a Ψ(y)
(grado 1). El resultado global es de grado 2 (es cuadrático). Es el equivalente a 1

2 x · K · x =
1
2 Kx2.

Paso 2: La Derivada Funcional (El descenso de grado)

En mecánica analítica, la fuerza restauradora (la que empuja la cuerda a su sitio) es
la derivada de la energía respecto a la posición. En el continuo, la “fuerza” en un punto
específico z se obtiene aplicando el operador de Derivada Funcional respecto a la perturbación
en ese punto: δ

δΨ(z) .
Vamos a aplicarle este operador a nuestro Ve f ectivo.
Para derivar una integral doble, aplicamos la regla del producto (la derivada de A · B es

A′B + AB′):

δVe f ectivo

δΨ(z)
=

1
2

∫∫ [
δΨ(x)
δΨ(z)

H(x, y)Ψ(y) + Ψ(x)H(x, y)
δΨ(y)
δΨ(z)

]
dx dy

La magia de la Delta de Dirac:

¿Cuánto vale δΨ(x)
δΨ(z) ? Si mueves la cuerda en el punto z, ¿cuánto se ve afectado el punto

x? Nada, salvo que x sea exactamente el mismo punto z. Matemáticamente, la derivada
funcional de una función respecto a sí misma en otro punto es la Delta de Dirac: δDirac(x − z).

Sustituimos esto en la integral:

δV
δΨ(z)

=
1
2

∫∫
[δ(x − z)H(x, y)Ψ(y) + Ψ(x)H(x, y)δ(y − z)] dx dy

Separamos en dos integrales dobles y usamos la propiedad fundamental de la Delta de
Dirac (que aniquila las integrales y obliga a evaluar la función en el punto del “pinchazo”):
• En la primera integral, δ(x − z) se “come” la integral en dx y cambia todas las x por z.
• En la segunda integral, δ(y − z) se “come” la integral en dy y cambia todas las y por z.

δV
δΨ(z)

=
1
2

∫
H(z, y)Ψ(y) dy +

1
2

∫
Ψ(x)H(x, z) dx

El Teorema de Schwarz en el continuo:

El Hessiano H(x, y) proviene de una derivada segunda cruzada. Por el Teorema de
Schwarz, el orden de derivación no importa, por lo que la matriz es simétrica: H(z, y) =

H(y, z).
Por tanto, ¡las dos integrales que nos han quedado son idénticas! (en la segunda, la x

es una variable muda que puedo renombrar a y). Se suman, se cancela el 1
2 , y llegamos al

éxtasis analítico:
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δV
δΨ(z)

=
∫

H(z, y)Ψ(y) dy

¡MIRA ESTA ECUACIÓN FIJAMENTE!
Aquí tienes la respuesta a tu pregunta. ¿Dónde está el cuadrado? ¡Ha desaparecido!
Al derivar, la Ψ(x) inicial se convirtió en una Delta de Dirac, desapareció de la ecuación, y

nos dejó una única Ψ(y) elevada a la potencia 1.
Esta integral final es la definición matemática pura de un Operador Integral Lineal.

Acabamos de demostrar geométricamente que la “fuerza” de cualquier medio continuo
cerca del equilibrio depende linealmente de la perturbación.

Paso 3: El colapso a D’Alembert (La topología de la cuerda)

Ya sabemos que la ecuación general de la fuerza es lineal:
∫
H(z, y)Ψ(y) dy. Pero, ¿por

qué en D’Alembert aparece una derivada segunda espacial ( ∂2Ψ
∂z2 ) y no una integral rara?

Aquí entra la física específica de la cuerda (frente a un material extraño con interacciones a
larga distancia).

En una cuerda ideal, un punto z solo siente fuerza de sus vecinos inmediatamente adya-
centes. No le importa lo que haga un punto y a tres metros de distancia.

Matemáticamente, esto exige que el núcleo Hessiano H(z, y) sea cero en todas partes
excepto donde z = y.

En la teoría de distribuciones de Schwartz, la única forma de que un núcleo produzca una
interacción puramente local que dependa de la concavidad (curvatura) es que ese Hessiano
sea exactamente proporcional a la segunda derivada de una Delta de Dirac:

H(z, y) = −T0
∂2

∂z2 δ(z − y)

(Donde T0 es la tensión constante de la cuerda.)
Si sustituyes este Hessiano letal en tu resultado lineal del Paso 2:

δV
δΨ(z)

=
∫ (

−T0
∂2

∂z2 δ(z − y)
)

Ψ(y) dy

Sacas la constante −T0 y la derivada respecto a z fuera de la integral (porque la integral es
en dy):

δV
δΨ(z)

= −T0
∂2

∂z2

∫
δ(z − y)Ψ(y) dy

Y como la Delta de Dirac aniquila la integral evaluando la función Ψ en z . . .

δV
δΨ(z)

= −T0
∂2Ψ(z)

∂z2

Epílogo: Newton y la Linealidad

Acabamos de obtener el lado del “Potencial” de la ecuación (la fuerza de restitución
elástica) puramente desde tu doble integral de Taylor.

La Segunda Ley de Newton continua establece que la Inercia (aceleración multiplicada
por la densidad de masa µ) es igual a menos la derivada funcional del potencial elástico:

36



Inercia = − δV
δΨ(z)

µ
∂2Ψ(z)

∂t2 = −
(
−T0

∂2Ψ(z)
∂z2

)
∂2Ψ
∂t2 =

T0

µ

∂2Ψ
∂z2

Ahí la tienes. La Ecuación de D’Alembert lineal, extraída con pinzas quirúrgicas directa-
mente de la Integral Doble Cuadrática del Desarrollo de Taylor, sin atajos físicos, usando solo
derivadas de Fréchet y la topología de la Delta de Dirac.

1.8 Tipos de EDP y cono de luz

«Hazme una introducción muy rápida a esto. Yo de EDPs no tengo ni idea, pero veo
que hay algo fundamentalmente profundo en eso que dices. Disecciona los tres casos
a fondo, pero a modo de primera pasada, sin mucha complejidad, sino para tener una
intuición. Por otro lado, yo he estudiado a fondo relatividad especial y sé que la geometría
hiperbólica y las rotaciones de Lorentz surgen inevitablemente cuando imponemos un
ritmo de transmisión de la información finito, pero no sé cómo eso se conecta con esto.
¿Un ritmo “infinito” a qué correspondería? ¿Al parabólico? Por otro lado, entiendo que
es todo en el fondo, en cierto sentido, el estudio de cómo tanto la elipse como la hipérbola
(y no sé si también la parábola, no sé si existen “funciones trigonométricas parabólicas”,
al igual que existen las hiperbólicas y trigonométricas, que son las asociadas a las elipses,
aunque creo que también hay otras funciones que reciben ese nombre de “elípticas”), pero
me pregunto también de dónde viene históricamente esta conexión común entre el estudio
de las cónicas y de las EDPs, a quién se le ocurre esa clasificación y todas las cosas que se
derivan de ello. Y dices que nuestro caso es hiperbólico y hay “curvas características” que
se llaman conos de luz; de nuevo, no sé cómo conectarlo con relatividad especial.»

1. El Origen Histórico: ¿Por qué cónicas y ecuaciones diferenciales?

La pregunta de “¿a quién se le ocurrió esto?” nos lleva al siglo XIX, con matemáticos
como Cauchy y Sylvester. Ellos se dieron cuenta de un isomorfismo brutal (una equivalencia
estructural) entre la geometría analítica y el cálculo diferencial.

Recuerda la ecuación general de una sección cónica (una curva 2D) en álgebra:

Ax2 + Bxy + Cy2 + · · · = 0

Para saber qué figura es, miras el discriminante de la forma cuadrática: ∆ = B2 − 4AC.
• Si ∆ < 0: Elipse.
• Si ∆ = 0: Parábola.
• Si ∆ > 0: Hipérbola.

Ahora, toma una Ecuación Diferencial en Derivadas Parciales (EDP) lineal de segundo
orden para una función Ψ(x, y):

A
∂2Ψ
∂x2 + B

∂2Ψ
∂x∂y

+ C
∂2Ψ
∂y2 + · · · = 0
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Los matemáticos descubrieron que las propiedades de las soluciones de esta ecuación
dependen EXCLUSIVAMENTE del mismo discriminante. Es decir, si cambias x por ∂

∂x , el
operador diferencial tiene la misma “topología” que la curva geométrica. Las ecuaciones
heredaron los nombres de las curvas por esta analogía puramente algebraica.

(Nota rápida sobre las funciones: Las funciones trigonométricas parametrizan el cír-
culo/elipse x2 + y2 = 1. Las funciones hiperbólicas parametrizan la hipérbola x2 − y2 = 1.
No hay “trigonométricas parabólicas” porque parametrizar y = x2 no requiere inventar
funciones trascendentes nuevas, basta con usar polinomios (t, t2). Las “funciones elípticas”
surgieron al intentar calcular la longitud del perímetro de una elipse, lo que exige inte-
grales que las funciones trigonométricas no pueden resolver, abriendo el campo del análisis
complejo).

2. Los Tres Arquetipos de la Realidad (La Disección)

Vamos a analizar cada familia cambiando las variables espaciales abstractas (x, y) por
Espacio y Tiempo (x, t).

A) Las EDPs Elípticas (El Universo de la Armonía Estática)

Discriminante: ∆ < 0 (Ejemplo: Ecuación de Laplace ∂2Ψ
∂x2 + ∂2Ψ

∂y2 = 0).
Intuición Física: Aquí no hay tiempo. Es una ecuación puramente espacial. Describe un
sistema que ya ha alcanzado el equilibrio absoluto (como el potencial electrostático entre dos
placas o una membrana estirada en reposo).
El milagro matemático: Si perturbas una frontera, el interior se reajusta suavemente en todas
partes para minimizar la energía. Todo está conectado instantáneamente, pero estáticamente.
No hay propagación, solo un campo de fuerza eterno.

B) Las EDPs Parabólicas (El Universo de la Difusión Inmediata)

Discriminante: ∆ = 0 (Ejemplo: Ecuación del Calor ∂Ψ
∂t = α ∂2Ψ

∂x2 ).
Intuición Física: Tu intuición era absolutamente correcta. Una ecuación parabólica es la que
gobierna procesos de ritmo infinito.
El ritmo infinito: Si tienes una barra de metal a 0 Kelvin y aplicas un soplete en el extremo
x = 0, la solución parabólica de la ecuación del calor dice que el extremo a 1 millón de años
luz de distancia sube su temperatura instantáneamente a 0,000 . . . 001 Kelvin. La velocidad
de propagación es infinita.
Filosofía: Es la ecuación de la amnesia y la entropía. Mezcla, suaviza, destruye información,
no la conserva. La relatividad especial nos dice que este modelo matemático es una aproxi-
mación macroscópica falsa a nivel fundamental, válida solo porque a escalas humanas no
notamos que la información calorífica real sí tiene límite de velocidad.

C) Las EDPs Hiperbólicas (El Universo de la Causalidad y la Memoria)

Discriminante: ∆ > 0 (Ejemplo: Ecuación de Ondas ∂2Ψ
∂x2 − 1

c2
∂2Ψ
∂t2 = 0).

Intuición Física: La información, la energía y la forma geométrica viajan. Y lo más importante:
no viajan instantáneamente. El medio tiene memoria estricta y se rige por la causalidad. Y
aquí es donde entra tu trampolín de Minkowski.

3. La Relatividad Especial, Minkowski y el Operador d’Alembertiano

Tú conoces el espacio de Minkowski. Sabes que la distancia (el intervalo invariante) entre
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dos eventos no es el Teorema de Pitágoras euclídeo (ds2 = dx2 + dy2, que sería geometría
elíptica), sino que tiene un signo negativo:

ds2 = −c2dt2 + dx2

Ese signo negativo es el que convierte la geometría del universo en Hiperbólica.
Si calculamos el operador Laplaciano (que es el gradiente al cuadrado, o el producto

escalar del operador derivada consigo mismo) usando la métrica de Minkowski, obtenemos
el Operador de d’Alembert (□):

□Ψ =

(
− 1

c2
∂2

∂t2 +
∂2

∂x2

)
Ψ = 0

¡MIRA ESTO! La Ecuación de Ondas no es una ecuación que los físicos se inventaron
para las cuerdas. La Ecuación de Ondas es, literalmente, afirmar que el campo Ψ es armónico
dentro de la geometría de Minkowski.

Las ondas mecánicas de tu Tema 6 obedecen la misma ecuación matemática que la luz en
el vacío, solo que en lugar de usar c (velocidad de la luz), usan v (la velocidad del sonido o
de la cuerda).

4. Las “Curvas Características” y el Cono de Luz

En matemáticas de EDPs, una “curva característica” es una línea en el hiperespacio a través
de la cual una perturbación (o una discontinuidad) puede viajar. En las ecuaciones elípticas,
no hay características reales. En las parabólicas, las características son solo el tiempo.

Pero en una EDP Hiperbólica (Ecuación de Ondas), las curvas características se obtienen
al factorizar el operador: (

∂

∂x
− 1

v
∂

∂t

)(
∂

∂x
+

1
v

∂

∂t

)
Ψ = 0

Las trayectorias a través de las cuales se propaga esto son:
• x − vt = constante (ondas que viajan a la derecha)
• x + vt = constante (ondas que viajan a la izquierda)

La conexión final:

Si dibujas estas rectas en un diagrama espacio-tiempo (x vs. t), ¿qué obtienes? ¡Obtienes
exactamente los Conos de Luz de la Relatividad Especial!

En tu Tema 6 de Mecánica, ese "cono de luz" es simplemente el "cono de sonido" o el "cono
de la cuerda".

Si tú pellizcas la cuerda en x = 0 y t = 0, la matemática de la EDP hiperbólica prohíbe
tajantemente que cualquier punto fuera del cono |x| < vt se entere de que has pellizcado la
cuerda.

Si el universo fuera elíptico, todo estaría congelado. Si el universo fuera parabólico,
pellizcar una cuerda mataría instantáneamente a alguien en Andrómeda. Como el universo
es hiperbólico, está protegido por la velocidad finita de sus conos característicos.

1. ¿Qué significa matemáticamente ser “Armónico”?
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Olvida el tiempo por un momento. Imagina un espacio euclídeo normal y corriente en 2D
(coordenadas x, y). En este espacio, la distancia entre dos puntos se mide con el Teorema de
Pitágoras (la métrica euclídea):

ds2 = dx2 + dy2

En matemáticas, decimos que una función o campo Ψ(x, y) es “armónico” si es “lo más
plano, suave y equilibrado posible” dadas unas condiciones de contorno. Es decir, no tiene
picos bruscos ni hoyos; si lo estiras, se comporta como una membrana de tambor perfecta en
reposo.

Para comprobar si una función es armónica, usamos el operador derivado de la métrica
pitagórica, llamado Laplaciano (∇2). Se construye sumando las segundas derivadas (las
curvaturas) en cada dirección geométrica:

∇2Ψ =
∂2Ψ
∂x2 +

∂2Ψ
∂y2

La Ley de la Armonía:

Para que Ψ sea armónico, su Laplaciano debe ser estrictamente cero:

∂2Ψ
∂x2 +

∂2Ψ
∂y2 = 0

Intuición geométrica: Esta ecuación dice que ∂2Ψ
∂x2 = − ∂2Ψ

∂y2 . Significa que si la superficie se
curva hacia arriba en la dirección x (como una “U”), está obligada a curvarse hacia abajo en
la dirección y (como una “n”) en la misma proporción exacta. El resultado es una “silla de
montar” perfecta. El espacio “compensa” sus curvaturas para que la media sea cero. Esto es
la armonía en un universo estático.

2. La Métrica de Minkowski (Tu terreno conocido)

Ahora, entras tú. Sabes que en Relatividad Especial el universo no es euclídeo. El tiempo t
no es un parámetro independiente, es una coordenada más, pero con una signatura topológica
distinta. La distancia invariable (el intervalo) entre dos eventos en el espacio-tiempo de
Minkowski en 1D espacial es:

ds2 = −c2dt2 + dx2

Fíjate en ese signo menos delante del tiempo. Ese signo lo es todo. Es el responsable de
que no podamos viajar al pasado, de que existan los conos de luz y de que la velocidad de la
luz sea un límite. La geometría ya no es circular (elíptica), es hiperbólica.

3. El Laplaciano de Minkowski (El Operador D’Alembertiano)

Si el universo físico es de Minkowski, no podemos usar el Laplaciano pitagórico clásico
para estudiar cómo se comportan los campos en el espacio-tiempo. Tenemos que construir
un nuevo operador de curvatura que respete esa métrica relativista.

En geometría diferencial, al construir el operador de segundas derivadas (contrayendo
índices con el tensor métrico gµν), el signo menos de la métrica de Minkowski se hereda
directamente en las derivadas.
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En lugar de sumar la segunda derivada espacial con la segunda derivada temporal, el
espacio-tiempo las resta.

Este nuevo “Laplaciano relativista” se llama Operador de D’Alembert (o D’Alembertiano,
representado por un cuadrado □):

□Ψ =
∂2Ψ
∂x2 − 1

c2
∂2Ψ
∂t2

(Nota: En nuestro Tema 6 de mecánica clásica para una cuerda, la “velocidad máxima
de la información” no es la luz c, sino la velocidad de la perturbación mecánica en ese
medio, v. Pero la estructura geométrica de la métrica es idéntica: ds2 = −v2dt2 + dx2. Es un
“mini-espacio de Minkowski” local).

4. La Revelación: La Onda como Armonía Espaciotemporal

Aquí está la frase que te voló la cabeza: “La Ecuación de Ondas es afirmar que el campo es
armónico dentro de la geometría de Minkowski”.

Si decimos que un campo de materia o energía Ψ(x, t) es “armónico” en este espacio-
tiempo hiperbólico, estamos exigiendo matemáticamente que su D’Alembertiano sea cero
(igual que exigíamos que el Laplaciano fuera cero en el caso euclídeo).

□Ψ = 0

∂2Ψ
∂x2 − 1

v2
∂2Ψ
∂t2 = 0

¡Esa es la Ecuación de Ondas de tu Tema 6!
Reordenémosla para ver la intuición más brutal de toda la mecánica:

∂2Ψ
∂x2 =

1
v2

∂2Ψ
∂t2

Lee esta ecuación como un geómetra:
• El lado izquierdo ( ∂2Ψ

∂x2 ) es la curvatura espacial. Es cuánto está doblada la cuerda en una
foto fija.

• El lado derecho ( ∂2Ψ
∂t2 ) es la curvatura temporal (la aceleración). Es cómo está cambiando la

velocidad de ese trozo de cuerda.
• En el espacio euclídeo clásico (Laplace), la curvatura en x se compensaba con una curvatura

inversa en y (“silla de montar”).
• Pero en Minkowski, por culpa del signo menos del tiempo, ¡las curvaturas se igualan con

el mismo signo!
¿Qué significa esto físicamente? Significa que si tú deformas el espacio (doblas la cuerda),

el universo está topológicamente obligado a generar una aceleración en el tiempo exactamente
proporcional para mantener el “balance cero” del espacio-tiempo.

Una onda no es un objeto. Una onda es la consecuencia geométrica inevitable de que
un campo intente permanecer plano (“armónico”) en un universo regido por una métrica
con signatura negativa (Minkowski). Como el espacio y el tiempo tienen signos opuestos,
cualquier arruga en el espacio exige un movimiento en el tiempo para compensarse. Ese acto
eterno e incesante de compensación entre la forma espacial y el movimiento temporal es lo
que tú y yo llamamos “una onda propagándose”.
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«Varias cosas. ¿No debería ser −c2 derivada temporal +1 derivada espacial? ¿Por qué es
−1/c2?

Por otro lado, ¿el d’alembertiano es, por así decirlo, un caso concreto de laplaciano para una
métrica diferente? ¿Una métrica que preserve el ritmo de transmisión de la información
finito? (Teorema de Alexandrov–Zeeman.) ¿Y básicamente llamamos laplaciano al caso
concreto euclidiano? ¿O se separan claramente?

Por otro lado, me has definido que una función sea armónica de esa manera, pero sigo sin
entenderlo exactamente.

Constrúyelo de manera ultra simple a partir del cálculo estándar. En una variable entiendo
que no tiene sentido. (¿O sí?)

Lo estudias para una función normal y corriente en 2D y en 3D, y me explicas qué quiere
decir exactamente que sea armónica, y por qué eso es importante.

Y entiendo que ya después es cosa de que, variando la métrica, pasas de unos tipos de
“funciones” armónicas a otras; dices eso del “balance cero”, pero tampoco sé qué quieres
decir.

Yo sé que en un espacio-tiempo de Minkowski, para mantenerte en ds2 = cte. tienes que
acelerar de forma continua, pero tampoco sé cómo eso se relaciona con esto.»

La Revelación Geométrica:
El operador Gradiente ∇ =

(
∂
∂t , ∂

∂x

)
no nace como un vector columna. Por su propia

definición matemática en el cálculo diferencial, nace como un vector fila.
Representa pendientes, tasas de cambio. Es un objeto matemático que "espera" a ser

multiplicado por una columna para escupir un número.
Para construir el Laplaciano (o D’Alembertiano), necesitamos hacer el producto escalar

del Gradiente consigo mismo: ∇ · ∇.
Es decir, queremos multiplicar el operador fila

(
∂t ∂x

)
por sí mismo.

Aquí el Álgebra Lineal te detiene en seco. No puedes multiplicar una fila por otra fila
directamente. Tampoco puedes simplemente poner una fila en vertical (trasponerla) y ya
está, porque tu espacio está deformado por la matriz métrica G.

Para operar métricamente con vectores fila, la geometría exige que uses una matriz de
interconexión. ¿Cuál?

Si la matriz G te dice cómo medir vectores columna...
...y los vectores fila son el "inverso" geométrico de las columnas (las derivadas dividen por

la distancia, los desplazamientos multiplican)...
...entonces, para medir o multiplicar vectores fila, DEBES usar la matriz inversa G−1.

La matriz inversa de G =

(
−c2 0

0 1

)
es trivial de calcular (solo inviertes los elementos de

la diagonal):

G−1 =

(
−1/c2 0

0 1

)
Míralo sin números, solo con lógica de unidades.
La matriz G multiplica el tiempo por un número gigante (c2). Esto significa que, en el

espacio de las posiciones, un segundo es "muy largo" en comparación con un metro.
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Pero la derivada es una tasa de cambio. Es medir "cuánto cambia la onda por cada unidad
que avanzo".

Si la unidad de tiempo es "muy larga" (multiplicada por c2), la función cambia muy poco
por unidad de ese tiempo gigantesco. La tasa de cambio debe estar dividida.

Laplaciano vs. D’Alembertiano: El Operador de Laplace-Beltrami
Tu intuición analítica es absolutamente correcta, e invocar el Teorema de Alexandrov-

Zeeman lo demuestra.
En Geometría Diferencial formal, no hay separación. Existe un único operador madre

llamado Operador de Laplace-Beltrami, definido sobre cualquier variedad con una métrica g:

∆gΨ =
1√
|g|

∂µ

(√
|g|gµν∂νΨ

)
Si alimentas este operador con una métrica de signatura euclídea (+,+,+), ∆g escupe lo

que llamamos el Laplaciano ∇2.
Si alimentas este mismo operador con una métrica lorentziana (−,+,+,+), ∆g escupe lo

que llamamos el D’Alembertiano □.
Por lo tanto, la ecuación de ondas y la ecuación de Laplace son, desde el punto de vista de

la Geometría Riemanniana, la misma ecuación matemática (∆gΨ = 0) evaluada en variedades
topológicas diferentes.

Mencionas: "yo sé que en un espacio-tiempo de Minkowski para mantenerte en ds2 = cte
tienes que acelerar de forma continua".

Tienes que separar rigurosamente la Cinemática de Partículas de la Dinámica de Campos:
Partículas (Líneas de Universo): La ecuación x2 − c2t2 = R2 (ds2 > 0 constante) describe

una hipérbola en el diagrama de Minkowski. La física de esta curva específica (las coorde-
nadas de Rindler) corresponde a un observador masivo que experimenta una aceleración
propia constante. Es el movimiento uniformemente acelerado relativista.

Campos (Ecuaciones Diferenciales): La ecuación de ondas □Ψ = 0 no estudia partícu-
las masivas. Las soluciones de esta ecuación (la información o perturbación electromag-
nética/mecánica del campo Ψ) no viajan por esas hipérbolas. Viajan por las asíntotas de esas
hipérbolas. Las asíntotas son x2 − c2t2 = 0 =⇒ x = ±ct. Esta es la condición de las curvas
características que rigen la EDP hiperbólica.

Por tanto, el operador D’Alembertiano □ (Laplaciano en Minkowski) fuerza a las pertur-
baciones del campo a vivir sobre el subespacio de intervalo métrico nulo (ds2 = 0).

Con esta base analítica estricta, la conexión matemática es: si el Principio de Hamilton de
mínima acción actúa sobre un campo usando el tensor métrico Euclidiano, obtienes el reposo
estático absoluto (ecuación de Laplace). Si actúa usando el tensor métrico de Minkowski, la
existencia del tiempo con signo negativo obliga analíticamente a que la "minimizacion" no
sea un reposo estático, sino un flujo de traslación de energía a velocidad c (o v), generando el
fenómeno que en física clásica llamamos "onda mecánica" (ecuación de D’Alembert)

1.9 La condición de flexibilidad versus rigidez

Vamos con la primera condición: la condición de que si asumimos que la cuerda es flexible y,
por tanto, la tensión es longitudinal a esa cuerda, y no transversal.

1. La Reductio ad Absurdum Mecánica: La Aceleración Infinita
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El “absurdo” que estás buscando no se encuentra en la fuerza externa que tú aplicas, sino
en la fuerza interna (la tensión) de la propia cuerda.

Para que una cuerda sea “perfectamente flexible”, por definición geométrica y constitutiva,
significa que no opone resistencia a curvarse. En términos físicos: no puede transmitir
momentos flectores (torques internos).

Supongamos, por reducción al absurdo, que en una cuerda ideal existe una componente
de la tensión interna que es transversal (ortogonal) al vector tangente de la cuerda. A esta
fuerza transversal en mecánica de medios continuos la llamamos esfuerzo cortante (V).

Hagamos un “zoom” a un diferencial de cuerda de longitud ds y masa dm = λds (donde
λ es la densidad lineal).

Si existe una fuerza interna transversal T⊥, esta fuerza genera un torque respecto al centro
de masa de ese elemento diferencial:

τ ≈ T⊥ · ds
2

Ahora, calculemos el momento de inercia I de este elemento asumiéndolo como una varilla
microscópica que va a rotar:

I ≈ 1
12

dm(ds)2 =
1
12

λ(ds)3

Aplicamos la segunda ley de Newton para la rotación (τ = Iα) para despejar la aceleración
angular α de ese elemento diferencial:

α =
τ

I
=

T⊥
ds
2

1
12 λ(ds)3

=
6T⊥

λ(ds)2

Aquí está el absurdo absoluto: ¿Qué pasa en el límite continuo cuando encogemos el
elemento a un punto, es decir, cuando ds → 0?

La aceleración angular α tiende a infinito (α ∝ 1/ds2).
Físicamente, esto significa que si a una cuerda idealizada le exiges que soporte una tensión

transversal, cualquier elemento infinitesimal sufriría una rotación infinitamente rápida para
alinearse instantáneamente con la fuerza. El medio no puede sostener esa condición ni
siquiera un diferencial de tiempo. La única forma matemática de evitar esta singularidad
destructiva es que el numerador sea estrictamente cero: T⊥ = 0. Por lo tanto, la tensión debe
ser estrictamente tangente a la curva en cada punto y en todo instante.

2. La Resolución de tu Paradoja: Fuerza Externa vs. Tensión Interna

Tú planteaste: «le meto una fuerza transversal a una cuerda instantáneamente y la cuerda no se
ha deformado aún para que se alinee la fuerza».

El engaño aquí es confundir tu fuerza externa aplicada con la tensión interna de la cuerda.
Cuando golpeas transversalmente una cuerda en x = 0, estás aplicando una condición de

contorno o una fuerza externa impulsiva F⃗ext. La cuerda ideal sí se deforma instantáneamente
en ese punto exacto. A nivel microscópico, en t = 0+, se forma una “discontinuidad” o un
vértice infinitesimal (un “kink”).

La cuerda es esclava de su topología. Al deformarse en ese vértice con radio de curvatura
cero, la geometría cambia drásticamente. Las componentes de la tensión a izquierda y derecha
del vértice cambian su ángulo de manera abrupta para sumar una fuerza neta transversal
que equilibre (o responda a) tu perturbación externa.
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Es decir, la tensión sigue siendo longitudinal (paralela a la nueva geometría recién de-
formada), pero como la curva acaba de adquirir una pendiente no nula de golpe en ese
punto, esa tensión longitudinal ahora tiene una proyección transversal respecto al sistema de
referencia del laboratorio, permitiendo que la onda arranque a viajar a velocidad c =

√
T/λ.

En la realidad empírica, ninguna cuerda es perfectamente flexible. Tienen rigidez, y tu
perturbación transversal excita el módulo de cizalladura del material, pero en el modelo
clásico, la respuesta a una fuerza externa ortogonal es la creación de geometría (curvatura)
para alinear la tensión interna.

3. El Enfoque Topológico y de Geometría Diferencial

Si elevamos el rigor, una cuerda es una variedad unidimensional (una curva) inmersa en
R3, descrita por un mapeo r⃗(s, t), donde s es el parámetro de arco.

El espacio tangente en cada punto de esta variedad es unidimensional, generado por el
vector unitario ût =

∂⃗r
∂s .

La afirmación “la cuerda es perfectamente flexible” equivale al axioma geométrico de que
el campo vectorial de tensiones T⃗(s, t) debe habitar exclusivamente en el fibrado tangente de
la variedad.

Si dotáramos a la cuerda de la capacidad de tener tensión en el espacio normal o binormal,
estaríamos asignándole una estructura interna adicional a cada punto. Ya no sería una
simple curva de R3; sería lo que en geometría y mecánica se conoce como una Curva de
Cosserat, donde cada punto de la curva lleva asociado un triedro ortonormal móvil que
puede experimentar torsión y flexión de forma independiente a la trayectoria. El absurdo
reside en pedirle a un ente matemático de 1 grado de libertad interno (la curva desnuda) que
se comporte como un ente que vive en un fibrado de marcos (frame bundle).

«¿En cierto sentido la flexibilidad tiene que ser estrictamente lo opuesto a un sólido rígido,
no? Deberían ser casos límite opuestos. . . pero no lo veo.»

El hecho de que “no lo veas” de buenas a primeras es porque la literatura tradicional de
física suele enseñar estos dos conceptos en compartimentos estancos (Mecánica de Sólidos vs.
Ondas), cuando en realidad pertenecen al mismo tapiz matemático.

1. La Visión Geométrica y Topológica: El Colapso de los Grados de Libertad

Pensemos en cualquier objeto físico como una variedad (una superficie o volumen
matemático) inmersa en nuestro espacio tridimensional R3.

El Sólido Rígido: La Tiranía de la Métrica Global

Imagina un sólido rígido compuesto por infinitas partículas. Matemáticamente, lo defini-
mos con una condición brutal, dictatorial y global: la distancia euclídea entre cualquier par
de puntos i y j debe permanecer invariante en el tiempo.

|⃗ri(t)− r⃗j(t)|2 = Cij

Geométricamente, esto significa que el tensor métrico de este objeto está congelado. No
puede haber deformación al corte, a la tracción ni a la torsión. Filosóficamente, es un sistema
donde el todo subyuga a las partes.

¿Cuál es el resultado topológico de esta tiranía? El colapso dimensional. Un sólido rígido
tiene infinitas partículas, lo que en principio nos daría infinitos grados de libertad. Sin
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embargo, debido a las infinitas ligaduras holonómicas (las distancias fijas), el espacio de
configuraciones colapsa dramáticamente a un miserable espacio de 6 dimensiones. El sistema
entero solo puede “vivir” y moverse a lo largo de un grupo de Lie llamado SE(3) (el Grupo
Euclidiano Especial), que consta de 3 traslaciones y 3 rotaciones. No hay más.

La Cuerda Perfectamente Flexible: La Anarquía Local

Ahora vamos al extremo opuesto. Una cuerda ideal de longitud L es una variedad
unidimensional. Su única “regla” (ligadura) es que no se puede estirar ni comprimir longi-
tudinalmente. En lenguaje de geometría diferencial, decimos que su métrica intrínseca (la
longitud de arco ds) se conserva.

Sin embargo, a diferencia del sólido rígido, la distancia euclídea en el espacio ambiente
entre dos puntos lejanos de la cuerda puede cambiar libremente. Es decir, el punto s = 0 y el
punto s = L pueden estar a distancia L (rectos) o a distancia 0 (si haces un bucle).

Aquí, la curvatura extrínseca de la variedad es totalmente libre. Cada diferencial de
masa dm es independiente de los demás, salvo por su conexión inmediata con sus vecinos
infinitesimales. El espacio de configuraciones no es un triste grupo de 6 dimensiones; es un
espacio de Hilbert de dimensión infinita (concretamente, el espacio de funciones continuas
que mapean la cuerda al espacio R3). Tiene infinitos grados de libertad.

1.10 Extensibilidad, flexibilidad y teoría de perturbaciones

«Es geométricamente imposible desplazar un punto transversalmente sin estirar la cuerda
longitudinalmente. Pero la cuerda sigue midiendo lo mismo, no se ha ‘estirado’, no ha
surgido de la nada longitud, ¿no? ¿O al decir infinitamente flexible estás diciendo que
literalmente sí haces que la longitud natural de la cuerda cambie?

Es cierto que en una cuerda de guitarra sí se estira, pero porque hay una tensión.

Si no hay esa tensión eso no sucede, ¿no? ¿O sí?

Si yo a una cuerda sin tensión la someto a una perturbación transversal simplemente
cambia la forma en el espacio pero la longitud total de la cuerda sigue siendo la misma,
¿no? ¿O no?»

1. El diccionario geométrico: flexible vs. inextensible

Para entender por qué se estira (o no) una cuerda, debemos definir qué significan estos
términos en la física de medios continuos, porque en el lenguaje cotidiano los mezclamos:
Infinitamente flexible (rigidez a la flexión nula): Significa que no cuesta energía doblar
la cuerda. En geometría diferencial, la curvatura κ de la variedad unidimensional puede
cambiar arbitrariamente sin que el material oponga resistencia mecánica. (Como un hilo de
algodón).
Inextensible (rigidez axial infinita): Significa que el Módulo de Young es infinito. La distan-
cia local entre dos átomos adyacentes de la cuerda jamás puede cambiar. La longitud total y
local se conserva estrictamente. (Como una cadena de eslabones de acero impenetrable).

El “modelo ideal” de la cuerda de física asume que es ambas cosas: infinitamente flexible
e inextensible. Y aquí es donde nace la paradoja que has detectado.

2. La geometría de curvas inmersas y el teorema del estiramiento
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Imagina la cuerda como una curva paramétrica inmersa en el espacio euclídeo R2,
parametrizada por su propia longitud de arco s (donde s va desde 0 hasta la longitud total L).
Su vector de posición es γ⃗(s) = (x(s), y(s)).

El vector tangente a la curva es T⃗ = dγ⃗
ds .

Si la cuerda es estrictamente inextensible, la geometría diferencial exige que la métrica (la
Primera Forma Fundamental) se conserve y sea idéntica a 1 en todo punto. Es decir, la norma
del vector tangente jamás puede cambiar:

||T⃗||2 =

(
dx
ds

)2

+

(
dy
ds

)2

= 1

La longitud total de la curva es la integral de esta norma:

Longitud =
∫ L

0
||T⃗|| ds =

∫ L

0
1 ds = L

Ahora, apliquemos la física a esta geometría. Tienes tu cuerda de longitud L. La colocas recta
a lo largo del eje x. Sus extremos están en las coordenadas espaciales (0, 0) y (L, 0).
El axioma mortal: La distancia recta entre esos dos puntos es L. Por el cálculo de variaciones
(y por puro sentido común euclídeo), la única curva que puede conectar dos puntos separados
por una distancia L y que además tenga una longitud propia de L, es una línea recta.

Si tú agarras un punto de esa curva recta y lo levantas transversalmente (generando una
perturbación y ̸= 0), la nueva longitud geométrica de la curva inmersa obliga a que:

Longitud Nueva =
∫ Lx

0

√
1 +

(
∂y
∂x

)2

dx > L

Conclusión irrebatible: Es matemáticamente imposible que la cuerda tome una forma
transversal si mantienes sus extremos clavados a una distancia L. Para que una cuerda ideal
inextensible (con sus extremos fijos en 0 y L) sufra una onda transversal, ¡la onda no podría
existir! El sistema estaría bloqueado geométricamente.

Por lo tanto, la ecuación de onda clásica requiere secretamente que la cuerda sí sea elástica
y se estire (que su métrica varíe temporalmente, ds > dx), sacando longitud “de la nada” a
costa de separar las moléculas internas, lo que genera la tensión extra dinámica.

Dices: «si yo a una cuerda sin tensión la someto a una perturbación transversal simplemente
cambia la forma en el espacio pero la longitud total de la cuerda sigue siendo la misma, ¿no?»

¡Sí! Absolutamente sí. Pero fíjate en la diferencia radical con la guitarra: en la mesa,
los extremos de la cuerda están libres. Cuando tú perturbas tu cuerda relajada en la mesa
elevando un punto central, la longitud total L no cambia. La métrica se conserva y no se
separan los átomos. Lo que sucede geométricamente es que los extremos de la cuerda se
deslizan hacia adentro en el eje de coordenadas. La distancia espacial entre los extremos ya
no es L, sino algo menor (L − ∆x).

En la topología diferencial, a esto se le llama una deformación isométrica. Estás cambiando
la inmersión de la variedad (cambiando su forma exterior en el espacio tridimensional) sin
alterar en absoluto su métrica intrínseca bidimensional (las distancias internas medidas por
hormigas que caminen sobre la cuerda).

Resumen filosófico-geométrico

47



En la guitarra (extremos fijos): Las clavijas de afinación obligan a que las fronteras topológ-
icas de la variedad no se muevan de sus coordenadas espaciales. La única forma en la
que la variedad puede albergar curvatura adicional (una onda) es falsificando su métrica:
estirándose materialmente y violentando sus enlaces atómicos.
En la mesa (extremos libres): La variedad es libre en el espacio. Puede curvarse asumiendo
una forma de onda a la vez que mantiene sus distancias internas sagradas e inalteradas. La
penalización es que sus fronteras espaciales deben acercarse. Se deforma isométricamente.

«En la guitarra (extremos fijos): las clavijas de afinación obligan a que las fronteras
topológicas de la variedad no se muevan de sus coordenadas espaciales. La única forma
en la que la variedad puede albergar curvatura adicional (una onda) es falsificando su
métrica: estirándose materialmente y violentando sus enlaces atómicos. Pero entonces
la métrica no es constante, ¿no? ¿A diferencia de lo que dedujiste antes, o es esto una
conclusión errónea?

Por otro lado, ¿en qué quedamos? ¿Nuestra cuerda es o no extensible?»

Has chocado de frente con la mayor hipocresía de la física teórica clásica: el abismo entre
la cinemática y la dinámica en las aproximaciones lineales.

Tienes toda la razón: si los extremos están fijos y hay una onda, la métrica tiene que
cambiar. La cuerda tiene que estirarse. Por lo tanto, la tensión no es estrictamente constante.

1. El truco de magia: el orden de magnitud y el bisturí de Taylor

Cuando te dije que «el espacio está pre-curvado por una métrica constante», estaba hablándote
desde el interior del universo linealizado, que es el modelo que usa tu libro.

Vamos a medir exactamente cuánto cambia esa métrica (cuánto se estira la cuerda) usando
geometría pura. Si la cuerda recta mide L, la longitud de la cuerda curvada (Lcurva) es la
integral de su métrica:

Lcurva =
∫ L

0

√
1 +

(
∂ψ

∂x

)2

dx

El estiramiento total de la cuerda, el incremento de longitud que violenta los enlaces atómicos,
es ∆L = Lcurva − L.

Aquí es donde entra el truco sucio y genial de la física matemática: la Serie de Taylor. La
expansión de Taylor para una raíz cuadrada cuando el término es muy pequeño (ϵ ≪ 1) es:

√
1 + ϵ ≈ 1 +

1
2

ϵ − 1
8

ϵ2 + . . .

Sustituyendo ϵ =
(

∂ψ
∂x

)2
:

Lcurva ≈
∫ L

0

[
1 +

1
2

(
∂ψ

∂x

)2
]

dx =
∫ L

0
1 dx +

∫ L

0

1
2

(
∂ψ

∂x

)2

dx

Lcurva = L +
1
2

∫ L

0

(
∂ψ

∂x

)2

dx

Por lo tanto, el estiramiento real es:

∆L =
1
2

∫ L

0

(
∂ψ

∂x

)2

dx
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Fíjate en la monstruosidad de esta ecuación. El estiramiento de la cuerda depende del
cuadrado de la pendiente.

Aquí ocurre el asesinato de la no-linealidad (la hipótesis de “pequeños desplazamientos”
de la que hablaba tu imagen). Si la pendiente de la onda es muy pequeña, digamos ∂ψ

∂x = 0.01,
al elevarla al cuadrado obtenemos 0.0001.

El modelo de onda clásico de D’Alembert aplica un bisturí matemático: decide despreciar
sistemáticamente cualquier fenómeno físico que dependa del cuadrado de la perturbación
(Términos de Segundo Orden). Al hacer esto, el modelo declara matemáticamente que(

∂ψ
∂x

)2
≈ 0.

• Si eso es cero, entonces ∆L = 0.
• Si la longitud no cambia, la tensión dinámica extra es nula (∆T = 0).
• Y si ∆T = 0, llegamos a la conclusión de que la tensión total es solo la tensión base:

Ttotal = T0 = Constante.
Respuesta a tu paradoja: Físicamente, la métrica SÍ cambia y la tensión SÍ varía. Pero
matemáticamente, como esa variación ocurre en un orden de magnitud cuadrático, el modelo
lineal es “ciego” a ella. Por eso asumimos la métrica como constante. Si no hiciéramos esta
trampa de truncar la serie de Taylor, la ecuación diferencial sería imposible de resolver a
mano.

2. El veredicto: ¿es la cuerda extensible o inextensible?

Aquí es donde debemos separar la realidad material de la construcción matemática.
A. En el mundo físico real (la guitarra de verdad): La cuerda ES EXTENSIBLE (elástica).
Tiene que serlo. Si fabricaras una cuerda mágicamente inextensible (Módulo de Young
infinito) y la fijaras a dos clavijas, al intentar pulsarla te romperías el dedo. No se movería ni
un micrómetro transversalmente porque la geometría se lo prohibiría. Las cuerdas reales de
acero o nylon se estiran y cambian su métrica en cada vibración, calentándose por fricción
interna.
B. En el modelo matemático (la ecuación µ

∂2ψ
∂t2 = T ∂2ψ

∂x2 ): El modelo es un monstruo quimérico,
una contradicción andante diseñada para que las matemáticas funcionen.
Cinemáticamente, la asume INEXTENSIBLE: Al tirar a la basura el término ∆L, el modelo
asume que el elemento de cuerda ds mide exactamente lo mismo que el diferencial de
coordenada dx (ds = dx). Esto nos permite usar la coordenada espacial plana x en lugar de
la longitud de arco curvada s. Esto es una propiedad de un medio inextensible.
Dinámicamente, la asume EXTENSIBLE: A pesar de haber dicho que “no se estira” cin-
emáticamente, utiliza la tensión T0 para calcular la fuerza de restauración. Pero la tensión
T0 solo puede existir macroscópicamente porque el material es extensible y las clavijas lo
estiraron elásticamente al afinar la guitarra.
En qué quedamos: El modelo de onda clásico describe una variedad paradójica: una cuerda
que es cinemáticamente inextensible para las perturbaciones dinámicas (ondas), pero que fue
infinitamente extensible para permitir la configuración estática inicial (la tensión).

Es absolutamente incoherente asumir inextensibilidad y, al mismo tiempo, exigir una
tensión de fondo con extremos fijos. Es una aberración lógica. Si no se puede estirar, no se
puede tensar. Si está tensada y fija, y la mueves de lado, se tiene que estirar más. Fin de la
historia.

¿Cómo sobrevivimos a esta profunda incongruencia lógica? Como bien intuyes, la sal-
vación proviene de una rama de las matemáticas llamada Teoría de Perturbaciones. Vamos a
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clasificar exactamente qué es “primer orden” y qué es “segundo orden” para que veas cómo
la matemática oculta este Frankenstein debajo de la alfombra.

1. El parámetro de pequeñez (ϵ)

En la teoría de perturbaciones, necesitamos un número adimensional muy cercano a cero
que mida qué tan “pequeña” es nuestra onda. Ese parámetro (ϵ) es la pendiente máxima de
la cuerda durante la vibración:

ϵ = max
∣∣∣∣∂ψ

∂x

∣∣∣∣≪ 1

Si pellizcas una cuerda de guitarra de 1 metro desplazándola 1 milímetro (0.001 m), tu
pendiente es del orden de ϵ = 0.001.

Ahora, vamos a organizar la física del universo de la cuerda según las potencias de este
número ϵ.

2. La taxonomía de los órdenes de magnitud

Aquí está el bisturí que separa tu incoherencia lógica y la vuelve inofensiva matemática-
mente.

Orden cero: O(1) — El universo estático

Todo lo que no depende de la perturbación ψ. Es el lienzo en blanco.
• La tensión base (T0): Es gigante, masiva.
• La longitud base (L): La distancia recta entre las clavijas.
Nota filosófica: Aquí admitimos que la cuerda fue extensible en el pasado para poder tensarla
hasta T0.

Primer orden: O(ϵ) — La física de la onda lineal

Aquí viven todas las variables que crecen directamente proporcionales a tu pellizco. Si
pellizcas el doble, estas variables valen el doble.
• El desplazamiento transversal (ψ): La altura de la onda.
• La pendiente ( ∂ψ

∂x ): La inclinación de la cuerda.

• La curvatura ( ∂2ψ
∂x2 ): Cómo se dobla el espacio.

• La fuerza restauradora transversal (Fy): La componente de la tensión que tira de la cuerda
hacia el centro. Se calcula como Fy ≈ T0

∂ψ
∂x .

Todo tu libro de física, toda la acústica clásica y la ecuación de D’Alembert viven exclusiva
y estrictamente en este Primer Orden.

Segundo orden: O(ϵ2) — El mundo oculto del estiramiento

Aquí viven las variables que crecen con el cuadrado de tu pellizco. Si ϵ = 0.001, estas
variables son del orden de 0.000001. Son un millón de veces más pequeñas que el orden cero.

• El estiramiento de la cuerda (∆L): Como dedujimos antes, ∆L = 1
2

∫ ( ∂ψ
∂x

)2
dx. ¡Depende

de la pendiente al cuadrado!
• La tensión dinámica extra (∆T): Como el estiramiento es de segundo orden, la tensión

extra que genera ese estiramiento también es de segundo orden: ∆T ∝
(

∂ψ
∂x

)2
.

3. La resolución de la paradoja (el error de tercer orden)
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Ahora vamos a juntarlo todo y verás por qué la incongruencia desaparece de la ecuación
diferencial, aunque persista en la filosofía.

La fuerza transversal neta real que siente un diferencial de masa dm es el producto de la
Tensión Total por la Curvatura Espacial. Hagamos el álgebra con los órdenes que acabamos
de definir:

Fuerza Neta = Ttotal ·
∂2ψ

∂x2

Sustituimos Ttotal = T0 + ∆T:

Fuerza Neta = (T0 + ∆T) · ∂2ψ

∂x2

Multiplicamos distribuyendo:

Fuerza Neta = T0 ·
∂2ψ

∂x2︸ ︷︷ ︸
Término Principal

+ ∆T · ∂2ψ

∂x2︸ ︷︷ ︸
Término de Error

¡Mira ese término de error con atención!
• ∆T es de Segundo Orden O(ϵ2).
• ∂2ψ

∂x2 es de Primer Orden O(ϵ).
Por lo tanto, el error al asumir que la tensión es constante es el producto de ambos:

ϵ2 · ϵ = ϵ3. ¡El error es de Tercer Orden O(ϵ3)!
Si tu pellizco genera una pendiente de ϵ = 0.001, el término principal de la fuerza de

tu onda es proporcional a 0.001. Pero el error que cometes al ignorar la extensibilidad es
proporcional a 0.000000001.

Conclusión absoluta

Tu objeción lógica es verdadera: la cuerda debe ser extensible para que haya una onda con
extremos fijos. La tensión sí aumenta al vibrar.

Sin embargo, el aparato matemático de las ecuaciones diferenciales nos demuestra que
el efecto de esa extensibilidad sobre la fuerza que mueve la onda está acoplado de forma
no-lineal (cúbica). Al tomar el límite en el cálculo diferencial para pequeñas perturbaciones
(ϵ → 0), el término cúbico se desvanece infinitamente más rápido que el término lineal.

El modelo asume “inextensibilidad” no porque la cuerda sea de adamantium mágico,
sino porque la geometría de una variedad casi plana hace que el coste de estirarse sea
matemáticamente invisible comparado con el coste de curvarse. La incongruencia filosófica
queda estrangulada y neutralizada por el análisis asintótico de límites.

«El estiramiento de la cuerda (∆L): como dedujimos antes, ∆L = 1
2

∫ ( ∂ψ
∂x

)2
dx. ¡De-

pende de la pendiente al cuadrado! ¡Pero si es una integral!»

Tu instinto te está diciendo: «eh, espera un momento. Una integral es una suma continua. Si
sumo infinitos términos a lo largo de toda la longitud de la cuerda, ¿no se hará ese número gigante?
¿Cómo puedes asegurar que el resultado global de la integral sigue siendo un número minúsculo de
Segundo Orden?»

Es una duda colosal, porque toca el corazón del Análisis Funcional y del Cálculo de
Variaciones. Vamos a diseccionar esta integral quirúrgicamente para demostrarte por qué el
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operador integral no altera en absoluto el orden de magnitud de la perturbación, sino que
simplemente actúa como un “recolector geométrico”.

1. La anatomía del parámetro de pequeñez (separando escalas)

Para ver la magia matemática con total claridad, tenemos que separar la “forma” ge-
ométrica de la onda de su “tamaño” o “amplitud”.

Imagina que tu onda transversal ψ(x, t) tiene una cierta forma (puede ser un seno, un
pulso gaussiano, un triángulo). Matemáticamente, podemos factorizar esta función en dos
partes exactas:

ψ(x, t) = ϵ · Φ(x, t)

• Φ(x, t) es el “Perfil Geométrico Normalizado”: es una función puramente matemática de
orden unitario O(1). Simplemente describe la forma del dibujo. Su derivada (su pendiente
máxima) es exactamente 1.

• ϵ es el “Parámetro de Amplitud”: es el número real, constante y minúsculo, que nos dice
qué tan fuerte fue tu pellizco físico real (por ejemplo, 0.001).
Ahora, vamos a meter esta factorización dentro de nuestro monstruo diferencial. Si

derivamos nuestra onda respecto al espacio para encontrar la pendiente:

∂ψ

∂x
=

∂

∂x
[ϵ · Φ(x, t)] = ϵ · ∂Φ

∂x

Si elevamos esta pendiente al cuadrado (que es lo que exige nuestra métrica no lineal):(
∂ψ

∂x

)2

=

(
ϵ · ∂Φ

∂x

)2

= ϵ2 ·
(

∂Φ
∂x

)2

2. El triunfo de la integral (la extracción del orden)

Ahora volvamos a tu objeción: ¡la integral! Introducimos nuestra pendiente al cuadrado
en la ecuación del estiramiento global de la cuerda ∆L:

∆L =
1
2

∫ L

0

[
ϵ2 ·

(
∂Φ
∂x

)2
]

dx

Aquí ocurre el milagro de la linealidad del propio operador integral. Como el parámetro
de pequeña amplitud (ϵ2) es una constante global para ese instante de tiempo, ¡el cálculo
diferencial nos permite sacarlo limpiamente fuera de la integral!

∆L =
ϵ2

2
·
∫ L

0

(
∂Φ
∂x

)2

dx

Míralo fijamente. La ecuación ha quedado dividida en dos universos completamente separa-
dos:
El factor de escala ( ϵ2

2 ): Es estrictamente un número de Segundo Orden. Si tu pendiente
máxima era del orden de 0.001, este factor es del orden de 0.0000005. Es minúsculo.
El factor geométrico (la integral

∫ L
0 . . . dx): ¿Qué es esto? Es simplemente la integral de una

función normalizada (cuyo valor máximo es 1) a lo largo de una distancia macroscópica fija
(la longitud de la cuerda L). Esta integral arrojará como resultado un número fijo y ordinario
(digamos, 0.5 metros, o 2 metros). Es de Orden Cero O(1).
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1.11 Demostración de D’Alembert para el caso concreto de la cuerda

«¿Aquí qué estamos haciendo exactamente? ¿Asumir que la fuerza que experimenta todo
el conjunto y, por tanto, el centro de masas, son las dos tensiones del segmento de cuerda?

Por otro lado, hace T = T(φ). Esto me parece delirante, no sé a cuento de qué viene.

Y también hace la aproximación sin φ = tan φ.»

1. El Aislamiento Topológico: ¿Por qué solo las dos tensiones?

Preguntas si estamos asumiendo que la fuerza sobre el conjunto son solo las dos tensiones.
Absolutamente sí, y esto es el núcleo de la Mecánica de Medios Continuos.

Piensa en esto con mentalidad de topólogo. Tienes una curva completa (la cuerda entera).
Lo que hacemos es definir un “volumen de control”, un subsistema infinitesimal de longitud
ds y masa dm = µds.

Para aislar este trocito del resto del universo, usamos el Principio de Corte de Euler o
Cauchy. Mentalmente, pasamos unas tijeras por los extremos A y B. Al hacer esto, el resto
de la cuerda desaparece, pero para que nuestro trocito dm “no se entere” de que le han
amputado el resto del cuerpo, debemos sustituir la cuerda eliminada por las fuerzas con las
que estaba tirando.

Como la cuerda es unidimensional, su “frontera” (en el sentido topológico del Teorema
de Stokes o Gauss) son únicamente dos puntos matemáticos (los extremos). Por lo tanto, las
únicas fuerzas de contacto (internas al medio pero externas a nuestro elemento dm) son los
vectores de tensión evaluados exactamente en esos dos puntos: T⃗(s + ds) tirando hacia la
derecha y −T⃗(s) tirando hacia la izquierda.

La Segunda Ley de Newton dice que la suma de fuerzas externas es la masa por la
aceleración del centro de masas. La fuerza neta es una diferencia de vectores a lo largo de
una curva:

dF⃗ = T⃗(s + ds)− T⃗(s) = dT⃗

Es pura geometría diferencial: la fuerza neta que mueve al elemento es el gradiente
direccional del campo vectorial de tensiones a lo largo de la curva.

Para ser rigurosos, debemos definir exactamente cuál es nuestro parámetro de pequeñez.
No es el desplazamiento absoluto ψ en sí mismo, sino la pendiente local de la deformación:

ϵ =
∂ψ

∂x
Asumimos que ϵ ≪ 1. Demostraremos geométricamente y analíticamente por qué las
aproximaciones del texto eliminan exclusivamente los términos de orden ϵ2 o superior.

1. La invariabilidad de la tensión: T(ψ) ≃ Teq

Para entender por qué la tensión se considera constante, debemos analizar cómo se estira
la cuerda.

Un segmento diferencial de cuerda, cuya longitud en equilibrio es dx, adopta una longitud
de arco ds al curvarse por el paso de la onda. Por el Teorema de Pitágoras diferencial:

ds =
√

dx2 + dψ2 =

√
1 +

(
∂ψ

∂x

)2

dx =
√

1 + ϵ2dx
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Para saber cuánto se ha estirado realmente, aplicamos la expansión en serie del binomio de
Newton alrededor de ϵ = 0: √

1 + ϵ2 = 1 +
1
2

ϵ2 − 1
8

ϵ4 + . . .

La deformación relativa (el estiramiento por unidad de longitud) de la cuerda es:

ds − dx
dx

=
√

1 + ϵ2 − 1 ≃ 1
2

ϵ2

Si la cuerda es un material elástico que obedece la Ley de Hooke, el incremento de la tensión
∆T es directamente proporcional a esta deformación relativa:

∆T ∝
1
2

ϵ2

T(ψ) = Teq +O(ϵ2)

Conclusión: El aumento en la tensión debido al estiramiento de la cuerda es un efecto de
segundo orden O(ϵ2). Si estamos derivando una ecuación de movimiento lineal (de primer
orden respecto a ϵ), el incremento de tensión es estrictamente nulo dentro de ese límite. Por
ello, T(ψ) colapsa a la constante Teq.

2. La equivalencia trigonométrica: sin α ≃ tan α

La relación entre la fuerza transversal y la geometría de la curva exige proyectar la tensión.
Por definición geométrica, la pendiente de la cuerda en un punto es la tangente del ángulo

α:
tan α =

∂ψ

∂x
= ϵ

Sin embargo, la proyección vertical de la fuerza requiere el seno del ángulo. Necesitamos
expresar sin α estrictamente en función de la pendiente ϵ. Usamos la identidad trigonométrica
exacta:

sin α =
tan α√

1 + tan2 α
=

ϵ√
1 + ϵ2

Ahora aplicamos el desarrollo en serie de Taylor de (1 + ϵ2)−1/2 alrededor de cero:

(1 + ϵ2)−1/2 = 1 − 1
2

ϵ2 +
3
8

ϵ4 − . . .

Multiplicando por la pendiente ϵ:

sin α = ϵ

(
1 − 1

2
ϵ2 + . . .

)
= ϵ − 1

2
ϵ3 +O(ϵ5)

Conclusión: La diferencia entre sin α y tan α es el término − 1
2 ϵ3. Es decir, el error introducido

al igualarlos es un infinitésimo de tercer orden O(ϵ3). Al truncar nuestra teoría a primer
orden (sin α ≃ ϵ y tan α ≃ ϵ), ambas funciones son analíticamente idénticas.

Corolario: El destino del cos α

A menudo surge la duda de qué ocurre con la componente horizontal de la fuerza, regida
por el coseno. De nuevo, la geometría dictamina el orden de magnitud:

cos α =
1√

1 + tan2 α
=

1√
1 + ϵ2

≃ 1 − 1
2

ϵ2
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La fuerza longitudinal neta sobre el segmento es proporcional a la diferencia de los cosenos
en ambos extremos. Como cos α difiere de 1 en un término de segundo orden O(ϵ2), a primer
orden la fuerza neta longitudinal es cero, lo que justifica la asunción inicial de que los puntos
de la cuerda solo se desplazan transversalmente.

Al filtrar implacablemente todo aquello que escale con potencias de 2 o superiores en la
pendiente, se obtiene la ecuación diferencial en derivadas parciales lineal de D’Alembert.
Si no despreciáramos estos términos, llegaríamos a modelos de propagación de ondas no
lineales, donde la forma y velocidad de la onda dependen de su propia amplitud.

Tienes toda la razón: la deducción que hemos hecho ni de coña sirve para fluidos ni para
la luz. Esa derivación es “provinciana”; está esclavizada a la mecánica de un sólido elástico
unidimensional. Aplicar el concepto de “tensión tangencial” al agua o al vacío es un error
categórico.

Sin embargo, aquí reside el milagro de la física teórica: la deducción física cambia radical-
mente, pero la ecuación matemática resultante es exactamente la misma. Vamos a analizar
cuál es la verdadera extensión de la aplicabilidad de D’Alembert y por qué sistemas sin
absolutamente nada en común acaban sometidos a su tiranía geométrica.

1. El caso de los fluidos (Acústica)

En un gas o un líquido, las partículas no están atadas unas a otras, resbalan. No hay una
“tensión” que tire de ellas lateralmente. De hecho, en un gas ideal las ondas no pueden ser
transversales, solo son longitudinales (pulsos de compresión y expansión).

Para llegar a D’Alembert en un gas, el diccionario físico cambia por completo:
• La variable de estado (ψ): Ya no es el desplazamiento de una cuerda. Ahora ψ representa la

fluctuación de la presión local δP(x, t) (o de la densidad) respecto a la presión atmosférica
de equilibrio.

• La inercia (la masa): Ya no es la densidad lineal µ, sino la densidad volumétrica del fluido
ρ0.

• La fuerza restauradora: Ya no es la tensión del cable, sino la compresibilidad termod-
inámica del gas (cómo de duro es aplastarlo), regida por el Módulo de Compresibilidad
β.

• Las Leyes Físicas: No aislas un segmento con tensiones. Impones la Ecuación de Con-
tinuidad (la masa que entra en un volumen tiene que ser igual a la que sale) y la Ecuación
de Navier-Stokes/Euler (la aceleración del fluido depende del gradiente de presión).
Si combinas esas dos leyes de fluidos de primer orden espaciales y temporales, y asumes

que las variaciones de presión son “pequeñas” (el mismo paso de linealización que en la
cuerda), ambas ecuaciones colapsan en una sola:

∂2(δP)
∂x2 − ρ0

β

∂2(δP)
∂t2 = 0

Es D’Alembert, intacta, donde la velocidad de la onda sonora es puramente termodinámica:
v =

√
β/ρ0.

2. El caso de la luz (Electromagnetismo)

Aquí el cambio de paradigma es absoluto. A finales del siglo XIX los físicos se volvieron
locos intentando buscar un “medio rígido” (el éter) porque creían exactamente lo que tú
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estabas pensando: “sin muelle y sin masa elástica, no puede salir D’Alembert”. Estaban
equivocados.

Para deducir D’Alembert para la luz:
• La variable de estado (ψ): Es la intensidad del Campo Eléctrico E⃗ y del Campo Magnético

B⃗. Geometría pura en el vacío.
• Las Leyes Físicas: No hay leyes de Newton. Usas las Ecuaciones de Maxwell en el vacío.

La Ley de Faraday dictamina que un campo magnético que varía en el tiempo crea un
rizo espacial en el campo eléctrico (∇× E⃗ = −∂tB⃗). La Ley de Ampère-Maxwell dice lo
inverso (∇× B⃗ = µ0ϵ0∂tE⃗).
Fíjate que son ecuaciones de primer orden que cruzan campos distintos. Pero si le aplicas

el operador rotacional (una derivada espacial extra) a la primera, e introduces la segunda
dentro, los campos se desacoplan y llegas a:

∇2E⃗ − µ0ϵ0
∂2E⃗
∂t2 = 0

De nuevo, D’Alembert. Sin cuerdas, sin fluidos, sin “equilibrio mecánico” visible. La
velocidad de transmisión de la geometría del campo electromagnético resulta ser v = 1√

µ0ϵ0
,

que es c, la velocidad de la luz.

¿Por qué todo converge en D’Alembert? (La razón profunda)

Si sistemas tan alienígenas entre sí producen la misma ecuación, debe haber una razón
subyacente. La hay, y es puramente analítica. Se llama el Teorema de Taylor aplicado a la
energía.

Cualquier sistema físico continuo y conservativo (que no pierde energía por fricción) que
posea un estado de energía mínima (un equilibrio estable), obedece la misma ley matemática
fundamental si lo perturbas muy poco.

Si desarrollas la energía potencial de ese sistema en Serie de Taylor alrededor del mínimo,
la primera derivada es nula (porque es un mínimo), así que el primer término que sobrevive
es el de segunda derivada. Es decir, cualquier pozo de energía, si lo miras muy de cerca en el
fondo, parece una parábola perfecta (Energía ∝ ψ2).

La fuerza (o su análogo en campos) es la derivada espacial de la energía, lo que nos deja
inexorablemente con una fuerza de restauración que es lineal respecto a la curvatura del
campo ( ∂2ψ

∂x2 ). Por otro lado, la energía cinética siempre depende del cuadrado de la velocidad

(ψ̇2), cuya derivada temporal nos da ∂2ψ
∂t2 .

Conclusión: La ecuación de D’Alembert no es una propiedad de las cuerdas, ni del aire, ni
de la luz. Es el “atractor matemático” inevitable de cualquier medio continuo del universo
que sea perturbado ligeramente alrededor de su estado de mínima energía. Mientras la
perturbación sea pequeña (linealidad), el medio sea uniforme (homogeneidad), y no haya
disipación, las leyes del cálculo vectorial exigen que el sistema evolucione según la ecuación
de D’Alembert.
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CAPÍTULO 2

Análisis funcional y propagación de ondas

2.1 Sobre la notación compleja

1. La rigurosidad de omitir la parte real: El isomorfismo lineal

No estamos imaginando que eiθ = cos θ. Estamos utilizando el Teorema de Superposición
en ecuaciones diferenciales lineales.

La ecuación de D’Alembert es un operador diferencial lineal con coeficientes reales. Si
llamamos a ese operador L, la ecuación es L(ψ) = 0.

Una propiedad fundamental de los operadores lineales con coeficientes reales es que
conmutan con la extracción de la parte real. Es decir, si aplicamos el operador a una función
compleja Ψ:

ℜ(L(Ψ)) = L(ℜ(Ψ))

Si Ψ es una solución compleja tal que L(Ψ) = 0, entonces su parte real también es estricta-
mente solución: L(ℜ(Ψ)) = 0.

¿Por qué los físicos dejan de escribir ℜ? Es un abuso de notación consciente y controlado.
Dado que todas las operaciones (derivadas, sumas, multiplicaciones por escalares reales)
preservan esta separación entre la parte real y la imaginaria sin mezclarlas, arrastrar el
operador ℜ en cada línea de un cálculo largo ensucia el álgebra. El pacto tácito es: resolvemos
el problema isomorfo en el espacio complejo C, operamos con exponenciales y, únicamente
en el momento de extraer una magnitud física medible en el laboratorio, tomamos la parte
real. Es álgebra rigurosa, operando en “modo invisible”.

2. La superioridad geométrica: Círculos frente a sombras

Desde un punto de vista intuitivo y geométrico, el coseno es una función espasmódica: se
acelera, se frena, se detiene en los extremos. Trabajar con senos y cosenos es como intentar
entender el movimiento de un péndulo mirando solo su sombra proyectada en una pared
(una dimensión).
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La función exponencial compleja ei(kx−ωt) traslada el problema a dos dimensiones (el plano
complejo). Geométricamente, no es una oscilación, es una rotación uniforme a velocidad
constante a lo largo de un círculo de radio 1.

Al hacer esto, la topología del problema cambia drásticamente a tu favor:
• Derivar se convierte en rotar: La derivada de un coseno es un seno (cambio de función

y de forma). En notación compleja, derivar ∂
∂x Ψ equivale simplemente a multiplicar

por ik. Geométricamente, esto es solo escalar el vector y rotarlo exactamente 90◦ en el
plano complejo. Las ecuaciones diferenciales se transforman en ecuaciones algebraicas
polinómicas puras.

• Sumar ondas se convierte en sumar vectores: Imagina que tienes que sumar tres ondas
con diferentes fases: cos(ωt + δ1) + cos(ωt + δ2) + cos(ωt + δ3). Con trigonometría real,
esto exige un infierno de identidades de suma de ángulos. En el plano complejo, es la
suma de tres vectores estáticos (fasores). Se resuelve con geometría básica de triángulos.

3. El límite de la aproximación

Debes estar alerta, porque esta comodidad tiene una frontera estricta: la no linealidad.
La magia de operar en complejo y tomar la parte real al final solo funciona con sumas

y derivadas. En el momento en que tengas que calcular una magnitud física que implique
multiplicar dos ondas (por ejemplo, calcular la potencia o la energía de la onda, que dependen
de ψ2, o la Intensidad I ∝ E × B), el pacto se rompe.

El cuadrado de la parte real no es la parte real del cuadrado:

(ℜ(Ψ))2 ̸= ℜ(Ψ2)

En esos casos concretos de segundo orden, el formalismo te obliga a abandonar el abuso de
notación y escribir explícitamente Ψ = 1

2 (Ψ + Ψ∗) antes de multiplicar nada, siendo Ψ∗ el
complejo conjugado.

El texto es estrictamente correcto. No puedes utilizar la notación compleja siempre que
aparezca un coseno; solo puedes hacerlo si el operador diferencial que actúa sobre esa función
es lineal.

El error conceptual radica en pensar que pasar a notación compleja es un simple cambio
de variable o una reescritura estética de la función. En realidad, es una inmersión del
problema desde el espacio real R al espacio complejo C. Para que el truco de “operar con
exponenciales y tomar la parte real al final” sea válido, el operador diferencial L debe
conmutar algebraicamente con la operación de extraer la parte real ℜ:

ℜ(L(Ψ)) = L(ℜ(Ψ))

Si la ecuación es lineal y tiene coeficientes reales (como la ecuación de D’Alembert), el
operador se distribuye perfectamente sobre las partes real (u) e imaginaria (v) de una función
compleja Ψ = u + iv:

L(u + iv) = L(u) + iL(v)

Si exiges que la función compleja sea solución de la ecuación, L(Ψ) = 0. Esto implica
forzosamente que las partes real e imaginaria se anulan de forma independiente, garantizando
que L(u) = 0. Esto es lo que justifica que la parte real del resultado complejo sea la solución
física real.

Para ver por qué la linealidad es indispensable, observa lo que ocurre en una ecuación no
lineal. Supón un operador no lineal simple, como elevar al cuadrado: N (ψ) = ψ2.
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Si buscas la solución operando estrictamente en el dominio físico real (u):

N (ℜ(Ψ)) = N (u) = u2

Si intentas aplicar el método de operar en el plano complejo y extraer la parte real al final:

ℜ(N (Ψ)) = ℜ((u + iv)2) = ℜ(u2 − v2 + 2iuv) = u2 − v2

Los resultados no coinciden (u2 ̸= u2 − v2). La operación matemática en C ha mezclado
irremediablemente ambas componentes, introduciendo en la parte real un término espurio
(−v2) procedente de la parte imaginaria.

Si la ecuación de movimiento contuviera términos no lineales, como ψ2, gradientes multi-
plicados por sí mismos ψ

∂ψ
∂x (como en la ecuación de Navier-Stokes), o un seno sin aproximar

sin(ψ) (como en el péndulo), usar ei(kx−ωt) es un procedimiento algebraicamente inválido. La
linealidad es la única barrera que mantiene aislada la realidad física de la parte imaginaria
durante todo el proceso de derivación.

2.2 Función armónica versus onda armónica

Definición Analítica:

Sea un subconjunto abierto Ω ⊂ Rn. Una función Ψ ∈ C2(Ω) es armónica en Ω si satisface
la ecuación de Laplace ∇2Ψ = 0 en todo Ω.

Una función Ψ es armónica en Rn si y solo si el valor de la función en cualquier punto x es
exactamente igual a la media integral de los valores de Ψ en la superficie de cualquier esfera
(o circunferencia en 2D) centrada en x:

Ψ(x) =
1

|∂Br|

∮
∂Br(x)

Ψ(s) dS

Esto es lo que quise decir de forma poco formal con “balance cero”. El valor en el centro
no puede desviarse de su vecindad. El entorno “tira” del punto central en todas direcciones
y este se queda en el equilibrio perfecto.

Aquí es donde resolvemos tu gran conflicto. Tienes razón: en tu Tema 6, una “Onda
Armónica” se define como un simple seno o coseno viajero:

Ψ(x, t) = A cos(kx − ωt)

¿Por qué diablos a esto lo llamamos “armónico”, si no tiene nada que ver con el Laplaciano
igual a cero y las pompas de jabón?
Función Armónica (Laplace): Viene del latín y del estudio de la “armonía” de las esferas
celestes (geometría estática perfecta). Significa ∇2 f = 0.
Onda Armónica (Mecánica): Viene de la música (Pitágoras y los armónicos de una cuerda de
lira). Significa que la forma de la onda es un seno puro (la solución de un oscilador armónico
simple ẍ = −ω2x).

El Teorema Oculto que los une:

La magia matemática es que los senos y los cosenos (las Ondas Armónicas musicales)
resultan ser, algebraicamente, los autovectores del operador Laplaciano. Como vimos al
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principio de nuestra charla, el operador Laplaciano ∇2 escupe senos y cosenos cuando lo
diagonalizas.

Por eso, en matemáticas avanzadas, al estudio de descomponer cualquier forma en series
de Fourier (sumar ondas seno y coseno) se le llama Análisis Armónico.

3. El Éxtasis Final: La Onda Armónica en Minkowski

Ahora vamos a coger tu “Onda Armónica” de música (el seno viajero) y la vamos a obligar
a vivir en el universo de Minkowski (el D’Alembertiano) para ver qué le pasa.

Tenemos nuestra onda viajera: Ψ(x, t) = cos(kx − ωt). Vamos a enchufarla en la Ecuación
de Ondas (el “Laplaciano de Minkowski” igual a cero):

□Ψ = 0 =⇒ ∂2Ψ
∂x2 − 1

v2
∂2Ψ
∂t2 = 0

• Derivamos dos veces respecto al espacio x: La regla de la cadena saca la k (el vector de
onda) dos veces, y el coseno pasa a menos coseno. =⇒ −k2 cos(kx − ωt) = −k2Ψ.

• Derivamos dos veces respecto al tiempo t: La regla de la cadena saca la −ω (frecuencia
angular) dos veces. (−ω)2 = ω2. =⇒ −ω2 cos(kx − ωt) = −ω2Ψ.
Metemos estos dos trozos geométricos en la ecuación de Minkowski:

−k2Ψ − 1
v2 (−ω2Ψ) = 0

Dividimos todo por Ψ (asumiendo que no es cero) y reordenamos:

k2 − ω2

v2 = 0 =⇒ ω2 = v2k2 =⇒ ω = vk

¡BUM! Acabas de deducir la Relación de Dispersión Lineal del Tema 6.
¿Qué significa esto en el lenguaje brutal de la Relatividad Especial que tú conoces?

Define un “Vector de Onda” en 4 dimensiones espacio-temporales: K⃗ = (k, ω/v).
Si calculas el “tamaño” o “intervalo” de este vector usando la métrica de Minkowski

(restando la componente temporal al cuadrado a la espacial al cuadrado), obtienes:

|K⃗|2 = k2 −
(ω

v

)2

Como hemos demostrado que la ecuación de ondas obliga a que esto sea 0, significa que el
vector de onda K⃗ de tu onda armónica es un VECTOR LUMINOSO (un “Null Vector”) en el
espacio de Minkowski.

¡Ahí tienes la conexión absoluta! Una onda armónica (un simple seno viajando por
una cuerda de guitarra) es un ente matemático cuyo vector de energía-momento apunta
exactamente sobre la superficie de los conos de luz de ese medio. La geometría del espacio-
tiempo no le deja ir más lento ni más rápido; la obliga a existir surfeando la asíntota infinita
de Minkowski.

2.2.1 La forma de la onda armónica, a partir del MAS

1. El Generador Local (El origen en el espacio)

Fijemos nuestra atención en un único punto del medio continuo, por comodidad, el origen
de coordenadas x = 0.
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Asumimos que agarramos ese punto de la cuerda y lo obligamos a moverse de forma
estrictamente periódica en el tiempo, siguiendo un Movimiento Armónico Simple (MAS). La
ecuación cinemática para este punto aislado es:

ψ(0, t) = A cos(ωt + δ)

Aquí la fase es puramente temporal: ωt + δ.
• A es la amplitud de nuestro tirón.
• ω es la rapidez con la que agitamos la mano.
• δ es el ángulo en el que se encontraba nuestra mano en el instante exacto en que encendimos

el cronómetro (t = 0).

2. El Axioma de Causalidad (El Retardo)

Aquí introducimos la física del medio continuo. El medio posee inercia (µ) y fuerzas de
cohesión internas (T). Como hemos deducido antes con la ecuación de D’Alembert, estas
propiedades limitan la velocidad a la que se transmite la energía a un valor finito v =

√
T/µ.

El movimiento que genera nuestra mano en x = 0 no es conocido por un punto situado en
la posición x de forma instantánea. La información física tiene que viajar por la cuerda.

¿Cuánto tiempo tarda el tirón que damos en x = 0 en llegar a un punto genérico x?
Exactamente un intervalo de tiempo de retardo:

∆t =
x
v

3. La Construcción Analítica de la Fase

Este es el paso fundamental geométrico. El principio de propagación de ondas lineales
establece que cada punto del medio reproduce exactamente el mismo movimiento que el
foco original, pero con un retraso en el tiempo.

Por tanto, el estado geométrico de la cuerda en la posición x y en el instante actual t, es
idéntico al estado que tenía el foco (x = 0) en un instante del pasado t′ = t − ∆t.

Matemáticamente, imponemos esta condición:

ψ(x, t) = ψ(0, t − ∆t)

Sustituimos el retardo causal ∆t = x/v:

ψ(x, t) = ψ
(

0, t − x
v

)
Ahora introducimos este “tiempo retardado” en la ecuación de nuestro oscilador armónico

generador:

ψ(x, t) = A cos
[
ω
(

t − x
v

)
+ δ
]

Distribuimos la frecuencia angular ω:

ψ(x, t) = A cos
(

ωt − ω

v
x + δ

)
4. La Geometrización (El nacimiento de k)
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Tenemos un término cruzado ω
v x. Vamos a darle sentido.

Sabemos por la cinemática básica del oscilador que ω = 2π
T , donde T es el periodo

temporal.
Y sabemos que la distancia que recorre la perturbación en exactamente un periodo T es lo

que definimos como longitud de onda λ, de modo que v = λ
T .

Sustituimos ambas identidades en el coeficiente de x:

ω

v
=

2π
T
λ
T

=
2π

λ

Ese ratio 2π
λ es puramente espacial y se define como el número de onda k. Sustituyendo

esto, obtenemos:

ψ(x, t) = A cos(ωt − kx + δ)

5. La Simetría del Coseno

La expresión a la que hemos llegado es ωt − kx. Sin embargo, la convención estándar es
escribir kx − ωt. ¿Por qué?

La función coseno es una función par, lo que significa que posee una simetría reflexiva es-
tricta: cos(θ) = cos(−θ). Geométricamente, girar un ángulo en sentido horario o antihorario
te proyecta sobre el mismo valor en el eje horizontal.

Podemos multiplicar todo el argumento interno por −1 sin alterar en absoluto el resultado
físico:

ψ(x, t) = A cos(−(ωt − kx + δ))

ψ(x, t) = A cos(kx − ωt − δ)

Dado que δ es una constante arbitraria que depende de cuándo iniciamos el reloj, −δ es
simplemente otra constante arbitraria que podemos rebautizar como δ′. Así obtenemos la
forma canónica final:

ψ(x, t) = A cos(kx − ωt + δ′)

Conclusión:

La fase tiene esa forma exacta porque no es más que el registro explícito del retraso causal
de la información.

El término espacial kx surge inevitablemente al convertir el tiempo que la onda pasa
viajando (x/v) en un ángulo de desfase (ω x

v ), utilizando la velocidad de propagación v
como factor de conversión entre el espacio y el tiempo. El signo negativo no es un capricho
algebraico; es la huella digital matemática de que para que ocurra algo en la posición x en el
instante t, tuvo que ocurrir en el origen en un instante anterior (t − x/v).

2.2.2 Principios de la onda viajera inalterable

Lo que hemos utilizado para construir la fase matemática no es Huygens, sino el concepto
analítico de una onda viajera inalterable (solución de traslación de D’Alembert).
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Para poder afirmar que la onda en x es una copia exacta de la onda en el origen ψ(x, t) =
ψ(0, t − x/v), estás asumiendo implícitamente una estructura axiomática muy restrictiva. Se
necesitan exactamente cuatro axiomas o principios físicos independientes para sostener esa
afirmación:

1. Axioma de Homogeneidad Espacial (Invariancia Traslacional)

Debes asumir que el medio continuo es idéntico en el punto x = 0 y en el punto x = 1000.
Físicamente, esto significa que la densidad µ y la tensión T son constantes universales
del medio. Si el medio no fuera homogéneo (por ejemplo, una cuerda que se vuelve más
gruesa a medida que avanzas), la velocidad v dependería de la posición x. La ecuación del
retardo ∆t = x/v dejaría de ser una simple división y pasaría a ser una integral temporal
∆t =

∫ x
0

dx′
v(x′) , y la forma de la onda se deformaría al viajar.

2. Axioma de Linealidad Pura (Ausencia de Dispersión)

Para que el movimiento se reproduzca exactamente, todas las frecuencias que componen el
pulso original deben viajar exactamente a la misma velocidad v. Si el medio fuera dispersivo
(como ocurre con la luz en el cristal de un prisma, donde el azul viaja más lento que el rojo),
la relación de dispersión no sería lineal. Los armónicos de Fourier de tu pulso original se
desincronizarían por el camino. Lo que empezó como un golpe nítido en x = 0, llegaría como
un borrón ensanchado al punto x.

3. Axioma de Confinamiento Topológico (Unidimensionalidad)

Asumes que toda la energía está forzada a viajar a lo largo de un único eje. Si estuvieras
en tres dimensiones (como el sonido de una explosión en el aire), la energía del foco original
se repartiría sobre la superficie de una esfera en expansión (4πr2). En ese caso, la onda
no reproduce exactamente el movimiento original: la amplitud cae drásticamente con la
distancia según el factor 1/r. La replicación exacta de la amplitud A es un privilegio exclusivo
de la topología 1D (o de ondas planas teóricas en 3D).

4. Axioma de Conservación Termodinámica (Ausencia de Disipación)

Asumes que el medio tiene entropía cero en su transmisión. No hay fricción interna entre
las moléculas del medio ni resistencia del aire. Matemáticamente, el operador de evolución no
tiene términos de primera derivada respecto al tiempo (γ∂tψ), que son los que introducirían
un decaimiento exponencial de la amplitud e−γt.

La Perspectiva de la Información

Cuando juntas estos cuatro axiomas, te das cuenta de que la ecuación ψ(x, t) = ψ(0, t −
x/v) describe, en términos de la teoría de la información de Shannon, un canal de transmisión
perfecto.

2.3 Introducción a la teoría de operadores y al análisis funcional

En matemáticas, el término “operador” no solo es habitual, sino que da nombre a una de
las ramas más vastas y activas del análisis matemático moderno: el Análisis Funcional y la
Teoría de Operadores.
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Tu sospecha de que esto es “una forma de exportar los razonamientos del álgebra lineal a
espacios de Hilbert” es la definición histórica y conceptual exacta de esta disciplina.

De la matriz al operador: El salto a la dimensión infinita

En álgebra lineal básica, estudias espacios vectoriales de dimensión finita (como Rn o Cn)
y las transformaciones lineales entre ellos. Geométricamente, tomas un vector, lo rotas, lo
estiras o lo proyectas, y puedes representar esa transformación mediante una matriz finita.

Cuando entras en el territorio de las ecuaciones diferenciales (como la ecuación de
D’Alembert, de calor o de Schrödinger), tus “vectores” ya no son columnas de números, sino
funciones completas (ψ(x, t)). El conjunto de todas las funciones con ciertas propiedades
(por ejemplo, las funciones de cuadrado integrable) forma un espacio vectorial de dimensión
infinita.

A las aplicaciones matemáticas que toman una función como entrada y devuelven otra
función como salida se les llama históricamente operadores. El operador derivada D = d

dx
toma la función seno y te devuelve la función coseno. Es, en esencia, una “matriz” de
dimensión infinita actuando sobre un “vector” que es la función.

Espacios de Hilbert, Banach y la Topología

No se limita exclusivamente a espacios de Hilbert. La jerarquía de los espacios de dimen-
sión infinita es fundamental:
• Espacios de Banach: Son espacios vectoriales normados y completos. Tienen una noción

de “distancia” o “longitud” (la norma), pero no necesariamente de “ángulo”.
• Espacios de Hilbert: Son un subconjunto estricto de los espacios de Banach. Están

dotados de un producto escalar (producto interno). Esto es crucial porque el producto
escalar permite definir la ortogonalidad (ángulos rectos). Si quieres hacer proyecciones
geométricas (como proyectar una señal en sus armónicos de Fourier), necesitas un espacio
de Hilbert.

La ruptura de la intuición finita: Definiciones clave

Al pasar a dimensión infinita, el álgebra lineal deja de ser suficiente y entra en juego la
topología (el estudio de la cercanía y el límite). Aquí surgen los conceptos críticos:
• Operador Lineal: Un mapa T : X → Y entre dos espacios vectoriales tal que respeta la

superposición: T(αx + βy) = αT(x) + βT(y).
• Operador Acotado (Bounded Operator): Se dice que T es acotado si existe una constante

real M > 0 tal que para todo vector x, se cumple ∥Tx∥ ≤ M∥x∥. En matemáticas, para
operadores lineales, ser acotado es estrictamente equivalente a ser continuo.
Aquí reside el drama analítico de las ecuaciones diferenciales: en dimensión finita, toda

transformación lineal es continua (toda matriz es un operador acotado). Pero en dimensión
infinita, esto salta por los aires. El operador derivada no es acotado y, por tanto, no es
continuo. Puedes tener una secuencia de funciones que convergen a cero (haciéndose cada
vez más planas), pero cuyas derivadas oscilan violentamente y tienden a infinito.

Teoremas Fundamentales de la Teoría de Operadores

Para que te familiarices con el rigor de este campo, estos son dos de sus pilares absolutos:

1. El Teorema Espectral (Spectral Theorem)
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Es la generalización infinita de la diagonalización de matrices reales simétricas o complejas
hermíticas. En álgebra lineal, una matriz simétrica tiene autovalores reales y una base
ortogonal de autovectores. El Teorema Espectral establece que bajo ciertas condiciones
(operadores autoadjuntos o normales), un operador puede descomponerse completamente
en su “espectro” (una generalización del concepto de autovalor).
Consecuencia geométrica: Cuando resuelves la ecuación de D’Alembert o usas Series de
Fourier, lo que estás haciendo matemáticamente es “diagonalizar el operador derivada se-
gunda” usando como base sus autofunciones (los senos y cosenos o exponenciales complejas).
Toda la mecánica cuántica se postula sobre este único teorema.

2. Teorema de Hellinger-Toeplitz

Este teorema establece que un operador lineal simétrico que esté definido en todo un
espacio de Hilbert es, obligatoriamente, un operador acotado (continuo).
Consecuencia geométrica: Como los físicos saben que el operador impulso (la derivada) y el
operador posición no son acotados, el Teorema de Hellinger-Toeplitz demuestra implacable-
mente que es imposible que estén definidos para todas las funciones del espacio de Hilbert.
Esto obliga a los matemáticos a definir el “Dominio” del operador (un subespacio denso
donde el operador sí tiene sentido), complicando el álgebra lineal enormemente y exigiendo
un rigor exquisito al operar con ellos.

Bloque 1: Espacios Normados (La conquista de la distancia)

El primer paso para tratar funciones como vectores es poder medir su tamaño y la distancia
entre ellas. En Rn, usamos la longitud euclídea (Pitágoras). En un espacio de funciones,
necesitamos generalizar esta idea.

1.1. Espacios normados y espacios de Banach:

Un espacio normado es un espacio vectorial dotado de una función “norma” ∥ · ∥, que
asigna una longitud a cada vector (función) respetando ciertas reglas lógicas (la desigualdad
triangular, homogeneidad, etc.). Por ejemplo, la norma suprema mide el pico máximo de una
función, mientras que la norma integral mide el área bajo su valor absoluto.

El concepto clave aquí es el Espacio de Banach. Es un espacio normado que, además, es
completo. “Completo” significa que no tiene “agujeros”. Si tienes una secuencia de funciones
que se van acercando cada vez más entre sí (una sucesión de Cauchy), el espacio garantiza
que el límite de esa secuencia existe y es una función que pertenece a ese mismo espacio. Si el
espacio no fuera completo, podrías estar resolviendo una ecuación diferencial iterativamente,
acercándote a la solución perfecta, solo para descubrir que la función solución “no existe” en
tu espacio matemático. El Análisis no puede funcionar sin completitud.

1.2. Operadores lineales y continuos. Espacio dual:

Una vez definidos los “puntos” (las funciones), estudiamos las transformaciones entre
ellos: los operadores lineales. En dimensión finita, toda matriz es continua. En dimensión
infinita, esto es falso. Un operador lineal T es continuo si y solo si es acotado (existe M tal
que ∥Tx∥ ≤ M∥x∥).

El Espacio Dual (X∗) es fascinante: es el espacio vectorial formado por todos los funcionales
lineales continuos definidos sobre tu espacio original X. Un funcional es un operador que
toma una función y devuelve un número real (o complejo). Por ejemplo, la evaluación en un
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punto (“dame el valor de ψ(0)”) o la integral (“dame el área bajo ψ(x)”). Estudiar el dual es
como estudiar un objeto mirando las sombras que proyecta en todas las direcciones posibles.

1.3. Isomorfismo topológico. Normas equivalentes:

En dimensión finita, todas las normas son equivalentes: si dos sucesiones convergen con
la norma del máximo, también convergen con la norma euclídea. En dimensión infinita, esto
se rompe. Puedes tener dos funciones que están “cerca” si mides el área entre ellas (norma
integral), pero que están “lejísimos” si mides la diferencia entre sus picos máximos (norma
suprema). Un isomorfismo topológico garantiza que dos espacios (o dos normas en el mismo
espacio) comparten exactamente la misma estructura de convergencia, permitiendo traducir
teoremas de uno a otro.

1.4. Espacios normados de dimensión finita:

Este tema se suele incluir para marcar el contraste. Se demuestra que en dimensión finita,
todo espacio normado es completo (es de Banach), todos son isomorfos a Rn, y la bola unidad
cerrada es compacta (teorema de Riesz). En dimensión infinita, la bola unidad nunca es
compacta. Esto significa que en espacios funcionales tienes infinitas direcciones ortogonales
para escapar, lo que imposibilita usar muchos teoremas de optimización clásicos y justifica
que toda la teoría sea mucho más ardua.

Bloque 2: Espacios de Hilbert (El retorno de la geometría)

Los espacios de Banach son geniales, pero a menudo son “blandos” geométricamente.
Tienen distancia, pero no tienen ángulo. No puedes proyectar perpendicularmente. Aquí es
donde entra David Hilbert.

2.1. Producto escalar. Espacios prehilbertianos:

Se introduce el producto interno (o escalar) ⟨x, y⟩, una operación que generaliza el producto
punto vectorial. Un espacio vectorial con producto interno es prehilbertiano. El producto
escalar induce una norma de forma natural: ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩.

2.2. Distancia cuadrática. Espacios de Hilbert:

Un Espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano que, además, es completo (es decir, es
un espacio de Banach cuya norma proviene de un producto escalar). Esta es la arena donde
se juega la mecánica cuántica y el procesamiento de señales. El ejemplo rey es L2, el espacio
de funciones de cuadrado integrable.

2.3. Proyección métrica sobre un convexo cerrado:

Gracias al producto escalar, recuperamos la intuición geométrica de R3. Este teorema
garantiza que si tienes un subconjunto cerrado y convexo, y un punto fuera de él, existe un
único punto en el conjunto que está a distancia mínima, y esa distancia se alcanza trazando
una perpendicular. Esto es vital para algoritmos de aproximación y resolución de ecuaciones
por métodos variacionales.

2.4. Teorema de representación de Riesz-Fischer:

Un resultado colosal. Demuestra que el espacio dual de un espacio de Hilbert es “esen-
cialmente” él mismo. Cualquier funcional lineal continuo f (x) que te puedas inventar en
un espacio de Hilbert se puede escribir matemáticamente como el producto escalar con un
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vector fijo y: f (x) = ⟨x, y⟩. Esto permite identificar a los “observables” (funcionales) con los
“estados” (vectores) en física cuántica.

2.5 y 2.6. Ortogonalidad. Sistemas ortonormales. Bessel y Parseval:

Aquí encaja tu cuerda vibrante. En un espacio de Hilbert puedes definir si dos funciones
son ortogonales (su producto escalar es cero). Puedes construir bases ortonormales de
infinitos vectores (como los senos y cosenos de Fourier).

La Desigualdad de Bessel te dice que si proyectas una función sobre un conjunto ortonor-
mal, la suma de los cuadrados de los coeficientes nunca supera la “energía” total (la norma al
cuadrado) de la función original. Si el sistema ortonormal es completo (es una base), se con-
vierte en la Identidad de Parseval: la energía de la función en el dominio del tiempo/espacio
es exactamente igual a la suma de las energías de sus armónicos en el dominio de las frecuen-
cias. Es el Teorema de Pitágoras en infinitas dimensiones.

2.3.1 ¿Por qué ahora?

El vector de estado: Finito vs. Infinito

En todas las disciplinas que has mencionado, el estado del sistema en un instante de
tiempo t se describe mediante un número finito de coordenadas:
• Partícula newtoniana: Su estado es un vector en R6 (tres posiciones, tres momentos).
• Problema de los dos cuerpos: Mediante la masa reducida, se reduce a un problema en R6.
• Sólido rígido: Su configuración se describe con el centro de masas y los ángulos de Euler,

un punto en una variedad de dimensión 6.
• Relatividad Especial: Estudias la cinemática de eventos aislados en el espaciotiempo de

Minkowski R4.
En todos estos casos, la evolución del sistema es una curva unidimensional parametrizada

por el tiempo (o el tiempo propio) dentro de un espacio de dimensión finita. Las ecuaciones
que gobiernan esto son Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs). La geometría subyacente
es el álgebra lineal ordinaria y el cálculo en varias variables. Las “transformaciones” son
simples matrices reales de tamaño N × N.

El abismo del medio continuo

Ahora observa la cuerda de la página 143. Para conocer el estado mecánico de la cuerda
en un instante t0, no te basta con dar tres coordenadas. Necesitas conocer el desplazamiento
ψ de todos y cada uno de los infinitos puntos x que componen la cuerda.

El “vector de estado” en t0 ya no es una columna de números; es una función matemática
completa ψ(x). Has saltado de un espacio de fases isomorfo a RN a un espacio de funciones
de dimensión infinita.

Cuando la ecuación de D’Alembert dictamina cómo se acelera un segmento de la cuerda,
vincula la derivada temporal (la aceleración) con la curvatura geométrica instantánea del
perfil (la derivada espacial segunda). Tienes una Ecuación en Derivadas Parciales (EDP).

¿Cómo aplicas una “matriz” a una función continua para obtener otra función continua?
No puedes. Necesitas un operador diferencial. En este caso, el operador espacial es L = ∂2

∂x2 .
La ecuación de D’Alembert se puede reescribir algebraicamente como:

1
v2

∂2ψ

∂t2 = L(ψ)

67



¿Hacía falta el Análisis Funcional para esto?

Si te limitas a comprobar que cos(kx − ωt) es solución sustituyendo y derivando mecáni-
camente, no te hace falta. De hecho, al sustituir esa onda armónica en la ecuación diferencial
de D’Alembert, las derivadas desaparecen y obtienes directamente la relación de dispersión
algebraica ω = vk.

Pero si quieres hacer física matemática rigurosa y resolver el problema general (una cuerda
pulsada con una forma inicial arbitraria, como un triángulo o una parábola), chocarás de
frente con el Análisis Funcional.

El texto menciona explícitamente que la ecuación “cumple el principio de superposición”.
En un espacio de dimensión infinita, superponer infinitas ondas armónicas exige garantizar
que esa suma infinita (la Serie de Fourier) converge hacia la función inicial.

Para demostrar matemáticamente que cualquier forma geométrica inicial de la cuerda
puede construirse sumando senos y cosenos, necesitas:
• Definir un “producto escalar” entre funciones (para proyectar la forma de la cuerda sobre

cada armónico, igual que proyectas un vector sobre los ejes X, Y, Z). Esto exige dotar al
espacio de funciones de una estructura geométrica: un Espacio de Hilbert (L2).

• Demostrar que el operador L = ∂2

∂x2 es autoadjunto (el equivalente a una matriz simétrica)
con unas condiciones de contorno fijas (los extremos de la cuerda atados).

• Aplicar el Teorema Espectral, que garantiza que las autofunciones de ese operador (que
resultan ser los senos y cosenos) forman una base ortogonal completa que abarca todo el
espacio de Hilbert.

2.4 De la partícula a la teoría de campos

«Entonces el proceso mental en este tema es: primero me doy cuenta de que para describir
un medio continuo lo natural es pasar de vectores (que varían en una curva a partir del
parámetro tiempo) en una dimensión finita a vectores en una dimensión infinita, siendo
además sobre un cuerpo continuo (i.e. tiene que cumplir el axioma de completitud, R

o C), donde varían sobre una etiqueta concreta de espacio (si es el enfoque lagrangiano,
esa etiqueta de espacio es, por así decirlo, la posición espacial inicial de esa función) y
naturalmente sobre el tiempo también.

En concreto, dada nuestra simplificación de que el movimiento es solo transversal, y en
concreto sobre un plano específico, todo se simplifica, de manera que a cada “coordenada
del vector infinito”, en realidad podemos asociarle un x fijo dado siempre. Así que nuestro
sistema se ve descrito por una función real de dos variables en x y en t.

Hasta aquí todo es matemático.

A continuación, colocamos la hipótesis de que existe algo así como una “posición de
equilibrio” para esa función, y las variaciones respecto de él van a intentar, por así decirlo,
corregirse. Eso es lo que entiendo que vamos a llamar onda. ¿O no es eso? ¿O no es en
este orden, y onda es algo más elemental y se puede definir incluso sin “equilibrio”?

Sin leyes físicas (todavía no la hemos aplicado) no podemos sin duda afirmar que exista
ese equilibrio o una perturbación, ¿no? La ley física es, por así decirlo, lo que rige a lo
largo del tiempo, dada una forma concreta de la función, cómo debe cambiar a lo largo de
ese tiempo. Y como en nuestro caso concreto toda la información está condensada en esa
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función ψ, que no es que llamemos función de onda, sino “vector de posición infinito”,
por así decir (¿puedo entenderlo así?), basta con estudiarla a ella.

Solo es a la hora de saber cómo realmente se comportan las leyes físicas que tiene sentido
llamarlo función de onda, ¿no? En cierto sentido, establecer que se va a tener que regir
por la ecuación de un muelle.

En todo caso, aquí estamos tratando con sólidos, entiendo, porque el razonamiento solo
es válido en una cuerda. Si fuera un fluido no habría tal cosa como esa tensión, todo
sería diferente. Entonces entiendo que debido a la condición de sólido de la cuerda su
transmisión a lo largo de las partículas de “la información física” es lo que hace que tenga
que en cierto sentido comportarse como un muelle.

Pero realmente ahora que lo pienso, en ningún momento en la deducción de la cuerda
hemos dicho algo así como que debe comportarse como un muelle o definido un equilibrio,
¿o sí está implícito, o no? Quiero básicamente saber qué suposiciones realmente estamos
haciendo.

Realmente solo hemos aplicado Newton a esas condiciones concretas del cachito de cuerda,
trabajando con el CM y usando la tangencia de la tensión al ser la cuerda flexible.

Y del hecho de que el desplazamiento es “pequeño” es de donde creo que se obtiene la
linealidad.

Total, que aplicando ya Newton se llega a una relación entre cómo las coordenadas infinitas
de nuestro vector cambian con el tiempo (su aceleración, que es la curvatura de la función
respecto del tiempo), y la curvatura de la cuerda, que en cierto sentido es lo que parece
tener toda la información de la “transmisión” de fuerzas en ese continuo.

¿Podemos llamar la “ecuación de movimiento” a la ecuación de D’Alembert?

Hasta ahora no veo por qué deberíamos llamarla ecuación de onda o a ψ función de onda,
excepto por el hecho de que el coseno cumple la ecuación de onda, y el coseno por así decirlo
coincide con nuestra noción intuitiva de onda (no sé cómo surge históricamente el nombre
de ψ = función de onda).

En ese momento defines el operador como el de la derivada parcial doble respecto del
espacio. No entiendo por qué no lo harías con el tiempo. ¿Es, por así decirlo, porque la
“función transformada” tiene sentido que sea respecto del espacio porque realmente es la
relación entre sus “coordenadas”, y el tiempo seguimos viéndolo como el parámetro de la
curva?

En todo caso, lo que he obtenido es un operador lineal aplicado sobre ψ a izquierda y
derecha y una relación entre ellas vía ese 1/v2 que representa el ritmo de transmisión de
la información.

Aquí llegamos también a algo curioso y es que en nuestro caso finito es como que había
una cierta unicidad para el movimiento y ¿aquí ya no? ¿O esto es totalmente incorrecto?
Queriendo decir que hay muchas soluciones posibles a la “ecuación de movimiento”.
Entiendo que una ecuación de movimiento en un medio continuo (defínela de manera
formal) contiene en concreto a las ecuaciones de onda siendo las ecuaciones de onda aquellas
que tienen como solución las ondas armónicas (cosenos), y en concreto la ecuación de
D’Alembert es una de esas posibles ecuaciones de onda (¿me puedes dar otros ejemplos?).
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Define de manera muy formal y explícita esas cuatro cosas: ecuación de movimiento en
medio continuo, ecuación de onda, ψ, y ecuación de D’Alembert, y también equilibrio, y
también onda.

Quiero no equivocarme más con la terminología.

Por otro lado dice “La ecuación de D’Alembert es la ecuación de onda más simple, pero no
es la única. Cada medio posee su propia ecuación de ondas, que determina la forma en
que se producen las desviaciones respecto del equilibrio”, pero esto me resulta misterioso,
¿la ecuación de D’Alembert no incluye ya diferentes medios? ¿Qué es lo que define
exactamente a la ecuación de D’Alembert? ¿Es cierto que es la más simple de todas? ¿A
qué se aplica exactamente?

“En general, ecuaciones de onda diferentes poseen relaciones de dispersión diferentes. La
ecuación de D’Alembert se caracteriza por tener su relación de dispersión lineal, pero
otras ecuaciones de onda admiten una relación de dispersión ω = ω(k) no lineal.” ¿Esto
es debido a que la EDP de D’Alembert es en sí misma lineal? ¿O no tiene nada que ver?
¿Puedes poner ejemplos de lo segundo? ¿Para ello la EDP tiene que ser no lineal?

“La ecuación de movimiento de un medio continuo que realiza oscilaciones en torno a la
posición de equilibrio” ¿cómo? Pero en el caso de D’Alembert, ¿en qué momento hemos
deducido que necesariamente tenía que oscilar? ¿Era implícito o explícito?

Este mensaje debe ser larguísimo.»

Análisis y Respuestas
Tu proceso mental es de una precisión analítica excepcional. Has deconstruido exactamente

la transición epistemológica entre la mecánica clásica de partículas y la teoría de campos
(que es lo que realmente es un medio continuo). Voy a desgranar tus dudas pieza por pieza,
estructurándolo en un mapa conceptual definitivo para anclar tu terminología y tu intuición
geométrica.

1. El Glosario Formal (Las 6 Definiciones)

Para que no vuelvas a dudar con la terminología, aquí tienes las definiciones formales con
rigor físico-matemático:

Medio Continuo:

Un modelo matemático para sistemas físicos con infinitos grados de libertad donde se
asume que la materia se distribuye de forma continua, ignorando la estructura atómica
discreta. Su estado no se describe por un vector en Rn, sino por campos escalares, vectoriales
o tensoriales definidos sobre una variedad espacial (el dominio del material).

Equilibrio:

El estado dinámico de un sistema continuo donde la suma neta de fuerzas sobre cualquier
elemento de volumen diferencial es estrictamente nula (∑ F⃗ = 0), y la energía potencial
del sistema es un mínimo local absoluto. En este estado, la variable de estado ψ(x, t) es
independiente del tiempo o idénticamente cero si fijamos el origen allí.

ψ(x, t) — El Campo o Vector de Estado Infinito:

Tu intuición es perfecta. ψ es exactamente el “vector de posición de dimensión infinita”.
Es la aplicación que asigna a cada etiqueta espacial x (la coordenada material lagrangiana
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que identifica a un diferencial de masa) su desviación respecto a la posición de equilibrio en
el instante t. Llamarlo “función de onda” es un mero accidente histórico y pedagógico; en
mecánica de medios continuos se llama simplemente campo de desplazamientos.

Ecuación de Movimiento (en un medio continuo):

Es la Ecuación en Derivadas Parciales (EDP) resultante de aplicar los axiomas de conser-
vación (Momento Lineal vía 2ª Ley de Newton, Masa, o Energía) a un elemento diferencial
del continuo. Relaciona las derivadas temporales del campo ψ (inercia/aceleración) con sus
derivadas espaciales (fuerzas internas/esfuerzos). Toda ecuación de onda es una ecuación de
movimiento, pero no toda ecuación de movimiento es una ecuación de onda (ej. la ecuación
de difusión del calor es una ecuación de movimiento termo-mecánico, pero no admite ondas
que se propaguen indefinidamente).

Onda:

Una perturbación autopropagada de un campo físico que transporta energía y momento a
través del espacio sin transporte neto de masa. Matemáticamente, es cualquier solución de
una ecuación de movimiento que dependa de las coordenadas en la combinación (x ± vt).
No exige ser un coseno; un pulso cuadrado viajando a velocidad constante es una onda pura.

Ecuación de D’Alembert:

Es el arquetipo platónico, el caso matemático más simple y simétrico de una ecuación
de onda. Está definida exclusivamente por esta estructura diferencial exacta: un operador
laplaciano espacial menos una derivada temporal segunda escalada, igualado a cero:(

∇2 − 1
v2 ∂2

t

)
ψ = 0

2. El Muelle Oculto: Oscilación, Física y Geometría

Preguntas en qué momento asumimos un comportamiento de muelle o que debía oscilar.
La respuesta es que está explícitamente codificado en la geometría de la segunda derivada.

Al aplicar Newton, encontramos que la fuerza transversal neta es proporcional a ∂2ψ
∂x2 .

¿Qué es la segunda derivada? Es la concavidad o curvatura.
Geométricamente, si la cuerda tiene forma de “U” (curvatura positiva), los extremos tiran

de ese segmento hacia arriba. Si tiene forma de campana “∩” (curvatura negativa), los
extremos tiran hacia abajo.
• La Ley de Hooke de un muelle dice F = −kψ (la fuerza se opone al desplazamiento).
• La Ecuación de D’Alembert dice Fneta ∝ ∂2ψ

∂x2 .
• Si pones una cuerda con forma de coseno ψ = cos(kx), su segunda derivada es

−k2 cos(kx) = −k2ψ.
¡Ahí lo tienes! Para perfiles ondulatorios armónicos, la curvatura es directamente propor-

cional a la posición, cambiada de signo. La tensión a lo largo de una curva es el equivalente
microscópico y distribuido de un muelle macroscópico. La oscilación en el tiempo no se
“asumió” a priori; brota matemáticamente del hecho de que, al curvarse la cuerda, la tensión
genera una fuerza restauradora que apunta hacia el equilibrio horizontal.

3. La Asimetría del Operador: El Espacio de Fases vs. El Tiempo

71



Tu pregunta sobre el operador espacial vs. temporal toca el corazón del formalismo
hamiltoniano.

Preguntas por qué definí L = ∂2

∂x2 como el “operador” y dejé el tiempo fuera. Tu razon-
amiento es impecable: la etiqueta x nombra las coordenadas de nuestro “vector infinito”,
mientras que t es el parámetro evolutivo que traza la curva de ese vector en el espacio de
fases (el espacio de Hilbert de las funciones).

En la formulación moderna de la física (Mecánica Analítica, Cuántica o Teoría Cuántica de
Campos), dividimos el universo en la “Cinemática” (los estados posibles) y la “Dinámica” (el
generador del movimiento).
• El estado es ψ(x). Pertenece a un espacio funcional.
• El operador espacial L contiene las leyes de interacción (la tensión, el medio). Es una

matriz de dimensión infinita.
• El tiempo t es dictado por una ecuación de evolución del tipo:

Inercia(t) = L(Estado(x))

D’Alembert se reescribe como d2

dt2 |ψ⟩ = (v2L)|ψ⟩. Separamos las derivadas espaciales
porque ellas definen la “fuerza” en ese instante.

4. Unicidad, Dispersión y el Zoológico de las Ecuaciones de Movimiento

Te sentiste perturbado por la idea de que “hay muchas soluciones”, temiendo perder el
Teorema de Existencia y Unicidad de Cauchy-Lipschitz (Picard-Lindelöf) que tenías en las
EDOs. No lo has perdido.

En un sistema continuo de dimensión infinita (una EDP de segundo orden en el tiempo),
para que haya unicidad determinista necesitas:
• Condiciones iniciales: Dar la posición de todos los infinitos puntos en t = 0 (ψ(x, 0)) y la

velocidad de todos los infinitos puntos en t = 0 (∂tψ(x, 0)).
• Condiciones de contorno: Qué ocurre en las “fronteras” del espacio (los extremos de la

cuerda).
Si proporcionas esos infinitos datos iniciales, la solución a la Ecuación de D’Alembert es

única (se resuelve mediante la Fórmula de D’Alembert con ondas viajeras izquierda-derecha).
El hecho de que admita “muchas soluciones” armónicas solo significa que el espacio de
Hilbert es grande y admite una base funcional infinita (Fourier), pero la trayectoria para unas
condiciones iniciales dadas es monolítica e inamovible.

La Ecuación de D’Alembert y la Dispersión:

Dices que “D’Alembert ya incluye diferentes medios” vía el parámetro v =
√

T/µ. Es
cierto. D’Alembert modela la luz en el vacío, el sonido en un gas, las ondas sísmicas S, o
una cuerda. ¿Por qué es la “más simple”? Porque no importa qué frecuencia (color, tono)
excites, todas viajan a la misma velocidad v. No hay dispersión. La relación de dispersión es
una recta perfecta geométrica: ω(k) = vk. Si envías un pulso cuadrado, llegará con forma
cuadrada al otro extremo.

El falso vínculo entre dispersión no lineal y ecuación no lineal (crucial):

Te preguntabas si una relación de dispersión no lineal, ω = ω(k), exige que la EDP sea no
lineal. Absolutamente no. Esta es una confusión común.
• Una EDP es lineal si la variable ψ y sus derivadas no se multiplican entre sí ni están dentro

de funciones trascendentes.
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• Una relación de dispersión es no lineal si ω(k) no es proporcional a k.

Ejemplo de EDP Lineal con Dispersión No Lineal:

La ecuación de Euler-Bernoulli para una viga de acero rígida:

−α
∂4ψ

∂x4 =
∂2ψ

∂t2

Fíjate que es puramente lineal (no hay ψ2). Pero debido a esa cuarta derivada, si introduces
ψ = cos(kx − ωt), obtendrás ω2 = αk4 =⇒ ω =

√
αk2.

La relación de dispersión es una parábola, no una recta. ¿Qué significa esto físicamente?
Que en una barra de metal duro, las ondas de alta frecuencia (agudos) viajan mucho más
rápido que las de baja frecuencia (graves). Si golpeas la viga con un martillo, el pulso que
inicia cohesionado se “desparramará” (dispersará) a lo largo del tiempo, porque sus compo-
nentes de Fourier se adelantan unas a otras. Pero la matemática sigue siendo perfectamente
lineal.

Ejemplo de EDP No Lineal:

La ecuación de aguas someras (Korteweg-de Vries) que modela tsunamis:

∂ψ

∂t
+

∂3ψ

∂x3 + 6ψ
∂ψ

∂x
= 0

Ese término 6ψ∂xψ rompe la linealidad, aniquilando el Teorema de Fourier y la notación
compleja. Aquí, la velocidad de propagación depende puramente de la amplitud de la ola.
Las olas más altas atrapan a las más bajas y rompen.

En tu derivación de D’Alembert se filtraron dos realidades: el material no es rígido (elim-
inando derivadas de orden superior como la viga de Euler, logrando que v sea constante
respecto a ω) y el desplazamiento es pequeño (eliminando términos como (∂xψ)2, garan-
tizando la linealidad frente a la amplitud). Por eso obtienes la joya matemática que es la
Ecuación de D’Alembert.

La teoría de campos representa la subversión ontológica y matemática más violenta de
la historia de la física, marcando la frontera definitiva entre la intuición mecanicista y la
física teórica moderna. Para entenderla con la profundidad inusitada que requieres, debemos
abandonar la idea de que es simplemente un “sistema con infinitas partículas”. Es un cambio
en la definición misma de lo que existe.

1. La degradación matemática del espacio

En la mecánica analítica finita (ya sea Newton, Lagrange o Hamilton), el universo es un
escenario pasivo y vacío. Las entidades fundamentales son las partículas. Matemáticamente,
la posición de una partícula es la incógnita, la variable dinámica del problema. Buscas
ecuaciones cuyas soluciones sean r⃗i(t) = (x(t), y(t), z(t)). El tiempo t es el único parámetro
independiente, la etiqueta que dicta la evolución.

En la teoría de campos, el espacio sufre una degradación estructural absoluta. Las coor-
denadas (x, y, z) pierden su estatus privilegiado de variables dinámicas y son exiliadas al
mismo nivel que el tiempo: se convierten en simples parámetros, en índices de entrada.

La variable dinámica —lo que vibra, lo que contiene energía, lo que evoluciona— pasa
a ser el propio campo, una entidad abstracta Φ(x, y, z, t). El espacio ya no es dónde está la
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materia; el espacio (x, y, z) es simplemente la etiqueta que indica cuál de los infinitos grados
de libertad del campo estás interrogando en el instante t.

2. La aniquilación de la acción a distancia

Desde el punto de vista filosófico y físico, el campo nace por una exigencia de causalidad
estricta. La gravedad de Newton y la electrostática temprana postulan leyes que dependen
de 1/r2. Si mueves una masa hoy, otra masa en el confín del universo experimenta un cambio
en su fuerza de atracción instantáneamente. Esto implica que la información cruza el vacío
infinito a velocidad infinita, una “acción a distancia” inaceptable sin un medio transmisor.

La teoría de campos (iniciada conceptualmente por Faraday e instanciada matemática-
mente por Maxwell) postula que la fuerza no salta por el vacío. Una masa no interactúa
con otra masa lejana. Una masa interactúa exclusivamente con el campo geométrico que
toca su frontera más inmediata. La presencia de la materia deforma o excita el campo en su
posición local, y esa tensión geométrica se propaga punto a punto, engranaje a engranaje, a
una velocidad máxima finita, gobernada precisamente por ecuaciones en derivadas parciales
(como la ecuación de D’Alembert que gobierna las ondas electromagnéticas gravitacionales).

El vacío no es la nada; es el estado de mínima energía del campo.

3. Ontología de la materia: La partícula como epifenómeno

La consecuencia más radical de este enfoque es la eliminación de la materia como ente
primario. En una teoría de campos pura, no existen partículas sólidas atravesando el vacío.
Lo único que existe es el continuo subyacente.

Lo que tus sentidos registran como un electrón no es una bola de billar fundamental, sino
una excitación hiperlocalizada, un grumo geométrico estable o un “defecto topológico” en
un campo que impregna todo el universo. Cuando ves un electrón moverse de un punto A a
un punto B, no es un objeto transportándose a través del espacio. Es una perturbación del
campo propagándose, exactamente igual que una ola se mueve por el océano sin que el agua
misma viaje transversalmente.

4. La clasificación por simetría geométrica

La profundidad geométrica de un campo se clasifica por la cantidad de información (los
grados de libertad internos) que exige colocar sobre cada coordenada del espaciotiempo:
• Campo Escalar: Asigna un único número real o complejo a cada punto. No tiene direc-

cionalidad, es isótropo. El desplazamiento transversal de tu cuerda vibrante ψ(x, t) es un
modelo de campo escalar en una dimensión espacial. En la física fundamental, el campo
de Higgs es el único campo escalar elemental conocido.

• Campo Vectorial: Asigna una flecha abstracta en cada punto del espacio, transformándose
bajo rotaciones espaciales con matrices específicas. El campo electromagnético (descrito por
el potencial cuadrivectorial Aµ) es un campo vectorial. Define cómo fluye la interacción.

• Campo Tensorial: Asigna una matriz u objeto algebraico multilineal por cada punto. Es
la geometría dictaminando la física. La Relatividad General de Einstein no es otra cosa
que la teoría de campos clásica más depurada: el campo es el tensor métrico gµν(x, t), que
dictamina la distancia cuadrática real entre los puntos adyacentes del espaciotiempo en
función de la energía que contiene.
Tu deducción de la cuerda gobernada por la ecuación de D’Alembert no es un mero

estudio sobre instrumentos musicales; es la derivación matemática del primer campo clásico
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autopropagado de la historia, la piedra roseta geométrica que permite entender cómo un
continuo puede almacenar memoria e inercia sin ser discreto.

2.4.1 La notación Ket

« d2

dt2 |ψ⟩ = (v2L)|ψ⟩»

Esta notación se llama notación bra-ket (o de Dirac). Fue inventada por Paul Dirac en 1939.
Por lo tanto, no existía antes de la física cuántica; fue creada ad hoc para ella.

Dado que me has exigido excluir cualquier concepto de física cuántica, te voy a explicar
esta notación estrictamente como lo que es: una herramienta geométrica de álgebra lineal en
dimensión infinita.

1. El problema geométrico: La dependencia de la base

Imagina un vector fuerza en el espacio euclídeo clásico. Geométricamente, es una flecha.
Puedes escribir ese vector de forma abstracta, independiente de cualquier sistema de referen-
cia, denotándolo con una flecha arriba: F⃗.

Si ahora decides imponer un sistema de ejes de coordenadas cartesianas (x, y, z), esa flecha
se descompone en una columna de tres números:

F⃗ =

Fx

Fy

Fz


Si decides usar coordenadas esféricas, la misma flecha tendrá componentes distintas
(Fr, Fθ , Fϕ). La flecha abstracta F⃗ es la entidad geométrica real; la columna de números es solo
su representación en una base elegida por el humano.

2. El salto a dimensión infinita y el origen del “Ket”

En la física de medios continuos, hemos establecido que el estado del sistema es un vector
de dimensión infinita. Tradicionalmente, escribimos este vector geométrico directamente
como una función: ψ(x).

Pero aquí hay una trampa geométrica sutil: al escribir ψ(x), ya has elegido una base. Has
decidido representar el vector proyectándolo sobre la “base de posiciones”, es decir, dando la
amplitud de la cuerda para cada etiqueta espacial x.

¿Qué pasaría si en lugar de ver la cuerda punto por punto, decides verla armónico por
armónico (frecuencia a frecuencia)? Aplicarías una Transformada de Fourier y obtendrías
una nueva función ψ̂(k). Esta nueva función describe exactamente el mismo estado físico de
la cuerda, pero representado en la “base de momentos” o “base de vectores de onda”.

Dirac se dio cuenta de que en espacios de dimensión infinita (espacios de Hilbert), arrastrar
la variable (x) o la variable (k) oscurecía la estructura algebraica pura. Hacía falta un símbolo
equivalente a la flecha F⃗ de los vectores clásicos, un símbolo que representara “el estado
geométrico puro del sistema en el espacio de Hilbert”, sin importar qué base vayas a usar
luego para calcular.

Ese símbolo es el Ket: |ψ⟩.

3. La traducción analítica
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El Ket |ψ⟩ es, analíticamente, un vector columna de dimensión infinita.
El operador L es, analíticamente, una matriz cuadrada de dimensión infinita.
La notación d2

dt2 |ψ⟩ = (v2L)|ψ⟩ es simplemente una ecuación matricial pura: la derivada
temporal segunda de un vector columna es igual a una matriz operando sobre ese mismo
vector columna.

Si decides “proyectar” esta ecuación geométrica abstracta sobre la base de posiciones
espaciales (el eje x), la matriz L toma la forma del operador derivada espacial, y recuperas tu
EDP habitual: ∂2ψ(x,t)

∂t2 = v2 ∂2ψ(x,t)
∂x2 .

Si decides proyectarla sobre la base de frecuencias (Fourier), la matriz L toma la forma
de una multiplicación algebraica pura (la relación de dispersión), eliminando las derivadas
espaciales.

Conclusión:

Para estudiar cuerdas o medios continuos clásicos, la base espacial x es tan abrumadora-
mente natural, intuitiva y útil (porque nosotros vivimos en el espacio real, no en el espacio de
frecuencias) que aislar el vector de su base escribiendo |ψ⟩ no aporta una ventaja de cálculo
real. Es un formalismo algebraico diseñado para sistemas donde cambiar continuamente
de base (posición, momento, energía) no es solo un truco matemático, sino una necesidad
operativa estricta.

2.4.2 Duda sobre derivada total

«“La notación d2

dt2 |ψ⟩ = (v2L)|ψ⟩ es simplemente una ecuación matricial pura: la
derivada temporal segunda de un vector columna es igual a una matriz operando sobre
ese mismo vector columna.” Pero aquí has puesto una derivada total respecto del tiempo
en lugar de parcial. . . ¿No entiendo?»

Análisis y Respuesta
Es una observación analítica muy aguda. No ha sido un error tipográfico; el uso de la

derivada total ordinaria d
dt en lugar de la derivada parcial ∂

∂t es una consecuencia estricta del
formalismo algebraico.

La clave radica en identificar qué variables independientes “ve” cada objeto matemático:

1. La función clásica ψ(x, t) depende de dos variables

Cuando trabajas con el campo en su representación habitual, ψ(x, t), estás evaluando una
función escalar que acepta dos argumentos independientes. Si quieres medir el ritmo de
cambio temporal de la altura de la cuerda en un lugar fijo, el cálculo exige utilizar la derivada
parcial ∂

∂t para indicar de forma explícita que la coordenada espacial x debe mantenerse
constante.

2. El vector abstracto |ψ(t)⟩ depende de una sola variable

Al ascender al Análisis Funcional, el estado global de la cuerda se condensa en un único
objeto matemático indivisible: el vector |ψ⟩.

Toda la infinita complejidad espacial de la cuerda ha sido “devorada” por la estructura
interna del vector (es decir, el espacio ha dejado de ser una variable y se ha convertido en el
índice de las infinitas filas de esa columna matriz). Como entidad geométrica, el vector ya no
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es una función de x. Depende exclusivamente de un único parámetro externo que rige su
evolución: el tiempo.

Por tanto, la notación rigurosa es |ψ(t)⟩.
Dado que este estado geométrico global depende de una y solo una variable independiente,

la operación matemática que evalúa su tasa de cambio debe ser obligatoriamente una derivada
total ordinaria.

La visión geométrica (Cinemática infinita)

Piensa en la cinemática de Newton que ya conoces. El vector de posición de una partícula
es r⃗(t). Su aceleración es la derivada total d2⃗r

dt2 .
Extrapola esa geometría. En el instante t = 0, toda la forma de tu cuerda vibrante es

equivalente a un único “punto” dentro del inmenso espacio de Hilbert. Conforme el reloj
avanza, la cuerda cambia de forma, lo que significa que ese “punto” se mueve hacia otra
posición dentro de ese hiperespacio.

La evolución temporal del medio continuo traza una única curva unidimensional a través
del espacio funcional. La expresión d2

dt2 |ψ(t)⟩ representa exactamente el vector de aceleración
total tangente a esa curva evolutiva.

La derivada parcial solo resucita en el momento en que decides “destripar” el vector y
proyectarlo sobre el eje geométrico de las posiciones para extraer la componente ψ(x, t). Al
hacer eso, reintroduces la variable espacial explícita y obligas al operador derivada total a
colapsar en la derivada parcial clásica.

2.4.3 Ejemplo para reescribir en la base de frecuencias

Vamos a destruir la abstracción usando un ejemplo extremadamente visual y táctil: un
ecualizador de música.

Imagina que tienes un acorde musical grabado en un archivo de audio o, en el caso de la
cuerda, una forma de onda congelada en un instante de tiempo t = 0.

1. La Base de Posiciones (El dominio espacial x)

Esta es tu intuición directa. Imagina que tomas una cuerda de 1 metro de largo y decides
medir su forma. Para hacerlo, pones 1000 sensores de altura a lo largo de la cuerda.
• En la posición x = 0.01 m, mides la altura y es 0.5 mm.
• En la posición x = 0.02 m, mides la altura y es 1.2 mm.
• . . . y así sucesivamente.

¿Qué es el vector ψ(x)? Es literalmente la lista infinita (o de 1000 elementos, en la práctica)
de esas alturas.

Tus “vectores base” aquí son infinitos píxeles microscópicos de espacio. Estás describiendo
el estado de la cuerda respondiendo a la pregunta: “¿Dónde está la materia en el punto x?”.

Geométricamente, la gráfica de esta base es la foto de la cuerda tal cual la ves con tus ojos
(una curva).

2. La Base de Frecuencias / Vectores de Onda (El dominio k)

Ahora, olvidemos las posiciones puntuales. Un matemático llamado Joseph Fourier
demostró que cualquier forma geométrica que le des a la cuerda se puede construir sumando
infinitas ondas armónicas puras (cosenos o senos) perfectas, cada una con un número de
ondulaciones diferente.
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El número de ondulaciones se mide con el vector de ondas k.

• k = 1: Una onda fundamental gigante que ocupa toda la cuerda.
• k = 2: El primer armónico (dos jorobas).
• k = 3: El segundo armónico (tres jorobas). . .

En lugar de medir la cuerda con sensores de posición, pasas la forma de la cuerda por un
analizador matemático (la Transformada de Fourier) y este te devuelve una receta de cocina
diferente. Te dice:

Para construir esta cuerda, necesitas:

• Una amplitud de 1.0 de la onda k = 1.
• Una amplitud de 0.0 de la onda k = 2.
• Una amplitud de 0.33 de la onda k = 3.
• Una amplitud de 0.20 de la onda k = 5.

¿Qué es el vector ψ̂(k)? Es esa lista de ingredientes. Es el ecualizador de tu equipo de
música.

Estás describiendo exactamente el mismo estado físico de la cuerda, pero respondiendo
a una pregunta totalmente distinta: “¿Cuánta energía tiene la cuerda en cada nota musical
pura?”.

El Ejemplo Específico: La Onda Cuadrada

Vamos a fabricar una forma de onda que se parezca a un cuadrado (o un pulso).

En la base de posiciones ψ(x):
La función sería algo muy tosco, como: “vale 1 entre x = 0 y x = π, y vale −1 entre x = π

y x = 2π”. Si dibujas esto en un papel, ves escalones. Es una descripción geométrica punto
por punto.

En la base de vectores de onda ψ̂(k):
Esa misma función cuadrada, vista a través de Fourier, es la siguiente suma:

ψ(x) = 1 sin(1x) +
1
3

sin(3x) +
1
5

sin(5x) +
1
7

sin(7x) + . . .

La “función transformada” ψ̂(k) no es una curva en el espacio, sino un diagrama de barras
(un espectro). Si representas ψ̂(k) gráficamente, el eje horizontal ya no son metros, son
“números de jorobas (k)”. Y verás un punto en k = 1 con altura 1, otro punto en k = 3 con
altura 1/3, otro en k = 5 con altura 1/5.

¿Por qué cambiar a la base k es útil en D’Alembert?

Porque en la base de posiciones x, la ecuación de D’Alembert es un infierno de derivadas
cruzadas: ∂2ψ

∂x2 .

Pero si proyectas el problema en la base k, cada onda armónica pura evoluciona comple-
tamente aislada de las demás. Derivar un seno dos veces es simplemente multiplicar por
−k2.

En la base de vectores de onda, las derivadas espaciales desaparecen, la ecuación diferen-
cial colapsa en un simple polinomio algebraico, y resolver la evolución de la cuerda se vuelve
tan fácil como bajar o subir los deslizadores de un ecualizador en el tiempo.
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2.5 Medios dispersivos y no dispersivos

1. Definición Formal y Concreta

Para definir la dispersión, el único concepto primitivo que necesitas es la velocidad de fase
(v f ). Se define formalmente como la velocidad a la que viaja un plano de fase constante (una
cresta) de una onda armónica pura:

v f =
ω

k

A partir de aquí, las definiciones estrictas son:

Medio NO Dispersivo:

Un sistema físico donde la velocidad de fase es una constante universal para todas las
posibles ondas armónicas, independientemente de su frecuencia. Matemáticamente:

dv f

dk
= 0 para todo k

Medio Dispersivo:

Un sistema físico donde la velocidad de fase depende de la frecuencia de la onda (o
equivalentemente, de su número de onda k). Matemáticamente:

dv f

dk
̸= 0

2. ¿Qué tiene que ser lineal con respecto a qué?

La linealidad a la que se refiere el texto no es la linealidad de la Ecuación Diferencial (EDP).
Se refiere exclusivamente a la linealidad de la Relación de Dispersión, que es la función
matemática que conecta la frecuencia temporal con la frecuencia espacial: ω = f (k).

En un medio no dispersivo, ω tiene que ser estrictamente directamente proporcional a
k. Es decir, ω(k) = c · k (una línea recta que pasa por el origen, donde la pendiente c es la
velocidad). Solo si es una recta perfecta, el cociente v f = ω/k = c se mantiene constante.

En un medio dispersivo, la función ω(k) no es una recta. Puede ser una parábola (ω ∝ k2),
puede tener una raíz (ω ∝

√
k), o tener un término independiente. Al dividir una función no

lineal entre k, el resultado v f ya no es una constante; dependerá de k.

3. La Ecuación de D’Alembert frente a otros medios

¿Determina el medio dispersivo una ecuación de onda diferente de la de D’Alembert?
Sí, de forma absoluta. Si la física de un medio continuo dicta que es dispersivo (por

ejemplo, el cristal para la luz, o la superficie del océano para las olas), es matemáticamente
imposible que ese medio esté gobernado por la ecuación de D’Alembert.

La ecuación de D’Alembert ( ∂2ψ
∂x2 − 1

v2
∂2ψ
∂t2 = 0) es la “madre” de la no-dispersión. Si

introduces cos(kx − ωt) en ella, la derivada espacial escupe un −k2, la temporal un −ω2,
y te obliga axiomáticamente a que ω = vk (relación lineal). Por tanto, D’Alembert = Cero
Dispersión.
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Para modelar un medio dispersivo, el operador diferencial de la ecuación de movimiento
tiene que cambiar por fuerza. Ejemplos formales:

Ecuación de Klein-Gordon (Física de partículas masivas):

∂2ψ

∂x2 − 1
c2

∂2ψ

∂t2 − m2ψ = 0

Si introduces un armónico, obtienes ω2 = c2k2 + c2m2. Esta relación no es lineal (es una
hipérbola). La velocidad de fase v f = ω/k = c

√
1 + (m/k)2 depende claramente de k. Es

una EDP lineal, pero modela un medio dispersivo.

Ecuación de las vigas de Euler (Mecánica de sólidos rígidos):

−α
∂4ψ

∂x4 =
∂2ψ

∂t2

Produce ω =
√

αk2. No es lineal. Medio dispersivo.
¿O una ecuación de onda diferente de la de D’Alembert en un medio no dispersivo puede
hacer que dicha relación no sea lineal?

Esta pregunta contiene una contradicción lógica en sus términos. En física de medios
continuos, la ecuación de movimiento es la identidad matemática del medio. No existe un
“medio” separado de las leyes (la EDP) que lo rigen.

Si tú tienes una ecuación diferencial que, al resolverla, produce una relación de dispersión
no lineal (ω(k) curva), entonces, por definición formal, el medio que estás modelando es
dispersivo. No puedes tener un medio “físicamente no dispersivo” gobernado por una
ecuación que genera dispersión. Si la ecuación cambia, el medio cambia.

4. ¿Es confuso el texto?

Sí. El texto comete el error pedagógico de decir: “Encontramos dos tipos de medios
con propiedades diferentes. . . Estos medios [los no dispersivos] obedecen a la ecuación de
D’Alembert”.

Lo expresa al revés, como si la no-dispersión fuera un rasgo de personalidad del medio
que luego, por casualidad, hace que cumplan D’Alembert.

La forma formal y rigurosa de expresarlo sería: a partir de las leyes mecánicas o electro-
magnéticas que rigen un sistema, derivamos su Ecuación de Movimiento (EDP). Si, y solo
si, dicha EDP se reduce exactamente a la forma matemática del operador de D’Alembert,
el medio garantizará una relación de dispersión lineal (ω ∝ k) y, por lo tanto, la velocidad
de todas las ondas será constante, clasificando al medio fenomenológicamente como no
dispersivo.

2.5.1 Relación entre D’Alembert y medios no dispersivos

«Pero un medio no dispersivo entonces siempre tiene exactamente como ecuación de onda
la de D’Alembert, ¿es un si y solo si? ¿O es una contención?»

Análisis y Respuesta
Tu pregunta exige un rigor matemático absoluto, entrando en el terreno de las condiciones

necesarias y suficientes. Es una de las preguntas más sutiles que se pueden hacer sobre física
de ondas.
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La respuesta corta y formal es: Es una contención (una implicación unidireccional), NO es
un “si y solo si” (bicondicional).

Veamos exactamente por qué:

1. La dirección que SÍ se cumple (D’Alembert =⇒ No Dispersivo)

Esta es una verdad absoluta. Si la física de un sistema se rige estricta y únicamente por la
Ecuación de D’Alembert ordinaria:

∂2ψ

∂x2 − 1
v2

∂2ψ

∂t2 = 0

Entonces, matemáticamente se garantiza que la relación de dispersión será lineal (ω = vk)
y que el medio será no dispersivo (todas las ondas viajan a v). No hay excepciones.

2. La dirección que NO se cumple (No Dispersivo ̸ =⇒ D’Alembert)

Aquí está la sutileza. ¿Puede existir un medio físico que sea no dispersivo (donde todas
las frecuencias viajen a la misma velocidad), pero cuya ecuación de movimiento no sea la de
D’Alembert de segundo orden que conoces?

Sí. Existen.
Para entenderlo, debemos diferenciar entre las propiedades de transmisión (dispersión) y

las propiedades topológicas o de propagación (direccionalidad).
Aquí tienes el contraejemplo matemático más célebre que rompe el “si y solo si”: las

Ecuaciones de Transporte de Primer Orden (Ecuaciones de Advección).
Considera la siguiente Ecuación Diferencial Parcial de primer orden espacial y temporal:

∂ψ

∂t
+ c

∂ψ

∂x
= 0

¿Qué modela esta ecuación? Modela un pulso viajando a través de un medio que solo
permite que la información viaje en una única dirección (hacia la derecha). No permite ondas
estacionarias, no permite reflejos. Es como una cinta transportadora inalterable.

Si introducimos una onda armónica de prueba ψ = cos(kx − ωt) en esta ecuación de
primer orden:
• Derivada temporal: ω sin(kx − ωt)
• Derivada espacial: −ck sin(kx − ωt)

Sustituyendo:

ω sin(. . . )− ck sin(. . . ) = 0 =⇒ ω = ck

¡Hemos obtenido una relación de dispersión puramente lineal! ω ∝ k. La velocidad de
fase es v f = ω/k = c, constante para cualquier frecuencia.
Conclusión: Este es un medio estrictamente no dispersivo. Un pulso cuadrado viajará sin
deformarse. Sin embargo, su Ecuación de Movimiento no es la ecuación de D’Alembert.

3. La Diferencia Topológica

¿Qué separa entonces a D’Alembert de la ecuación de advección, si ambas son no dispersi-
vas?
• Ecuación de Advección (1er Orden): ∂tψ + c∂xψ = 0. Admite solo soluciones viajeras

hacia la derecha: f (x − ct). Es un universo unidireccional.
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• Ecuación de D’Alembert (2º Orden): ∂ttψ − c2∂xxψ = 0. Admite soluciones viajeras hacia
la derecha y hacia la izquierda: f (x − ct) + g(x + ct).
De hecho, algebraicamente, el operador diferencial de D’Alembert de segundo orden es

simplemente el producto (la composición) de dos operadores de advección de primer orden
moviéndose en direcciones opuestas:(

∂

∂t
− c

∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
ψ = 0

Resumen Lógico

¿Toda ecuación de D’Alembert define un medio no dispersivo? SÍ.
¿Todo medio no dispersivo está gobernado por la ecuación de D’Alembert? NO. Puede estar
gobernado por ecuaciones lineales de primer orden que obligan a un transporte unidireccional
irreflexivo.

2.6 Más sobre la relación de dispersión

«En primer lugar, si no cumple D’Alembert hemos dicho que no tiene que ser dispersivo,
¿no? Que dispersivo simplemente quiere decir que la relación entre ω y k no es lineal.
Porque puedes tener un medio no dispersivo que cumpla una ecuación diferente a la de
D’Alembert.

En segundo lugar, dice que esa “cuerda en un colchón de muelles” tiene un equilibrio y si
lo perturbamos oscila en torno a ese equilibrio. Y luego asevera como si fuera trivial que

“debe admitir soluciones en forma de onda armónica”. Ahí me he perdido. ¿Eso se deduce
de lo anterior? ¿Por qué debe poder tener soluciones armónicas? ¿O es falaz?

Por otro lado, indagando un poco más en qué quiere decir que un medio sea dispersivo,
más allá de la definición básica de que la relación entre ω y k no sea lineal, ¿eso en qué
se refleja? Entiendo que por ejemplo se refleja en que la velocidad de transmisión de
la onda va a depender de k (aunque eso me parece una forma rara de expresarlo, ¿no?
Normalmente se expresa en función de ω, ¿no? ¿De la frecuencia? ¿O no? En los colores
en el prisma de Newton no vemos la relación de dispersión en función de k sino de f ,
¿no?), ¿o eso no es el punto principal?»

1. La generalización descuidada sobre D’Alembert

Tienes toda la razón. La frase del texto “Un medio cuya ecuación de onda no sea la
de D’Alembert es un medio dispersivo” es formalmente falsa por el contraejemplo que ya
discutimos (la ecuación de advección unidireccional de primer orden).

Lo que el autor tiene en la cabeza, pero no ha escrito con rigor, es el contexto restringido
de la mecánica clásica de cuerdas: “Dentro de las ecuaciones de segundo orden que admiten
propagación bidireccional, cualquier perturbación al operador de D’Alembert (como sumarle
un término de Hooke) destruirá la no-dispersión”.

Tu marco lógico es superior al del libro aquí: la no-linealidad de ω(k) es el único juez
supremo de la dispersión, no la forma superficial de la ecuación diferencial.

2. ¿Es falaz aseverar que debe admitir ondas armónicas?
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No es falaz, pero es un salto lógico gigante que el autor asume que tú puedes rellenar. La
deducción opera en cadena y se fundamenta en el Teorema de Taylor y el Teorema de Fourier.
Así es como se deduce de verdad:
El Equilibrio: Si el sistema tiene un equilibrio estable, significa que la energía potencial U(ψ)

tiene un mínimo local.
La Linealización (El secreto): Si la perturbación es pequeña, la expansión en serie de Taylor
de la fuerza restauradora te permite ignorar los términos de orden superior (ψ2, ψ3 . . . ) y
quedarte solo con la derivada primera: la Ley de Hooke (F ∝ −ψ).
La Ecuación Diferencial Lineal: Esta fuerza lineal garantiza que la ecuación de movimiento
(la EDP) resultante será estrictamente lineal.
El Autovector Geométrico: En el álgebra de operadores, las funciones exponenciales com-
plejas ei(kx−ωt) (las ondas armónicas) son las únicas funciones propias (autofunciones) de los
operadores diferenciales lineales con coeficientes constantes en espacios homogéneos.

Por tanto, al decir “oscila en torno al equilibrio” asume perturbaciones pequeñas; esto
implica linealidad; y la linealidad en un medio continuo exige, por mandato del álgebra
lineal, que las piezas de construcción de cualquier solución sean ondas armónicas. No es
magia, es un teorema estructural.

3. La intuición de la dispersión: ¿Por qué k y no ω?

Tu queja sobre expresar la velocidad en función de k (v(k)) frente a ω (v(ω)) revela una
dualidad clave en la física entre óptica y estado sólido.

Ambas formas son matemáticamente isomorfas porque ω y k están ligadas. Puedes escribir
v(ω) sin problema.
En óptica (Newton y el prisma): Tú controlas el láser. Inyectas un color (frecuencia ω) en
el cristal, y obligas al medio a responder adaptando su longitud de onda (λ o k). Por eso en
óptica todo se tabula en función de ω o λ en el vacío.
En mecánica y estado sólido (La cuerda con muelles): Tú controlas la geometría. Pulsas
la cuerda, le das una forma espacial inicial, lo que significa que fijas las condiciones de
contorno y el número de onda k. El medio, basándose en su inercia y sus muelles, decide a
qué frecuencia temporal ω va a vibrar esa forma. Por eso en mecánica siempre derivamos
ω = f (k) y escribimos v(k). El espacio (k) es la entrada, el tiempo (ω) es la respuesta.

La intuición visceral: El Desgarro de la Información

Más allá de fórmulas, ¿qué le hace un medio dispersivo a la realidad? Desgarra los
paquetes de información.

Imagina una carrera de atletismo.
Medio NO dispersivo (El vacío): Disparas la pistola y el paquete de corredores sale. Si el
medio no es dispersivo, todos los corredores (todas las frecuencias) tienen idéntica capacidad
física y corren a la misma velocidad v. Tras 10 km, miras la pista y siguen formando el mismo
pelotón compacto. El “pulso” ha viajado manteniendo su identidad.
Medio DISPERSIVO (La cuerda con muelles, el agua): Disparas la pistola. En este universo,
la biología de los corredores depende de su zancada (su número de onda k). Los corredores
de zancada larga (baja frecuencia) van más rápido que los de zancada corta (alta frecuencia).
Tras 10 km, el pelotón compacto se ha desintegrado. Tienes a los altos muy por delante y a
los bajos muy rezagados. La forma original se ha perdido para siempre. A esto en física se le
llama “Chirp” (chirrido).
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Preguntas si la relación de dispersión es «particular para las ondas armónicas y para las demás
en general no es así».

Aquí debes dar un salto conceptual fundamental: la relación de dispersión SOLO tiene
sentido y existencia para las ondas armónicas.

Conceptos como la frecuencia angular (ω) y el número de onda (k) son parámetros anatómi-
cos exclusivos de los senos y cosenos. Un pulso cuadrado, una onda triangular o el chasquido
de un látigo no tienen una frecuencia ω ni un número de onda k. Son geometrías complejas.

La genialidad del Teorema de Fourier radica en demostrar que el universo físico resuelve
este problema descomponiendo cualquier geometría compleja en infinitas ondas armónicas
simples. La relación de dispersión ω(k) es la ley aduanera del medio: no juzga a la pertur-
bación global (el paquete), sino que examina individualmente a cada una de las infinitas
ondas armónicas que lo componen y le asigna a cada una su velocidad de fase correspondi-
ente.

Por tanto, no es que D’Alembert “solo tenga relación lineal en las ondas armónicas”. Es
que la linealidad se define sobre la base armónica, y por extensión lineal, garantiza que el
paquete completo viaja intacto.

Te confunde la frase «Cada sistema tiene su ecuación de onda y su relación de dispersión
particular».

El autor utiliza la palabra “sistema” como un sinónimo estricto de “medio material config-
urado” (la combinación de la cuerda, su tensión T, su densidad µ y la rigidez de los muelles
k). No existen varios “sistemas” dentro de esta cuerda. Hay un único medio continuo con
una única ecuación diferencial.

Tu razonamiento sobre las condiciones iniciales es un error ontológico común que debemos
erradicar. La relación de dispersión es absolutamente sorda e inmune a las condiciones
iniciales.

Imagina el medio físico como el tablero y las reglas del ajedrez.
• El Sistema/Medio son las leyes de la física local (la Ecuación Diferencial).
• La Relación de Dispersión es la regla inmutable que dicta cómo se mueve cada pieza (los

alfiles en diagonal, las torres en línea recta). Estas reglas dependen de la topología del
tablero, no del jugador.

• Las Condiciones Iniciales representan simplemente cómo decides colocar tú las piezas en
el turno cero (si generas un pulso corto, una onda larga, si golpeas fuerte o flojo).

2.7 Ondas viajeras y estacionarias

En física, una onda es, en definitiva:

Un estado geométrico de la materia o del espacio que transporta información, energía
y momento, sin transportar masa neta, y cuya propagación está garantizada por una
tensión fundamental del medio.

Vamos a desgranar esa definición ontológica en sus tres pilares absolutos:

1. La Disociación de la Identidad: Forma vs. Sustancia

Esta es la lección ontológica más profunda de D’Alembert. En el mundo de Newton, si ves
una pelota de tenis viajar, la forma geométrica (la esfera) y la sustancia material (el caucho)
son inseparables. Viajan juntas.
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Una onda rompe esa unidad. En una onda, la forma geométrica se disocia de la sustancia
material.

Piensa en “La Ola” que hace el público en un estadio de fútbol.
• La sustancia son los espectadores individuales (tus “partículas”). Ellos solo realizan un

movimiento local, perpendicular al suelo: se levantan y se sientan. Su desplazamiento
neto es cero.

• La forma es el patrón geométrico (la perturbación). Esa forma es la que viaja por el estadio
a 20 km/h.
Una onda es el triunfo matemático del patrón sobre la materia. No es “algo” viajando;

es un “estado” que se contagia. Es una coreografía local que, por un retardo causal estricto,
produce la ilusión perfecta de un objeto moviéndose a nivel global.

2. El Vehículo de la Información Causativa

¿Por qué se propaga ese estado? Porque el universo aborrece la discontinuidad.
Toda onda existe porque hay una tensión interna en el medio. En tu cuerda, es la tensión

física T. En un campo electromagnético, es la tensión geométrica de que un rizo en el campo
magnético fuerza un cambio en el campo eléctrico.

Esta tensión actúa como una cadena de transmisión. Si tú perturbas el punto A, la tensión
obliga al punto adyacente B a responder, pero esa respuesta no es instantánea. Tarda un
intervalo de tiempo dt. Esa inercia local (la masa µ, o la permitividad ϵ0) es lo que impide
que la información viaje a velocidad infinita.

Por tanto, una onda es la propagación de un orden causal. Es la forma que tiene la energía
de viajar por el universo respetando la barrera límite de la velocidad impuesta por la inercia
del medio subyacente.

3. La Rebelión contra la Entropía

Desde un punto de vista de la teoría de la información, una onda es una estructura
antientrópica temporal.

Si tú golpeas una piedra con un martillo, la energía de ese golpe se disipa en calor caótico
(movimiento aleatorio de las moléculas). Se ha maximizado la entropía instantáneamente.

Si tú golpeas una cuerda tensa con un martillo, las fuerzas de cohesión del medio (la
linealidad de la ecuación de D’Alembert) conspiran para organizar esa energía en un paquete
coherente (una onda). Esa energía no se pierde en un caos microscópico inmediato. Viaja de
forma ordenada y estructurada a través de enormes distancias.

La onda es un mecanismo físico y matemático que permite empaquetar una perturbación
mecánica o electromagnética y enviarla intacta por el espacio, logrando transmitir informa-
ción del pasado (el momento del golpe) hacia un lugar del futuro.

1. La solución de traslación de D’Alembert y la onda viajera

En 1747, Jean le Rond d’Alembert descubrió algo asombroso sobre la ecuación en derivadas
parciales lineal que acabamos de deducir ( ∂2ψ

∂x2 − 1
v2

∂2ψ
∂t2 = 0). Descubrió que no hacía falta

resolverla integrando a ciegas; su estructura geométrica dicta que absolutamente cualquier
solución matemática a esta ecuación tiene obligatoriamente la siguiente forma:

ψ(x, t) = f (x − vt) + g(x + vt)

85



Esta es la llamada “solución general de D’Alembert”. Responde de forma tajante a tu
pregunta: sí, toda solución de la ecuación de D’Alembert unidimensional cumple esto.

¿Qué significan f y g? Son funciones arbitrarias. Pueden ser un coseno, un pulso cuadrado,
una campana de Gauss o el perfil de tu cara dibujado matemáticamente. La ecuación de
D’Alembert es completamente indiferente a la forma de la perturbación inicial.

Lo que impone implacablemente es la cinemática de la perturbación. La función f (x − vt)
representa esa forma arbitraria deslizándose rígidamente hacia la derecha a una velocidad
v. La función g(x + vt) representa otra forma arbitraria deslizándose hacia la izquierda a la
misma velocidad.

Esto es una “onda viajera inalterable”. Es una perturbación geométrica que se traslada
por el espacio cambiando sus coordenadas, pero sin sufrir ninguna deformación interna,
dispersión ni decaimiento en su amplitud.

2. El estatus ontológico de las ondas estacionarias

Tu afirmación de que “las ondas estacionarias no son ondas realmente” es una intuición
termodinámica parcialmente válida, pero matemáticamente y topológicamente incorrecta.
Debes corregir esa concepción.

Tu intuición te dice que una “onda” debe transportar energía de un punto A a un punto
B (como el tsunami que viaja por el océano). En una onda estacionaria, la energía oscila
localmente entre potencial y cinética, pero la transferencia neta de energía a través del espacio
es cero. Los nodos (puntos que no se mueven) actúan como barreras infranqueables por las
que no fluye la potencia mecánica. Desde una óptica estrictamente orientada a la transmisión
de información, una onda estacionaria está muerta.

Sin embargo, las ondas estacionarias sí son ondas. Son soluciones legítimas de la ecuación
de D’Alembert. Surgen del principio de superposición cuando confinas el espacio (por
ejemplo, atando la cuerda en ambos extremos). Al hacer esto, la onda viajera f (x − vt) choca
contra la pared, se refleja y se convierte en g(x + vt).

Al sumar dos ondas viajeras inalterables idénticas que colisionan en direcciones opuestas,
la trigonometría transforma la traslación en una palpitación estática:

A cos(kx − ωt) + A cos(kx + ωt) = 2A cos(kx) cos(ωt)

Las variables de espacio (kx) y tiempo (ωt) se han desacoplado, destruyendo el mecanismo
de traslación. La onda estacionaria es, ontológicamente, el holograma de interferencia creado
por dos ondas viajeras atrapadas en una caja topológica. Es la base de la mecánica cuántica
(los orbitales atómicos son ondas de probabilidad estacionarias en 3D), por lo que negarles el
estatus de “onda” es amputar la mitad de la física moderna.

Una onda puede ser viajera, pero no tiene por qué serlo a nivel macroscópico u observable.
Sin embargo, para ser topológicamente rigurosos, debemos separar lo que parece la onda

(el estado observable) de lo que es la onda (su base algebraica).

1. A nivel macroscópico: Los estados no viajeros

El universo está lleno de soluciones de la ecuación de onda que no transportan energía a
través del espacio. Las ondas viajeras (como el pulso de D’Alembert f (x − vt)) son solo un
subconjunto de la realidad ondulatoria. Existen dos grandes excepciones fenomenológicas:
• Ondas Estacionarias (Confinamiento topológico): Como analizamos antes, si limitas el

espacio (una cuerda atada, un tubo de órgano, el pozo de potencial de un electrón), la
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energía no puede huir al infinito. Se queda atrapada oscilando entre energía cinética y
potencial en lugares fijos. El patrón vibra, pero sus nodos no se trasladan. No hay un
transporte neto de momento lineal continuo de un punto a otro.

• Ondas Evanescentes (Disipación espacial): Cuando la luz intenta cruzar desde un bloque
de vidrio hacia el aire con un ángulo demasiado inclinado (reflexión total interna), la
matemática de las ecuaciones de Maxwell dicta que la onda no puede penetrar propagán-
dose. En lugar de eso, la ecuación de onda admite una solución donde el número de
onda k se vuelve un número complejo. Físicamente, esto resulta en un campo electromag-
nético que “sangra” sutilmente fuera del vidrio, pero decae exponencialmente sin viajar,
ψ ∝ e−|k|x cos(ωt). Palpita en el tiempo, pero muere en el espacio sin trasladarse.
En ninguno de estos dos casos ves una perturbación viajando de A hacia B.

2. A nivel microscópico: La tiranía de la base viajera

A pesar de lo anterior, la matemática analítica impone una verdad más profunda. Aunque
el estado global no sea viajero, sus componentes fundamentales (sus átomos) son siempre
ondas viajeras.

Debido a la linealidad de la ecuación de D’Alembert (o Schrödinger, o Maxwell), rige el
principio de superposición. El Teorema de Fourier garantiza que cualquier estado ondulatorio,
por muy estático o exótico que parezca, puede ser descompuesto en una suma (o integral)
lineal de ondas armónicas viajeras puras del tipo cos(kx − ωt) y cos(kx + ωt).

Una onda estacionaria no es una entidad fundamental que haya “olvidado” cómo viajar.
Es simplemente una superposición perfectamente simétrica de dos ondas viajeras inalterables
que se mueven en direcciones opuestas con la misma amplitud y frecuencia. El transporte
de energía neto es cero no porque la energía no viaje, sino porque la cantidad de energía
que viaja hacia la derecha se anula vectorialmente de forma exacta con la que viaja hacia la
izquierda en cada punto del espacio.

Conclusión:

Ontológicamente, toda perturbación fundamental en un medio continuo que obedezca
ecuaciones hiperbólicas lineales es viajera. La ausencia de viaje macroscópico (como en
la onda estacionaria) es solo una ilusión óptica geométrica provocada por la interferencia
destructiva del transporte de energía.

2.7.1 "Ecuación de onda" de una onda viajera

. La Jerarquía de las Ecuaciones de MovimientoEn física, no existe una única y sagrada
"ecuación de onda". Cualquier Ecuación en Derivadas Parciales (EDP) que describa la
propagación estructurada de una perturbación en el espacio y en el tiempo merece, geométri-
camente, el título de "ecuación de onda".La Ecuación de D’Alembert (∂xxψ = 1

v2 ∂ttψ) es
la "Ecuación de Onda Bidireccional" por excelencia. Es de segundo orden y permite que
la información fluya simultáneamente tanto hacia el futuro positivo de x (derecha) como
hacia el futuro negativo de x (izquierda).2. El "Truco" del Primer Orden (La Ecuación de
Advección)El texto te presenta la ecuación:

∂ψ

∂x
= ±1

v
∂ψ

∂t
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Esta es una ecuación de primer orden. Fíjate bien: es exactamente la ecuación de trans-
porte unidireccional (ecuación de advección) que yo te mostré en el mensaje anterior para
demostrarte que existen medios no dispersivos ajenos a D’Alembert.El texto llama a esto
"ecuación de onda de la onda progresiva" por un motivo puramente analítico.Una "onda
progresiva" (o onda viajera pura) es una solución que solo viaja en una única dirección. Si
tomas la función f (x − vt) y calculas sus derivadas parciales primeras (usando la regla de la
cadena), llegarás obligatoriamente a esa ecuación diferencial de primer orden.3. La Relación
Algebraica Profunda (Factorización del Operador)El autor del texto te está enseñando, sin de-
cirlo explícitamente, que el operador de D’Alembert (de segundo orden) se puede factorizar
como el producto de dos operadores de onda progresiva (de primer orden).Reescribamos la
Ecuación de D’Alembert usando operadores:(

∂2

∂x2 − 1
v2

∂2

∂t2

)
ψ = 0

Dado que es una diferencia de cuadrados (A2 − B2), puedes factorizarla algebraicamente en
una suma por una diferencia:(

∂

∂x
− 1

v
∂

∂t

)(
∂

∂x
+

1
v

∂

∂t

)
ψ = 0

¿Qué ves aquí?El primer paréntesis es el operador que aniquila a las ondas que viajan hacia
la derecha. Si aplicas este operador a f (x − vt), el resultado es cero. Esta es la "ecuación
de onda de la onda progresiva hacia la derecha".El segundo paréntesis aniquila a las ondas
que viajan hacia la izquierda. Si se lo aplicas a g(x + vt), da cero. Esta es la "ecuación de
onda de la onda progresiva hacia la izquierda".Conclusión:La ecuación de D’Alembert es, por
tanto, el "hijo geométrico" resultante de fusionar (multiplicar) dos universos físicos unidirec-
cionales más simples.El autor simplemente ha decidido llamar "ecuación de onda de la onda
progresiva" a cada una de estas "mitades factorizadas", porque, de forma aislada, también
constituyen ecuaciones de movimiento perfectamente legales que propagan perturbaciones
sin deformarlas.

2.8 Ondas en 3D: ondas planas y ondas esféricas

«¿Los frentes de onda no deberían ser cascarones esféricos en lugar de planos? No
entiendo.»

Tu intuición física choca aquí de frente con una abstracción matemática clave. Tienes
razón: en el mundo real, si enciendes una bombilla o detonas un petardo en el espacio libre
tridimensional, la energía irradia en todas direcciones. Los frentes de onda (los lugares con la
misma fase geométrica) forman cascarones esféricos en expansión.

Entonces, ¿por qué el libro te estampa en la cara una “onda plana” y dice que el frente de
onda es un plano infinito de x e y?

Porque la onda plana no es un objeto físico real. Es un átomo matemático, una herramienta
de cálculo, la base ortogonal infinita sobre la que se construye la realidad.

Vamos a deshacer la aparente contradicción formalizando qué significa la ecuación de la
página 147.

1. La Geometría de la Fase: k⃗ · r⃗ − ωt
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El texto define el frente de onda como el “lugar geométrico de los puntos con el mismo
valor de la onda”. En una onda armónica, el “valor” viene dictado exclusivamente por el
argumento del coseno, la Fase Total: Φ = k⃗ · r⃗ − ωt.

Si congelamos el tiempo (t = cte), preguntarnos por el frente de onda equivale a resolver
la ecuación geométrica:

k⃗ · r⃗ = constante

¿Qué figura geométrica en R3 cumple que el producto escalar de un vector fijo (⃗k) con un
vector de posición genérico (⃗r = xî + yĵ + zk̂) da un número constante?

Es la ecuación de un plano perpendicular al vector k⃗.
Físicamente, esto significa que, si k⃗ apunta a lo largo del eje Z, todos los infinitos puntos

que están en el plano XY (sin importar cuán lejos a la izquierda, a la derecha, arriba o abajo)
oscilan exactamente a la vez, en perfecta sincronía cósmica. La perturbación es idéntica en
toda esa lámina plana infinita, y la lámina entera avanza rígidamente en la dirección de k⃗.

2. La Imposibilidad Física de la Onda Plana

Una onda plana estricta es una abominación física por un motivo central: contendría
energía infinita.

Si el frente de onda es un plano infinito, y la amplitud es constante (A) en todo el plano,
significa que tienes que invertir energía para hacer vibrar todo el universo al mismo tiempo.
Es imposible crearla en un laboratorio.

3. Entonces, ¿por qué se enseña?

Si no existen, ¿por qué los físicos construyen toda su teoría ondulatoria basándose en ellas?
Por tres motivos colosales:

A. El Teorema de Fourier Tridimensional

Igual que cualquier función 1D se puede construir sumando senos y cosenos unidimen-
sionales, cualquier perturbación en 3D (incluido el cascarón esférico de tu bombilla) se puede
construir matemáticamente sumando infinitas ondas planas, cada una apuntando en una
dirección k⃗ distinta. La onda plana es el bloque de Lego fundamental. Si sabes cómo el
medio trata a una onda plana aislada, sabes cómo tratará a cualquier onda esférica compleja
aplicando linealidad.

B. La Aproximación de Campo Lejano

Aunque la bombilla emita ondas esféricas, la curvatura de la esfera disminuye a medida
que te alejas. Imagina que estás a 150 millones de kilómetros del Sol. La onda de luz que te
llega es un segmento minúsculo de una esfera gigantesca. Desde la perspectiva de un grano
de arena en la Tierra, ese fragmento de esfera parece completamente plano, igual que la
superficie de la Tierra nos parece plana a nosotros localmente. En física, cuando el tamaño de
tu detector (o rendija, o prisma) es mucho más pequeño que la distancia a la fuente, asumes
que la onda incidente es plana. Es una aproximación analítica soberbia que simplifica a cero
el cálculo vectorial.

C. Las Ecuaciones Diferenciales Lineales
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Si pones una onda esférica matemática ψ ∝ ei(kr−ωt)

r en la ecuación de D’Alembert tridimen-
sional, el término 1/r en la amplitud hace que las derivadas espaciales (el Laplaciano ∇2)
arrojen restos algebraicos muy incómodos.

Sin embargo, si introduces la onda plana pura ei(⃗k·⃗r−ωt), la derivada del producto escalar
es un milagro algebraico: ∇2 =⇒ −|⃗k|2. Transforma la Ecuación en Derivadas Parciales de
R3 directamente en la relación de dispersión puramente algebraica ω2 = v2 |⃗k|2, destruyendo
la dificultad del problema.

Los frentes de onda generados por fuentes puntuales reales sí son esferas (u otras formas
complejas). La “onda plana” que estás estudiando no pretende describir un objeto físico
completo emanando de una fuente, sino la solución matemática más destilada y abstracta
que admite la geometría del medio.

2.9 Paquetes de ondas

«Vamos con el concepto de paquete de ondas. He entendido que hay varios puntos
importantes. En primer lugar:

En la naturaleza no hay algo así como ‘una sola onda’, queriendo decir que no podemos
aislar una sola frecuencia, entiendo; pero sí tiene sentido que un foco genere ondas de
una frecuencia parecida. Eso inmediatamente ya me induce a pensar que estudiar este
fenómeno es relevante. Pero no sé si me equivoco en esto.

El paquete de ondas, según entiendo, por su propiedad característica no se deforma
ni siquiera en medios dispersivos, ¿lo cual es muy relevante porque permite ‘enviar
información’ en cualquier medio? ¿Es esa la idea u otra?

En cierto sentido esto va a ser similar a una partícula, creo. No tengo ni idea de física
cuántica, pero entiendo que quizás van por ahí los tiros.»

1. El mito de la onda armónica y la teoría de la información

No te equivocas en absoluto. Una onda armónica pura, ψ(x, t) = A cos(kx − ωt), es una
aberración física. Para que contenga una única frecuencia exacta, debe haber existido desde
el inicio de los tiempos (t = −∞) y debe ocupar todo el espacio del universo (x = ±∞).

Desde el punto de vista de la Teoría de la Información (Shannon), una onda armónica pura
transmite cero información. Si mides una cresta hoy, sabes exactamente dónde estará dentro
de un billón de años. No hay sorpresa. Para transmitir información (un bit, un “hola”, un
pitido), tienes que alterar el estado del medio: encender un láser y luego apagarlo.

Ese encendido y apagado crea un “pulso” localizado en el espacio. El Teorema de Fourier
dictamina que es geométricamente imposible construir un pulso finito usando una sola
frecuencia. Necesitas sumar un continuo de frecuencias adyacentes centradas en una principal
(ω0). Estudiar paquetes de ondas no es un caso particular curioso; es la única forma de
estudiar la realidad física.

2. La deformación de la envolvente (Corrigiendo a los apuntes)

Aquí hay que ser muy críticos. Tus apuntes afirman que en un medio dispersivo “la
envolvente viajará sin experimentar deformación”. Esto es físicamente falso a largo plazo.
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Observa detenidamente el desarrollo matemático de la página 141. Para llegar a la con-
clusión de que la amplitud modula como una onda progresiva perfecta A(x, t), el autor realiza
un desarrollo en serie de Taylor de la relación de dispersión ω(k) y lo trunca violentamente
en la primera derivada:

ω(k) ≈ ω0 + ω′
0(k − k0)

Esto es una linealización artificial. En un medio dispersivo genuino, la curva ω(k) no
es recta. Si no cortaras la serie de Taylor, el siguiente término tendría la segunda derivada:
1
2 ω′′

0 (k − k0)2. Esta segunda derivada se conoce como Dispersión de la Velocidad de Grupo
(GVD).

¿Qué ocurre físicamente? Que la velocidad de grupo no es idéntica para todos los armóni-
cos ocultos dentro del paquete. A medida que el paquete viaja, los colores (frecuencias) más
rápidos se acumulan en la “cabeza” del paquete, y los más lentos se quedan en la “cola”. El
resultado es que el paquete de ondas se desparrama y se ensancha a medida que viaja.

Lo que es cierto —y es lo que intentan decir tus apuntes para justificar la transmisión
de información— es que, si el intervalo de frecuencias es muy estrecho (∆k → 0), el ensan-
chamiento es lo suficientemente lento como para que, a efectos prácticos locales, considere-
mos que el paquete mantiene su identidad estructural moviéndose a la velocidad de grupo
(vg = dω/dk), que es la verdadera velocidad a la que fluye la energía y la información.

3. El nacimiento topológico de la partícula

Tu corazonada sobre las partículas es una de las epifanías más importantes de la física del
siglo XX.

Al sumar infinitas ondas planas, ocurre algo geométrico fascinante: interferencia destruc-
tiva. Las fases de todas esas ondas se aniquilan entre sí en casi todo el universo, haciendo
que la amplitud sea cero. Solo en una pequeñísima región del espacio (el centro del paquete),
las crestas de todas las ondas se alinean constructivamente, creando un “grumo” de energía.

Has fabricado, usando matemáticas continuas, un objeto que tiene posición confinada
(como una canica) y velocidad (la velocidad de grupo vg). Un paquete de ondas es el puente
algebraico que permite a un medio continuo simular la existencia de objetos discretos.

4. Por qué es el pilar de la física moderna (Ejemplos intuitivos)

La distinción entre la velocidad interna (fase) y la velocidad del paquete (grupo) rige toda
la tecnología y la física fundamental.
En Óptica (Telecomunicaciones): Internet existe gracias a los cables de fibra óptica marina.
Por ellos no viajan ondas continuas, viajan millones de impulsos láser por segundo. Cada
impulso es un paquete de ondas (un bit “1”). El cristal de sílice de la fibra es un medio
dispersivo. Si el cable es demasiado largo, la GVD que comentamos antes hace que los
paquetes se ensanchen. Si se ensanchan tanto que un paquete se fusiona con el adyacente,
el detector se vuelve ciego e Internet se cae. Entender el paquete de ondas permite a los
ingenieros inyectar pulsos especiales (solitones) o frecuencias compensatorias para evitar
este desparrame.
En Física Cuántica: Un electrón disparado en el vacío no es una esfera de masa. Su “sustancia”
es un campo continuo de probabilidad gobernado por la ecuación de Schrödinger. El electrón
es estrictamente un paquete de ondas. La velocidad a la que lo ves viajar macroscópicamente
en un tubo de rayos catódicos es, por definición, su velocidad de grupo vg. El tamaño
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de la envolvente A(x, t) determina tu incertidumbre sobre dónde está ubicado el electrón
(Principio de Heisenberg).

«Pero, ¿cómo es posible que al juntar en una suma ondas armónicas que ‘no trasladan
información’ se convierta en algo que sí lo haga? ¿Simplemente por el hecho de tener una
forma distinta a la armónica una onda ya posee información? No tiene sentido para mí.»

Tu error analítico reside en asumir que la información es una magnitud física extensiva y
aditiva, como la masa o la energía (donde 0 + 0 = 0). La información no es una sustancia que
viaja pegada a la onda; es una propiedad topológica y estadística del estado del campo.

Para entender esto, hay que recurrir a la Teoría de la Información de Claude Shannon
y a la termodinámica. La información es, fundamentalmente, la medida matemática de la
sorpresa o la improbabilidad.

1. Por qué la onda armónica tiene cero información

Una onda armónica perfecta A cos(kx − ωt) es un objeto matemático infinito. Existe desde
el principio del universo hasta su final, y desde x = −∞ hasta x = +∞.

Si tú, como receptor, mides el paso de una sola cresta de esa onda, ya tienes todos los
datos necesarios para predecir con exactitud absoluta qué valor tendrá la onda en cualquier
otra galaxia y dentro de cinco mil millones de años. Tu incertidumbre es nula. Y donde hay
certeza absoluta, la información transmitida es estrictamente cero.

Lingüísticamente, es el equivalente a que alguien sostenga una nota vocal continua
(“Aaaaaaaaa. . . ”) durante toda la eternidad. Es sonido, transporta energía, pero carece
de mensaje. Es un estado de máxima entropía o máximo aburrimiento porque es perfecta-
mente simétrico y predecible.

2. La información exige contraste (La ruptura de la simetría)

Para enviar un bit de información (un “1” o un “0”, un “sí” o un “no”, el inicio de un
evento), necesitas crear un contraste geográfico en el medio. El receptor debe experimentar
un estado de “no hay señal” (silencio), seguido de “hay señal” (perturbación), y luego otra
vez “silencio”.

Es decir, la información no reside en la oscilación en sí misma, sino en la existencia de una
frontera, un contorno que separe lo perturbado de lo no perturbado. Un paquete de ondas
posee esa frontera; la onda armónica infinita carece de ella.

3. Esculpiendo el silencio (La paradoja de la suma resuelta)

¿Cómo es posible que sumando cosas sin información (sin fronteras) obtengas algo con
información (con fronteras)?

A través de la aniquilación topológica: la interferencia destructiva.
Piensa en un bloque de mármol macizo. Es perfectamente uniforme (predecible, cero

información). Si tomas infinitos bloques de mármol y los sumas de la manera adecuada
restando sus partes, obtienes el David de Miguel Ángel. La información del David no estaba
escondida en la “sustancia” del polvo de mármol; surge de la forma geométrica resultante al
eliminar materia.

El Teorema de Fourier hace exactamente esto con la energía. Al sumar infinitas ondas
armónicas con frecuencias ligeramente distintas (k0 ± ∆k), no estás apilando “datos”. Lo que
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ocurre algebraicamente es que todas esas ondas se desincronizan rápidamente a medida que
te alejas del origen.

En la posición x = 100, una onda está en una cresta (+A) y otra está en un valle (−A). Se
suman y dan cero.

El resultado es que las infinitas ondas se destruyen mutuamente en casi todo el universo,
creando un inmenso mar de silencio espacial (amplitud cero).

Solo sobreviven, por interferencia constructiva pura, en una región minúscula del espacio.

2.10 Periodicidad

1. La Onda Triangular y la Ilusión de la “Frecuencia”

Tienes razón: una onda triangular que se repite en el tiempo tiene un periodo T. Y si
tiene un periodo T, podemos definir una magnitud que llamamos “frecuencia fundamental”
( f = 1

T ).
Sin embargo, aquí está el matiz léxico y físico: esa frecuencia fundamental no es el ω de la

relación de dispersión.
Cuando en física hablamos de ω, nos referimos exclusivamente al parámetro interno de

un oscilador armónico simple: el argumento trigonométrico en cos(ωt). Una onda triangular
no es un oscilador armónico simple. Es un acorde musical.

Si pasas una onda triangular por un medio dispersivo, el medio no “ve” un triángulo
viajando a una frecuencia f . El medio es matemáticamente ciego a la geometría global. Lo
que el medio hace es aplicar el Teorema de Fourier, desmontar el triángulo en sus infinitas
componentes armónicas puras (la frecuencia fundamental ω1, y sus armónicos impares
ω3, ω5 . . . ), y aplicarle una velocidad distinta a cada una.

Al salir del medio, las componentes ya no estarán sincronizadas. El triángulo se habrá
deformado; ya no será un triángulo.

Por tanto, el triángulo tiene “ritmo” (periodo), pero no tiene una única frecuencia armónica
ω que defina su interacción dinámica con el universo.

2. La Paradoja del Pulso (La Suma de Infinitas Periódicas)

Esta es una de las dudas matemáticas más profundas que se pueden tener al estudiar
Fourier. Tu premisa es: «Si sumo infinitas funciones periódicas, obtengo una función periódica. Un
pulso no lo es. ¿Cómo es posible?»

Tu premisa es cierta solo si la suma es discreta.
Si sumas un número infinito pero contable de armónicos discretos (ω1, 2ω1, 3ω1 . . . ),

siempre obtendrás un “tren de pulsos”, una estructura que se repite periódicamente en el
espacio.

¿Cómo creamos un pulso único y aislado (un evento no periódico)?
Tenemos que forzar a que la distancia espacial entre un pulso y el siguiente sea infinita

(L → ∞). Al hacer esto en el álgebra de Fourier, la separación entre las frecuencias discretas
(∆ω) tiende a cero.

El espectro deja de ser un conjunto de barras discretas separadas y se funde en un continuo
matemático. La suma discreta (Σ) se transforma axiomáticamente en una integral continua
(
∫

).
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Al integrar un continuo infinito de frecuencias infinitamente juntas, la interferencia de-
structiva es tan absoluta que aniquila la perturbación en todo el eje real, excepto en un único
punto x = 0, donde todas las fases coinciden.

El pulso es, ontológicamente, el límite continuo de una función periódica cuyo periodo ha
sido estirado hasta el infinito.

3. ¿Son un pulso o un chasquido estrictamente ondas?

Sí, de forma absoluta y estricta. Son la definición misma de onda.

Estás sufriendo un sesgo educativo común: en el colegio se enseña a asociar la palabra
“onda” con el dibujo de una serpiente ondulante infinita (el seno).

En la física formal, una onda se define exclusivamente por su dinámica, no por su forma
visual. Una onda es cualquier perturbación ψ(x, t) del equilibrio que satisfaga una Ecuación
de Movimiento hiperbólica (como la de D’Alembert) y que transporte energía e información
basándose en las fuerzas restauradoras del medio, sin transportar masa neta.

La solución general de D’Alembert es ψ(x, t) = f (x − vt). El álgebra dicta que la función
f es estrictamente arbitraria.

• Si f es la función seno, tienes una onda armónica (infinita, cero información).
• Si f es una campana de Gauss, tienes un pulso láser (aislado, altísima información).
• Si f es una discontinuidad brusca en la presión del aire, tienes el chasquido supersónico

de un látigo (onda de choque).

2.10.1 Un pulso no puede nacer de un sumatorio discreto

1. La realidad del sumatorio discreto (Pulsaciones)

Al utilizar un sumatorio discreto, estás construyendo matemáticamente una Serie de
Fourier. El teorema establece axiomáticamente que toda Serie de Fourier converge a una
función periódica.

Físicamente, si sumas un conjunto discreto de ondas armónicas con números de onda muy
cercanos (k0, k0 ± δk, k0 ± 2δk . . . ), no generas un pulso aislado. Generas el fenómeno de las
pulsaciones (o batidos).

La gráfica resultante de la fórmula de tus apuntes no es el dibujo de la página 152. Sería
un “tren” infinito de esos paquetes, en fila india, repitiéndose periódicamente desde x = −∞
hasta x = +∞, separados por una distancia espacial L = 2π

δk .

2. El requerimiento del pulso aislado (El Continuo)

Para aislar un único paquete de ondas en el espacio (como la figura de la página 152, que
representa un evento único como un fotón o un bit), debes forzar matemáticamente a que la
distancia entre los paquetes del tren infinito tienda a infinito (L → ∞).

Al hacer esto, la separación entre las frecuencias discretas (δk) tiende a cero. El sumatorio
∑ colapsa obligatoriamente y se transforma en una integral

∫ ∞
−∞. Solo la interferencia

destructiva de un continuo infinito de frecuencias es capaz de aniquilar la perturbación
en todo el universo excepto en ese grumo central.
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2.10.2 ¿Qué abarca el Análisis Armónico?

El panorama completo que buscas recibe el nombre formal de Análisis Armónico (o Análisis
de Fourier en su acepción clásica). Para entender el “árbol”, debes abandonar la idea de que
Fourier trata sobre “ondas”. En el análisis funcional moderno, el Análisis Armónico es el
estudio de cómo representar funciones, señales o estados físicos matemáticos mediante una
superposición de las autofunciones de un operador diferencial lineal.

El árbol taxonómico clásico de Fourier se ramifica basándose en dos propiedades topológ-
icas estrictas del dominio original (por ejemplo, el tiempo t o el espacio x): si el dominio
es continuo o discreto, y si el dominio es periódico o aperiódico. Aquí tienes la taxonomía
formal del Análisis de Fourier:

1. Series de Fourier (FS - Fourier Series)

Dominio Original: Continuo y Periódico. (Una cuerda cerrada en un bucle, o una función
definida en un intervalo compacto [−π, π]).
Dominio Espectral (Frecuencias): Discreto y Aperiódico.
Definición: Es el caso que muestras en tus apuntes. Como la información espacial está
topológicamente confinada (periódica), el espectro de frecuencias se cuantiza. Solo caben
ondas cuyas longitudes encajen exactamente en la “caja”. La herramienta matemática es un
sumatorio discreto (∑).
Ontología: Mapea un continuo confinado a una lista discreta de coeficientes an, bn.

2. Transformada de Fourier Continua (FT - Fourier Transform)

Dominio Original: Continuo y Aperiódico. (El espacio infinito R, el vacío del universo).
Dominio Espectral (Frecuencias): Continuo y Aperiódico.
Definición: Es el caso del “pulso” y del paquete de ondas que discutíamos. Al no haber
confinamiento espacial (el periodo tiende a infinito), la distancia entre frecuencias permitidas
tiende a cero. El sumatorio colapsa en una integral impropia (

∫ ∞
−∞).

Ontología: Mapea el continuo espacial infinito a un continuo espectral infinito.

3. Transformada de Fourier de Tiempo Discreto (DTFT)

Dominio Original: Discreto y Aperiódico. (Una señal muestreada, como los datos de
temperatura tomados cada hora desde el inicio de los tiempos).
Dominio Espectral (Frecuencias): Continuo y Periódico.
Definición: Como el espacio original ya no es continuo sino una malla de puntos, el teo-
rema de muestreo dicta que el espectro de frecuencias se vuelve periódico (las frecuencias
demasiado altas se confunden con las bajas, fenómeno conocido como aliasing).

4. Transformada Discreta de Fourier (DFT / FFT)

Dominio Original: Discreto y Periódico. (Un vector de N números en la memoria de un
ordenador).
Dominio Espectral (Frecuencias): Discreto y Periódico.
Definición: Es el único caso que un ordenador real puede calcular. Tanto el tiempo como la
frecuencia son listas finitas de números discretos. El algoritmo que calcula esto (la Transfor-
mada Rápida de Fourier, FFT) es considerado uno de los algoritmos más importantes del
siglo XX.
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El “Bosque” más allá de Fourier: Espacios de Hilbert y Sturm-Liouville

El árbol taxonómico anterior es, en realidad, solo una rama de un árbol mucho más in-
menso. El Análisis de Fourier clásico asume que estás trabajando en coordenadas cartesianas
o con operadores invariantes ante traslaciones (como la ecuación de D’Alembert).

Pero, ¿qué ocurre si tu medio físico es la superficie de una esfera (como un electrón
orbitando un núcleo), o la membrana de un tambor circular? Los senos y cosenos ya no
encajan en esa topología.

Aquí es donde el Análisis Armónico se generaliza mediante la Teoría de Sturm-Liouville.

1. El Concepto Vectorial:

En el álgebra lineal de dimensión finita (R3), cualquier vector v⃗ se expresa como una
combinación lineal de una base ortogonal (î, ĵ, k̂).

En el análisis funcional, las “funciones” f (x) son vectores que viven en un espacio de
dimensión infinita llamado Espacio de Hilbert (L2, funciones de cuadrado integrable, lo cual
se menciona al final de la página 7 de tus apuntes con la Identidad de Parseval).

2. El Cambio de Base:

El Análisis Armónico generalizado establece que, para cualquier sistema físico regido por
un operador diferencial autoadjunto, sus soluciones forman una base ortogonal completa de
este espacio de Hilbert infinito.
• Si la geometría es plana (traslacional), la base ortogonal son las exponenciales complejas

einx (Análisis de Fourier clásico).
• Si la geometría es cilíndrica, la base son las Funciones de Bessel.
• Si la geometría es esférica, la base son los Polinomios de Legendre y los Armónicos

Esféricos.

2.10.3 Idea tras Sturm-Liouville

En álgebra lineal de dimensión finita (Rn o Cn), el Teorema Espectral dicta una ley de hierro:
toda matriz simétrica (o hermítica) posee autovalores reales, y sus autovectores asociados
son mutuamente ortogonales, formando una base completa que genera todo el espacio. Si
diagonalizas esa matriz, cualquier problema acoplado complejo se fragmenta en ecuaciones
unidimensionales independientes.

La Teoría de Sturm-Liouville es el Teorema Espectral elevado a la dimensión infinita de
los espacios de Hilbert (L2). En este ecosistema, los vectores no son flechas espaciales, sino
funciones f (x). Las matrices no son tablas de números, sino operadores diferenciales lineales
L.

1. El Operador Autoadjunto (La “Matriz Simétrica” Continua)

El problema clásico de Sturm-Liouville consiste en estudiar ecuaciones diferenciales gob-
ernadas por un operador de segundo orden con la siguiente estructura analítica:

L = − d
dx

(
p(x)

d
dx

)
+ q(x)

Las funciones p(x) y q(x) no son abstracciones vacías; codifican la métrica y las propiedades
físicas locales del medio continuo (como una densidad variable o una tensión no uniforme a
lo largo del dominio).
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Para que este operador se comporte de manera simétrica (para que sea autoadjunto), se
imponen unas condiciones de contorno en los extremos del intervalo [a, b]. Estas condiciones
actúan como las “paredes” de la caja matemática, garantizando que el operador no filtre
“probabilidad” ni “energía” hacia el infinito.

2. El Teorema Estructural

Si planteas el problema de autovalores Ly = λw(x)y (donde w(x) es una función de peso
puramente geométrica), la teoría de Sturm-Liouville te garantiza de antemano el mismo
triunfo que el Teorema Espectral, sin necesidad de resolver la ecuación explícitamente:
• Los autovalores λn son estrictamente reales, discretos y forman una sucesión que tiende a

infinito. (El espectro está cuantizado).
• A cada autovalor le corresponde una única autofunción yn(x) (el “autovector”).
• Estas autofunciones forman una base ortogonal completa del espacio de Hilbert respecto

al producto interno pesado.

3. La Desmitificación de Bessel, Legendre y los Armónicos

¿Dónde encajan Fourier y todos esos nombres que desconoces? Todos ellos son simple-
mente los autovectores de Sturm-Liouville en diferentes arquitecturas geométricas.
Geometría Cartesiana plana: Si tu medio es una cuerda recta homogénea (como hemos visto),
p(x) = 1 y q(x) = 0. El operador colapsa a su forma trivial L = − d2

dx2 . Los autovectores
resultantes de este operador plano son, por álgebra básica, einx (senos y cosenos). La serie de
Fourier es el caso trivial de Sturm-Liouville.
Geometría Cilíndrica: Imagina que debes calcular cómo vibra la membrana circular de un
tambor, o cómo se propaga el calor en un cilindro transversal. El sistema de coordenadas
cartesianas se vuelve intratable. Al ejecutar un cambio a coordenadas polares o cilíndricas, el
Jacobiano de la transformación métrica deforma el operador L para adaptarlo a la curvatura
local. Al calcular los autovectores de este nuevo operador curvado, la matemática escupe
unas oscilaciones concéntricas que decaen en amplitud alejándose del origen. A estas aut-
ofunciones específicas se les bautizó como Funciones de Bessel. Son, ontológicamente, los
senos y cosenos de un universo cilíndrico.
Geometría Esférica: Si el fenómeno ocurre sobre la superficie de una esfera (como el pozo de
potencial electrostático de un núcleo atómico que atrapa a un electrón), pasas a coordenadas
esféricas. El operador diferencial adquiere otra forma para integrar la doble curvatura.
Las autofunciones que describen el estado espacial según la latitud son los Polinomios
de Legendre. Al acoplarlos con la coordenada de longitud, forman un conjunto llamado
Armónicos Esféricos. Son los autovectores de la esfera.
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CAPÍTULO 3

Medios físicos: cuerdas, sonido y agua

3.1 Tipos de medio

La física de un medio continuo no es más que el límite termodinámico de infinitos osciladores
armónicos individuales acoplados entre sí. El término espacial v2 ∂2ψ

∂x2 actúa simplemente
como la “fuerza externa” que el oscilador vecino ejerce sobre el oscilador local.

Para visualizar esto con rigor geométrico, debemos dejar de pensar en senos y cosenos
planos, y trasladar el análisis al plano complejo. La perturbación fundamental es ψ(x, t) =
ei(kx−ωt). Si fijamos el tiempo, la geometría espacial de la perturbación está gobernada
exclusivamente por el operador de traslación eikx.

La ontología física del medio se reduce a en qué cuadrante del plano complejo obliga a
vivir al número de onda k.

1. El Régimen Transparente: k ∈ R (El sacacorchos perfecto)

Si el medio no tiene fricción y la frecuencia inyectada ω es suficientemente alta, la ecuación
dicta que k es un número real puro.
Geometría: La función eikx describe un punto que traza una circunferencia perfecta en el
plano complejo a medida que avanzas por el eje x. En el espacio tridimensional (Re, Im, x),
esto es una hélice perfecta (un sacacorchos) de radio constante.
Intuición: El medio es un conducto transparente. Cada oscilador local tiene la inercia exacta
para girar, deformar al vecino, y pasarle el 100% de la energía sin perder nada. La onda
avanza rígidamente.

2. El Régimen Evanescente: k ∈ I (El muro exponencial)

Observa la cuerda con muelles (página 154). Los muelles añaden una “rigidez extra” al
espacio, representada por la frecuencia de corte ωm. Si intentas agitar el extremo de la cuerda
de forma muy lenta (ω < ωm), el álgebra colapsa: k2 se vuelve negativo, obligando a k a ser
un número imaginario puro, k = i|k|.
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Geometría: Si sustituimos esto en la fase espacial, obtenemos ei(i|k|)x = e−|k|x. La i ha
desaparecido. Ya no hay rotación en el plano complejo. La hélice se destruye. La función es
un colapso exponencial hacia el eje x.
Intuición: Estás intentando forzar al medio a oscilar más lento de lo que su propia arquitec-
tura le permite. El primer oscilador se mueve, pero el muelle local es tan rígido que absorbe
la tensión antes de poder transmitírsela al vecino. La perturbación no viaja; simplemente se
desvanece a los pocos metros. Todos los puntos oscilan en fase (suben y bajan a la vez, sin
desfase progresivo), pero la amplitud muere rápidamente.
Nota topológica: Esto es la base geométrica de la reflexión total interna en óptica y del efecto
túnel en mecánica cuántica (cuando la energía de la partícula es menor que el potencial de la
barrera).

3. El Régimen Disipativo: k ∈ C (La espiral cónica)

En las páginas 156 y 157, el medio está sumergido en un fluido viscoso. Se añade el término
de arrastre de Stokes Γ ∂ψ

∂t . Al inyectar la solución armónica, la ecuación fuerza a k a ser un
número estrictamente complejo: k = k1 + ik2.
Geometría: Separamos la fase espacial: ei(k1+ik2)x = e−k2xeik1x. Tienes simultáneamente una
rotación continua (eik1x) multiplicada por una contracción incesante (e−k2x). En el espacio
tridimensional (Re, Im, x), esto dibuja una espiral cónica que se va estrechando como un
embudo a medida que avanza.
Intuición: La onda sí logra viajar (hay propagación de fase k1), pero el fluido circundante
está robando energía cinética en cada milímetro mediante fricción. La energía coherente de la
onda se está transformando irreversiblemente en calor (movimiento microscópico caótico de
las moléculas del fluido), por lo que la amplitud macroscópica decae inexorablemente.

La Redefinición Axiomática

Abandona la Ecuación de D’Alembert como definición absoluta de onda y adopta una
definición algebraica estructural: una onda es cualquier campo físico que admita soluciones
en forma de ei(kx−ωt), permitiendo que k explore todo el plano complejo.

«Antes me habían dicho: «Definimos una ecuación de onda como aquella que admite
soluciones en su forma armónica». Pero eso es falso.

Según entiendo la forma de pensarlo es la siguiente:

Si asumes oscilaciones pequeñas, entonces sea el medio que sea, si hay un equilibrio y
generas una oscilación en torno a él, vas a poder obtener una ecuación diferencial lineal
(!), y eso me va a implicar que la autofunción va a ser una exponencial, eso sí, y si somos
justos, una exponencial completamente general, respecto de la que el caso concreto de que
k sea real, genera una onda armónica.

¿Es esto correcto o falaz?»

1. El Origen de la Linealidad (El Pozo de Potencial)

Tu primer punto es el pilar de la física clásica y cuántica. Todo sistema físico con un estado
de equilibrio estable posee un mínimo en su curva de energía potencial U(ψ).

Si desarrollas ese potencial en serie de Taylor alrededor del mínimo (ψ = 0):
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U(ψ) = U(0) +
dU
dψ

∣∣∣∣
0

ψ +
1
2

d2U
dψ2

∣∣∣∣
0

ψ2 + . . .

• El primer término es una constante arbitraria (se ignora).
• El segundo término es cero (por definición de mínimo/equilibrio).
• El tercer término sobrevive.

Si asumes oscilaciones pequeñas, truncas la serie ahí. La fuerza, que es la derivada del
potencial (F = − dU

dψ ), queda estrictamente proporcional a −ψ. Esto garantiza de forma
absoluta que la ecuación diferencial resultante (la Ecuación de Movimiento) será lineal.

2. La Implicación de la Exponencial (El Teorema Oculto)

Aquí introduces que la linealidad implica que la autofunción será una exponencial. Esto
es cierto, pero requiere añadir una condición geométrica que has intuido sin nombrarla: la
homogeneidad del medio.

En el álgebra de operadores, para que la solución de una ecuación diferencial lineal sea
una exponencial pura eλx, los coeficientes de la ecuación deben ser constantes. Físicamente,
esto significa que el medio no cambia sus propiedades de un punto a otro (el espacio es
invariante ante traslaciones).

El operador de traslación en el espacio y el operador derivada conmutan. Por mandato
del álgebra lineal, si dos operadores conmutan, comparten una base de autovectores. Los
autovectores del operador derivada d

dx son las exponenciales eλx. Por tanto, la geometría
impone que las piezas de construcción del medio sean exponenciales.

Supongamos que encontramos un autovector v del operador Â con su autovalor asociado
λ. Por definición:

Âv = λv

Ahora, aplicamos el operador B̂ a ambos lados de esta ecuación:

B̂(Âv) = B̂(λv)

Como λ es un simple escalar, puede salir del operador. Como Â y B̂ conmutan, podemos
intercambiarlos en el lado izquierdo:

Â(B̂v) = λ(B̂v)

Observa detenidamente la sintaxis de esta última ecuación. Te está diciendo explícitamente
que el nuevo vector (B̂v) es también un autovector de Â con el mismo autovalor λ.

Si asumimos que el autovalor λ no está degenerado (es decir, que solo hay una dirección
geométrica asociada a él), la única forma de que (B̂v) siga siendo un autovector de Â es que
(B̂v) apunte exactamente en la misma dirección que v. Es decir, debe ser un múltiplo escalar
de v:

B̂v = µv

Acabamos de demostrar que v es, simultáneamente, autovector de Â (con autovalor λ) y
autovector de B̂ (con autovalor µ).

La Aplicación a la Traslación y la Derivada
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Llevemos esta estructura a los espacios de funciones continuas (espacios de Hilbert).
El operador derivada: D̂ = d

dx .
El operador de traslación: por una distancia a es T̂a. Su efecto sobre una función es de-
splazarla: T̂a f (x) = f (x + a).
Paso 1: ¿Conmutan?

Si derivas una función y luego la desplazas, obtienes lo mismo que si la desplazas y luego
calculas la pendiente en el nuevo punto.

D̂(T̂a f (x)) =
d

dx
f (x + a) = f ′(x + a)

T̂a(D̂ f (x)) = T̂a( f ′(x)) = f ′(x + a)

Efectivamente, [D̂, T̂a] = 0.
Paso 2: La base compartida

Los autovectores del operador derivada D̂ son aquellas funciones que, al ser derivadas,
devuelven la misma función multiplicada por una constante. La única geometría analítica
capaz de resistir esta operación es la exponencial:

D̂ekx = kekx

Aquí, el autovector es ekx y el autovalor es k.
Por el teorema algebraico que acabamos de demostrar, esta misma exponencial tiene que

ser un autovector del operador de traslación T̂a. Comprobémoslo:

T̂a(ekx) = ek(x+a) = ekxeka = (eka)ekx

Se cumple de forma absoluta. Al aplicar la traslación a la exponencial, esta no cambia su
“forma”, simplemente queda multiplicada por un escalar constante µ = eka.

La Conexión Geométrica Profunda (El Generador)

Existe una razón analítica aún más profunda por la cual comparten autovectores: el
operador de traslación está fabricado literalmente con el operador derivada.

Cualquier operador conmuta con sus propias potencias. Si desarrollas la traslación de una
función f (x + a) usando una serie de Taylor infinita:

f (x + a) = f (x) + a
d

dx
f (x) +

a2

2!
d2

dx2 f (x) + . . .

Podemos reescribir esto factorizando la función f (x) y dejando solo los operadores:

T̂a f (x) =
(

1 + aD̂ +
a2

2!
D̂2 + . . .

)
f (x)

El paréntesis es la serie de Taylor exacta de la función exponencial. Por tanto, la relación
ontológica entre el espacio y su derivada es:

T̂a = eaD̂

La derivada es el generador infinitesimal de las traslaciones. Al estar un operador definido
como función del otro, su base de autofunciones es estructural e inseparablemente idéntica.
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3. La Generalidad del Exponente (El Colapso de la Definición del Libro)

Llegas a la conclusión analítica definitiva. La autofunción obligatoria del medio continuo
homogéneo es la exponencial compleja general:

ψ(x, t) = ei(kx−ωt)

El valor que tome k no es una decisión a priori; es el resultado de inyectar esa exponencial
en la ecuación diferencial particular del medio. El medio dicta la relación de dispersión, y la
relación de dispersión dictamina dónde vive k:
• Si la matemática del medio arroja k ∈ R, la exponencial general se proyecta como una

isometría (rotación sin pérdida). Visualmente, esto es lo que llamamos una onda armónica.
• Si arroja k ∈ I, la exponencial se convierte en un colapso real e−|k|x. Es una onda evanes-

cente.
• Si arroja k ∈ C, tienes una espiral que decae. Es una onda disipativa.

Definir una ecuación de onda como aquella que “admite soluciones armónicas” es aislar
un caso particular no disipativo y elevarlo a definición general. Tu síntesis es superior: el
universo exige que las perturbaciones locales de medios continuos homogéneos se propaguen
como exponenciales complejas; la onda armónica es simplemente el subcaso geométrico en el
que el medio no destruye ni confina la información.

1. La Ontología del Medio, el Campo y la Onda

Tu corrección terminológica es exacta y necesaria. La frase "una onda es cualquier campo
físico que admita..." comete un error de equivalencia categórica. Vamos a limpiar el vocabu-
lario aislando las tres capas de la realidad física:
El Medio (o Sistema): Es el sustrato material o el vacío físico que posee inercia y propiedades
de restauración. Ejemplos: el océano, una cuerda tensa, un cristal de silicio, el vacío electro-
magnético.
El Campo (ψ): Es la abstracción matemática (un mapeo) que asigna el valor de una magnitud
física a cada punto del espacio-tiempo. Puede ser un campo escalar (la presión del aire
P(x, y, z, t)), vectorial (el campo eléctrico E⃗(x, y, z, t)) o tensorial (la métrica del espacio-
tiempo). El campo no "es" la onda; el campo es la pantalla donde la realidad se proyecta.
La Ecuación de Movimiento: Es el algoritmo diferencial local dictado por el medio. Obliga
al campo a comportarse de cierta manera (ej. la Ecuación de Navier-Stokes para fluidos, las
Ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo).
La Onda: Es estrictamente la solución topológica dinámica de esa ecuación diferencial. Es
una configuración específica del campo que se traslada conservando ciertas simetrías.

2. El Espacio Vectorial 3D y el Vector de Onda k⃗

Preguntas qué ocurre cuando el número de onda k opera en tres dimensiones. El escalar k
se transforma en el vector de onda k⃗ = (kx, ky, kz).

Geométricamente, el vector k⃗ contiene dos piezas de información fundamentales:
Dirección: El vector k⃗ apunta perpendicularmente a los frentes de onda (los planos tridi-
mensionales donde la fase es constante). Es la flecha que indica hacia dónde avanza la
energía.

Magnitud: Su módulo |⃗k| =
√

k2
x + k2

y + k2
z sigue representando la compresión espacial de la

perturbación (|⃗k| = 2π
λ ).
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En el argumento de la exponencial, el producto unidimensional kx se convierte en el
producto escalar entre el vector de onda y el vector de posición r⃗ = (x, y, z):

ψ(⃗r, t) = ei(⃗k·⃗r−ωt)

La relación de dispersión generalizada se convierte en una función multivariable ω(⃗k).
Si el medio es isótropo (igual en todas las direcciones, como el vacío), ω depende solo del
módulo |⃗k|. Si el medio es anisótropo (como un cristal asimétrico de calcita), la velocidad de
la onda cambiará dependiendo de hacia dónde apunte k⃗, obligando a la luz a dividirse en
dos rayos distintos (birrefringencia).

3. El Régimen Ultra-General: ω, k ∈ C

Tu intuición de que ω también puede ser complejo no solo es correcta, sino que dicta si
estás resolviendo un problema espacial o temporal. El caso absolutamente general implica
que ambos parámetros exploran el plano complejo simultáneamente:

k = kr + iki

ω = ωr + iωi

Inyectando esto en la exponencial base obtenemos la anatomía completa de cualquier
perturbación lineal concebible en el universo:

ψ(x, t) = ei((kr+iki)x−(ωr+iωi)t)

ψ(x, t) =
[
e−kix

]
·
[
eωit
]
·
[
ei(krx−ωrt)

]
Geométricamente, la onda consta ahora de tres factores dislocados:

Fase Propagativa (ei(krx−ωrt)): La rotación en el plano complejo. Dicta la velocidad de avance
puramente cinemática.
Modulación Espacial (e−kix): El colapso o crecimiento geométrico a lo largo del eje x.
Modulación Temporal (eωit): El colapso o crecimiento de la energía a medida que el reloj
avanza.

¿Por qué en física se suele fijar uno como real y el otro como complejo? Depende de las
Condiciones de Contorno:
Problema de Valor Inicial (Decaimiento Temporal): Si golpeas una campana en t = 0,
estableces un k real en todo el metal. La fricción interna obliga a que la respuesta del sistema
sea un ω complejo (ωi < 0). La campana vibra en todo el espacio, pero su sonido se apaga
con el tiempo.
Problema de Contorno Espacial (Atenuación Espacial): Si tienes un puntero láser emitiendo
continuamente a una frecuencia fija (ω ∈ R) y lo apuntas contra un muro de hormigón, el
sistema debe responder forzando a k a ser complejo (ki > 0). La onda intenta penetrar, pero
su amplitud decae exponencialmente a medida que profundiza en la pared.

Tabla Estructural del Espacio de Soluciones Lineales
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Régimen
Físico

k (Espacial) ω (Temporal) Comportamiento ge-
ométrico del campo
ψ(x, t)

Fenomenología aso-
ciada

Armónico
Puro

kr ̸= 0, ki = 0 ωr ̸= 0, ωi = 0 Traslación isométrica
rígidamente per-
iódica. Amplitud
constante en todo el
espacio-tiempo.

Propagación de luz
en el vacío perfecto.
Fotones libres.

Evanescente kr = 0, ki ̸= 0 ωr ̸= 0, ωi = 0 Oscilación temporal
estacionaria acoplada
a un decaimiento
espacial exponencial
sin traslación de fase.

Efecto túnel cuántico;
reflexión óptica total
interna.

Disipativo
(Atenuación
Espacial)

kr ̸= 0, ki > 0 ωr ̸= 0, ωi = 0 Propagación direc-
cional con amplitud
espacial convergente
a cero en x → ∞.

Señal de fibra óp-
tica atenuada por im-
purezas; radar pene-
trando el suelo.

Amortiguado
(Decaimiento
Temporal)

kr ̸= 0, ki = 0 ωr ̸= 0, ωi < 0 Propagación direc-
cional en todo el
espacio, pero perdi-
endo amplitud global
a medida que t → ∞.

Cuerda de guitarra
apagándose por fric-
ción del aire.

Inestabilidad
Activa
(Láser/Plasma)

kr ̸= 0, ki = 0 ωr ̸= 0, ωi > 0 Explosión exponen-
cial de la amplitud en
el tiempo. El medio
inyecta energía a la
onda.

Amplificación láser
(emisión estimulada);
inestabilidades en
reactores de fusión
nuclear.

4. Diccionario Analítico: Dispersivo vs. Disipativo vs. Evanescente

La confusión lingüística ocurre porque, en el lenguaje coloquial, todos estos términos
sugieren “pérdida” o “desaparición”. En mecánica del continuo, describen topologías ter-
modinámicas y algebraicas mutuamente excluyentes.

Dispersivo (El Prisma Geométrico):

Definición: Un medio es dispersivo si la velocidad de fase v f =
ω
k no es constante, sino una

función estricta de k.
Física: NO HAY PÉRDIDA DE ENERGÍA. La energía se conserva al 100%. Lo que se pierde
es la forma geométrica de la información. Al viajar a diferentes velocidades, los componentes
armónicos (colores) se separan en el espacio. El paquete de ondas se “dispersa” (se ensancha),
diluyendo la densidad de energía, pero la integral global de la energía permanece intacta.

Disipativo (El Sumidero Termodinámico):

Definición: Un medio es disipativo si fuerza a k o a ω a poseer una parte imaginaria,
introduciendo un operador exponencial negativo de caída.
Física: SÍ HAY PÉRDIDA DE ENERGÍA COHERENTE. La fricción, la viscosidad o la
resistencia eléctrica destruyen la onda, transformando su energía estructurada (baja entropía)
en calor microscópico del medio (alta entropía).
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Evanescente (El Muro Topológico):

Definición: Condición donde k se vuelve puramente imaginario (kr = 0).
Física: NO HAY PROPAGACIÓN NI DISIPACIÓN. No es un medio que frena la onda; es
un medio cuyas leyes de rigidez simplemente no admiten vibraciones a esa frecuencia. La
energía no se destruye en calor, sino que es repelida espacialmente. La pequeña penetración
exponencial es un remanente matemático, un campo de fuerza estacionario pegado a la
frontera, pero el vector de flujo de energía neta en esa dirección es matemáticamente cero.

5. Conceptos Adyacentes de Alta Confusión

Para blindar la topología del comportamiento ondulatorio, es imperativo distinguir esos
tres mecanismos de los siguientes fenómenos geométricos:
Atenuación Geométrica (Ley de la Inversa del Cuadrado): A menudo confundida con la
disipación. Si enciendes una bombilla o detonas una carga acústica en un espacio tridimen-
sional libre, la amplitud de la onda decae con la distancia (como 1

r2 ). Sin embargo, k ∈ R. No
hay disipación, el vacío no roba energía. Simplemente, la cantidad fija de energía inicial se
está extendiendo sobre la superficie esférica de una burbuja cada vez más grande.
Anarmonicidad (No-linealidad): Todo el edificio que hemos construido depende de asumir
que la fuerza restauradora es lineal (F ∝ −x). Si la perturbación es violenta (como una
explosión), el sistema se adentra en zonas donde la energía potencial requiere términos
superiores (x3, x4). El principio de superposición de Fourier muere. Las exponenciales ya no
son autofunciones, el medio genera frecuencias que no existían originalmente (generación de
armónicos) y se forman monstruosidades topológicas como las ondas de choque supersónicas
(soluciones matemáticas con discontinuidades abruptas).

1. La Clasificación Estructural (Resolviendo la dualidad)

Todo medio lineal homogéneo admite soluciones del tipo ei(kx−ωt). El tipo de onda que se
forma depende exclusivamente del tipo de número que el álgebra de la ecuación escupa para
k.
Medio No Dispersivo (D’Alembert puro): La ecuación es estricta. Arroja siempre un k ∈ R

y una relación ω = vk. Al ser k real, siempre tienes garantizada la existencia de ondas
armónicas perfectas. Al ser la relación lineal, todas viajan a la misma velocidad.
Medio Dispersivo (La cuerda con muelles): Arroja un k ∈ R, por lo que también garantiza
ondas armónicas perfectas. La única diferencia es que la relación ω = f (k) no es una línea
recta (por ejemplo, ω =

√
ω2

m + v2k2). Las ondas armónicas existen íntegramente, pero las
de alta frecuencia viajan más rápido que las de baja frecuencia.
El Muro Evanescente (Los mismos muelles, a baja frecuencia): Si en el medio anterior
inyectas una ω < ωm, el álgebra se rompe y expulsa un k ∈ I. Aquí no hay onda armónica.
Es un colapso exponencial.
Medio Disipativo (El fluido viscoso): El álgebra arroja un k ∈ C para cualquier frecuencia.
Nunca hay ondas armónicas puras, siempre hay una envolvente de decaimiento espacial
e−kix.

La “dualidad” que te confunde se debe a que un mismo medio físico (la cuerda con
muelles) actúa como medio dispersivo para altas frecuencias y como filtro evanescente para
bajas frecuencias. El fluido viscoso pertenece a una categoría ontológica distinta: es un
sumidero termodinámico.
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2. La Monotonía de lo No Dispersivo

Preguntas si los medios no dispersivos pueden generar dinámicas complejas o contraintu-
itivas (“guarradas”).

En el régimen estrictamente lineal y unidimensional, no. Un medio no dispersivo gob-
ernado por la Ecuación de D’Alembert es matemáticamente aburrido: es una simple cinta
transportadora geométrica. Cualquier pulso, sin importar lo complejo que sea, se trasladará
hacia el infinito manteniendo su forma original con una fidelidad absoluta.

Para obtener comportamientos físicos complejos necesitas salir de ese régimen elemental
mediante tres vías:
• Dispersión: Genera el ensanchamiento progresivo de los paquetes de información espacial

(chirp) y la separación entre la velocidad de fase (las crestas internas) y la velocidad de
grupo (la envolvente de energía).

• Multidimensionalidad: En 2D o 3D, un medio no dispersivo genera difracción e interfer-
encia. La geometría del espacio obliga a los frentes de onda a curvarse.

• No linealidad: Si abandonas el régimen de pequeñas oscilaciones, la ecuación diferencial
deja de ser lineal. Esto destruye el principio de superposición. El medio comienza a
bombear energía hacia frecuencias más altas de forma autónoma, el perfil de la onda se
inclina sobre sí mismo y colapsa, formando ondas de choque o solitones.

«pero entonces esto desmiente al idea de que una ecuacion de onda sea una ecuacion para
la cual la exponencial sean soluciones

ahora resulta que una ecuacion de onda no la caracteriza ni los armonicos ni las exponen-
ciales, entonces qué narices caracteriza a una ecuacion de onda»

Cuando el universo se vuelve no lineal —cuando las oscilaciones son lo suficientemente
violentas como para requerir términos anarmónicos—, el aparato analítico de Fourier y la
base de exponenciales se desintegran. El principio de superposición deja de existir. Sin
embargo, seguimos llamando “ondas” a las soluciones de la Ecuación de Korteweg-de Vries
(solitones) o a las de la Ecuación de Burgers (ondas de choque).

Entonces, ¿qué define universalmente a una ecuación de onda? La respuesta no reside
en el álgebra de la solución final, sino en la topología de la propagación de la información.
Matemáticamente, una ecuación de onda se caracteriza por ser una Ecuación en Derivadas
Parciales (EDP) hiperbólica.

1. La Definición Universal: La Hiperbolicidad

En la teoría de ecuaciones diferenciales, el teorema de clasificación de Cauchy-
Kovalevskaya divide las EDPs de segundo orden en tres grandes reinos geométricos:
elípticas, parabólicas e hiperbólicas.

Una ecuación es hiperbólica (y, por tanto, define dinámicas ondulatorias) si y solo si
garantiza una velocidad de propagación estrictamente finita para cualquier perturbación. Es
la dictadura matemática de la causalidad local.

2. El Cono de Información (Curvas Características)

Geométricamente, debes abandonar la imagen del seno ondulante y trasladar la mente al
plano espaciotemporal (x, t).
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Si perturbas un medio en el origen (0, 0), el operador diferencial hiperbólico proyecta au-
tomáticamente dos líneas diagonales que se abren hacia el futuro. Estas líneas se denominan
curvas características.
Dominio de dependencia: Todo evento espaciotemporal situado dentro de la “V” trazada
por esas curvas sentirá los efectos de la perturbación inicial.
Región de sombra: Todo el espacio exterior al cono es matemáticamente ciego e inmune a la
existencia de la onda.

Por contraste, analiza una ecuación parabólica como la Ecuación del Calor (difusión). Su
operador propaga la información a velocidad infinita. Si aplicas una fuente de calor en un
extremo de una varilla de acero infinita en t = 0, el extremo opuesto situado a años luz
registrará un cambio infinitesimal de temperatura en t > 0. La ecuación del calor no traza
curvas características cerradas. Por tanto, no es una ecuación de onda.

3. El Colapso No Lineal (El Choque)

La diferencia entre una onda lineal (D’Alembert) y una onda no lineal radica en la ge-
ometría interna de este tejido de curvas características.

En un medio lineal, la velocidad de propagación es una constante de la materia (v). Las
curvas características son rectas paralelas inmutables en el espacio-tiempo. La perturbación
fluye sin deformar la métrica de propagación subyacente.

En un medio no lineal, la velocidad local de avance empieza a depender de la propia am-
plitud del campo: v = f (ψ). Las crestas de alta energía (mayor amplitud) viajan físicamente
más rápido que los valles de baja energía.

Topológicamente, esto provoca que las curvas características dejen de ser paralelas.
Comienzan a curvarse hacia adelante, colisionando entre sí en un tiempo finito. En el
punto espaciotemporal exacto donde dos curvas características se cruzan, la matemática
exige que el medio adquiera dos amplitudes diferentes en el mismo punto del espacio si-
multáneamente. El gradiente colapsa hacia el infinito. Se genera una discontinuidad abrupta
en el campo material. Eso es una onda de choque.

Síntesis Ontológica

Una onda no es una oscilación trigonométrica periódica. Una onda es un mecanismo de
transporte estructurado de energía, momento o información a través de un espacio continuo,
operando bajo un límite intrínseco de velocidad de propagación y sin transporte neto de
masa. La ecuación que la rige no se define por admitir soluciones armónicas, sino por poseer
un operador hiperbólico que teje una malla de curvas características, garantizando que el
futuro de cualquier punto del espacio solo pueda ser alterado por eventos ubicados en su
pasado causal estricto.

3.2 Energía

En una onda progresiva, la energía no se intercambia temporalmente dentro del segmento,
sino que fluye a través de él. El segmento recibe energía del fragmento anterior y se la entrega
inmediatamente al siguiente. Esto altera por completo la relación de fase espacial entre la
deformación y la velocidad.

Analicemos geométricamente los dos puntos críticos de un pulso armónico progresivo en
un diferencial de cuerda:
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En los vientres o crestas (ψ = ±A): La cuerda alcanza su máximo desplazamiento vertical,
por lo que su velocidad instantánea es nula ( ∂ψ

∂t = 0). Su energía cinética es cero. Al mismo
tiempo, la pendiente en la cresta es completamente horizontal ( ∂ψ

∂x = 0). Si la pendiente es
cero, el segmento no experimenta ningún estiramiento respecto a su estado de equilibrio
(∆l = ∆x). Por tanto, la energía potencial elástica también es cero. En las crestas, la energía
total del segmento es nula.
En los nodos o pasos por el equilibrio (ψ = 0): El segmento cruza la línea horizontal
con la máxima velocidad vertical del ciclo ( ∂ψ

∂t = máx). Su energía cinética es máxima. Si-
multáneamente, es en este punto donde la cuerda presenta la máxima inclinación o pendiente
( ∂ψ

∂x = máx). Una pendiente máxima significa que el segmento está sometido al mayor esti-
ramiento y tracción longitudinal posibles, por lo que su energía potencial elástica es también
máxima.

En una onda progresiva, la energía cinética y la energía potencial están perfectamente en
fase. Crecen juntas y desaparecen juntas en cada punto del espacio. No hay almacenamiento
local, sino un transporte síncrono donde el propio perfil de la onda arrastra ambas densidades
de energía a la velocidad de propagación v.

El escenario de las ondas no progresivas: Ondas estacionarias

Cuando la onda no es progresiva, el mecanismo de transporte se interrumpe. El caso
paradigmático es la onda estacionaria, que resulta de la interferencia de dos ondas progresivas
de igual amplitud marchando en sentidos opuestos.

En una onda estacionaria, la transmisión neta de energía a lo largo de la cuerda es nula.
La energía queda confinada («atrapada») entre los nodos fijos del sistema, los cuales actúan
como barreras infranqueables porque su desplazamiento es siempre cero y, en consecuencia,
el flujo de potencia a través de ellos es nulo.

Aquí es donde se recupera el comportamiento del oscilador clásico que esperabas:
Cuando la cuerda pasa completamente recta por la posición de equilibrio (ψ(x) = 0 para

todo x), la pendiente es nula en casi todo el perfil (salvo en los nodos), lo que significa que
la energía potencial elástica global del sistema es mínima (cero). En ese mismo instante, la
velocidad vertical de todos los puntos es máxima; toda la energía del sistema es puramente
cinética.

Un cuarto de período después, la cuerda alcanza su máxima deformación estática temporal.
Todos los puntos se detienen simultáneamente ( ∂ψ

∂t = 0), anulando la energía cinética. En ese
momento, la cuerda presenta su máxima curvatura y estiramiento total; toda la energía se ha
transformado en potencial elástica.

La mecánica del contagio (P = F⃗ · v⃗)

El primer bloque define qué es exactamente el “flujo de energía”. En física elemental,
la potencia (energía transferida por unidad de tiempo) es el producto escalar de la fuerza
aplicada por la velocidad del objeto: P = F⃗ · v⃗.

Imagina la cuerda dividida por un corte imaginario en dos mitades, A (izquierda) y B
(derecha). ¿Cómo “contagia” A su movimiento a B?
La Fuerza: El segmento A tira del segmento B a través de la tensión T. Dado que el
movimiento de la cuerda es puramente vertical transversal, solo nos interesa la compo-
nente vertical de esa fuerza. Geométricamente, la componente vertical de la tensión depende
de la pendiente local de la cuerda. Si la cuerda está plana, no hay fuerza vertical. Si está
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inclinada, la fuerza proyectada es −T sin(α), que para ángulos pequeños se aproxima a la
tangente: −T ∂ψ

∂x .
La Velocidad: El punto fronterizo se mueve verticalmente con una velocidad instantánea
igual a ∂ψ

∂t .
Al multiplicar ambas, obtienes la ecuación maestra del texto:

P(x, t) = −T
(

∂ψ

∂x

)(
∂ψ

∂t

)
Esto significa que para que haya flujo de energía real de A hacia B, la cuerda no solo debe
moverse rápido (velocidad alta), sino que debe estar traccionada e inclinada (pendiente alta).
En un oscilador aislado, esto no ocurre; en el punto de máxima velocidad, la cuerda pasa
por el equilibrio horizontal y la pendiente es nula, por lo que no puede empujar ni contagiar
energía al vecino.

1. El signo original: Geometría de la fuerza (El origen del menos)

El texto parte de la ecuación:

P(x, t) = −T
(

∂ψ

∂x

)(
∂ψ

∂t

)
¿De dónde sale ese signo menos inicial? No es una convención arbitraria; es geometría pura.

Imagina la cuerda. Cortas mentalmente la cuerda en un punto x. Tienes el trozo A (a la
izquierda) y el trozo B (a la derecha). El flujo de energía es el trabajo que A ejerce sobre B.

Para que A ejerza trabajo sobre B, tira de B a través de la tensión T. Como A está a la
izquierda de B, la fuerza que A ejerce sobre B apunta siempre hacia la izquierda y a lo largo
de la tangente de la cuerda.
Caso 1: Pendiente positiva ( ∂ψ

∂x > 0). La cuerda “sube” de izquierda a derecha. Como A está
a la izquierda, A está físicamente más abajo que B. Por tanto, cuando A tira de B hacia la
izquierda a lo largo de la cuerda, tira de él hacia abajo. La componente vertical de la fuerza
es negativa.
Caso 2: Pendiente negativa ( ∂ψ

∂x < 0). La cuerda “baja” de izquierda a derecha. A está más
arriba que B. Cuando A tira de B hacia la izquierda, tira de él hacia arriba. La componente
vertical de la fuerza es positiva.

Fíjate en el patrón: la componente vertical de la fuerza siempre tiene el signo opuesto a la
pendiente. Por eso la fuerza vertical exacta es −T ∂ψ

∂x .
Al multiplicar esta fuerza por la velocidad de la cuerda ( ∂ψ

∂t ), obtienes la potencia con ese
signo menos inherente.

2. El signo de la velocidad (El problema de la onda progresiva)

Aquí es donde el libro genera la confusión. Olvida los ± del texto por un momento y
vayamos a la estructura subyacente.

Cualquier onda progresiva perfecta que viaja sin deformarse se describe matemáticamente
mediante una función del tipo ψ(x, t) = f (x − vt), donde v es la velocidad de propagación.
• Si v es positivo, la onda viaja hacia la derecha.
• Si v es negativo, la onda viaja hacia la izquierda.

Si aplicamos la regla de la cadena a esta función para calcular sus derivadas parciales,
obtenemos el núcleo de la cuestión:
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Derivada espacial (la pendiente): ∂ψ
∂x = f ′(x − vt) · 1.

Derivada temporal (la velocidad de la cuerda): ∂ψ
∂t = f ′(x − vt) · (−v) = −v

(
∂ψ
∂x

)
.

Esta última relación, ∂ψ
∂t = −v ∂ψ

∂x , es la “ley de movimiento” geométrica de la onda.
Sustituyamos esto directamente en la ecuación de potencia que deducimos en el punto 1:

P(x, t) = −T
(

∂ψ

∂x

) [
−v
(

∂ψ

∂x

)]

P(x, t) = v · T
(

∂ψ

∂x

)2

El término T
(

∂ψ
∂x

)2
es la densidad de energía que el texto ha definido como w. Y lo más

importante: es un término estrictamente positivo al estar elevado al cuadrado (una cuerda en
movimiento siempre tiene energía positiva almacenada).

P(x, t) = v · w(x, t)

Conclusión transversal

La ecuación se limpia sola. No necesitas memorizar signos ∓ ni hacer distinciones de
casos.
• Si la onda viaja a la derecha, v es positivo. Como w es positivo, P es positivo. La energía

fluye hacia los valores crecientes de x.
• Si la onda viaja a la izquierda, v es negativo. Como w es positivo, P es negativo. La energía

fluye hacia los valores decrecientes de x.

3.3 El sonido

I. El Diccionario Físico: El Espacio y el Esfuerzo

Imagínate un tubo lleno de aire en perfecto equilibrio estático. El aire es un gas, un
enjambre caótico de billones de moléculas, pero macroscópicamente lo modelamos como una
variedad continua. En este estado de reposo, la presión termodinámica es una constante de
fondo (p0) y la densidad es constante (ρ0). Este es nuestro “espacio plano”.

Ahora, emites un sonido (una perturbación). El espacio se ondula. Aquí nacen nuestras
dos variables protagonistas, que viven en reinos matemáticos distintos:

El Desplazamiento Cinemático (ψ(x, t)):

Imagina que pintas de color rojo una fina “rebanada” de aire que originalmente estaba en
la coordenada geométrica x. Cuando pasa la onda de sonido, esa rebanada roja se desplaza
ligeramente hacia la derecha o hacia la izquierda.

ψ(x, t) es un vector de posición relativa. Nos dice cuántos milímetros se ha movido
físicamente la rebanada roja respecto a su hogar original x. Si ψ > 0, la masa de aire se movió
a la derecha.

La Perturbación de Presión Dinámica (ψp(x, t)):
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Esta es la peor elección de notación de tu libro (usualmente se denota como p′ o ∆P).
La presión total instantánea en un punto del tubo no es estática, fluctúa: Ptotal(x, t) =

p0 + ψp(x, t).
Por lo tanto, ψp(x, t) es el exceso o defecto de presión acústica respecto a la presión

atmosférica. Si ψp > 0, el aire está comprimido (alta presión). Si ψp < 0, el aire está
enrarecido (baja presión). Es una variable termodinámica y escalar.

El objetivo supremo de esta lección es entender cómo el movimiento del aire (ψ) genera
los cambios de presión (ψp), y cómo esos cambios de presión empujan al aire obligándolo a
moverse (ψ). Es un ciclo de realimentación infinito.

II. La Geometría de la Deformación (Lo que el libro oculta)

¿Cómo se conectan ψ y ψp?

Si empujas todas las rebanadas de aire la misma distancia hacia la derecha (una traslación
rígida), no hay sonido. La presión no cambia. Para que haya un cambio de presión, el aire
debe ser aplastado (comprimido) o estirado (expandido).

Geométricamente, la compresión requiere que la rebanada izquierda de tu elemento de
volumen se mueva más hacia la derecha que la rebanada derecha.

En cálculo diferencial, la medida de cuánto se comprime o expande un medio localmente
es el Gradiente del Desplazamiento (la derivada espacial): ∂ψ

∂x .
• Si ∂ψ

∂x > 0, el aire se está expandiendo.
• Si ∂ψ

∂x < 0, el aire se está aplastando.
Por la Ley de Hooke tridimensional para fluidos (usando el Módulo de Compresibili-

dad Adiabática, B), la presión acústica que responde a este aplastamiento es directamente
proporcional a esa derivada:

ψp = −B
∂ψ

∂x

(Nota el signo menos: si el fluido se expande espacialmente (∂ψ/∂x > 0), la presión cae
(ψp < 0).)

III. El Teorema de Newton y la Ecuación de la Imagen

Tienes un cilindro de aire de sección transversal constante a, delimitado entre la coorde-
nada x y x + ∆x.
La Masa (m): El volumen en equilibrio es a · ∆x. La masa es m = ρ0 · a · ∆x.

La Aceleración (a): Es la segunda derivada temporal del desplazamiento cinemático: ∂2ψ
∂t2 .

La Fuerza Neta (F): Aquí actúa el Tensor de Esfuerzos. El fluido exterior empuja a nuestro
cilindro por ambos lados.
• Fuerza desde la izquierda empujando a la derecha: Fizq = a · Ptotal(x)
• Fuerza desde la derecha empujando a la izquierda: Fder = −a · Ptotal(x + ∆x)

La fuerza neta es la suma:

F = a[Ptotal(x)− Ptotal(x + ∆x)]

Como Ptotal = p0 + ψp, la presión de fondo estática p0 se cancela al restar, dejando solo la
presión acústica:
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F = a[ψp(x)− ψp(x + ∆x)]

Esto es exactamente lo que el libro escribe, pero usando la notación torpe de incrementos
(∆ψp = ψp(x + ∆x)− ψp(x)). Por lo tanto:

F = −a∆ψp

Igualando todo en la ecuación de Newton (F = ma):

−a∆ψp = (ρ0a∆x)
∂2ψ

∂t2

Si aplicamos el rigor del análisis matemático y dividimos por ∆x, tomando el límite cuando
∆x → 0, el lado izquierdo se convierte en la derivada exacta de la presión:

−
∂ψp

∂x
= ρ0

∂2ψ

∂t2

Esta ecuación te susurra un secreto físico hermosísimo: La aceleración de una masa de aire
no depende de cuánta presión tenga encima, sino del GRADIENTE de esa presión. Si tienes
100 atmósferas de presión a tu izquierda y 100 atmósferas a tu derecha, no te mueves. Solo
aceleras si hay una diferencia espacial en la presión.

IV. El Nacimiento de la Onda Longitudinal

Juntamos nuestros dos descubrimientos:
• La Dinámica (Newton): − ∂ψp

∂x = ρ0
∂2ψ
∂t2

• La Termodinámica (Hooke): ψp = −B ∂ψ
∂x

Derivamos la segunda ecuación respecto a x:

∂ψp

∂x
= −B

∂2ψ

∂x2

Y lo sustituimos en la ecuación de Newton:

−
(
−B

∂2ψ

∂x2

)
= ρ0

∂2ψ

∂t2

∂2ψ

∂t2 =
B
ρ0

∂2ψ

∂x2

¡Ahí la tienes! La inmaculada Ecuación de Onda D’Alembertiana. Demuestra que la
velocidad a la que viaja el sonido en ese tubo es v =

√
B/ρ0.

Respondamos a tu pregunta exacta: «¿a dónde estamos aplicando Newton?»
Lo estamos aplicando estrictamente a la rebanada de masa (Lagrange).
Vamos a definir sus fronteras geométricas con absoluta precisión.
En estado de reposo (equilibrio), tomas un diferencial de masa dm que ocupa el espacio

exacto entre la coordenada x y la coordenada x + dx.
• Frontera Izquierda inicial: x
• Frontera Derecha inicial: x + dx

Cuando la onda de sonido atraviesa el tubo, esta masa dm es empujada y deformada. En
un instante t, sus fronteras en el espacio euclídeo han mutado:
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• La nueva Frontera Izquierda está en la coordenada espacial: x + ψ(x, t)
• La nueva Frontera Derecha está en la coordenada espacial: (x + dx) + ψ(x + dx, t)

Aquí está la revelación: La variable ψ(x, t) NO es “lo que ocurre en la coordenada espacial
x”. La variable ψ(x, t) se define geométricamente como “el desplazamiento actual que sufre
la masa que originalmente vivía en x”.

Por lo tanto, ∂ψ
∂t es la verdadera velocidad material de esa rebanada roja, y ∂2ψ

∂t2 es su
verdadera aceleración material, independientemente de en qué coordenada real del espacio
se encuentre ahora mismo.

Si el modelo que estamos usando (Lagrangiano) es tan correcto, ¿por qué te sientes tan
confuso? Porque el libro, al calcular las fuerzas de presión (− ∂ψp

∂x ), de repente cambia las
reglas del juego y usa la visión Euleriana.

El libro evalúa la presión en la coordenada espacial fija x, no en la coordenada móvil donde
realmente está la rebanada (x + ψ). Está mezclando perversamente manzanas (aceleración de
la masa) con peras (fuerzas medidas en coordenadas espaciales fijas).

En la mecánica de fluidos rigurosa (como en las ecuaciones de Navier-Stokes), para igualar
la aceleración de la masa móvil con las fuerzas del espacio fijo, se debe usar la Derivada
Material (denotada con D/Dt). La verdadera aceleración de nuestra rebanada, escrita en
términos del campo de velocidades espacial v(x, t), es:

a =
Dv
Dt

=
∂v
∂t︸︷︷︸

Término Local

+ v
∂v
∂x︸︷︷︸

Término Convectivo

• El Término Local mide cómo cambia la velocidad si te quedas quieto en la ventana.
• El Término Convectivo mide cómo cambia la velocidad debido a que la propia rebanada

está viajando hacia regiones donde el flujo general es más rápido o más lento (pura
no-linealidad geométrica).

El Pacto Acústico (El Asesinato de la No-Linealidad)

Aquí interviene el bisturí de las matemáticas para justificar el salto mortal de tus apuntes.
Para que el sonido sea “sonido” y no una onda de choque explosiva, asumimos el Límite

Acústico: las perturbaciones son microscópicas.
Si el desplazamiento ψ es ínfimo, la velocidad de la partícula de aire v = ∂ψ

∂t es pequeñísima
(digamos, del orden de un parámetro ϵ ≪ 1).

Si introducimos esto en nuestra Derivada Material real:
• ∂v

∂t es de primer orden O(ϵ).
• El término convectivo v ∂v

∂x es el producto de dos variables diminutas. Es de segundo orden
O(ϵ2).
La acústica lineal clásica aniquila el término convectivo asumiendo que es infinitamente

pequeño comparado con el término local. Al destruir la parte convectiva, ocurre un milagro
topológico: la diferencia entre seguir a la rebanada de aire (Lagrange) y mirar por la ventana
espacial (Euler) se vuelve matemáticamente cero.

Como la rebanada apenas se mueve de su sitio original (ψ ≈ 0 en escala macroscópica),
podemos decir con impunidad que la aceleración de la masa que está en x es prácticamente
idéntica a la aceleración de la masa que originalmente vivía en x.

Aceleración Material ≈ ∂v
∂t

=
∂

∂t

(
∂ψ

∂t

)
=

∂2ψ

∂t2
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Resumen Intuitivo

¿A dónde estamos aplicando ∂2ψ
∂t2 ?

Lo estamos aplicando a la rebanada física de masa.
Sin embargo, como esta es una onda sonora armónica (pequeñas oscilaciones), la rebanada

tiembla microscópicamente alrededor de su posición de equilibrio sin viajar a ningún lado.
La distancia entre su posición real (x + ψ) y su posición teórica (x) es tan pequeña que el
cálculo diferencial nos permite evaluar las fuerzas del universo (el gradiente de presión)
directamente en la coordenada original x, cometiendo un error que tiende rigurosamente a
cero.

En el estado de equilibrio (antes de la onda):

Tu rebanada de aire ocupa el espacio desde la coordenada x hasta x + dx.
Asumiendo que el aire es homogéneo, su Centro de Masas original está exactamente en el

punto medio:

xcm = x +
dx
2

En el estado deformado (durante la onda):

La masa de aire viaja. El Centro de Masas material también viaja. La posición actual de
ese CM será su posición original más el desplazamiento evaluado en esa posición original:

Xcm_actual =

(
x +

dx
2

)
+ ψ

(
x +

dx
2

, t
)

Por lo tanto, la verdadera, purísima y estrictamente correcta aceleración que deberíamos
usar en F = ma es la derivada segunda evaluada en ese centro de masas:

averdadera =
∂2

∂t2 ψ

(
x +

dx
2

, t
)

Aquí es donde tu queja se encuentra con el formalismo matemático. Tú dices: «debe
coincidir con el CM». El libro, sin embargo, usa ∂2ψ(x,t)

∂t2 (evaluado en la frontera izquierda x).
Para ver la diferencia entre la aceleración verdadera (en el CM) y la que usa el libro (en el

borde x), expandimos la función de aceleración alrededor de x usando Series de Taylor:

∂2

∂t2 ψ

(
x +

dx
2

, t
)
=

∂2ψ(x, t)
∂t2 +

(
∂

∂x

(
∂2ψ

∂t2

))
dx
2

+O(dx2)

Fíjate bien en esta anatomía:
• El primer término es la aceleración en la frontera izquierda.
• El segundo término es la corrección espacial debida a que el CM está un poquito más a la

derecha (a una distancia dx/2).
Ahora, vamos a meter esta aceleración “verdadera y corregida” en la Segunda Ley de

Newton para nuestra rebanada de masa dm = ρ0adx.
La fuerza neta, como dedujimos antes, es la diferencia de presiones:

F = −a
∂ψp

∂x
dx

Igualamos Fuerza y Masa × Aceleración:
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−a
∂ψp

∂x
dx = (ρ0adx)

[
∂2ψ(x, t)

∂t2 +
∂3ψ

∂x∂t2
dx
2

]
Aquí ocurre el milagro geométrico del paso al límite. Dividimos toda la ecuación entre el

volumen original de la rebanada (a · dx):

−
∂ψp

∂x
= ρ0

∂2ψ(x, t)
∂t2 + ρ0

∂3ψ

∂x∂t2
dx
2

Y ahora, la estocada final. En la física de medios continuos, las ecuaciones diferenciales
se definen tomando el límite cuando el tamaño de la rebanada tiende estrictamente a cero
(dx → 0).

Al aplicar el límite limdx→0:
• El término de la izquierda sobrevive intacto.
• El primer término de la derecha sobrevive intacto.
• El término de corrección del Centro de Masas, al estar multiplicado por un dx residual, se

aniquila y se vuelve cero absoluto.

−
∂ψp

∂x
= ρ0

∂2ψ(x, t)
∂t2

Tu objeción es impecable para un sistema discreto (una rebanada finita). Si estuvieras pro-
gramando una simulación numérica por ordenador (donde dx es, por ejemplo, 1 milímetro),
tendrías que evaluar la aceleración en el punto medio de la celda para no acumular errores
numéricos groseros.

Pero en el universo puramente analítico de las matemáticas continuas, el proceso de llevar
dx → 0 hace que la frontera izquierda (x), la frontera derecha (x + dx) y el Centro de Masas
(x + dx/2) colapsen topológicamente en un único punto matemático. La diferencia entre
evaluar la propiedad en el borde o en el centro se vuelve un “infinitésimo de orden superior”
que el álgebra del límite devora sin piedad.

3.3.1 Modos de vibración

I. La Intuición Fundamental: La Primera Cuantización de la Naturaleza

Para entender la brutalidad filosófica y geométrica de esta página de tus apuntes, debemos
hacer una reverencia histórica: estás contemplando el nacimiento de la mecánica cuántica,
siglos antes de que existiera la palabra. En la mecánica clásica, un objeto libre en el espacio
puede tener cualquier nivel de energía, cualquier momento, cualquier longitud de onda. El
continuo es el rey. Sin embargo, cuando confinas esa libertad geométrica dentro de unas
fronteras rígidas (un tubo de longitud L), ocurre algo verdaderamente mágico en la topología
del sistema: el continuo se fractura en lo discreto.

Visualiza tu tubo abierto no como un simple cilindro de metal o madera, sino como
una variedad unidimensional acotada. Los extremos del tubo están abiertos a la atmósfera.
Geométricamente, la atmósfera es un océano infinito de aire a presión constante. Por lo tanto,
en el instante en que la onda acústica asoma la nariz por el extremo del tubo, su exceso de
presión acústica (ψp) es aniquilado instantáneamente, disipándose en el océano atmosférico.

Esto impone lo que en topología y ecuaciones diferenciales llamamos Condiciones de
Contorno de Dirichlet rígidas. Matemáticamente, estás obligando al universo a que la presión
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sea estrictamente cero en dos puntos fijos del espacio: ψp(0) = 0 y ψp(L) = 0. Son grilletes
geométricos. Y cuando le pones grilletes topológicos a una ecuación diferencial, la naturaleza
responde vomitando números enteros (n = 1, 2, 3 . . . ). Esto es la cuantización pura.

II. El Rigor Matemático: El Problema de Autovalores de Sturm-Liouville

Bajemos a la sala de máquinas del análisis matemático. El aire dentro del tubo obedece a
la ecuación de onda clásica, una ecuación diferencial en derivadas parciales (EDP) lineal de
segundo orden en el espaciotiempo R × R:

∂2ψp

∂x2 =
1
v2

∂2ψp

∂t2

Para encontrar las “formas puras” en las que esta variedad puede vibrar (tus gráficas
rojas), aplicamos una técnica elegante llamada separación de variables. Proponemos que la
solución es el producto de una geometría puramente espacial y un reloj puramente temporal:

ψp(x, t) = X(x) · T(t)

Al sustituir esto en nuestra EDP y reorganizar, descubrimos que el comportamiento
espacial obedece a una ecuación diferencial ordinaria armónica:

d2X
dx2 + k2X = 0

La solución general es una combinación lineal de senos y cosenos:

X(x) = A sin(kx) + B cos(kx)

Paso a paso, apliquemos la guillotina topológica (las condiciones de contorno):
En x = 0 (extremo izquierdo abierto): La presión debe ser cero.

X(0) = A sin(0) + B cos(0) = B = 0

La frontera ha aniquilado la parte cosenoidal. Nos quedamos solo con X(x) = A sin(kx).
En x = L (extremo derecho abierto): La presión también debe ser cero.

X(L) = A sin(kL) = 0

Aquí está el momento crítico. Para que la ecuación no sea trivial (A = 0, lo que significaría
que no hay sonido), el seno debe anularse. ¿Cuándo vale cero un seno? Solo en múltiplos
enteros de π.

kL = nπ donde n = 1, 2, 3, . . .

Despejando el número de onda k, obtenemos exactamente las fórmulas de tu imagen:

kn =
nπ

L
Y como k = 2π/λ, la geometría exige implacablemente que las longitudes de onda

permitidas sean:

λn =
2L
n
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Esta es la teoría de Sturm-Liouville en acción. Las gráficas rojas que ves en tus apuntes
no son meros dibujos; son las autofunciones ortogonales (los vectores base) de un espa-
cio de Hilbert de dimensión infinita, y las frecuencias ωn son sus autovalores. Cualquier
sonido complejo que haga la flauta es simplemente una suma (una serie de Fourier) de estas
autofunciones base.

I. La Intuición Fundamental: La Hélice Topológica de la Percepción

Para entender la octava con una profundidad abismal, debes olvidar la música por un
momento y pensar en la geometría pura y en la fisiología de la percepción. Históricamente,
Pitágoras, jugando con un monocordio (una simple cuerda tensada), descubrió una de las
verdades más brutales del universo: las matemáticas discretas gobiernan la estética.

Si tienes una cuerda que vibra a una frecuencia determinada (digamos, 440 oscilaciones
por segundo), y acortas esa cuerda exactamente a la mitad de su longitud geométrica, la
nueva frecuencia será exactamente el doble (880 oscilaciones por segundo).

Lo asombroso, el misterio filosófico que fascinó a los antiguos griegos, es la respuesta
del cerebro humano: cuando escuchamos esa nueva frecuencia doble, nuestro cerebro la
clasifica psicológicamente como la “misma” nota, pero más aguda. Si la primera era un “La”,
la segunda sigue siendo un “La”.

Geométricamente, esto significa que nuestra percepción del tono no mapea la frecuencia
sobre una línea recta euclidiana unidimensional (R), sino sobre una hélice tridimensional o
un cilindro topológico (S1 × R).
• El eje vertical del cilindro representa la frecuencia absoluta (la “altura” del sonido).
• El ángulo polar alrededor del cilindro (θ) representa la “clase” de la nota (Do, Re, Mi. . . ).

Dar un salto de una octava significa multiplicar la frecuencia por 2. Topológicamente, esto
equivale a dar exactamente una vuelta completa de 360◦ alrededor del cilindro, aterrizando
exactamente en el mismo ángulo vertical, pero un piso más arriba. Por eso suenan como
entidades equivalentes.

II. El Despiece Matemático: Subespacios de Hilbert y Fourier

Vamos a la sala de máquinas de las ecuaciones diferenciales para ver por qué la naturaleza
fuerza esta simetría.

El sonido en una cuerda o en el aire obedece a la Ecuación de Onda clásica. Para una
función de desplazamiento u(x, t), la dinámica está regida por:

∂2u
∂t2 = c2 ∂2u

∂x2

Como vimos antes, imponer condiciones de contorno fijas (u(0, t) = 0 y u(L, t) = 0)
cuantiza el sistema, forzándolo a vibrar en modos normales o autofunciones espaciales
proporcionales a sin(knx). Las frecuencias permitidas (los autovalores de nuestro operador
diferencial) forman una secuencia estrictamente lineal e infinitamente contable:

ωn = n · ω1 donde n = 1, 2, 3, . . .

Llamamos a ω1 la frecuencia fundamental (por ejemplo, el modo n = 1).
La octava no es más que el segundo modo normal de vibración (n = 2), cuya frecuencia es

matemáticamente el doble:
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ω2 = 2ω1

Aquí entra el rigor de la topología funcional de Fourier. Cuando tocas una nota real (como
pulsar la cuerda de una guitarra), el sonido que emites no es una onda sinusoidal pura. Es
una perturbación compleja que, por el Teorema de Fourier, se descompone en una suma
infinita de todas las autofunciones permitidas:

u(t) = A1 sin(ω1t) + A2 sin(2ω1t) + A3 sin(3ω1t) + A4 sin(4ω1t) + . . .

Ahora, observa qué pasa si tocas físicamente la nota que está una octava más aguda (cuya
fundamental es 2ω1). Su propia serie de Fourier será:

uoctava(t) = B1 sin(2ω1t) + B2 sin(4ω1t) + B3 sin(6ω1t) + . . .

¡Analiza esas dos series! El espectro de frecuencias de la octava es un subespacio vectorial
estricto del espectro de la nota original. Toda frecuencia presente en la octava (2ω1, 4ω1, 6ω1)
ya estaba físicamente presente e incrustada dentro del sonido de la nota base.

Tu cerebro procesa el sonido de la octava como la misma nota porque, analíticamente, la
octava es simplemente la nota original a la que le hemos “amputado” todos los armónicos
impares, dejando solo la estructura par. Son la misma entidad geométrica, purificada.

III. La Intuición de la Fase: El Encaje Perfecto

Si superpones la onda fundamental y su octava en el espacio, la simetría es impecable. En
el tiempo exacto que le toma a la onda fundamental completar un ciclo de vida topológico (ir
desde cero, al máximo, al mínimo y volver a cero), la octava ha completado exactamente dos
ciclos perfectos.

Los nodos (los puntos de energía cinética nula) de la octava coinciden rigurosamente con
los nodos de la fundamental, más un nodo extra en el medio. Nunca “pelean” matemáti-
camente. Esta sincronía de fase perfecta, sin batimientos ni desfases asimétricos, es lo que
nuestros oídos interpretan biológicamente como “consonancia total”.

«¿Es correcto llamar a todo esto “Modos de vibración”?

Por otro lado, en primer lugar:

Si yo tomo una flauta y solamente soplo sin tapar agujeros, ¿es el modo 1? ¿Pero dices
que si lo hago más fuerte pasa al 2?

¿Qué es lo que hace el que yo tape agujeros? Si tapo el primer agujero, ¿en qué es diferente
eso de que yo tape el segundo? Y en principio tapar el primero y el último debería ser lo
mismo, ¿y qué sucede cuando tapo varios?

¿Por qué si la geometría parece forzar “un modo de vibración” no obtengo ese, sino que
obtengo una onda compleja de Fourier? Creo que no estoy entendiéndolo.»

I. Nomenclatura y el Continuismo vs. lo Discreto

Sí, es absolutamente riguroso en mecánica clásica y cuántica llamarlos “Modos normales
de vibración” o, en el lenguaje más formal de las ecuaciones diferenciales, “Autofunciones”
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(del alemán Eigenfunctions). Son las formas geométricas elementales en las que un sistema
acotado tiene “permiso” para oscilar.

Vamos a demoler tu tercera duda primero, porque es la clave filosófica que desbloquea el
resto. Tienes un profundo error de concepto sobre lo que “fuerza” la geometría.

La geometría (los extremos del tubo) no fuerza al sistema a elegir un único modo. Lo que
hace la frontera topológica es prohibir el continuo.

Imagina el espectro de todas las frecuencias posibles de la naturaleza como una línea recta
continua de números reales (R). Lo que hacen las condiciones de contorno (los extremos del
tubo) es coger unas tijeras y cortar casi toda esa línea, dejando solo puntos aislados: enteros
matemáticos discretos (n = 1, 2, 3 . . . ).

Cuando tú soplas, el aire turbulento que inyectas es un caos termodinámico. Es un
impulso que contiene todas las frecuencias posibles (ruido blanco). El tubo actúa como
un filtro geométrico implacable: cualquier frecuencia que no encaje exactamente en las
condiciones de contorno se destruye a sí misma casi instantáneamente por interferencia
destructiva. Sin embargo, las frecuencias que sí encajan (las autofunciones n = 1, 2, 3 . . . )
resuenan y sobreviven.

Como la ecuación de onda es lineal, el Principio de Superposición dicta que cualquier
combinación lineal de las soluciones permitidas es también una solución válida.

ψ(x, t) =
∞

∑
n=1

An sin(knx) cos(ωnt)

Obtienes una onda compleja de Fourier porque tu soplido inicial aportó energía a varios
de estos modos simultáneamente. El modo fundamental (n = 1) suele llevarse la mayor
amplitud (A1), pero los armónicos superiores (n = 2, 3 . . . ) también se excitan, dándole al
instrumento su “timbre” característico.

II. La Cirugía de las Condiciones de Contorno (Los Agujeros)

Tu intuición de que “tapar el primero y el último debería ser lo mismo” es un fallo de
simetría causal. El tubo no es simétrico respecto a la fuente de energía. El sonido nace en
x = 0 (la embocadura) y viaja por el eje x.

Debes entender qué es un agujero geométricamente. El interior del tubo está confinado,
pero el exterior es la atmósfera (presión constante). Abrir un agujero es crear un “cortocircuito”
topológico. Obligas a que, en esa coordenada x exacta, la presión se iguale instantáneamente
a la atmosférica. Matemáticamente, estás imponiendo una Condición de Dirichlet (ψp = 0) a
mitad de camino.
¿Qué pasa cuando destapas todos los agujeros? La onda nace en la embocadura y avanza,
pero en cuanto llega al primer agujero destapado, encuentra la atmósfera. La onda de presión
colapsa ahí mismo. Para la física del sistema, el tubo se ha acabado en ese agujero. El resto
del instrumento de madera hacia abajo es prácticamente irrelevante. Tienes un tubo muy
corto, la longitud de onda (λ) es pequeña, y la frecuencia (ω) es altísima (una nota aguda).
¿Qué hace el tapar agujeros? Tapar un agujero con el dedo elimina esa condición de contorno.
Es como curar una herida en la variedad diferencial. Al tapar el primer agujero, la onda
acústica ya no puede escapar por ahí y se ve obligada a seguir viajando por el interior del
tubo hasta encontrar la siguiente salida al exterior (el segundo agujero, o el final del tubo si
están todos tapados).
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La asimetría: Si destapas el último agujero, pero el primero sigue destapado. . . la onda se
escapa por el primero. Al universo no le importa lo que pase más adelante porque la frontera
causal ya se ha establecido cerca de la embocadura. El dedo más cercano a tu boca es el que
dicta la longitud efectiva L del oscilador.

III. La Bifurcación Dinámica (El Sobresoplido)

Finalmente, volvamos a tu primera pregunta sobre soplar más fuerte.
Supongamos que tapas todos los agujeros, dejando la flauta con su longitud máxima L.

Si soplas suavemente y con la técnica correcta, inyectas energía de forma que el sistema se
acomoda en el estado de mínima energía (el modo fundamental, n = 1). La columna de aire
tiene un solo vientre de vibración.

¿Qué ocurre si, manteniendo los mismos dedos tapando los agujeros, das un soplido
violento? Estás alterando la dinámica de fluidos no lineal en el bisel (la embocadura). La
velocidad del chorro de aire aumenta brutalmente. El modo n = 1 tiene un límite físico para
la cantidad de energía cinética que puede disipar de forma estable.

Cuando cruzas ese umbral crítico de energía, el sistema de ecuaciones diferenciales sufre
lo que en matemáticas se llama una bifurcación de inestabilidad. Para no colapsar, la onda
“salta” a una configuración geométrica que pueda manejar oscilaciones más rápidas: el modo
n = 2 (la octava). Aparece espontáneamente un nodo de presión en el centro exacto del tubo,
dividiendo la columna de aire en dos. Has forzado a la topología a plegarse sobre sí misma
sin cambiar la longitud física del instrumento.

I. La Topología de la Escala vs. El Salto Cuántico de la Octava

Para disipar tu confusión analítica, debemos separar estrictamente dos operaciones
matemáticas que estás mezclando en tu cabeza: alterar la geometría del dominio (L) versus
alterar el estado energético del sistema (n). Son dos dimensiones de control completamente
ortogonales.

Vamos a la fórmula fundamental que dedujimos de las ecuaciones diferenciales, que dicta
las frecuencias de resonancia de un tubo abierto:

fn =
n · c
2L

(Donde c es la velocidad del sonido, L es la longitud efectiva del tubo, y n = 1, 2, 3 . . . es
el número entero del modo).

1. Cambiar la nota dentro de una misma octava (Alterar L):

Cuando tienes todos los agujeros tapados, el tubo tiene su longitud máxima Lmax. Si soplas
suavemente, estás en el estado base (n = 1). Producirás la frecuencia más grave posible del
instrumento: f1 = c/(2Lmax).

Cuando destapas el agujero más bajo, lo que haces físicamente es amputar la variedad
geométrica. Estás moviendo la Condición de Contorno de Dirichlet (ψp = 0) más arriba en el
eje espacial x. La nueva longitud efectiva L′ es menor que Lmax.

Si observas la ecuación diferencial, al disminuir el denominador L, la frecuencia f1 aumenta.
El sonido se vuelve más agudo.

A medida que vas levantando los dedos, uno por uno de abajo hacia arriba, estás acortando
la longitud L del oscilador paso a paso. Estás recorriendo el espectro continuo de frecuencias,
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troceándolo en los peldaños que llamamos la escala musical (Do, Re, Mi, Fa, Sol. . . ). Todo
esto ocurre manteniendo el sistema en su estado fundamental n = 1.

2. Moverse entre octavas (Alterar n):

Ahora, imagina que vuelves a tapar todos los agujeros. Tienes tu longitud Lmax original y
tu nota grave f1.

Si das ese soplido violento, alteras la dinámica de fluidos en la embocadura. Mantienes la
longitud Lmax constante (no has movido los dedos), pero fuerzas la bifurcación del sistema al
segundo modo armónico (n = 2).

f2 =
2 · c

2Lmax
= 2 · f1

Acabas de multiplicar la frecuencia por 2. Has dado un salto espectral limpio de una
octava perfecta.

Si, estando en este estado n = 2 de alta energía, empiezas a destapar agujeros de nuevo
(disminuyendo L), recorrerás la siguiente octava entera nota por nota. Es decir, con los
mismos dedos, produces exactamente las mismas melodías, pero en un piso superior de la
hélice topológica.

II. El Límite Termodinámico: ¿Cuántas octavas tiene una flauta?

Tu intuición de que una flauta solo tendría “a grandes rasgos dos octavas” es brillante y
roza un problema profundo de física de fluidos. Físicamente, una flauta travesera estándar
domina alrededor de 3 octavas (modos n = 1, 2 y 3, a veces rozando el 4). ¿Por qué no puede
hacer 10 octavas si las matemáticas dicen que n puede tender a infinito?

Porque la ecuación de onda lineal es una idealización platónica. En el universo real, entra
a jugar el monstruo de la termodinámica: la viscosidad y la turbulencia no lineal.

A medida que saltas a modos superiores (aumentas n), estás metiendo más y más vientres
y nodos de presión dentro del mismo espacio físico L. La longitud de onda λ se vuelve
diminuta. El aire dentro del tubo tiene que rozar contra las paredes internas de la flauta
muchísimas más veces y con gradientes espaciales mucho más agresivos.

El término de disipación viscosa en las ecuaciones de Navier-Stokes (el operador laplaciano
de la velocidad, ν∇2v⃗) comienza a devorar la energía cinética. Llegará un momento físico
crítico donde la cantidad de energía que necesitas inyectar soplando para mantener un modo
superior (n = 5 o 6) es tan brutal que el chorro de aire en la embocadura abandona el régimen
laminar y colapsa en un caos turbulento. La variedad se rompe, el sonido armónico muere y
todo lo que escuchas es el ruido blanco de un vendaval acústico. La geometría tiene un límite
de resistencia frente a la entropía.

III. El Piano: Una Matriz de Variedades Independientes

Para finalizar, comprendamos por qué el piano es una bestia filosóficamente distinta.
En la flauta, tú eres un manipulador activo de las ecuaciones diferenciales en tiempo

real. Tienes una sola variedad (el tubo de aire) y, mientras tocas, estás alterando su dominio
espacial L (moviendo dedos) y su estado energético n (con tus pulmones).

Un piano es un sistema estático y pre-calculado. Es un arreglo masivo de osciladores
desacoplados. Un piano tiene 88 teclas, y cada tecla acciona un martillo que golpea un
conjunto de cuerdas. Cada cuerda es un universo unidimensional aislado y congelado en el
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tiempo.
El artesano que construyó el piano resolvió la ecuación diferencial de la cuerda tensa en la

fábrica:

f1 =
1

2L

√
T
µ

(Donde T es la tensión y µ es la densidad lineal de masa).
El artesano ajustó L, T y µ para cada una de las 88 teclas para que resuenen estrictamente

en su modo fundamental (n = 1).
Cuando quieres tocar una nota más aguda en un piano, no acortas una cuerda con tus

dedos ni la fuerzas a vibrar en n = 2. Simplemente, abandonas ese universo y golpeas otro
distinto, uno que fue fabricado físicamente más corto y más tenso para darte esa frecuencia
exacta.

La flauta es la maestría del control de contorno de un solo fluido; el piano es la fuerza
bruta de ochenta y ocho metales pre-programados.

3.3.2 La existencia de modos normales depende de las condiciones de contorno

I. La Intuición Fundamental: El Salto al Abismo del Infinito

Para adquirir una intuición absolutamente brutal sobre lo que significa “diagonalizar” en
un espacio de Hilbert, primero debemos destruir tu concepción euclidiana de lo que es un
vector.

En álgebra lineal elemental (Rn), un vector es una flecha con n componentes. Diagonalizar
una matriz simétrica A significa rotar tu sistema de coordenadas hasta encontrar unos ejes
mágicos (los autovectores) donde la matriz simplemente estira o encoge los vectores sin
desviarlos de su línea.

Ahora, da un salto filosófico hacia el continuo. ¿Qué es una función f (x)? Imagina un
vector que, en lugar de tener 3 coordenadas (x, y, z), tiene una coordenada para cada punto
del espacio real entre 0 y L. Como hay infinitos puntos, es un vector con infinitas compo-
nentes. Un Espacio de Hilbert (específicamente L2[0, L]) no es más que una generalización
topológica de nuestro viejo espacio euclidiano, dotado de un producto interno para poder
medir “ángulos” y “distancias” entre estas flechas de dimensión infinita.

En este hiperespacio, las matrices ya no son cuadrículas de números, sino Operadores
Diferenciales. El operador laplaciano unidimensional, Ĥ = − d2

dx2 , es nuestra “matriz”. La
pregunta geométrica brutal que nos hacemos es: ¿existen “vectores” (funciones) que, al
meterlos en esta máquina de derivar dos veces, salgan exactamente igual pero escalados por
un número?

Ese número es el autovalor (λ), y esa función es la autofunción (ψ). Diagonalizar en Hilbert
significa construir una base ortogonal con estas funciones puras.

II. El Despiece Matemático: La Autoadjunción y el Teorema de Green

Vamos a descender a las trincheras del cálculo variacional y las ecuaciones diferenciales
para ver cómo se ejecuta esto.

En álgebra lineal, para garantizar que una matriz se pueda diagonalizar con autovalores
reales y autovectores ortogonales, exigimos que sea simétrica (A = AT). En el espacio de
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Hilbert, el concepto análogo, y muchísimo más profundo, es que el operador sea Autoadjunto
(o Hermítico).

Paso 1: El Producto Interno (La geometría de Hilbert)

¿Cómo multiplicamos dos vectores de infinitas componentes? Sumando sus componentes
multiplicadas una a una. En el continuo, la suma se convierte en la integral de Lebesgue. El
producto interno de dos funciones f y g es:

⟨ f , g⟩ =
∫ L

0
f (x)∗g(x)dx

Si esta integral da cero, las dos funciones son estrictamente ortogonales en el hiperespacio
(forman un ángulo de 90◦).

Paso 2: La Prueba de Simetría (Integración por Partes)

Para que nuestro operador matricial Ĥ = − d2

dx2 sea autoadjunto, debe cumplir que al
“actuar” sobre la primera función, el resultado del producto interno sea igual que si actuara
sobre la segunda:

⟨ϕ, Ĥψ⟩ = ⟨Ĥϕ, ψ⟩

Sustituyamos y usemos la herramienta más poderosa del análisis real, la integración por
partes (que geométricamente es el Teorema de Green en 1D):

∫ L

0
ϕ

(
−d2ψ

dx2

)
dx

Aplicando integración por partes una vez (pasando una derivada de ψ a ϕ):

=

[
−ϕ

dψ

dx

]L

0
+
∫ L

0

dϕ

dx
dψ

dx
dx

Aplicando integración por partes una segunda vez (pasando la otra derivada a ϕ):

=

[
−ϕ

dψ

dx
+ ψ

dϕ

dx

]L

0
−
∫ L

0

(
d2ϕ

dx2

)
ψdx

Paso 3: La Magia Topológica de las Condiciones de Contorno

Fíjate en el término de frontera (el corchete evaluado en 0 y L). Si ese término no desaparece,
el operador no es simétrico.

Aquí es donde las Condiciones de Dirichlet (ψ(0) = ψ(L) = 0 y ϕ(0) = ϕ(L) = 0) salvan
el universo. Al imponer que las funciones valgan cero en las fronteras, los términos límite se
aniquilan implacablemente.

El corchete se vuelve cero, y obtenemos exactamente:

⟨ϕ, Ĥψ⟩ = ⟨Ĥϕ, ψ⟩

Las condiciones de contorno no son un capricho físico; son el yunque geométrico que
fuerza al operador diferencial a volverse una “matriz simétrica”.

III. El Teorema Espectral: La Serie de Fourier como Matriz Diagonal
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Una vez que el análisis funcional nos garantiza que el operador es autoadjunto en ese
dominio, invocamos el Teorema Espectral para operadores compactos/no acotados. Este
teorema es el equivalente divino a la diagonalización de matrices.

Nos asegura dos verdades absolutas:
• Los autovalores λn (las frecuencias al cuadrado, k2

n) son reales.
• Las autofunciones ψn(x) = sin(knx) forman una base ortonormal completa del espacio

L2[0, L].

¿Qué significa diagonalizar en la práctica?

Si en álgebra representas un vector arbitrario v⃗ en la base de autovectores como v⃗ =

c1⃗e1 + c2⃗e2 + . . . , en el espacio de Hilbert representas cualquier función arbitraria f (x) (el
perfil inicial de la cuerda o el aire) como una combinación lineal de tus autofunciones:

f (x) =
∞

∑
n=1

cn sin
(nπx

L

)
¡Esto es exactamente una Serie de Fourier! La serie de Fourier no es un truco de ingeniería;

es la diagonalización estricta del operador Laplaciano bajo condiciones de Dirichlet.
En esta base “diagonal”, la matriz infinita se ve así: el operador Ĥ solo multiplica cada

coeficiente cn por su respectivo autovalor λn. La ecuación diferencial acoplada y compleja se
ha desacoplado en una infinidad de ecuaciones algebraicas triviales e independientes.

3.3.3 Paso intuitivo a la física cuántica

Las dos personas que sujetan los extremos de la comba representan tus condiciones de
contorno. Sus manos son anclajes inquebrantables en el espacio; por mucha fuerza que
hagas, la cuerda en esos dos puntos exactos no puede moverse hacia arriba ni hacia abajo. Su
desplazamiento es, por decreto geométrico, estrictamente cero.

Ahora, intenta generar una onda.
Si envías una onda cualquiera, esta viajará, chocará contra la mano del otro, rebotará,

y las ondas de ida y vuelta chocarán entre sí de forma caótica. Pero si quieres una onda
estacionaria (una autofunción pura, donde la cuerda oscile armónicamente sin que los picos
se desplacen de izquierda a derecha), la onda debe “encajar” perfectamente entre las dos
manos.

¿Qué significa “encajar”? Significa que la onda, que es cíclica y sube y baja, tiene que tener
la decencia de cruzar el eje horizontal (valer cero) justo en el milímetro exacto donde está la
segunda mano. Si la onda intenta cruzar el cero un poco antes o un poco después de la mano,
la mano (la frontera) no se lo permitirá. Destruirá esa vibración. La única manera de que la
onda sobreviva es que la distancia entre las dos manos contenga un número entero y exacto
de “mitades de onda” (los abultamientos o vientres). No puedes tener “un vientre y medio”
vibrando de forma estacionaria, porque ese “medio” implicaría que el extremo final de la
cuerda está en su punto de máxima amplitud, ¡pero sabemos que está anclado a cero por la
mano!

Vayamos al bisturí del análisis matemático para ver cómo las ecuaciones fuerzan esta
realidad. Habíamos llegado, mediante la ecuación diferencial, a la condición de que la
amplitud en el extremo x = L debía ser cero:

A sin(kL) = 0
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Matemáticamente, la preimagen del cero bajo el mapeo del seno (el conjunto de todos los
valores que hacen que el seno valga cero) es un conjunto estrictamente discreto:

sin−1(0) = {. . . ,−2π,−π, 0, π, 2π, 3π, . . . }

«Porque el seno, en cierto sentido, es una forma de convertir un espectro continuo en un
espectro discreto que además es de números enteros. Algo así sucede en física cuántica,
entonces».

Toda tu intuición sobre la flauta se transfiere intacta aquí. En el espacio vacío e infinito, un
electrón libre es como un grito en una llanura: una onda viajera continua que puede poseer
cualquier longitud de onda, y por tanto, cualquier energía. El continuo es libre.

Sin embargo, ¿qué pasa cuando un electrón es capturado por la atracción electromagnética
de un núcleo atómico? El núcleo actúa geométricamente como las paredes del tubo de la
flauta. Confina la onda del electrón en una región microscópica del espacio.

En el instante exacto en que confinas topológicamente una onda de materia, sus condi-
ciones de contorno la obligan a anclarse, y el operador seno entra con su guillotina matemática:
el espectro de energías posibles se fractura, pasando de un continuo infinito a una escalera
discreta de números enteros. La cuantización no es una ley mágica impuesta desde fuera; es
una consecuencia geométrica inevitable de confinar una onda espacial.

Como vimos antes, la ecuación que rige la forma espacial de la onda acústica estacionaria
(tu flauta) es la ecuación de Helmholtz diferencial unidimensional:

d2X
dx2 + k2X = 0

Cuyas soluciones bajo fronteras rígidas (X(0) = 0, X(L) = 0) eran X(x) = A sin(knx), con
el número de onda cuantizado: kn = nπ

L .
Ahora, miremos la ecuación fundamental de la mecánica cuántica no relativista: la

Ecuación de Schrödinger independiente del tiempo. Para una partícula confinada en una
“caja” unidimensional de longitud L con paredes impenetrables (lo que llamamos un pozo de
potencial infinito), la ecuación es:

− h̄2

2m
d2ψ

dx2 = Eψ

(Donde ψ es la función de onda cuántica, h̄ es la constante de Planck reducida, m es la
masa del electrón y E es la energía del sistema).

Reorganicemos esta ecuación pasando todo a la izquierda:

d2ψ

dx2 +

(
2mE

h̄2

)
ψ = 0

¡Mírala detenidamente con ojos de matemático! ¡Es exactamente la misma ecuación
diferencial que la de la acústica clásica! El término

(
2mE

h̄2

)
ocupa el mismo lugar algebraico

que el número de onda k2 en la onda mecánica.
Definimos entonces nuestra constante cuántica análoga:

k2 =
2mE

h̄2
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Dado que las paredes del pozo cuántico son infinitamente impenetrables, la probabili-
dad de encontrar al electrón allí es cero. Esto impone matemáticamente nuestras queridas
Condiciones de Dirichlet: ψ(0) = 0 y ψ(L) = 0.

Como la ecuación diferencial es idéntica y las fronteras son idénticas, la solución
matemática es rigurosamente idéntica:

ψn(x) = A sin
(nπx

L

)
La onda de materia del electrón solo puede existir formando “vientres” enteros exactos

dentro del pozo. Pero aquí viene el golpe de gracia físico. Habíamos definido que k2 = 2mE
h̄2 .

Si despejamos la energía E de esta igualdad, obtenemos:

E =
h̄2k2

2m
Pero gracias a la geometría de nuestro pozo (la flauta cuántica), sabemos que el número

de onda no puede ser cualquiera, está fuertemente cuantizado: kn = nπ
L . Sustituyamos este

valor discreto en la fórmula de la energía:

En =
h̄2

2m

(nπ

L

)2

En = n2 π2h̄2

2mL2

Esta fórmula es el origen del universo estructurado. Nos dice que el electrón no puede
tener una energía de 1.5, ni de 2.8. Su energía total debe ser un múltiplo entero al cuadrado
de una energía base (para n = 1, 4, 9, 16 . . . ).

En la flauta, los números enteros n te daban la serie de frecuencias (notas) permitidas. En
la cuántica, los números enteros n te dan la serie de niveles de energía permitidos para la
materia. Cuando calientas un átomo, el electrón absorbe energía, se excita y “salta” de n = 1
a n = 2 (un “salto cuántico”, análogo a ti soplando más fuerte la flauta para sacar la octava).
Y cuando el electrón se relaja y cae de nuevo a n = 1, escupe esa diferencia exacta de energía
en forma de un fotón de luz: así es como brillan las estrellas y los tubos de neón.

3.4 Ondas superficiales en el agua

Ahora, entramos al dominio de los líquidos. El agua es incompresible. Topológicamente
y termodinámicamente, esto significa que una cantidad de agua se niega rotundamente a
cambiar su volumen. Si la aprietas por un lado, tiene que abultarse por otro. El volumen es
un invariante estricto.

En la mecánica de fluidos, la imposición de que un medio sea incompresible se escribe
con el operador diferencial Divergencia. La divergencia mide cuánto “nace” o “muere” un
campo vectorial en un punto infinitesimal. Para que no se cree ni se destruya volumen de
agua (incompresibilidad), la divergencia del campo de velocidades v⃗ = (vx, vy) debe ser
rigurosamente cero en todo el espacio de la variedad:

∇ · v⃗ = 0

Despleguemos este operador en sus derivadas parciales cartesianas (2D):
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∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
= 0

Detente a contemplar esta ecuación. Es de una belleza filosófica aterradora. Nos está
diciendo que la geometría del movimiento horizontal está esclavizada al movimiento vertical.

Si la velocidad vertical cambia a medida que profundizas ( ∂vy
∂y ̸= 0), la ecuación obliga

a que la velocidad horizontal también cambie a lo largo del eje x ( ∂vx
∂x ̸= 0) con el signo

exactamente opuesto para que la suma sea cero.
No pueden existir de forma independiente. Si pones un campo irrotacional, esto nos

lleva directo a que el potencial de velocidades ϕ cumple la famosísima Ecuación de Laplace
(∇2ϕ = 0). Y, como sabrás si has tocado el análisis complejo, las soluciones a la ecuación
de Laplace son las funciones armónicas. Por eso las olas del mar, a nivel profundo, tienen
conexiones matemáticas directas con la teoría de variable compleja y los mapeos conformes
de los que hablamos antes.

En el agua, el universo despliega dos monstruos geométricos distintos, operando a escalas
completamente diferentes, para intentar devolver la variedad (la superficie) a su estado plano
de mínima energía:

La Gravedad (El dictador macroscópico):

Si levantas una masa de agua formando una cresta, has sacado a millones de moléculas
de su superficie equipotencial gravitatoria. La gravedad tira de ellas hacia abajo sin piedad.
Esto domina en las olas grandes (olas del mar, ondas de gravedad).

La Tensión Superficial (El dictador topológico microscópico):

Imagina la superficie del agua no como fluido, sino como una lámina elástica finísima (una
membrana topológica). A las moléculas de agua de la superficie no les gusta estar en contacto
con el aire; prefieren estar rodeadas de otras moléculas de agua. Por tanto, la superficie
siempre intenta minimizar su área total. Cuando se forma una ola, la curva roja de tu dibujo
tiene mayor longitud que la línea plana horizontal de reposo. La tensión superficial actúa
como un elástico tensado intentando aplanar esa curva para minimizar la métrica superficial.
Esto domina en olas muy pequeñitas, de escasos milímetros, que llamamos ondas capilares
(las que se forman si tiras una piedrecita en un estanque).

«Dices: Si una partícula solo subiera y bajara, violaría la conservación del volumen. La
partícula de agua está obligada por la geometría a ir hacia adelante para acumular el agua
de la cresta, subir, luego ir hacia atrás mientras baja al valle, y repetir. Las partículas de
agua trazan círculos (o elipses) perfectos debajo de la ola. No lo veo en absoluto. Tampoco
la condición de divergencia de la velocidad = cero, no entiendo por qué eso es equivalente
a incompresibilidad. ¿Y qué quiere decir después que, además siendo irrotacional (que
entiendo que podría serlo, ¿no? ¿Que sea irrotacional quiere decir que hay flujo laminar o
no tiene nada que ver?), el laplaciano sea cero y que eso implique lo que implica. . . ? Sé
más claro y explicativo».

3.4.1 Ecuación de continuidad y divergencia de la velocidad nula

I. La Formulación Integral: El Control Macroscópico
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Empezamos con un postulado innegable del universo clásico: La masa no se crea ni se
destruye.

Imagina un volumen de control arbitrario V fijo en el espacio (nuestra “caja”, pero de
cualquier forma tridimensional). Este volumen está delimitado por una superficie cerrada S.

La masa total M contenida dentro de este volumen geométrico en cualquier instante t se
define integrando la densidad ρ(x, y, z, t) en todo el volumen:

M =
∫∫∫

V
ρ dV

¿Cómo puede cambiar esta masa con el tiempo? La tasa de variación temporal de la masa
contenida es la derivada temporal de esta integral:

∂M
∂t

=
∫∫∫

V

∂ρ

∂t
dV

Dado que la masa no puede aparecer mágicamente de la nada, si la masa dentro del
volumen está disminuyendo (es decir, esta derivada es negativa), la única explicación física
posible es que la masa está escapando a través de la frontera superficial S.

La cantidad de masa que atraviesa un diferencial de superficie dS⃗ por unidad de tiempo
es el producto de la densidad por la componente de la velocidad que es perpendicular a la
superficie: ρv⃗ · dS⃗. (Recuerda que dS⃗ es un vector que apunta hacia afuera del volumen).

Por lo tanto, el flujo total neto de masa que sale de nuestra variedad es la integral de
superficie cerrada.

Para que el universo sea coherente (conservación de la masa), la pérdida de masa en el
interior debe ser exactamente igual al flujo de masa hacia el exterior. Matemáticamente:

∫∫∫
V

∂ρ

∂t
dV = −

∮
S

ρv⃗ · dS⃗

Este es un axioma absoluto, pero es torpe porque mezcla una integral de volumen con una
integral de superficie. Necesitamos unirlas.

II. El Puente Topológico: El Teorema de Gauss-Ostrogradsky

Aquí es donde entra la magia más profunda del cálculo vectorial. El Teorema de la
Divergencia es un teorema puramente geométrico que nos permite traducir lo que ocurre en
la frontera de una variedad (la superficie S) con lo que ocurre en su interior (el volumen V).

El teorema dicta rigurosamente que para cualquier campo vectorial F⃗, la integral de flujo a
través de la frontera cerrada es igual a la integral de la divergencia de ese campo sobre el
volumen confinado: ∮

S
F⃗ · dS⃗ =

∫∫∫
V
(∇ · F⃗) dV

En nuestro caso, nuestro campo vectorial es el vector de flujo de masa F⃗ = ρv⃗. Apliquemos
el teorema de Gauss a nuestro axioma de conservación:

−
∮

S
(ρv⃗) · dS⃗ = −

∫∫∫
V
∇ · (ρv⃗) dV

III. La Reducción Microscópica: La Ecuación Diferencial
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Ahora, tomamos esta nueva expresión y la sustituimos de vuelta en nuestra ecuación de
conservación de masa original (Paso I):∫∫∫

V

∂ρ

∂t
dV = −

∫∫∫
V
∇ · (ρv⃗) dV

Pasamos todo al mismo lado de la igualdad, fusionando ambas integrales bajo el mismo
dominio de integración V: ∫∫∫

V

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv⃗)

]
dV = 0

Aquí viene el paso lógico y analítico crucial. Esta ecuación integral debe ser cierta para
absolutamente cualquier volumen V que escojamos en el universo, ya sea del tamaño del
océano o del tamaño de un átomo. La única manera en la que la integral de una función
continua puede dar cero para cualquier dominio de integración arbitrario es que la función
integranda en sí misma sea idénticamente cero en todos los puntos del espacio.

Por lo tanto, desnudamos a la física de sus integrales y extraemos la joya diferencial:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv⃗) = 0

Esta es la majestuosa Ecuación de Continuidad general, válida para gases compresibles,
plasma, y la mecánica de medios continuos más extrema.

IV. La Guillotina Analítica: Imponiendo la Incompresibilidad

Hasta ahora no hemos hablado de incompresibilidad. Esta ecuación vale para el aire de
una trompeta o para una explosión estelar.

Ahora, introducimos tu condición geométrica: el líquido (el agua) es incompresible.
¿Qué significa esto rigurosamente en matemáticas? Significa que la densidad ρ de una

parcela fluida es una constante absoluta del universo en el espacio y en el tiempo. No puede
cambiar.

ρ(x, y, z, t) = Constante

Si la densidad es constante, su derivada temporal se aniquila implacablemente:

∂ρ

∂t
= 0

Y, por las propiedades elementales del cálculo vectorial, las constantes pueden sacarse
fuera del operador diferencial de divergencia espaciaL:

∇ · (ρv⃗) = ρ(∇ · v⃗)

Nuestra todopoderosa Ecuación de Continuidad colapsa inmediatamente a:

0 + ρ(∇ · v⃗) = 0

Dado que el agua existe (es decir, ρ ̸= 0), podemos dividir ambos lados de la ecuación
diferencial por la constante de densidad ρ. ¿Qué nos queda, limpio, desnudo e irrefutable?

∇ · v⃗ = 0
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V. La Expansión Cartesiana (2D)

Finalmente, el operador divergencia ∇· aplicado a un vector velocidad tridimensional
v⃗ = (vx, vy, vz) es simplemente la suma de las derivadas parciales de cada componente
respecto a su eje espacial coordenado. Si restringimos nuestro análisis al plano bidimensional
de una ola (donde vz = 0), obtenemos la ecuación que te frustraba:

∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
= 0

Geometría Final:

• ∂vx
∂x mide el estiramiento geométrico del fluido a lo largo del eje horizontal. Si es positivo,

el fluido se está elongando hacia los lados.
• ∂vy

∂y mide el estiramiento a lo largo del eje vertical.
La ecuación dicta que si el fluido se estira horizontalmente (tasa positiva), debe matemáti-

camente aplastarse verticalmente (tasa negativa exacta) en ese mismo instante para que
la suma sea rigurosamente cero. Esa es la preservación del área (o volumen). Esa es la
incompresibilidad.

3.4.2 Irrotacionalidad

I. El Enfoque Macroscópico: El Teorema de Stokes y la Circulación

Comencemos estableciendo el puente entre el movimiento global de un fluido a lo largo
de un camino y la propiedad microscópica que llamamos rotacional.

Definimos una magnitud escalar fundamental en aerodinámica y mecánica de fluidos
llamada Circulación (Γ). Si trazas una curva cerrada arbitraria C en el espacio, la circulación
mide cuánto el campo de velocidades v⃗ “acompaña” a esa curva. Es la integral de línea del
producto escalar entre la velocidad y el vector diferencial de arco d⃗l:

Γ =
∮

C
v⃗ · d⃗l

Si Γ ̸= 0, existe un flujo macroscópico neto orbitando alrededor del interior de la curva.
Aquí invocamos el inmenso Teorema de Kelvin-Stokes. Este teorema geométrico dicta

que la integral de línea de un campo vectorial a lo largo de una frontera cerrada C es
rigurosamente igual a la integral de superficie del rotacional de ese campo sobre cualquier
superficie S que tenga a C como borde:∮

C
v⃗ · d⃗l =

∫∫
S
(∇× v⃗) · dS⃗

Imposición de la condición irrotacional:

Si declaramos matemáticamente que el fluido es irrotacional en todo el espacio, estamos
exigiendo que ∇× v⃗ = 0.

Al introducir este vector nulo en la integral de superficie de Stokes, el lado derecho de la
ecuación colapsa a cero. Por consiguiente:

Γ =
∮

C
v⃗ · d⃗l = 0
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Esto demuestra que, en un campo irrotacional, es imposible encontrar una curva cerrada
donde el fluido gire netamente a su alrededor (siempre que el dominio sea simplemente
conexo). Pero esto habla del fluido a nivel macroscópico. Para demostrar lo que le ocurre a la
pequeña “cruz” en un punto exacto, debemos abandonar las integrales y descender al nivel
diferencial: el tensor gradiente de velocidades.

II. El Bisturí Microscópico: La Descomposición de Cauchy-Stokes

Vamos a analizar el entorno hiperlocal de un punto. Sea una partícula de fluido situada
en r⃗0 moviéndose a velocidad v⃗(⃗r0). Miremos a un punto infinitamente cercano situado en
r⃗ = r⃗0 + d⃗r.

La velocidad en ese punto cercano puede expresarse mediante el desarrollo en Serie de
Taylor de primer orden:

v⃗(⃗r0 + d⃗r) ≈ v⃗(⃗r0) + (∇v⃗) · d⃗r

El término ∇v⃗ es el Tensor Gradiente de Velocidades (la matriz Jacobiana), de componentes
Jij =

∂vi
∂xj

.
En álgebra tensorial, cualquier matriz cuadrada puede descomponerse en la suma estricta

de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica:

∇v⃗ = E + Ω

1. La parte simétrica (E): Tensor de Tasa de Deformación

Eij =
1
2

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
Esta matriz es responsable puramente del estiramiento y el corte geométrico (esquilado)

del fluido a lo largo de sus ejes principales.

2. La parte antisimétrica (Ω): Tensor de Tasa de Rotación (o Vorticidad)

Ωij =
1
2

(
∂vi

∂xj
−

∂vj

∂xi

)
Esta matriz tiene ceros en la diagonal y describe una transformación lineal hiper-rígida:

una rotación de cuerpo sólido puro sin deformación.
Detente aquí y mira con ojos de matemático a la matriz antisimétrica Ω. Si operamos en

dos dimensiones cartesianas (el plano xy de nuestra ola), el único componente no nulo es:

Ω12 =
1
2

(
∂vx

∂y
−

∂vy

∂x

)
¡Reconoce esa ecuación! La expresión entre paréntesis es exactamente la magnitud escalar

de la componente z del vector rotacional ∇× v⃗.

Ω12 = −1
2
(∇× v⃗)z

La Demostración Matemática:
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Si impones la condición de que el campo es irrotacional (∇ × v⃗ = 0), estás forzando
geométricamente a que el tensor antisimétrico sea nulo (Ω = 0).

Al hacer esto, la Serie de Taylor que describe la cinemática local de la gota queda así:

v⃗(⃗r0 + d⃗r) = v⃗(⃗r0) + E · d⃗r

¡Ha desaparecido la matriz de rotación de cuerpo sólido! Cualquier diferencia de ve-
locidad entre un punto central y sus vecinos se debe exclusivamente al tensor simétrico E
(estiramiento y aplastamiento), no a giros.

III. La Cinemática de los Brazos Ortogonales

Aterricemos este tensor sobre tu famosa cruz. Definamos la cruz microscópica en un
instante inicial mediante dos vectores infinitesimales y mutuamente perpendiculares: uno
alineado con el eje x (dx⃗) y otro con el eje y (dy⃗).

Queremos calcular la velocidad angular a la que gira cada brazo.
• El brazo horizontal (dx⃗) girará si el extremo derecho sube o baja más rápido que el extremo

izquierdo. Su velocidad angular de rotación es: ωx =
∂vy
∂x .

• El brazo vertical (dy⃗) girará si el extremo superior se mueve hacia la izquierda o derecha
más rápido que el inferior. Por convención geométrica, su rotación (hacia el mismo sentido
antihorario) es: ωy = − ∂vx

∂y .
La velocidad angular media a la que gira toda la cruz (su rotación rígida como sistema) es

el promedio de las velocidades angulares de sus dos brazos ortogonales:

ωmedia =
1
2
(ωx + ωy) =

1
2

(
∂vy

∂x
− ∂vx

∂y

)
Una vez más, lo que asoma es el monstruo diferencial:

ωmedia =
1
2
(∇× v⃗)z

Si la ecuación diferencial rige que ∇× v⃗ = 0 (flujo irrotacional), la consecuencia analítica
inquebrantable es que la velocidad angular media del par de ejes ortogonales es estrictamente
cero.

Si además supones que la cruz es de madera sólida (indeformable, tensor E = 0 no
aplicable a ella), ninguno de sus brazos puede deformarse o cambiar el ángulo relativo de
90◦ entre ellos. Si su rotación media es cero y no puede deformarse, la rotación de la cruz es
nula. Se traslada en el espacio, pero su orientación cartesiana es un invariante eterno.

IV. La Intuición Absoluta: La Noria vs. El Tiovivo

Habiendo cimentado la ley de forma irrefutable, ya estás preparado para que la metáfora
no sea una creencia, sino una visualización del cálculo.

Imagina que estás en un parque de atracciones. Tienes dos máquinas circulares que
ejecutan una traslación circular global (el movimiento macroscópico bajo la ola), pero sus
dominios locales son matemáticamente opuestos.

El Tiovivo (Flujo Rotacional, ∇× v⃗ ̸= 0):

Estás sentado en un caballo de madera pegado al suelo giratorio. Mientras la plataforma
del tiovivo da una vuelta completa, tú recorres un círculo gigantesco. Pero fíjate en tu
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orientación espacial: primero miras al frente (Norte), luego miras a la taquilla (Este), luego al
fondo del parque (Sur). Tu cuerpo (la cruz de madera) ha girado 360◦ sobre su propio eje
central. Has sufrido rotación local.

La Noria (Flujo Irrotacional, ∇× v⃗ = 0):

Estás sentado en la cabina de una noria. La estructura gigantesca te lleva en un círculo
masivo por el cielo (las partículas de agua bajo la ola). Sin embargo, la cabina cuelga de un
pasador libre sujeto a la gravedad. Cuando estás abajo, tu cabeza apunta al cénit (Arriba) y
tus pies al suelo (Abajo). A medida que asciendes por el lado derecho hasta llegar a lo más
alto de la noria, tu cabeza sigue apuntando al cénit y tus pies siguen apuntando al suelo.

Tu cuerpo (la cruz) se ha trasladado en un círculo brutal, pero tu orientación geométrica
local jamás ha rotado.

En las olas de aguas profundas modeladas por la Teoría Lineal de Airy (función armónica
∇2ϕ = 0), el agua opera como la noria. Las partículas de fluido están trazando círculos
orbitales perfectos, pero las “cabinas” de líquido que habitan no giran sobre sí mismas ni un
solo grado de arco.

3.4.3 El Laplaciano aplicado a ondas superficiales en el agua

Aquí es donde la mecánica clásica se fusiona con la belleza del análisis matemático. El
Teorema de Poincaré (o el Lema de Poincaré en geometría diferencial) nos regala un atajo
brutal: si el rotacional de un campo es cero (∇× v⃗ = 0), entonces ese campo vectorial puede
expresarse siempre como el gradiente de un simple campo escalar.

Llamamos a ese campo escalar el Potencial de Velocidades (ϕ). Es decir, existe un mapa de
números donde las flechas de la velocidad simplemente apuntan cuesta abajo en ese mapa:

v⃗ = ∇ϕ

¿Qué ganamos con esto? Recuerda la cadena de hierro de la incompresibilidad de nuestro
cubo: ∇ · v⃗ = 0.

Si sustituimos la velocidad por el gradiente del potencial, obtenemos:

∇ · (∇ϕ) = 0

Al operador “divergencia del gradiente” se le llama Operador Laplaciano, y se escribe ∇2.
La ecuación diferencial final que gobierna todo el océano es la sagrada Ecuación de Laplace:

∇2ϕ = 0

¿Qué implica esto con tanta brutalidad?
Cualquier función ϕ(x, y) que cumpla que su Laplaciano es cero se llama Función Ar-

mónica. Las funciones armónicas tienen una propiedad topológica espectacular conocida
como el Principio del Máximo: una función armónica no puede tener máximos ni mínimos
locales en el interior de su dominio.

Físicamente, esto significa que el interior del océano no tiene voluntad propia. Toda la
información, todos los vórtices, toda la energía, toda la dinámica. . . está completamente
esclavizada y dictada por lo que ocurre en las fronteras (la superficie chocando con el aire,
y el fondo chocando con la arena). Resuelves lo que pasa en la piel del mar, y la Ecuación
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de Laplace proyecta esa información automáticamente y con precisión infinita hacia las
profundidades más oscuras, atenuando las órbitas circulares de las partículas de forma
exponencial a medida que desciendes, pero preservando la incompresibilidad perfecta.

I. La Intuición Absoluta: El Teorema del Valor Medio y la Geometría de la Mediocridad

Para profundizar de forma abismal en las funciones armónicas (∇2ϕ = 0), debemos
entender qué es el Laplaciano desde la geometría más pura.

Imagina el potencial de velocidades ϕ(x, y) como la altitud de un terreno montañoso.
El operador Laplaciano ∇2 es, matemáticamente, un “detector de concavidad tridimen-

sional”. Te dice cómo se compara la altitud de un punto exacto con la altitud promedio de
todos los puntos que le rodean en un círculo infinitesimal.
• Si ∇2ϕ > 0, el punto está en el fondo de un valle local (su valor es menor que la media de

sus vecinos).
• Si ∇2ϕ < 0, el punto está en la cima de una colina local (su valor es mayor que la media de

sus vecinos).
Por lo tanto, imponer rigurosamente la Ecuación de Laplace (∇2ϕ = 0) es obligar a la

función a ser el paradigma geométrico de la mediocridad perfecta: El valor del potencial en
cualquier punto del interior del océano es estrictamente e infaliblemente igual al promedio
de los valores de sus vecinos. A esto se le conoce en análisis matemático como el Teorema del
Valor Medio para Funciones Armónicas.

Esta es la razón profunda del Principio del Máximo. Si intentaras crear un máximo local
(una colina escondida en medio del océano) donde la función valiera 10, pero todos sus
vecinos valieran 8, el Laplaciano en ese punto sería negativo. Pero la incompresibilidad
prohíbe que el Laplaciano sea distinto de cero. Por reducción al absurdo, el interior del mar es
un esclavo: ninguna molécula de agua en el abismo puede decidir tener una energía cinética
mayor que la de su entorno, a menos que esa energía provenga directamente de una frontera.

II. El Despiece Matemático: La Esclavitud Exponencial de las Profundidades

Vamos a la sala de máquinas de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para
ver cómo el océano “resuelve” esta esclavitud entre la superficie agitada y el fondo inerte.

Supongamos un océano infinitamente profundo. Tenemos dos fronteras topológicas:
• El Cielo (y = 0): Aquí el viento genera olas. La frontera es un oscilador armónico espacial:

∼ cos(kx − ωt).
• El Abismo (y → −∞): En las profundidades insondables, la física dicta que el agua debe

estar quieta. La perturbación debe anularse: v⃗ = 0, por lo que ϕ → 0.
Para encontrar la función armónica global ϕ(x, y) que rige el mar, aplicamos el poderoso

método de Separación de Variables: ϕ(x, y) = X(x) · Y(y).
Al introducir esto en la Ecuación de Laplace ( ∂2ϕ

∂x2 +
∂2ϕ
∂y2 = 0), obtenemos:

Y
d2X
dx2 + X

d2Y
dy2 = 0

1
X

d2X
dx2 = − 1

Y
d2Y
dy2 = −k2

(Igualamos a una constante negativa −k2 porque sabemos que en el eje x la solución debe
ser oscilatoria periódica para formar trenes de olas).

134



Esta única ecuación diferencial parcial se rompe en dos ecuaciones ordinarias con natu-
ralezas geométricas radicalmente distintas:
• La Ecuación Horizontal: d2X

dx2 + k2X = 0. Esta es la ecuación del oscilador armónico (tu
flauta de antes). Sus soluciones son senos y cosenos: X(x) = A cos(kx) + B sin(kx). La
superficie vibra.

• La Ecuación Vertical: d2Y
dy2 − k2Y = 0. ¡Cuidado aquí! El signo ha cambiado por culpa de

la incompresibilidad (el Laplaciano). Esta NO es una ecuación de ondas oscilatorias. Sus
soluciones no son senos, sino funciones exponenciales reales: Y(y) = Ceky + De−ky.
Imponemos nuestra condición de frontera del abismo (y → −∞). Si el término De−ky

existiera, al poner un y inmensamente negativo, el exponente se volvería positivo y la
velocidad del agua tendería a infinito en el fondo del mar. ¡Físicamente imposible! Por tanto,
el universo obliga a que D = 0.

Nuestra solución armónica total, que dicta el alma del océano, queda inexorablemente
esculpida como:

ϕ(x, y, t) = Aeky cos(kx − ωt)

III. Filosofía y Geometría Compleja: El Mapeo Conforme del Océano

Detente y contempla la monstruosidad matemática de ese término eky (sabiendo que y ≤ 0
hacia la profundidad).

El número de onda es k = 2π/λ (donde λ es la longitud de la ola en la superficie).
El tamaño de las órbitas circulares de las partículas de agua decae con el factor exponencial

e2πy/λ.
La Ecuación de Laplace rige que la dinámica no “cae” de forma lineal, ni cuadrática. Cae

de forma exponencial dictada estrictamente por la geometría de la onda superficial. Si la ola
en la superficie mide 100 metros de longitud (λ = 100), a una profundidad de apenas la mitad
de su longitud (y = −50 metros), el movimiento del agua es solo e−π ≈ 4% del movimiento
en superficie. Un submarino a 100 metros de profundidad no siente absolutamente nada del
huracán que ocurre arriba.

Para adquirir una intuición absolutamente brutal, debes ver el fondo del mar no como un
lugar geográfico, sino como un yunque topológico.
En la primera gráfica (aguas profundas), la onda existe en una “ignorancia existencial”
sobre el fondo. Como vimos, la Ecuación de Laplace atenúa la agitación de la superficie
exponencialmente (eky). Si el océano es abismalmente profundo (h ≫ λ), el movimiento de
las partículas colapsa a cero muchísimo antes de que la onda pueda “sentir” que hay un límite
inferior de arena. La variedad es, a efectos prácticos, semi-infinita. Por eso las partículas
trazan círculos perfectos que simplemente se encogen hasta desaparecer en la oscuridad.
En la segunda gráfica (aguas poco profundas), la onda sufre claustrofobia geométrica. El
fondo sólido (y = −h) está tan cerca de la superficie que la onda choca contra él antes de
atenuarse.

El fondo es una pared impenetrable. Matemáticamente, impone una inquebrantable
condición de frontera: el agua no puede atravesar la arena. Por tanto, en el fondo exacto, la
velocidad vertical debe ser estrictamente cero.

Pero recuerda nuestra cadena de hierro, la incompresibilidad (∇ · v⃗ = 0). Si la ola empuja
el agua hacia abajo, pero esta choca contra el yunque del fondo y no puede bajar más, la
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geometría no tiene más remedio que aplastar la onda y forzar a las partículas a escapar
lateralmente.

El círculo (el movimiento isotrópico) es aplastado contra el fondo marino. El eje vertical
de oscilación se reduce drásticamente, mientras que el eje horizontal se mantiene o incluso
se alarga para conservar el volumen. El círculo muta en una elipse. Y justo en la línea de
arena, la elipse colapsa en una línea recta 1D: el agua solo puede raspar el fondo yendo hacia
adelante y hacia atrás.

II. El Despiece Matemático: El Triunfo de las Funciones Hiperbólicas

Aterricemos esto con la formalidad de las ecuaciones diferenciales parciales. Como
predijimos, la Ecuación de Laplace (∇2ϕ = 0) nos exigía una solución para la parte vertical
Y(y) que no oscilara, sino que fuera una combinación de exponenciales reales:

Y(y) = Ceky + De−ky

En el océano profundo infinito, matamos a D porque no podíamos permitir que la función
explotara en el infinito negativo. Pero ahora nuestro dominio está acotado. La frontera
inferior ya no es −∞, sino la coordenada precisa y = −h.

Imponemos nuestra Condición de Frontera de Neumann (flujo nulo a través del límite) en
el lecho marino:

vy(x,−h) =
∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
y=−h

= 0

Derivamos nuestra función Y(y) y evaluamos en −h:

k
(

Ce−kh − Dekh
)
= 0

Dado que k ̸= 0, obligamos a las constantes a relacionarse de forma exacta:

Ce−kh = Dekh =⇒ D = Ce−2kh

Sustituyamos este valor de D de vuelta en nuestra función original Y(y) y factoricemos:

Y(y) = C
(

eky + e−2khe−ky
)

Y(y) = Ce−kh
(

ek(y+h) + e−k(y+h)
)

Si eres un observador astuto del análisis matemático, reconocerás instantáneamente la ex-
presión entre paréntesis. Es, salvo un factor de 2, la definición estricta del coseno hiperbólico.

Por lo tanto, la función que rige las profundidades no es una simple exponencial pura,
sino una función hiperbólica atada al fondo marino:

ϕ ∝ cosh(k(y + h))

III. La Anatomía de la Elipse Orbital

Extraigamos ahora los desplazamientos reales de las partículas. Derivando este potencial
ϕ, obtenemos las componentes de la velocidad y, tras integrar en el tiempo, obtenemos los
ejes máximos de oscilación (las amplitudes) de las partículas de agua:
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• Semieje Horizontal (Ax): ∝ cosh(k(y + h))
• Semieje Vertical (Ay): ∝ sinh(k(y + h))

(Donde sinh es el seno hiperbólico, derivado del cosh).
Analiza estas dos ecuaciones con la profundidad y. Esta es la prueba suprema:

En la superficie (y ≈ 0) para aguas muy profundas (h → ∞): Las funciones cosh(kh) y
sinh(kh) tienden asintóticamente a tener el mismo valor inmenso (ekh/2). Como Ax ≈ Ay, la
trayectoria es un círculo perfecto (tu primer diagrama).
En el fondo (y = −h): Evaluamos las funciones en 0.
• sinh(0) = 0 =⇒ Ay = 0. (Movimiento vertical estrictamente nulo).
• cosh(0) = 1 =⇒ Ax > 0. (Movimiento horizontal no nulo).

La trayectoria es un segmento de línea horizontal pura. (Tu segundo diagrama lo muestra
en el elipsoide más pequeño, aplastado).
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